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Önsöz
Ders kitabı, öncelikle aşağıdaki mesleklerin temsil edildiği Kuzey Makedonya Cumhuriyeti’ndeki 
ortaöğretim meslek okullarının 4. sınıfındaki öğrencilere yöneliktir: Jeoloji, madencilik ve meta-
lurji, İnşaat ve jeodezi, Grafik, Ekonomi, hukuk ve ticaret, Elektrik mühendisliği, Sağlık ve sosyal 
koruma, Tarım, balıkçılık ve veterinerlik, Kişisel hizmetler, Makine mühendisliği, Trafik, ulaştırma 
ve depolama, Tekstil ve deri, Tekstil, deri ve benzeri ürünler, Yiyecek–içecek hizmetleri ve turizm, 
Kimyasal ve teknolojik meslekler ve Ormancılık ve ahşap işleme, matematik dersi için temel ders 
kitabı olarak (seçmeli). Ama aynı zamanda içindekileri incelemek isteyen herkes için bir edebiyat 
eseri olarak da kullanılabilir.

Ders kitabı aşağıdaki modüler üniteleri kapsamaktadır:

1. Diferansiyel hesap (ekonomi mesleği/sektörüne yönelik);
2. İntegral hesap (ekonomi mesleği/sektörü);
3. Matrisler (Diğer tüm meslekler/sektörler);
4. Uzayda Analitik Geometri (diğer tüm meslekler/sektörler);
5. Belirsiz integral (diğer tüm meslekler/sektörler);
6. Kesin integral ve uygulama (diğer tüm meslekler/sektörler).

Modüler üniteler, meslek liselerinde IV sınıftan itibaren yukarıda adı geçen mesleklere ait matema-
tik derslerinde uygulanması planlanan müfredata uygun olarak geliştirilmiştir.

Her modüler ünite bir bütün olarak öğretim ünitelerine ayrılmıştır. Öğretim birimler, sadece bir öğre-
tim birimi tarafından işlenmesi amaçlanan malzemeyi incelemiyor. Öğretmen dilerse bunları birden 
fazla derste işleyebilir. Modüler ünite kapsamında her öğretim ünitesinde, yeni kavramların açık ve 
net bir biçimde tanıtıldığı, bunlar arasındaki ilişkilerin ve daha önce öğrenilen kavramlarla ilişkile-
rinin ortaya konulduğu özgül öğretim içerikleri işlenmektedir. Öğrencinin yeni kavramları benimse-
mesini sağlayacak çözümlü örnekler ve problemlerle desteklenir. Her öğretim ünitesinin sonunda 
öğrencinin daha önce öğrendiklerini kontrol etmesine yardımcı olacak bağımsız çalışma ödevleri 
verilmektedir. Her modüler ünitenin sonunda, modüler ünitede edinilen bilgilerin tekrarlanması ve 
teyit edilmesine yönelik görevler verilmektedir. Öğrencinin bu görevleri başarıyla tamamlaması, 
edindiği bilgilerin derinleşmesini sağlayacaktır.

Ders kitabının sonunda bağımsız çalışmaya yönelik görevlerin kısa cevapları yer almaktadır.

Her öğretim birimi ve her modülerin tekrarlanması ve belirlenmesi için alıştırmalar. Öğrencinin doğ-
ru ve başarılı bir şekilde çözdüğü ödevin teyidi niteliğindedir.

Son olarak, bu ders kitabının, her öğrencinin yukarıda belirtilen alanlardaki ortaöğretim meslek 
okullarının dördüncü sınıfında öğrenim görmesi amaçlanan matematik dersinde gerekli malzemeyi 
başarıyla kavramasına yardımcı olacağını içtenlikle umuyoruz. Bu ders kitabının her öğrencinin 
matematiğe olan sevgisini daha da canlı tutması veya uyandırması durumunda, biz yazarlar olarak 
gurur ve mutluluk duyacağız. 

Yazarlar 
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Многу физички феномени вклучуваат променливи величини - брзина на ракетата, 

монетарната инфлација, промена на добивката остварена при продажба на одреден 

производ, бројот на бактерии во културата, напонот на електричните сигнали и многу други. 

Во ова поглавје ќе го развиеме концептот „извод на функција“, кој е математичка алатка со 

помош на која се проучуваат стапките на промена на физичките величини.

1. Поим за извод на функција

                         Да ја разгледаме функцијата 2 1y х= + . Ако аргументот x на функцијата е

0, тогаш вредноста на функција е ( )0 2 0 1 1y =  + = . Се поставува прашањето, за колку ќе

се промени вредноста на функцијата ако аргументот x се промени од 0 на 2 (Слика 1)?

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 2 1 2 0 1 5 1 4y y− =  + −  + = − = .

Слика 1

Нека функцијата е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека и 1x се 

вредности на аргументот x од интервалот ( ),a b . Вредностите на функцијата f во точките

и 1x се ( )0 0y f x= и ( )1 1 .y f x=

Пример 1

8

Şekil 1

Birçok fiziksel olay değişken büyüklükler içerir – bir roketin hızı, para enflasyonu, belirli bir ürünün 

satışından elde edilen kârdaki değişim, bir kültürdeki bakteri sayısı, elektrik sinyallerinin voltajı ve 

daha birçokları. Bu bölümde, fiziksel niceliklerin değişim hızlarını incelemek için kullanılan matema-

tiksel bir araç olan “bir fonksiyonun türevi” kavramını geliştireceğiz.

1. Bir fonksiyonun türevinin tanımı

Örnek 1   y = 2x +1 fonksiyonunu ele alalım. Fonksiyonun x argümanı 0 ise, fonksiyonun 

değeri  (0) = 2 . 0 +1 = 1  olur. Şu soru soruluyor: x argümanı 0’dan 2’ye değişirse fonksiyonun 

değeri ne kadar değişir (Şekil 1)?
                                   

y = f(x) fonksiyonu (a,b) aralığında tanımlı olsun ve x0 ve x1 değerleri x bağımsız değişkeninin 

(a,b) aralığında değerleri olsun. f fonksiyonunun x0 ve x1 noktalarındaki değerleri y0 = f(x0)  ve 

y1 = f(x1) olur.
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Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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x argümanının değişimi, yani 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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 aralığındaki argümanın artışı 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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 ile tanımlanırken, 

y = f(x) fonksiyonunun değişim (fonksiyonun artışı) şu şekilde tanımlanır:

                               
                                                                               

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 olduğuna göre 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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 gerekir. Buna göre fonksiyonun değerinin değişimi şu şe-

kilde yazılabilir: 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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  Fonksiyonun değerinin değişimi  ∆f  biçiminde yazılabilir.

Örnek 2   

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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  fonksiyonunun x0 = 0 ve x1 = 2 ise ∆x ve ∆f değerlerini bulalım. 

Argümandaki artış ve fonksiyon değerindeki artış için şunu elde ederiz:

1
  
f(x) = x² + 2x + 3 fonksiyonu için, x0 = 1 ve x1 = 2 ise, Δx ve Δf değerlerini belirtiniz.

Örnek 3    

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 
 fonksiyonu için herhangi bir x noktasındaki Δf değerini bu-

lalım.

Şekil 2
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( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2

1 13 6 3 6
2 2

1 3
2

 = +  −

= +  − +  + − + −

=  +  − 

f f x x f x

x x x x x x

x x x x

Ако замениме 0 3x x= = и  1 =x  добиваме  21 13 1 1 3 1 .
2 2

f =  +  −  =

Определи го f  за функциите: 

а) ( ) 2 2f x x= + во произволна точка ; 

б) ( )
2

xf x
x

=
+

  ако 0 4, 2.x x=  =

За функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + во пример 3 го определивме f за 

произволна точката 0.x За истата функција ќе го одредиме: 

а) Количникот од промената на вредноста функцијата и промената на аргументот; 

б) граничната вредност од количникот кога 0.x →  

Ќе ја одредиме граничната вредност ако 3,5.x =

а) 
( )21 3 12 3.

2

x x x xf x x
x x

 +  − 
= = +  −

 

б) 
0 0

1lim lim 3 3.
2x x

f x x x
x →  →

  = +  − = −   

За 3,5x =  имаме 
0

lim 3 3,5 3 0,5.
x

f x
x →


= − = − =



2 

Пример 4 
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Eğer x = x₀ = 3 ve Δx = 1 yerine koyarsak, 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2

1 13 6 3 6
2 2

1 3
2

 = +  −

= +  − +  + − + −

=  +  − 

f f x x f x

x x x x x x

x x x x

Ако замениме 0 3x x= = и  1 =x  добиваме  21 13 1 1 3 1 .
2 2

f =  +  −  =

Определи го f  за функциите: 

а) ( ) 2 2f x x= + во произволна точка ; 

б) ( )
2

xf x
x

=
+

  ако 0 4, 2.x x=  =

За функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + во пример 3 го определивме f за 

произволна точката 0.x За истата функција ќе го одредиме: 

а) Количникот од промената на вредноста функцијата и промената на аргументот; 

б) граничната вредност од количникот кога 0.x →  

Ќе ја одредиме граничната вредност ако 3,5.x =

а) 
( )21 3 12 3.

2

x x x xf x x
x x

 +  − 
= = +  −

 

б) 
0 0

1lim lim 3 3.
2x x

f x x x
x →  →

  = +  − = −   

За 3,5x =  имаме 
0

lim 3 3,5 3 0,5.
x

f x
x →


= − = − =



2 

Пример 4 
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   elde ederiz.

2  Aşağıdaki fonksiyonlar için Δf’yi bulunuz:

a) f(x) = x² + 2, herhangi bir x₀ noktasında.

b)  

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2
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1 3
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2 2
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  dir.
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Ако функцијата е дадена во облик тогаш изводот го означуваме со 'y  или ( ).f x  

 а) Да го определиме изводот на функцијата 22 5= +y x x во точките 1x = −

и 1.x =

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 5 2 5 4 5 2y f x x f x x x x x x x x x x = +  − = +  + +  − + =  + + 

Го одредуваме количникот: 

( )4 5 2
4 5 2 .

x x xy x x
x x

 + + 
= = + + 

 
 

( )
0 0

lim lim 4 5 2 4 5.
x x

y x x x
x →  →


= + +  = +



( )
( )
' 1 4 ( 1) 5 1

' 1 4 1 5 9.

y

y

− =  − + =

=  + =

  б) Да го определиме изводот на функцијата 3y x= во произволна точка .x  

( )
( )

3 3 2 2

2 23 3

0 0 0

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( )

3 3 ( )( )lim lim lim

lim[3 3 ( ) ] 3 .
x x x

x

y f x x f x x x x x x x x x

x x x x xy x x x
x x x

x x x x x
 →  →  →

 →

 = +  − = +  − =  +  + 

 +  +  + −
= = =

  
= +  +  =

Пример 5 

0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xf
x x →  →

+  −
=

 
, 
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Tanım 1: Eğer y = f(x) fonksiyonunun değerindeki değişimin ile argümanındaki x₀ ∈ Df  değişi-

mine oranının limiti, argümandaki değişim 0’a yaklaşırken sonlu bir değere sahipse, yani:

o zaman bu limit değerine y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasındaki (birinci) türevi denir ve 

f ’(x₀) ile gösterilir. Bir fonksiyonun türevini bulma işlemine türev alma denir ve belirli bir x₀ 
noktasında birinci türevi olan bir fonksiyona, o noktada türevlenebilir denir.

Eğer fonksiyon y=f(x) şeklinde verilmişse, türevi genellikle y′ veya f′(x) ile gösterilir.

Örnek 5        a) y = 2x² + 5x fonksiyonunun x = –1 ve x = 1 noktalarındaki türevini bulalım.

Şu oranı bulalım:

b) y = x³ fonksiyonunun herhangi bir x ∈ ℝ noktasındaki türevini bulalım.
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     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1

xy x
x

=  −
+

( )( )

( )( )
( )( )( ) ( )20 0 0

( ) ( ) ,
1 1 1 1

1 1 1lim lim lim .
1 1 1x x x

x x x xy f x x f x
x x x x x x

x
x x xy x

x x x x x x x →  →  →

+  
 = +  − = − =

+  + + +  + +


+  + + 

= = =
   + + + +

б) За функцијата 1, 1y x x= +  − , имаме: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

0 0 0

0

0 0

1 1
lim lim lim

1 1 1 1
lim

1 1

1 1 1lim lim
1 1 1 1

1 .
2 1

x x x

x

x x

x x xf x x f xy
x x x

x x x x x x
x x x x

x x x

x x x x x x x

x

 →  →  →

 →

 →  →

+  + − ++  −
= =

  

+  + − + +  + + +
= 

 +  + + +

+  + − +
= =

 +  + + + +  + + +

=
+

Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 

      Определи го изводот на функцијата  1 , \ 0 .y x
x

= 

Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x−

−

 →

+  − =


, 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x+

+

 →

+  − =


тогаш тие се нарекуваат соодветно лев и десен извод на функцијата  во 
точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  

.

Пример 6 

4 

3 
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

тогаш тие се нарекуваат соодветно лев и десен извод на функцијата  во 
точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  
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     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

0 0 0

0

0 0

1 1
lim lim lim
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Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 
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x
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Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 
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точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  
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3    Verilen fonksiyonun türevini belirtiniz:  a) y=x2+1 ;    b) y=x2+x

Örnek 6      a)  

     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1
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=  −
+
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Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 

      Определи го изводот на функцијата  1 , \ 0 .y x
x

= 

Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 
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точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  

.
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   fonksiyonun türevini belirtelim.

b)  

     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1
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=  −
+
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Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 

      Определи го изводот на функцијата  1 , \ 0 .y x
x

= 

Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 
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и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  

.
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 fonksiyonu için şunu elde ediyoruz:

x = –1 noktasındaki türev mevcut değildir, çünkü bu değer için belirsiz bir ifade elde ederiz. 

4  

     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1

xy x
x

=  −
+
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( )( )( ) ( )20 0 0

( ) ( ) ,
1 1 1 1

1 1 1lim lim lim .
1 1 1x x x
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= 
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= =

 +  + + + +  + + +

=
+

Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 

      Определи го изводот на функцијата  1 , \ 0 .y x
x

= 

Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 

0 0
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( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x−
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 →
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

, 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x+

+

 →

+  − =


тогаш тие се нарекуваат соодветно лев и десен извод на функцијата  во 
точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  

.
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  fonksiyonunun türevini bulunuz.

 

sonlu limit değerler varsa, ki bunlar sırasıyla y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasındaki sol ve sağ 

türevleri olarak adlandırılır. Ancak ve ancak o noktada sol ve sağ türevleri mevcutsa ve bunlar eşit-

se, yani f’(x₀⁻) = f’(x₀⁺) olduğu durumda,  y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasında türevi vardır deriz.

Tanım 2:    Şu   
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             Функцијата ( )f x x= е дефинирана на множеството  )0,fD =  и има 

извод во секоја точка 0x  од дефиниционата област.

( ) ( ) ( )
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( )( ) ( )( )
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  

+  − +  +
= 

 +  +

+  −
= =

 +  + +  +

=

Ако 0x = , тогаш согласно Дефиниција 2 и дефиниционата област на функцијата може да 
постои само десниот извод на функцијата во точката 0x = . Да го пресметаме:

0 0
0 0 0 0 0

( ) ( ) 0 0 1'( ) lim lim lim lim .
+ + + +

+

 →  →  →  →

+  − + − 
= = = = = 

   x x x x

f x x f x x xf x
x x x x

Бидејќи граничната вредност е бесконечна, десниот извод во 0x =  не постои.

Доказ: Нека функцијата има извод во точката . Tогаш

0 0
0 0

( ) ( )'( ) lim
 →

+  −
=

x

f x x f xf x
x

постои. За да покажеме дека функцијата е 

непрекината во точката треба да покажеме дека 
0

0lim ( ) ( ).
x x

f x f x
→
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  ( )
0 0

0
0 0
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( ) ( )lim ( ) ( ) lim
x x x x

f x f xf x f x x x
x x→ →

−
− = −

−
и со користење на смената 0 ,− = x x x

0= +x x x добиваме:

( )
0

0 0 0
0 00

0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim '( ) 0 0.
x x x

f x f x f x x f xx x x f x
x x x→  →

− +  −
− =  =  =
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Од тоа што  
0 0

0 0lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) 0,
→ →

− = − =
x x x x

f x f x f x f x следува дека 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . Значи 

функцијата е непрекината во точката 0.x ▄

Пример 7

Теорема 1: Ако функцијата има извод во точката , тогаш функцијата

е непрекината во .

.
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             Функцијата ( )f x x= е дефинирана на множеството  )0,fD =  и има 

извод во секоја точка 0x  од дефиниционата област.
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постои само десниот извод на функцијата во точката 0x = . Да го пресметаме:
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f x x f x x xf x
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Бидејќи граничната вредност е бесконечна, десниот извод во 0x =  не постои.

Доказ: Нека функцијата има извод во точката . Tогаш
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 →

+  −
=
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постои. За да покажеме дека функцијата е 
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→ →

− = − =
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Örnek 7               Функцијата ( )f x x= е дефинирана на множеството  )0,fD =  и има 

извод во секоја точка 0x  од дефиниционата област.
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Ако 0x = , тогаш согласно Дефиниција 2 и дефиниционата област на функцијата може да 
постои само десниот извод на функцијата во точката 0x = . Да го пресметаме:
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Бидејќи граничната вредност е бесконечна, десниот извод во 0x =  не постои.

Доказ: Нека функцијата има извод во точката . Tогаш

0 0
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постои. За да покажеме дека функцијата е 
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0
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 fonksiyonu              Функцијата ( )f x x= е дефинирана на множеството  )0,fD =  и има 

извод во секоја точка 0x  од дефиниционата област.
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=

Ако 0x = , тогаш согласно Дефиниција 2 и дефиниционата област на функцијата може да 
постои само десниот извод на функцијата во точката 0x = . Да го пресметаме:
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sonucu elde edilir. 

Yani fonksiyon x₀ noktasında süreklidir.

Teorem 1: Eğer y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasında bir türevi varsa, o zaman  y = f(x) 
fonksiyonu x₀’da süreklidir.
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Teorem 1’in tersi genel olarak geçerli değildir. Örnek olarak, örnek 7’deki 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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 fonksiyonunu 

gösterebiliriz. Bu fonksiyon tüm tanım kümesinde [0, ∞) süreklidir, ancak xo = 0 noktasında  türevi 

yoktur.

Çalışma Alıştırmaları

1. Bir dikdörtgenin kenarları 10 m ve 20 m’dir. Aşağıdaki durumlarda dikdörtgenin çevresindeki 
ve alanındaki değişimi belirleyin:

a) Uzun kenar 1 m artarsa;     b)  kısa kenar 0.5 m artarsa.

2.  Şu durumlarda Δy’yi hesaplayınız:
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а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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   	 b)  

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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c)  

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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  	 ç) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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3. Fonksiyonun türevini hesaplayınız: 

a) y = 4x – 3, x = 1 noktasında;            b) y = x² – 3,  x₀ = 2 noktasında;  

c) y = (x – 2)³, x₀ = 5 noktasında;         ç) y = (x² – 1) / x,  x₀ = 1 noktasında.

4. Fonksiyonun sol ve sağ türevlerini belirleyiniz:

a) y = |x – 3|, x₀ = 3 noktasında; 		  b) y = |x + 2|, x₀ = –2 noktasında;  

c) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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, x = 0 noktasında; 	 ç) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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, x₀ = 5 noktasında.

2. Temel Elementer Fonksiyonların Türev Tablosu

Tanım yoluyla türev belirlemek genellikle çok zaman alır ve çok karmaşık olabilir. Bu amaçla, bu 
ders ünitesinde, türev tablosu veya tablo türevleri olarak bilinen bazı temel fonksiyonların türev-
lerinin bir listesini sunacağız. Bir sonraki ders ünitesinde ele alacağımız türev kuralları ve tablo 
türevleri, toplama, çarpma ve bölme işlemleriyle elde edilen temel fonksiyonlardan kaynaklanan 
fonksiyonların türevlerini bulmak için bize bir araç sağlar.

Aşağıdaki örneği inceleyeceğiz:

Örnek 1   f(x) = x² ve f(x) = x³ fonksiyonlarının türevlerini tanım yoluyla bulalım ve ardından 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 

14

 fonksiyonunun türevinin neye eşit olduğu sonucuna varalım.
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( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 2 2 2

0 0 0

0

( )

2'( ) lim lim lim

2
lim 2 .

x x x

x

f x x

f x x f x x x x x x x x xf x
x x x

x x x
x

x

 →  →  →

 →

=

+  − +  − +  +  −
= = =

  
 +

= =


Значи добивме дека ( )2'( ) ' 2 .f x x x= =  

( )

( )

3

3 3 3 2 2 3 3

0 0

2 2
2

0

( )

3 3'( ) lim lim

3 3
lim 3 .

x x

x

f x x

x x x x x x x x x xf x
x x

x x x x x
x

x

 →  →

 →

=

+  − +  +  +  −
= =

 
 +  + 

= =


Добивме дека ( )3 2'( ) ' 3 .f x x x= =  

Сега, можеме да заклучиме дека и во општ случај за секој n  важи: 

Ако ( ) nf x x= тогаш ( ) 1'( ) ' .n nf x x nx −= =
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 geçerli olacaktır.

f(x) = c, c sabit sayı olmak üzere, sabit fonksiyon verildiği durumda ise:
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 elde edilir.

Demek ki, f ’(x) = c’= 0 dır.

Örnek 2   Elde edilen formül yardımıyla şu fonksiyonların türevini belirteceğiz:   

a) f(x) = x      b) f(x) = x7       c) f(x) = x10                   

 Verilen fonksiyonların türevlerini hesaplayoruz:

         

  

 

1  Verilen fonksiyonun türevini belirtiniz: 

a)

b)

b)

c)

c)a)



16

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  
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а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
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x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 
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2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x
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− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 
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 
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 в) ( )1 1 1
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 
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 fonksiyonu için, türevinin hesaplanması formülü her За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
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1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   
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в) ( ) 2
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x

=  ;  г) ( )
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1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−
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 için 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
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x

= 
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 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 
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 
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x
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( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
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'( ) lim lim lim
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 dir.

Örnek 3  Aşağıdaki fonksiyonların türevini belirtelim: 

a) 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x
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 b) 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x
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x x x
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   c)  

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=

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   ç)

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
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3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   
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За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:
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 
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Во продолжение е дадена таблицата на изводи од елементарни функции т.н. таблични 
изводи: 

1. ( ) 0, constc c = = 2. ( ) 1x  =

3. 1( ) ,n nx n x n− =  4. ( ) lnx xa a a =
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lna x a a x
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Задачи за самостојна работa 

1. Определи го изводот на следните функции со примена на соодветната формула:

а) 5y x= ;     б) 2 3y x x= ;           в) 3 5y x= ;              г) 5
1 , 0y x
x

=  . 
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İlerde, elemanter fonksiyonların türevler tablosu denilen tablo gösterilmiştir:

 Çalışma Alıştırmaları 

1.  Uygun formül kullanarak şu fonksiyonların türevini belirtiniz: 
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2.  Uygun formül kullanarak şu fonksiyonların türevini belirtiniz: 

3. Türev Alma Kuralları

Tanım yoluyla türev bulmak genellikle çok karmaşık olabilir. Şu ana kadar bazı temel fonksiyonların türev-

lerini belirledik. Temel fonksiyonlar yerine, daha çok temel fonksiyonlardan aritmetik işlemlerle elde edilen 

fonksiyonlarla karşılaşırız. Fonksiyonun türevinin belirli özelliklerini uygulayarak, temel fonksiyonların 

türevlerine dayanarak, çok daha karmaşık fonksiyonların türevi nispeten basit bir şekilde hesaplanabilir. 

3.1. Bir Sabit ve Bir Fonksiyonun Çarpımının Türevi

Aşağıdaki teoremi sunacağız:

Teorem 1: y = f(x) fonksiyonunun x noktasında türevlenebilir bir fonksiyon olduğunu ve c’nin 
bir sabit olduğunu varsayalım. O zaman c . f  fonksiyonu da x noktasında türevlenebilirdir ve şu 
eşitlik doğrudur:

2. Определи го изводот на следните функции со примена на соодветната формула:

а) 5 , 0y x x x=  ;       б) 
3 7

1 , 0y x
x

=  ;      в) 5 , 0y x x x=  ;      

 г) 
5

1 , 0;y x
x

=  д) 3xy = ;  ѓ) 2log , 0y x x=  . 

3. Правила за диференцирање

Наоѓањето извод врз основа на дефиницијата често може да биде многу 
комплицирано. Ние досега определивме изводи од некои елементарни функции. Наместо 
елементарни функции, почесто се среќаваме со функции кои се добиени со аритметички 
операции од елементарните функции. Со примена на одредени својства на изводот на 
функцијата, врз основа на изводот на елементарните функции, изводот на многу посложени 
функции може да се пресмета на релативно едноставен начин. 

3.1. Извод од производ на константа и функција 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

 Доказ: Од дефиницијата на извод имаме: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
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x x

c f x x c f x f x x f x
c f x c c f x

x x →  →

 +  −  +  −  = = = 
 

 ▄ 

                   Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( ) 32 ;f x x= б) ( ) 1 ln , 0
2

f x x x=  ; в) ( ) 5 2 .xf x =   

Од соодветните таблични изводи и примена на теорема 1 добиваме: 

а) ( ) ( ) ( )3 3 2 22 2 2 3 6 ;f x x x x x  = = =  =

Пример 1 

Теорема 1: Нека функцијата  е диференцијабилнa функциja во точката x и c
е константа. Тогаш и функцијата c f  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( ( )) ( ).c f x c f x  = 
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b) c)a)
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b) c)

d)ç) e)

a)
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б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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b) c)a)

1  Verilen fonksiyonun türevini belirtiniz: 

3.2. Fonksiyonların Toplamının Türevi
Aşağıdaki teorem, iki fonksiyonun toplamının türevine aittir.

Teorem 2: u = u(x) ve  v = v(x) fonksiyonlarının x noktasında türevlenebilir fonksiyonlar ol-

duğunu varsayalım. O zaman u + v  fonksiyonu da x noktasında türevlenebilirdir ve şu eşitlik 

doğrudur:
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2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
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Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 
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u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
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 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на
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1 

Пример 2 
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( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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İspat: u = u(x) ve  v = v(x) fonksiyonlarının x noktasında türevlenebilir fonksiyonlar olduğunu 

varsayalım.
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Örnek 2  Aşağıdaki fonksiyonların türevini belirtelim:

Teorem 2’den şunu elde ederiz:
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а) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 22 5 2 5 6 10f x x x x x x x   = + = + = + ;

б) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 63ln 3ln
22

xf x x x x x
x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
промената на функцијата uv  во точката x  имаме, 
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( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ).

u x v x u x x v x x u x v x u x x v x x u x v x x
u x v x x u x v x v x x u x x u x
u x v x x v x v x x u x u x v x

 = + + − = + + − +
+ + − = + + −
+ + − = +  + 

Од дефиницијата за извод имаме, 

Пример 3 

Теорема 3: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и нивниот производ  uv  е диференцијабилна функција во x  и точно 
е: 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u x v x u x v x u x v x  = +

2 
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b)

c)

Toplam kuralının herhangi bir x noktasında üç veya daha fazla türevlenebilir fonksiyon için de ge-

çerli olduğunu belirtelim.

Örnek 3  f(x) = 2x³ + 3x + ln x, x > 0 fonksiyonunun türevini belirtelim.

       f ’(x) = (2x³ + 3x + ln x)’ = (2x³)’ + (3x)’ + (ln x)’ = 6x² + 3 + 1/x.

2   Aşağıdaki fonksiyonların türevini belirleyin:

a)	 f(x) = 4x³ – 2x² + 7x; b) f(x) = ln x + 2x – 1/x, x > 0.

3.3. Fonksiyonların Çarpımının Türevi

İki fonksiyonun çarpımının türevi ile ilgili aşağıdaki teoremi ispatlayacağız:

Teorem 3: u = u(x) ve  v = v(x) fonksiyonlarının x noktasında türevlenebilir fonksiyonlar oldu-
ğunu varsayalım. O zaman bunların uv çarpımı da x noktasında türevlenebilir bir fonksiyondur 
ve şu eşitlik doğrudur:
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x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
промената на функцијата uv  во точката x  имаме, 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ).

u x v x u x x v x x u x v x u x x v x x u x v x x
u x v x x u x v x v x x u x x u x
u x v x x v x v x x u x u x v x

 = + + − = + + − +
+ + − = + + −
+ + − = +  + 

Од дефиницијата за извод имаме, 

Пример 3 

Теорема 3: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и нивниот производ  uv  е диференцијабилна функција во x  и точно 
е: 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u x v x u x v x u x v x  = +

2 

20

İspat: u = u(x) ve v = v(x) fonksiyonlarının x noktasında türevlenebilir fonksiyonlar olduğunu 
varsayalım. uv çarpımının fonksiyonundaki değişimi x noktasında ele alırsak şunu elde edeceğiz:

 Türevin tanımından şunu elde ederiz:
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0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 5 ( 3 2) 2 5 3 2

2( 3 2) 2 5 2 3

2 6 4 4 6 10 15

6 2 11.

f x u x v x u x v x

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x x x x x

f x x x

  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 

Пример 4 
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( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 5 ( 3 2) 2 5 3 2

2( 3 2) 2 5 2 3

2 6 4 4 6 10 15

6 2 11.

f x u x v x u x v x

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x x x x x

f x x x

  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 
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0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 5 ( 3 2) 2 5 3 2

2( 3 2) 2 5 2 3

2 6 4 4 6 10 15

6 2 11.

f x u x v x u x v x

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x x x x x

f x x x

  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 
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b) c)

Örnek 4       Şu fonksiyonların türevini belirtelim:

0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 5 ( 3 2) 2 5 3 2

2( 3 2) 2 5 2 3

2 6 4 4 6 10 15

6 2 11.

f x u x v x u x v x

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x x x x x

f x x x

  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 
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b) c)

a) 

0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 5 ( 3 2) 2 5 3 2

2( 3 2) 2 5 2 3

2 6 4 4 6 10 15

6 2 11.

f x u x v x u x v x

f x x x x x x x

f x x x x x

f x x x x x x

f x x x

  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 
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fonksiyonu için 

0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
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x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )
( )

2 2
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  = +

 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

5 5

10 5 5 2 .

x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  
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 ve 

0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
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u x v x x u x v x u x v x u x v x
x x

 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
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( )

2 2
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 = + − + + + − +

 = − + + + −

 = − + + − + −

 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  

( ) ( ) ( )
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x x

x x x

f x x e x e

f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )
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1 ln 1 ln
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1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +
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+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 
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 olsun. Fonksi-
yonların çarpımına ait türev formülünden yararlanarak şunu elde ediyoruz: 

  b) 
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( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
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 +   +  = =
 
 +    = + = +

 
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                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 
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б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  
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f x x e x e xe x

  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )
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1ln .

f x x x x x

f x x x
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     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  
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 fonksiyonu için, iki fonksiyonun çarpımına ait türev formülünden yararlanarak 

şunu elde ediyoruz: 
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( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
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 
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                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со

користење на формулата за производ на функции добиваме 
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 = − −

б) За функцијата 2( ) 5 ,xf x x e=  користејќи ја формулата за извод на производ на две 

функции, имаме:  
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  = +

 =  +  =  +

в) За функцијата ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   , користејќи ја формулата за извод на производ на

две функции, имаме: 
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     Определи го изводот на следните функции: 
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Пример 4 
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 fonksiyonu için, iki fonksiyonun çarpımına ait türev formülünden ya-

rarlanarak şunu elde ediyoruz:

3  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:  
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3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во точката x , при што

( ) 0v x . За промената на функцијата 
u
v

 во точката x  имаме: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
(
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v x v x x v x v x x v x
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v x u x u x v x
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  +  +  − + 
 = − =  +  +  

+  − + − + 
=

+ 
+  − − +  −

= =
+ 

 − 
= .

) ( )x v x+ 

Од дефиницијата за извод имаме, 

0 0

2

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

( )
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u x
v xu x v x u x u x v x
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u x v x u x v x
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 
    −  = =   +   
 −

=

 ▄ 

                   Дa го oпределиме изводот на следните функции: 

a) ( ) , 1
1

xf x x
x

=  −
+

;  б) 
2

2
1( ) , 0.xf x x

x
−

= 

Пример 5 
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( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x v x

    −
= 

 
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b)

3.4. Fonksiyonların Bölümünün Türevi
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 bölümü de x noktasında türevlenebilir bir fonksi-
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 fonksiyonunun değişimi için şunu elde ederiz:

Türevin tanımı gereğince, 

elde edilir.

Örnek 5  Şu fonksiyonların türevini belirtelim:
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а) За функцијата ( )
1

xf x
x

=
+

, нека ( ) =u x x и ( ) 1= +v x x . Со користење на формулата за 

извод од количник на функции добиваме:

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

1 1' .
1 1

u x v x u x v xf x
v x

x x x x
f x

x
x xf x
x x

 − =

  + −  +
 =

+

+ −
= =

+ +

б) За функцијата 
2

2
1( ) ,xf x

x
−

= според формулата за извод од количник на функции 

добиваме: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

2 2 2 2

22

2 2

4 4 3

1 1

2 2 2 2 2' .

x x x x
f x

x

x x x x x xf x
x x x

 − − −
 =

 −  +
= = =

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 2
2( ) , 1

1
xf x x
x

=  
−

;  б) 
1( ) , 1
1

xf x x
x
−

=  −
+

. 

Задачи за самостојна работa 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) 2( ) 2 ;f x x=  б) 42( ) , 0;
4

f x x x= − 

в) ( ) 33 ;f x x= г) ( ) 2 3.= +f x x

2. Определи го изводот на следните функции:

a) 2( ) 2 5 6;f x x x= + −  б) 
3 5

2 4
1 1( ) , 0

3 5
x xf x x

x x
= − + −  ; 

в) ( )
2 3

;
2 3
x xf x x= + +  г) ( ) 3 , 0.f x x x x= +   

3. Определи го изводот на следните функции:

а) 3( ) 4 , 0f x x x x x x x= −    б) 3( ) 2 3 , 0f x x x x= − 

4
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а) 2( ) 2 ;f x x=  б) 42( ) , 0;
4
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3 5
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2 3

;
2 3
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b)

а) За функцијата ( )
1
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=
+
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( ) ( ) ( )
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( )
( ) ( )
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2 2

( ) ( ) ( ) ( )
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 =

+

+ −
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+ +

б) За функцијата 
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2
1( ) ,xf x

x
−

= според формулата за извод од количник на функции 
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( ) ( ) ( )( )
( )

( )

2 2 2 2
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   fonksiyonunda u(x) = x ve  v(x)= x + 1 olsun. İki fonksiyonun bölümüne ait tü-
rev formülünden yararlanarak şunu elde ediyoruz:
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fonksiyonunu için, İki fonksiyonun bölümüne ait türev formülünden yararlanarak 

şunu elde ediyoruz:

4   Şu fonksiyonların türevini belirtiniz: 

Çalışma alıştırmaları                   

1.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz: 

 2.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:

3.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:



24

4. Определи го изводот на следните функции:
а) ( ) ln 5 , 0xf x x e x x= + −   ;  б) ( ) 2 5 4 .x xf x = +   

5. Определи го изводот на следните функции:
а) 2( ) ln , 0f x x x x=   б) 3( ) .xf x x e=

6. Определи го изводот на следните функции:

а) 
2

2
1( ) , 1
1

xf x x
x
+

=  
−

  б) 
2

2
3 2( ) ;

1
x xf x

x
+ +

=
+

в) 3
ln( ) , 0;xf x x
x

=   г) 
2

( ) .= x
xf x
e

4.Извод на сложена функција

Функцијата од облик ( )( )f g x се вика сложена функција или композиција од 

функциите ( )f x и ( )g x .

Така, функцијата од облик 2 1= −y x е сложена функција. Со користење на 

смената ( ) 2 1= −u x x ,  сложената функција ќе го добие обликот .=y u

Ако имаме сложена функција од облик ( )42 1= +y x , тогаш со воведување на 

смената ( ) 2 1= +u x x , сложената функција ќе го добие обликот 4.=y u

                    Следните функции, користејќи смена ќе ги запишеме во поедноставен 

облик: 

а) Функцијата ( )33 ,y x= − со смената ( ) 3u x x= − можеме да ја запишеме во обликот 
3.y u=

б) Функцијата ( )2ln 3 ,y x= − со смената ( ) 2 3u x x= − можеме да ја запишеме во обликот 

ln .y u=

в) Функцијата 3 5,xy e += со смената ( ) 3 5,u x x= +  можеме да ја запишеме во обликот

.uy e=

     За секоја од сложените функции: 

 a) , 0;xy e x=                           б) 3 3 1,y x= +

определи ( )u x  и запиши ја функцијата во облик ( ).y f u=  

Пример 1 

1 
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b)

c) ç)

4.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:

5.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz: 

6.  Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:

4. Bileşik Fonksiyonun Türevi

f(g(x)) biçimindeki bir fonksiyona bileşik fonksiyon veya f(x) ve g(x) fonksiyonlarının bileşkesi denir.
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  biçimini alır.
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   biçiminde bir bileşik fonksiyonumuz varsa, u(x) = 2x + 1 değişimini uygulayarak, 
bileşik fonksiyon y = u4 biçimini alır.

Örnek 1   Aşağıdaki fonksiyonları, yerine koyma yöntemini kullanarak, daha basit bir biçimde 
yazalım:

a) y = (x – 3)³ fonksiyonu, u(x) = x – 3 dönüşümü ile y = u³ biçiminde yazılabilir.

b) y = ln(x² – 3) fonksiyonu, u(x) = x² – 3 dönüşümü ile y = ln u biçiminde yazılabilir.

c) y = e(3x + 5) fonksiyonu, u(x) = 3x + 5 dönüşümü ile y = eu biçiminde yazılabilir.

1   Aşağıdaki bileşik fonksiyonların her biri için:

u(x) i  belirleyin ve fonksiyonu y = f(u) biçiminde yazınız.
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Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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Теорема 1: Нека функцијата ( )u x  е диференцијабилна во точката , а функцијата f е 

диференцијабилна во точката 0 0( )u u x= . Тогаш и нивната композиција како сложена

функција ( )( ) ( ( ))f u x f u x=  е диференцијабилна функција во точката при што важи:

( )0 0 0( ( ) ( ( )) ( ).f u x f u x u x  =  
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b)

b)

c) d)ç)

Bileşik fonksiyonun türev kuralı aşağıdaki teorem ile verilecektir.

Teorem 1: u(x) fonksiyonunun x₀ noktasında türevlenebilir olduğunu ve f fonksiyonunun 
u₀ = u(x₀) noktasında türevlenebilir olduğunu varsayalım. O zaman bunların bileşkesi olan 
(f ◦ u)(x) = f(u(x)) bileşik fonksiyonu da x₀ noktasında türevlenebilirdir ve şu eşitlik geçerlidir:

Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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İspat: Türevin tanımından şunu elde ederiz:

Δu = u(x₀ + Δx) – u(x₀) olduğundan, u(x₀ + Δx) = Δu + u₀ elde ederiz. u sürekli olduğundan, 

Δx → 0 olduğunda Δu → 0 elde ederiz. O zaman,

Yani, (f ◦ u)(x) = f(u(x)) fonksiyonu x₀ noktasında türevlenebilirdir ve şu eşitlik doğrudu

Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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Örnek 1   Şu fonksiyonların türevini hesaplayalım:
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в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=
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 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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c)

d)

ç)
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3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 

27

b)
3. Определи го изводот на следните функции:

а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 

27

b)

3.   Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:

4.   Şu fonksiyonların türevini belirtiniz:

5. Kapalı Fonksiyonun Türevi ve Logaritmik Türevler

Bu ders ünitesinde, ilk olarak fonksiyonun kapalı biçimde verildiği durumlarda türevin hesaplanma-
sını ele alacağız. Kapalı olarak verilen bir fonksiyonun türevini bulma prosedürü, logaritmik türevler 
olarak adlandırılan türevin hesaplanmasında kullanılabilir.

Kapalı fonksiyon, y değişkeninin x değişkeni cinsinden ifade edilmediği bir fonksiyondur.

F(x, y) = 0 kapalı biçiminde bir fonksiyonun verildiğini varsayalım, burada y = y(x) olarak x ∈ (a, b) 
aralığında tanımlanır ve x bağımsız değişkendir. Fonksiyon kapalı biçimde verildiğinde y’ yi x cin-
sinden ifade etmek bazen çok zordur. Fonksiyonun türevi kapalı yöntemle belirlenebilirse çok daha 
basit olurdu.

y = y(x) fonksiyonunun x ∈ (a, b) aralığında türevlenebilir olduğunu varsayalım. Kapalı biçimi, 
her x ∈ (a, b) için F(x, y(x)) = 0 olarak yazabiliriz. O zaman bileşik fonksiyonun türevini kullanarak 

şunu elde ederiz:

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 

27

burada 

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 

27

 fonksiyonun x’e göre türevi ve 

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 
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 fonksiyonun x’e bağlı olan y’ ye 
göre türevidir. y’ türevini ifade edersek, kapalı olarak verilen fonksiyonun türevinin aşağıdaki formü-
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Türevin doğrudan hesaplanması, verilen fonksiyonun her teriminin türevinin hesaplanmasıyla yapı-
lır ve burada x’in bağımsız bir değişken ve y’nin x değişkenine bağlı bir fonksiyon olduğu dikkate 
alınmalıdır.

Kapalı bir fonksiyonun türevini hesaplama yöntemi, örnekler aracılığıyla en iyi şekilde incelenebilir.
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   Дa го определиме изводот на функцијата дадена во имплицитен облик: 
2 24 5+ + =x x y . 

Со непосредно пресметување на извод се добива: 

2 4 2 ' 0.x yy+ + =

При пресметување на извод од имплицитно зададена функција ( , ) 0F x y =  потребно 
е да се внимава на постоење на функцијата ( )y у x= . Со други зборови, y е зависна
променлива која зависи од независната промнелива x , па пресметувањето извод на y  е 
всушност пресметување на извод од сложена функција. 

Сега останува уште само да го изразиме 'y . Значи добиваме: 
2 ' 2 4,

2' ,

2' .

yy x
xy
y

xy
y

= − −
− −

=

+
= −

                    Дa го определиме изводот на функцијата дадена во имлицитен облик: 
2 2 2+ + =x xy y . 

 Да забележиме дека овде за да го најдеме изводот на xy  ќе го користиме правилото за 
извод на производ на две функции. Значи ќе добиеме: 

( )

( )

2 ' 2 ' 0,
2 ' 2 ' 0,

' 2 2
2' .

2

x y xy yy
x y xy yy

y x y x y
x yy

x y

+ + + =

+ + + =

+ = − −

+
= −

+

 Определи го изводот на функцијата зададена во имплицитен облик: 

 a) 2 24 5+ + =x x y б) 3 22 2 5,+ + =x x y

 в) 2 2 1,+ + =xy xy y  г) 3 3 2 0.+ + =x y

Како што напоменавме на почеток на наставната единица, изводот од имплицитно 
зададена функција можеме да го искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод. 
Лoгаритамски извод се применува кога независната променлива е и во основата и во 
експонентот на некој степен. 

Пример 1 

1 

Пример 2 
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b)

c) ç)

Örnek 1   Aşağıda kapalı biçimde verilen fonksiyonun türevini belirtelim.

x² + 4x + y² = 5.

Doğrudan türev alarak şunu elde ederiz:

2x + 4 + 2yy’ = 0.

Kapalı olarak verilen F(x, y) = 0 fonksiyonunun türevini alırken, y = y(x) fonksiyonunun varlığına 

dikkat etmek gerekir. Başka bir deyişle, y bağımsız değişken x’e bağlı olan bağımlı bir değişkendir 

ve y’nin türevini almak aslında bileşik bir fonksiyonun türevini almaktır.

Şimdi sadece y’ türevini  ifade etmemiz gerekiyor. Yani şunu elde ederiz:

Örnek 2   Kapalı biçimde verilen fonksiyonun türevini belirtelim. 

x² + xy + y² = 2.

Burada xy çarpımının türevini bulmak için iki fonksiyonun çarpımının türevi kuralını kullanacağımızı 

belirtelim. Yani şunu elde edeceğiz:

1   Kapalı biçimde verilen fonksiyonun türevini belirtiniz: 

Ders ünitesinin başında belirttiğimiz gibi, kapalı olarak verilen bir fonksiyonun türevini, logaritmik 

türev olarak adlandırılan türevi hesaplamak için kullanabiliriz. Logaritmik türev, bağımsız değişkenin 

hem tabanda hem de bir kuvvetin üssünde olduğu durumlarda uygulanır.
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                    Да го пресметаме изводот на функцијата , 0xy x x=  . За да го најдеме
изводот од оваа функција мораме да се ослободиме од x  што се наоѓа во експонентот. За 
таа цел ја логаритмираме функцијата:  

ln ln xy x= , т.е. ln lny x x= . 
Потоа, диференцираме: 

1 1' 1 ln

' 1 ln

y x x
y x
y x
y

=  + 

= +
 т.е. 

( )
( )

' 1 ln

' 1 lnx

y y x

y x x

= +

= +

      Определи го изводот на следните функции: 

 a) 
21 ;xy x −= б) 

3

.xy x=

Задачи за самостојна работa 

1. Определи го изводот на следните имплицитно зададени функции:

a) 2 22 1;x y x y+ + =  б) 2 24 0;x xy y+ + =
 в) 2 2 4;xy x y+ + =  г) 3 3 5 0.+ − =x xy

2. Определи го логаритамскиот извод на следните функции:
a) ;xy x=  б) 2 ;xy x=

 в) 
21 ;

x
xy

x
 +

=  
 

 г) 
1

.= xy x

6.Поим за диференцијал

Важен поим поврзан со егзистенцијата на изводот на функција е поимот 
диференцијал на функција. Тој може да биде искористен и за приближни пресметувања. 

Значи, диференцијалот на функцијата  во точката е 0 0( ) ( )dy x y x x=  , а во
произволна точка х е dy y x=  .  

Пример 3 

3 

Дефиниција 1: Нека функцијата  е диференцијабилна во точката т.е.
постои извод 0 0( ) ( )y x f x = . Производот 0( )y x x  се нарекува диференцијал на 
функцијата  во точката и се означува со 0( )dy x или кратко со dy .  
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b)

Örnek 3   y = xx, x > 0  fonksiyonunun türevini hesaplayalım. Bu fonksiyonun türevini bulmak 

için, üsde bulunan x’ten kurtulmamız gerekiyor. Bu amaçla, fonksiyonun logaritmasını alıyoruz:

ln y = ln xx, yani ln y = x ln x.

Ondan sonra, türevini alıyoruz:

2    Aşağıdaki fonksiyonların türevini belirtiniz: 

 Çalışma Alıştırmaları

1. Aşağıdaki kapalı olarak verilen fonksiyonların türevini belirleyin:

2. Aşağıdaki fonksiyonların logaritmik türevini belirtiniz: 

6. Diferansiyel Kavramı

Bir fonksiyonun türevinin varlığı ile ilgili önemli bir kavram, fonksiyonun diferansiyel kavramıdır. Bu, 

yaklaşık hesaplamalar için de kullanılabilir.

Tanım 1: y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasında türevlenebilir olduğunu, yani y’(x₀) = f’(x₀) 
türevinin var olduğunu varsayalım. y’(x₀)Δx çarpımına y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasındaki 
diferansiyeli denir ve dy(x₀) veya kısaca dy ile gösterilir.

Yani, y = f(x) fonksiyonunun x₀ noktasındaki diferansiyeli dy(x₀) = y’(x₀)Δx tir ve herhangi bir x nok-

tasında dy = y’Δx tir.
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c) ç)
b)
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a) 2 22 1;x y x y+ + =  б) 2 24 0;x xy y+ + =
 в) 2 2 4;xy x y+ + =  г) 3 3 5 0.+ − =x xy

2. Определи го логаритамскиот извод на следните функции:
a) ;xy x=  б) 2 ;xy x=

 в) 
21 ;

x
xy

x
 +

=  
 

 г) 
1

.= xy x

6.Поим за диференцијал

Важен поим поврзан со егзистенцијата на изводот на функција е поимот 
диференцијал на функција. Тој може да биде искористен и за приближни пресметувања. 

Значи, диференцијалот на функцијата  во точката е 0 0( ) ( )dy x y x x=  , а во
произволна точка х е dy y x=  .  

Пример 3 

3 

Дефиниција 1: Нека функцијата  е диференцијабилна во точката т.е.
постои извод 0 0( ) ( )y x f x = . Производот 0( )y x x  се нарекува диференцијал на 
функцијата  во точката и се означува со 0( )dy x или кратко со dy .  
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Örnek 1  a) f(x) = x⁴ fonksiyonunun herhangi bir x noktasındaki diferansiyeli dy = 4x³Δx tir, 

çünkü f ’(x) = 4x³ tür.

b) y = x doğrusal fonksiyonunun türevinin y’ = 1 olduğu gerçeğini kullanarak, doğrusal fonk-

siyonun diferansiyeli için dy = dx = y’Δx = Δx tir, dolayısıyla dx = Δx tir. Bu nedenle, y = f(x) 
fonksiyonunun diferansiyelini dy = y’dx şeklinde yazabiliriz. Buradan tekrar 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 

Пример 1 

Пример 2 
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 sonucu çıkar. 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 
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(de y de x olarak okunur), bu ise Lagrange’ınkinden farklı olarak Leibniz tarafından tanıtı-

lan bir başka türev işaretidir.

1
 
Aşağıdaki fonksiyonların diferansiyelini belirtiniz: 

a) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 
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  b) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 

Пример 1 

Пример 2 
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.

Eğer y = f(x) fonksiyonu x₀ noktasında türevlenebilirse, o zaman Δy = f(x₀ + Δx) – f(x₀) artışı ve 
x₀ noktasındaki dy diferansiyeli Δx → 0 olduğunda eşdeğer sonsuz küçüklerdir. Bu özellik nede-
niyle, dy diferansiyeli Δy nin ana değeri olduğu söylenir, çünkü yeterince küçük |Δx| için Δy ≈ dy 
olduğunu düşünebiliriz.

Bu özellik, |Δx|’in küçük değerleri için, Δy = f(x + Δx) – f(x) ≈ dy, yani f(x + Δx) ≈ f(x) + dy for-
mülü kullanılarak fonksiyonların değerlerini yaklaşık olarak hesaplamak için kullanılabilir.

Örnek 1  D =  tanım aralığına sahip y = x² fonksiyonu için, tanım aralığında herhangi 
bir x noktasındaki diferansiyeli dy = 2xdx  tir, çünkü y’ = 2x ‘tir. Fonksiyonun x₁ = 1 noktasındaki 
diferansiyeli dy = 2dx tir. Fonksiyonun diferansiyelini kullanarak, 1,22’yi yaklaşık olarak aşağıdaki 

şekilde hesaplayabiliriz:

İlk olarak, x = 1 ve Δx = 1.2 – 1 = 0.2 olduğu dy = 2xΔx formülünü kullanacağız. dy = 2xΔx = 0.4 
elde ederiz. Daha sonra, x₀ = 1 ve Δx = 1.2 – 1 = 0.2 için f(x + Δx) = f(x) + dy formülünü kulla-
nacağız. f(x + Δx) = f(1.2) = f(x₀) + dy = 1 + 0.4 = 1.4 elde ederiz. Yani, 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 
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Пример 2 
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 elde edilir.

2
 
  Aşağıdakileri yaklaşık olarak hesaplayınız:

a) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
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= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
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2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 
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7. Извод од параметарски зададена функција

Нека ( )y у x= е непрекината функцијa каде ( ), ( )x x t y y t= = се непрекинати 
функции на интервалот ( , )t a b . Во овој случај велиме дека функцијата ( )y у x= е 
определена со параметарски равенки ( ), ( )x x t y y t= = , ( , )t a b .

Доказ: Нека параметарот t има промена t . Тогаш функциите х и у добиваат промени х
и у т.е ( ), ( ), ( )х х x t t y y y t t y y y x x+ = + + = + + = + . За изводот на функцијата

( )y y x= имаме:

0 0 0 0
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0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )lim ( ) .( ) ( ) ( )lim

x x x t

t

t

y t t y t
y y x x y x y t t y t tу x x t t x tx x x t t x t

t
y t t y t

y tt
x t t x t x t

t

 →  →  →  →

 →

 →

+  −
 +  − +  −  = = = = =

+  −  +  −


+  −
= =

+  − 


▄

                        За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = го пресметуваме ( )у x :

а) ( ) ( )3 33 1, 3 1x t t t y t t t= + + = − + ; б) ( ) ( )
2

3 3
3 3, .

1 1
t tx t y t
t t

= =
+ +

а) Според формулата дадена во теорема 1, првиот извод 
2 2

2 2
'( ) 3 3 1'( ) .
'( ) 3 3 1

y t t tу x
x t t t

− −
= = =

+ +

б) 

( )
( )
( )
( )

( )

3

23 3

33

23

3 2

1 2'( )'( ) .
'( ) 1 23 1 2

1

t t

t t ty tу x
x t tt

t

−

+ −
= = =

−−

+

Теорема 1: Ако ( ), ( )x x t y y t= = се диференцијабилни функции на интервалот ( , )t a b
и ( ) 0y t  тогаш и функцијата ( )y у x= е диференцијабилна и притоа важи:

( )( )
( )

dy
dy y t ydtу x dxdx x t x

dt


 = = = =


.
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7. Parametrik Olarak Verilen Bir Fonksiyonun Türevi

y = y(x) in sürekli bir fonksiyon olduğunu ve x = x(t), y = y(t) nin t ∈ (a, b) aralığında sürekli 

fonksiyonlar olduğunu varsayalım. Bu durumda, y = y(x) fonksiyonunun x = x(t), y = y(t), t ∈ (a, b) 
parametrik denklemleri ile belirlendiğini söyleriz.

Teorem 1: Eğer x = x(t), y = y(t) t ∈ (a, b) aralığında türevlenebilir fonksiyonlar ise ve y’(t) ≠ 0 
ise, y = y(x) fonksiyonu da türevlenebilirdir ve şu eşitlik doğrudur:
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İspat: t parametresinin Δt değişimi olduğunu varsayalım. O zaman x ve y fonksiyonları Δx ve 

Δy değişimlerini alır, yani x + Δx = x(t + Δt), y + Δy = y(t + Δt), y + Δy = y(x + Δx).  y = y(x) 
fonksiyonunun türevi için şunu elde ederiz:

Örnek 1   x = x(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(x) fonksiyonu için y’(x)  
i hesaplayalım:

a) x(t) = t³ + 3t + 1, y(t) = t³ – 3t + 1;         b) 
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a) Teorem 1’de verilen formüle göre, birinci türev için 
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а) ( ) ( )3 33 1, 3 1x t t t y t t t= + + = − + ; б) ( ) ( )
2

3 3
3 3, .

1 1
t tx t y t
t t

= =
+ +

а) Според формулата дадена во теорема 1, првиот извод 
2 2

2 2
'( ) 3 3 1'( ) .
'( ) 3 3 1

y t t tу x
x t t t

− −
= = =

+ +

б) 

( )
( )
( )
( )

( )

3

23 3

33

23

3 2

1 2'( )'( ) .
'( ) 1 23 1 2

1

t t

t t ty tу x
x t tt

t

−

+ −
= = =

−−

+

Теорема 1: Ако ( ), ( )x x t y y t= = се диференцијабилни функции на интервалот ( , )t a b
и ( ) 0y t  тогаш и функцијата ( )y у x= е диференцијабилна и притоа важи:

( )( )
( )

dy
dy y t ydtу x dxdx x t x

dt


 = = = =


.
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elde edilir.

b)  

7. Извод од параметарски зададена функција

Нека ( )y у x= е непрекината функцијa каде ( ), ( )x x t y y t= = се непрекинати 
функции на интервалот ( , )t a b . Во овој случај велиме дека функцијата ( )y у x= е 
определена со параметарски равенки ( ), ( )x x t y y t= = , ( , )t a b .

Доказ: Нека параметарот t има промена t . Тогаш функциите х и у добиваат промени х
и у т.е ( ), ( ), ( )х х x t t y y y t t y y y x x+ = + + = + + = + . За изводот на функцијата

( )y y x= имаме:

0 0 0 0

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )lim ( ) .( ) ( ) ( )lim

x x x t

t

t

y t t y t
y y x x y x y t t y t tу x x t t x tx x x t t x t

t
y t t y t

y tt
x t t x t x t

t

 →  →  →  →

 →

 →

+  −
 +  − +  −  = = = = =

+  −  +  −


+  −
= =

+  − 


▄

                        За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = го пресметуваме ( )у x :

а) ( ) ( )3 33 1, 3 1x t t t y t t t= + + = − + ; б) ( ) ( )
2

3 3
3 3, .

1 1
t tx t y t
t t

= =
+ +

а) Според формулата дадена во теорема 1, првиот извод 
2 2

2 2
'( ) 3 3 1'( ) .
'( ) 3 3 1

y t t tу x
x t t t

− −
= = =

+ +

б) 

( )
( )
( )
( )

( )

3

23 3

33

23

3 2

1 2'( )'( ) .
'( ) 1 23 1 2

1

t t

t t ty tу x
x t tt

t

−

+ −
= = =

−−

+

Теорема 1: Ако ( ), ( )x x t y y t= = се диференцијабилни функции на интервалот ( , )t a b
и ( ) 0y t  тогаш и функцијата ( )y у x= е диференцијабилна и притоа важи:

( )( )
( )

dy
dy y t ydtу x dxdx x t x

dt


 = = = =


.
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                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 

Пример 1 

Пример 2 

2 

1 
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За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = пресметај '( )у x .

а) 2 23 2 3, 2 2 1x t t y t t= + − = + − ;  б) 3, tytx == .

в) 
12ln , 8x t y
t

= = + ; г) 
2 3 22 , 2 6t tx е y t t+= = + .

Задачи за самостојна работа

1. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .
а) 2ln 4, 2x t y t= + = + ; б) ( ) ( )ln 5 , lnx t y t= + = − .

2. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .

a) ( ) ( )5 , 3t t t tx e e y e e− −= + = − ; б) 3 31 , 1x t y t= − = − .

8. Равенка на тангента и равенка на нормала

Овде ќе ја разгледаме примената на првиот извод во одредувањето на равенките на 
тангента и нормала на график на функција.

Нека е дадена функцијата ( )y f x= . Нека точката ( )0 0 0,T x y припаѓа на графикот на 

функцијата. Тангентата на графикот на функцијата во точката ( )0 0 0,T x y е права која го 

допира графикот на функцијата во точката 0.T Тангентата ќе ја означуваме со 
0Tt каде во 

индексот се нагласува точката во која ја бараме тангентата.
Нормала на график на функција во дадена точка е права која е нормална на тангентата 
која минува низ таа точка. Нормалата обично се означува со 

0Tp , каде повторно во 
индексот нагласуваме во која точка ја бараме нормалата, слика 4.

  1  
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b)

За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = пресметај '( )у x .

а) 2 23 2 3, 2 2 1x t t y t t= + − = + − ;  б) 3, tytx == .

в) 
12ln , 8x t y
t

= = + ; г) 
2 3 22 , 2 6t tx е y t t+= = + .

Задачи за самостојна работа

1. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .
а) 2ln 4, 2x t y t= + = + ; б) ( ) ( )ln 5 , lnx t y t= + = − .

2. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .

a) ( ) ( )5 , 3t t t tx e e y e e− −= + = − ; б) 3 31 , 1x t y t= − = − .

8. Равенка на тангента и равенка на нормала

Овде ќе ја разгледаме примената на првиот извод во одредувањето на равенките на 
тангента и нормала на график на функција.

Нека е дадена функцијата ( )y f x= . Нека точката ( )0 0 0,T x y припаѓа на графикот на 

функцијата. Тангентата на графикот на функцијата во точката ( )0 0 0,T x y е права која го 

допира графикот на функцијата во точката 0.T Тангентата ќе ја означуваме со 
0Tt каде во 

индексот се нагласува точката во која ја бараме тангентата.
Нормала на график на функција во дадена точка е права која е нормална на тангентата 
која минува низ таа точка. Нормалата обично се означува со 

0Tp , каде повторно во 
индексот нагласуваме во која точка ја бараме нормалата, слика 4.
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b)

c) ç)

e)

1  x = x(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(x) fonksiyonu için y’(x) i he-

saplayınız.

Çalışma Alıştırmaları

1.	 `x = x(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(x) fonksiyonu için y’(x)’i hesap-

layınız.

		  a) x = ln(t) + 4, y = t² + 2;       b) x = ln(t + 5), y = ln(–t).

2.	 x = x(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(x) fonksiyonu için y’(x) i hesap-

layınız.

8. Teğet Denklemi ve Normal Denklemi

Burada, bir fonksiyonun grafiğinin teğet ve normal denklemlerini belirlemede birinci türevin uygula-

masını inceleyeceğiz.

y = f(x) fonksiyonunun verildiğini varsayalım. T₀(x₀, y₀) noktasının fonksiyonun grafiğine ait oldu-

ğunu varsayalım. T₀(x₀, y₀) noktasındaki fonksiyonun grafiğinin teğeti, fonksiyonun grafiğine T₀ 
noktasında değen bir doğrudur. Teğeti tT₀  ile göstereceğiz, buradaki indis, teğetin hangi noktada 

olduğunu işaret etmektedir

Verilen bir noktadaki fonksiyonun grafiğinin normali, o noktadan geçen teğete dik olan bir doğru-

dur. Normal genellikle  pT₀  ile gösterilir, burada da indis normalin  hangi noktada olduğunu işaret 

etmektedir, şekil 4.
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Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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Sekil 4 b)

T₀(x₀, y₀) noktasında çizilen teğetin eğimi katsayısı 

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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 dır (Şekil 4b). tgx trigonometrik fonk-

siyonunun tanımından ve Şekil 4b’deki ΔT₀CT üçgeninden şu sonuca varılır: 

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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, 
burada β, T₀ noktasından geçen kesenin (BT doğrusu) x ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açıdır.

Dolayısıyla y – y₀ = tgβ ⋅ (x – x₀) elde edilir.
Δx azaldıkça, yani Δx → 0 olduğunda, kesenin sapması teğetin sapmasına giderek daha çok 
yaklaşır ve Δx = 0 için kesen teğetle çakışacaktır.

O halde  

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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  geçerlidir.

Buna göre, 

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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elde edilir ve bu eşitlik teğetin denklemidir.

Sekil 4 a)
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İki doğrunun dik olma koşulundan Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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 olduğunu elde ederiz, dolayısıyla normalin 

denklemi için

 

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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elde edilir.

Örnek 1  y = 2x² – x + 1 fonksiyonunun grafiğinin A(1, 2) noktasındaki teğet ve normal 

denklemlerini yazalım.

Teğet denklemi

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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dolayısıyla teğetin denklemi için,

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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 elde edilir.

Normal denklemi

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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Örnek 2   y = 2x³ – 3x + 2 fonksiyonunun grafiğinin A(1, y₀) noktasındaki teğet ve normalinin 

denklemlerini yazalım.

A(1, y₀) noktasının ordinatını belirtiyoruz:

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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Teğetin denklemi şu formülle verilir:

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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burada teğetin eğimi x = 1 noktasındaki birinci türevin değeridir, yani:

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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Пример 2
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buradan verilen A(1, 1) noktasındaki teğetin denklemini belirtiyoruz:

                                      

Од условот за нормалност на прави имаме дека 
( )0

1 1 ,
'p

t

k
k f x

= − = − па равенката на 

нормала е:

( ) ( )0 0
0

1 .
'

− = − −y y x x
f x

          Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 22 1y x x= − + во точката ( )1, 2А .

Равенка на тангента 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )' 4 1= −f x x , ( )' 1 4 1 1 3=  − =f ,
па оттука, равенката на тангента ќе биде:

( )2 3 1− = −y x ,
3 1 0 3 1x y y x− − =  = − .

Равенка на нормала

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )12 1
3

− = − −y x ,

1 73 7 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

         Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на графикот 
на функцијата 32 3 2y x x= − + во точката ( )01,А y .

Ординатата на точката ( )01,А y e:

( ) 3
0 0 2 1 3 1 2 1= =  −  + =y f x .

Равенката на тангента е дадена со формулта:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 0 1,x =
т.е.

( ) 26 3f x x = − , ( ) 21 6 1 3 3f  =  − = ,

од каде за равенката на тангента во дадената точка ( )1,1А e:

( )1 3 1− = −y x ,
3 2 0 3 2x y y x− − =  = − .

Равенката на нормала
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Normal denklemi
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( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата =y x во точката 0
1,
2

 
 
 

А x .

Да ја определиме апсцисата на точката 0
1,
2

 
 
 

А x :

( )0 0 0
1 1 1, , .
2 2 4

= = =f x x x

Равенката на тангента е:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 

0
1 ,
4

x = т.е.

( ) 1
2

f x
x

 = , 
1 1 1 1 114 11 22 24

f   = = = = 
  

,

од каде за равенката на тангента во дадената точка 1 1,
4 2

А 
 
 

добиваме:

1 11
2 4

 − = − 
 

y x , т.е
1
4

= +y x .

Равенката на нормала во точката 1 1,
4 2

А 
 
 

е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

1 11
2 4

 − = − − 
 

y x

3
4

= − +y x .

   Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 
функцијата

a) 2 2 ,= − −y x x во точката ( )02,−А y ;

1

Пример 3 
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Örnek 3    

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата =y x во точката 0
1,
2

 
 
 

А x .

Да ја определиме апсцисата на точката 0
1,
2

 
 
 

А x :

( )0 0 0
1 1 1, , .
2 2 4

= = =f x x x

Равенката на тангента е:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 

0
1 ,
4

x = т.е.

( ) 1
2

f x
x

 = , 
1 1 1 1 114 11 22 24

f   = = = = 
  

,

од каде за равенката на тангента во дадената точка 1 1,
4 2

А 
 
 

добиваме:

1 11
2 4

 − = − 
 

y x , т.е
1
4

= +y x .

Равенката на нормала во точката 1 1,
4 2

А 
 
 

е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

1 11
2 4

 − = − − 
 

y x

3
4

= − +y x .

   Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 
функцијата

a) 2 2 ,= − −y x x во точката ( )02,−А y ;

1

Пример 3 
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 fonksiyonunun grafiğinin 

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .
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Teğet denklemi için,
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 
 
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 noktasındaki birinci türevin değeridir, yani:
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 noktasındaki teğetin denklemi için,
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  elde edilir. 
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 noktasındaki normalin denklemi:
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2 4

 − = − − 
 

y x

3
4

= − +y x .

   Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 
функцијата

a) 2 2 ,= − −y x x во точката ( )02,−А y ;

1
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1
  

Verilen fonksiyonun grafiğinin verilen noktasındaki teğetinin ve normalinin denklemini 

yazınız.

a) 

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата =y x во точката 0
1,
2

 
 
 

А x .

Да ја определиме апсцисата на точката 0
1,
2

 
 
 

А x :

( )0 0 0
1 1 1, , .
2 2 4

= = =f x x x

Равенката на тангента е:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 

0
1 ,
4

x = т.е.

( ) 1
2

f x
x

 = , 
1 1 1 1 114 11 22 24

f   = = = = 
  

,

од каде за равенката на тангента во дадената точка 1 1,
4 2

А 
 
 

добиваме:

1 11
2 4

 − = − 
 

y x , т.е
1
4

= +y x .

Равенката на нормала во точката 1 1,
4 2

А 
 
 

е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

1 11
2 4

 − = − − 
 

y x

3
4

= − +y x .

   Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 
функцијата

a) 2 2 ,= − −y x x во точката ( )02,−А y ;

1
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,  nokta 

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата =y x во точката 0
1,
2

 
 
 

А x .

Да ја определиме апсцисата на точката 0
1,
2

 
 
 

А x :

( )0 0 0
1 1 1, , .
2 2 4

= = =f x x x

Равенката на тангента е:
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

каде коефициентот на правец на тангентата е вредноста на првиот извод во точката 

0
1 ,
4

x = т.е.

( ) 1
2

f x
x

 = , 
1 1 1 1 114 11 22 24

f   = = = = 
  

,

од каде за равенката на тангента во дадената точка 1 1,
4 2

А 
 
 

добиваме:

1 11
2 4

 − = − 
 

y x , т.е
1
4

= +y x .

Равенката на нормала во точката 1 1,
4 2

А 
 
 

е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

1 11
2 4

 − = − − 
 

y x

3
4

= − +y x .

   Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 
функцијата

a) 2 2 ,= − −y x x во точката ( )02,−А y ;

1
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б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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A(0, 0) noktasındaki teğet denklemi: A(0, 0) noktasındaki normalin denklemi:

б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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Normalin denklemi:Teğet denklemi:

b) б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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  nokta  б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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Örnek 4    

б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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  fonksiyonunun grafiğinin A(5, y₀) noktasındaki teğetin denklemini 

ve normalin denklemini yazalım.

Çözüm yöntemi önceki örneklerdekiyle aynıdır:

Örnek 5    y = x² – 2x fonksiyonunun grafiğinin x eksenini kestiği noktalardaki teğetin  ve 

normalinin denklemini yazalım.

Bu fonksiyonun grafiği bir paraboldür. Önce x ekseniyle kesişim noktalarını bulalım:

б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,
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Yani A(0, 0) ve B(2, 0) noktalarındaki teğet ve normalin denklemini belirtmeliyiz.

Fonksiyonun birinci türevini belirleyeceğiz:

б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2 3
0

1 1 12 2 23 3

2
2 3

223

0 3223

5 5 5 5 8 8 2,

1' 5 8 ' 5 8 5 8 '
3

1 2 55 8 2 5 ,
3 3 5 8

2 5 5 5 5' ' 5 .
123 643 5 5 5 8

−

−

= = −  − = − = −

 
= − − = − − − − 
 

−
= − − − =

− −

 −
= = = =

−  −

f x f

f x x x x x x x

xx x x
x x

f x f

Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )52 5
12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

Пример 5 

Пример    4

36
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( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f

2
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( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216
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   

f f
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( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f
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( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f

2
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B(2, 0) noktasındaki teğet denklemi: B(2, 0) noktasındaki normalin denklemi:

2
 
  Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerinin belirtilen noktalardaki teğet ve normalin denklem-

lerini yazın:

a) 

( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f

2
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 fonksiyonunun A(2, y₀) noktasında;

b) 

( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y

                Да ја напишеме равенката на тангента на кривата 3 22 2= − + −y x x x
која е паралелна со правата 7 4 28 0− + =x y . Во точките на допир да се напише и 
равенка на нормала.

Бидејќи тангентата е паралелна на правата 7 4 28 0− + =x y , тие имаат ист коефициент на 
правец.

7 4 28 0
4 7 28

7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f

2
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 fonksiyonunun A(2, y₀) noktasında.

Örnek 6   y = x³ – 2x² + x – 2 eğrisinin 7x – 4y + 28 = 0 doğrusuna paralel olan teğet denk-

lemini yazalım. Değme noktalarında normalin denklemini de yazalım.

Teğet  7x – 4y + 28 = 0 doğrusuna paralel olduğundan, onların eğimi aynıdır.
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Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,
2 8

 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.

3
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Verilen noktada normalin Verilen noktada teğet denklemi : 

denklemi:denklemi:ve ve

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,
2 8

 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
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Verilen noktada normalin Verilen noktada teğet denklemi : 

denklemi:denklemi:ve ve

Bu ikinci dereceden denklemin çözümleri: 

( )' 0 2 0 2 2=  − = −f
2= −y x ,

2 0.+ =x y

1
2

=y x ,

2 0.− =x y

Равенката на тангента во точката ( )2,0B
е:

( )' 2 2 2 2 2=  − =f ,

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

( )2 2= −y x ,
2 4 0.− − =x y

Равенката на нормала во точката 
( )2,0B е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )10 2
2

y x− = − − ,

1 1
2

y x= − + .

    
     Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на 

функцијата

a) 2 3= −y x во точката ( )02,А y ;

б) 4 23 1,= − + −y x x x во точката ( )02, .А y
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 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
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 noktalarındaki teğetin ve normalin denklemini belirtmeliyiz.

3    y = x³ + 3x² – 5 eğrisinin 6x + 2y + 3 = 0  doğrusuna paralel olan teğetin denklemini 

yazınız. Değme noktalarında normalin denklemini de yazınız.

Çalışma Alıştırmaları:

1. Aşağıdaki fonksiyonların grafiklerinin belirtilen noktalardaki teğet ve normalin denklemlerini 

yazınız:

a) y = x4 – x² + 3 fonksiyonunun A(1, 0) noktasında;

b) y = x³ – 3x² + 5 fonksiyonunun A(–2, y₀) noktasında.

2. y = 4 – x³ fonksiyonunun grafiğinin x ekseniyle kesişim noktalarındaki teğet ve normalin 
denklemlerini yazınız.

3. y = x² – 1 eğrisinin 6x – y – 10 = 0 doğrusuna paralel olan teğet denklemini yazınız. Değme 
noktalarında normalin denklemini de yazınız.

4. y = 2x³ + 4x² – x eğrisinin 2x + y + 4 = 0 doğrusuna dik olan teğetin denklemini yazınız. 
Değme noktalarında normalin denklemini de yazınız.
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9. Yüksek Mertebeden Türevler

Yüksek mertebeden bir fonksiyonun türevini tanımlamak için, önce y = f(x) fonksiyonunun 

ikinci türevini tanımlayacağız. y = f(x) fonksiyonunun Df kümesinde türevlenebilir olduğunu varsa-

yalım, o zaman f ’(x) türevi Df üzerinde tanımlı bir fonksiyondur.

Tanım 1: Eğer f`(x) türev fonksiyonunun Df üzerinde birinci türevi varsa, o zaman (f`(x))’ 
ifadesine y = f(x) fonksiyonunun ikinci türevi denir ve f’’(x) ile gösterilir.

f’’(x) = (f ’(x))’ veya y’’(x) = (y’(x))’ olarak gösteririz.

İkinci türev f’’(x)’in daha fazla türevini alarak, fonksiyonun üçüncü türevini (f’’(x))’ = f’’’(x) 
elde ederiz. Aynı prosedürle, sonraki türevlerin varlığı koşulu sağlandığı sürece dördüncü, beşinci 

vb. türevleri elde edebiliriz.

Örnek 1    y = x5 fonksiyonu için şunları elde ederiz:

9. Изводи од повисок ред

За да дефинираме извод на функција од повисок ред, прво ќе дефинираме втор 
извод на функција . Нека функцијата е диференцијабилна на 
множеството fD , тогаш нејзиниот извод '( )f x е функција дефинирана на fD .

                   

Со понатамошно диференцирање на вториот извод ''( )f x го добиваме третиот

извод на функцијата  ( )''( ) ' '''( )=f x f x . Со истата постапка понатаму може да се добијат 
четврти, петти извод итн., се додека е исполнет условот за постоење на следниот извод.

         За функцијата 5y x= имаме:

( ) ( ) ( )4 5 64 3 2' 5 , '' 20 , ''' 60 , 120 , 120, 0= = = = = =y x y x y x y x y y и секој нареден извод 
ќе биде 0.

                   Дa го определиме третиот изводот на функцијата ln=y x x .

( )

2

1' 1 ln 1 ln ,

1'' 1 ln ' ,

1 1''' ' .

=  +  = +

= + =

 = = − 
 

y x x x
x

y x
x

y
x x

        Дa го определиме вториот изводот на функцијатa 3 ln .
2

=
xy x

2 3 2 2

2

2 1' 3 ln 3 ln ,
2 2 2

2 1'' 6 ln 3 2 6 ln 5 .
2 2 2

x xy x x x x
x

x xy x x x x x
x

= + = +

= + + = +

     Определи го вториот извод на функцијата:

a) ;xy xe= б) 2 ln ;y x x=

Пример 1

1

Пример 3

Пример 2

Дефиниција 1: Ако постои прв извод на изводната функција '( )f x на fD тогаш

( '( )) 'f x се нарекува втор извод на функцијата и се означува со ''( ).f x

Означуваме, ''( ) ( '( )) 'f x f x= или ''( ) ( '( )) 'y x y x= .
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1     Aşağıdaki fonksiyonların ikinci türevini belirtiniz:

                                    a) y = xex;                                      b) y = x² ln x.
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в) 2 1;y x= − г)
1.
1

+
=

−
xy
x

     Докажи дека функцијата 
2
3

−
=

+
xy
x

ја задоволува равенката ( )2 '' 2 ' 0.− + =x y yy

Задачи за самостојна работа

1. Определи го вториот изводот на функцијата:

a) 2 3;xy e −= б) ( )2ln 2 ;y x x= +

в) 2
2 ;

1
xy
x

=
+

г) 3 ln .=y x x

д) ;y x x= ѓ)
4 3 2

;
4 3 2
x x xy = − +

е) 22 5 3.y x x= + −

2. Определи го вториот извод на функцијата:

a) 3 23 1 0x x y− + − = б) 2 2.+ + =y xy x

3. Докажи дека функцијата −= +x xy е е ја задоволува равенката 
1 1'' ' 0.
2 4

+ − =xy y y

10. Монотоност и локални екстреми на функција

Да се потсетиме дека една функција е монотоно растечка ако од 
( ) ( )0 1 0 1  x x f x f x , додека функцијата е монотоно опаѓачка ако од

( ) ( )0 1 0 1 .x x f x f x   Испитувањето на монотоноста на функциите само со помош на
дефиницијата на монотоност понекогаш може да биде многу тешко. Во овој дел од 
модуларната единица ќе видиме како со помош на извод на едноставен начин можеме да 
ја определиме монотоноста на функциите во некои интервали од дефиниционата област 
за функцијата.

                       

2

Теорема 1. Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1) Ако  монотоно расте на интервалот ( , )a b тогаш '( ) 0f x  за секој
( , )x a b ;

2) Ако монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b тогаш '( ) 0f x  за секој
( , )x a b ;
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  eşitliğini sağladığını ispatlayınız.
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 denklemini sağladığını kanıtlayınız.
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   geçerli olduğu durumda, fonksiyon  monoton artan 
olduğunu, diğer taraftan bir fonksiyon için 
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 geçerli ise fonksiyon    monoton 
eksilen (azalan) olduğunu hatırlayalım. Fonksiyonların monotonluğunu sadece monotonluk tanımını 
kullanarak incelemek bazen çok zor olabilir. Bu modüler ünitede, bir türevin yardımıyla fonksiyon-
ların monotonluğunu tanım kümesinin bazı aralıklarında nasıl basit bir şekilde belirleyebileceğimizi 
göreceğiz.

Teorem 1.  –∞ ≤ a < b ≤ +∞  olmak üzere, y = f(x) fonksiyonu (a, b) aralığında türev-
lenebilir olduğunu varsayalım.

1.	 y = f(x), (a, b) aralığında monoton artan ise, her x ∈ (a, b) için  f ’(x) > 0’dır;

2.	 y = f(x), (a, b) aralığında monoton azalan ise, her x ∈ (a, b) için  f ’(x)< 0’dır;
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İspat:  y = f(x) fonksiyonunun birinci türevi  Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0
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f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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ile tanımlanır.  Δx > 0 
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1.	 y = f(x)’in (a, b) aralığında monoton arttığını varsayalım. O zaman x₀, x₁ ∈ (a, b) için 

x₀ < x₁ ise f(x₀) < f(x₁) olacaktır. Buradan f(x₁) – f(x₀) > 0 sonucu çıkar. Dolayısıyla1  

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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   olur, dolayısıyla her x ∈ (a, b) için f ’(x) > 0 dır.

2.	 y = f(x)’in (a, b) aralığında monoton azaldığını varsayalım. O zaman x₀, x₁ ∈ (a, b) için 

x₀ < x₁ ise f(x₀) > f(x₁) olacaktır. Buradan f(x₁) – f(x₀) < 0 sonucu çıkar. Dolayısıyla  

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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 olur, dolayısıyla her x ∈ (a, b) için f ’(x) < 0 olur. ■

Teorem 1’deki ifadenin tersi de doğrudur.

Teorem 2: y = f(x) fonksiyonunun –∞ ≤ a < b ≤ +∞ olmak üzere (a, b) aralığında türevlenebi-
lir olduğunu varsayalım.

1.	 Her x ∈ (a, b) için f ’(x) > 0 ise, y = f(x) (a, b) aralığında monoton artandır;

2.	 Her x ∈ (a, b) için f ’(x) < 0 ise, y = f(x) (a, b) aralığında monoton azalandır.

İspat: y = f(x) fonksiyonunun birinci türevi  

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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  ile tanımlanır.

Δx > 0 olduğunu varsayarsak ve y = f(x) fonksiyonunun birinci türevinin tanımında x = x₀ 
ve x + Δx = x₁’i, yani x₀ < x₁’i yerine koyarsak, x₀ noktasındaki birinci türev şu şekilde olacaktır: 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .

41

1.	 Her x ∈ (a, b) için f ’(x) > 0 olduğunu varsayalım. Birinci türevin tanımından şu sonuç 

çıkar: 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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  ∆x>0 olduğundan, f(x + Δx) – f(x) = f(x₁) – f(x₀) > 0, 

yani f(x₁) > f(x₀) sonucu elde edilir, dolayısıyla y = f(x) fonksiyonu her x ∈ (a, b) için 

monoton artandır.
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2. Нека '( ) 0f x  за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека 

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x односно функцијата 

монотоно опаѓа за ( , )x a b . ▄

                         За функцијата 3=y x , првиот извод имаме: 2' 3 0,=   y x x . Бидејќи
изводот е поголем од нула за секој x , оваа функција е монотоно растечка за секој 
x (слика 5).

Слика 5

                        За функцијата 2 2 1= − +y x x ќе ги определиме интервалите на 
растење и опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: ' 2 2.= −y x

1. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата расте на 
интервалот ( )1, .

2. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата опаѓа на 
интервалот ( ),1 .−

3. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= − =  − =  − =  =y x x x x .

Точката во која за првиот извод важи ( )' ' 0= =y f x се нарекува стационарна точка. Во 

нашиот пример точката 0 1x = е стационарна точка. 

                   За функцијата 3 3= −y x x ќе ги определиме интервалите на растење и 
опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: 2' 3 3.= −y x

( ) ( )( )2 2' 3 3 3 1 3 1 1y x x x x= − = − = − + .

За да ги добиеме стационарните точки, пресметуваме: ( )( )0 3 1 1 0y x x =  − + = од каде 

добиваме дека 1 1x = и 2 1x = − . 

Пример 1

Пример 2

Пример 3 
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2.	 Her x ∈ (a, b) için f’(x) < 0 olduğunu varsayalım. Birinci türevin tanımından 

2. Нека '( ) 0f x  за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека 

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x односно функцијата 

монотоно опаѓа за ( , )x a b . ▄

                         За функцијата 3=y x , првиот извод имаме: 2' 3 0,=   y x x . Бидејќи
изводот е поголем од нула за секој x , оваа функција е монотоно растечка за секој 
x (слика 5).

Слика 5

                        За функцијата 2 2 1= − +y x x ќе ги определиме интервалите на 
растење и опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: ' 2 2.= −y x

1. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата расте на 
интервалот ( )1, .

2. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата опаѓа на 
интервалот ( ),1 .−

3. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= − =  − =  − =  =y x x x x .

Точката во која за првиот извод важи ( )' ' 0= =y f x се нарекува стационарна точка. Во 

нашиот пример точката 0 1x = е стационарна точка. 

                   За функцијата 3 3= −y x x ќе ги определиме интервалите на растење и 
опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: 2' 3 3.= −y x

( ) ( )( )2 2' 3 3 3 1 3 1 1y x x x x= − = − = − + .

За да ги добиеме стационарните точки, пресметуваме: ( )( )0 3 1 1 0y x x =  − + = од каде 

добиваме дека 1 1x = и 2 1x = − . 

Пример 1

Пример 2

Пример 3 
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sonucu elde edilir.  Δx > 0 olduğundan, f(x + Δx) – f(x) = f(x₁) – f(x₀) < 0, yani f(x₁) < f(x₀) 

sonucu çıkar, dolayısıyla y = f(x) fonksiyonu her x ∈ (a, b) için monoton azalandır. ■

Örnek 1  y = x³ fonksiyonu için birinci türev y’ = 3x² ≥ 0, ∀x ∈ ’dir. Türev her x ∈  için 

sıfırdan büyük olduğundan, bu fonksiyon her x ∈ için monoton artandır (Şekil 5).

Şekil 5

Örnek 2   y = x² – 2x + 1 fonksiyonunun artan ve eksilen aralıkları belirtelim.  Fonksiyonun 

birinci türevini buluyoruz: y’ = 2x – 2.

1.	 y’ = 2x – 2 > 0 ⇔ 2(x – 1) > 0 ⇔ x – 1 > 0 ⇔ x > 1, yani fonksiyon (1, ∞) aralığında 

artandır.

2.	 y’ = 2x – 2 < 0 ⇔ 2(x – 1) < 0 ⇔ x – 1 < 0 ⇔ x < 1, yani fonksiyon (–∞, 1) aralığında 

eksilendir.

3.	 y’ = 2x – 2 = 0 ⇔ 2(x – 1) = 0 ⇔ x – 1 = 0 ⇔ x = 1.

Birinci türev y’ = f’(x) = 0 olduğunda x₀ noktasına ekstremum (durağan) nokta denir. Örneğimiz-

de x = 1 noktası ekstremum noktadır.

Örnek 3    y = x³ – 3x fonksiyonunun artan ve eksilen aralıklarını belirtelim.  Fonksiyonun 

birinci türevini buluyoruz: y’ = 3x² – 3.
                                y’ = 3x² – 3 = 3(x² – 1) = 3(x – 1)(x + 1).

Ekstremum (durağan) noktaları elde etmek için şunu hesaplıyoruz: y’ = 0 ⇔ 3(x – 1)(x + 1) = 0, 

buradan x₁ = 1 ve x₂ = –1 elde ederiz.
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Devam ediyoruz,

                         

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Yani fonksiyon (–∞, –1) ∪ (1, ∞) aralığında artandır.

                         

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Yani fonksiyon (–1, 1) aralığında azalandır.

1   y = x² – 1 ve y = x³ – 6x² + 9x + 5 fonksiyonları için ekstremum noktalarını ve artan 

ve eksilen aralıklarını belirtelim. 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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b)

Örnek 4   

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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 fonksiyonu için artan ve eksilen aralıkları belirtelim.  Fonksiyonun birinci 

türevini hesaplıyoruz: 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0, 4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Burada her x ∈  \ {2} için (x – 2)² > 0 olduğunu fark etmeliyiz.

                    

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Yani fonksiyon (–∞, 0) ve (4, ∞) aralıklarında artandır.

                                

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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olduğundan, fonksiyon (0, 4) aralığında eksilendir.

2
 
 Aşağıdaki fonksiyonlar için artan ve azalan aralıkları belirtelim. 

                

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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                  b) 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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y = f(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında tanımlı olduğunu ve x₀ ∈ (a, b) olduğunu varsayalım. 

Eğer x₀’ın öyle bir ε komşuluğu varsa ki, her x ∈ (x₀ – ε, x₀ + ε) için f(x) < f(x₀) ise, f(x) fonksiyo-

nunun x₀ noktasında yerel maksimumu olduğunu söyleriz (şekil 6).



44

Слика 6

Нека ( )y f x= е дефинирана во интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален минимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 7).

Слика 7

Локалниот минимум и локалниот максимум на една функција се викаат локални екстреми 
на функцијата.

Точката во која функцијата ( )y f x= има локален екстрем, ја разделува
дефиниционата област на функцијата на интервал на растење и интервал на опаѓање, т.е. 
ако за 0  , функцијата расте (опаѓа) во интервалот ( )0 0,x x− , тогаш ќе опаѓа (расте) во 

интервалот ( )0 0, .x x +

                    Одреди ги локалните екстреми на функцијата ( ) 2 4 2f x x x= − + .

Прво ќе ги определиме интервалите на монотоност. Имаме:
( ) ( )' 0 2 4 0 2,  −    f x x x и во овој интервал функцијата расте. Додека кога

( ) ( )' 0 2 4 0 ,2  −    −f x x x и во овој интервал функцијата опаѓа, (слика 8). Значи 

во точката 0 2=x , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 
точка функцијата има локален минимум.

Пример 5
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Слика 6
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                                                                        Şekil 6

y = f(x)’in (a, b) aralığında tanımlı olduğunu ve x₀ ∈ (a, b) olduğunu varsayalım. Eğer x₀’ın 

öyle bir ε komşuluğu varsa ki, her x ∈ (x₀ – ε, x₀ + ε) için f(x) > f(x₀) ise, f(x) fonksiyonunun x₀ 

noktasında yerel minimumu olduğunu söyleriz (Şekil 7).

Şekil 7

Fonksiyonun yerel minimumu ve yerel maksimumu fonksiyonun yerel ekstrem noktaları olarak 

adlandırılır.

y = f(x) fonksiyonunun yerel bir ekstremuma sahip olduğu x₀ noktası, fonksiyonun tanım kü-
mesini artan bir aralık ve azalan bir aralık olarak ayırır, yani δ > 0 için fonksiyon (x₀ – δ, x₀) aralığında 

artarsa (azalırsa), (x₀, x₀ + δ) aralığında azalır (artar).

Örnek 5      f(x) = x² – 4x + 2  fonksiyonunun yerel ekstremlerini belirtelim. 

Öncelikle monotonluk aralıklarını belirteceğiz. Şunları elde ederiz: f ’(x) > 0 ⇔ 2x – 4 > 0 ⇔ x ∈ 

(2, ∞) ve bu aralıkta fonksiyon artandır. f ’(x) < 0 ⇔ 2x – 4 < 0 ⇔ x ∈ (–∞, 2) ve bu aralıkta fonk-

siyon azalandır (Şekil 8). Yani x0 = 2 noktasında, birinci türev işareti negatiften pozitife değişir, bu 

nedenle bu noktada fonksiyonun yerel bir minimumu vardır.
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Слика 8

Обратното тврдење не мора да биде точно, од каде може да заклучиме дека е 

потребен, но, не и доволен услов за постоење на локален екстрем во точката 0x . Значи 

потребно е определување на дополнителни услови со чие исполнување ќе се гарантира 

постоењето на локален екстрем во дадена точка. Како пример можеме да ја разгледаме 

функција 3 3y x x= + . Првиот извод на оваа функција е секогаш позитивен, т.е.

2' 3 3 0, ,у x x= +   што значи дека оваа функција монотоно расте на целата реална 

права. Ова значи дека нема ниту минимум ниту максимум. Исто така и функцијата 3y x=

монотоно расте на целата реална права што значи дека нема ниту минимум ниту максимум, 

но во точката 0 0, '(0) 0.= =x f

Значи ќе ги имаме следниве три ситуации:

Теорема 3: Ако функцијата е  диференцијабилна на интервалот ( , )a b и ако 

0( )f x е локален екстрем за некој 0 ( , )x a b , тогаш .

Теорема 4: Ако функцијата е  диференцијабилна на интервалот ( , )a b и  за 
некоја точка 0 ( , )x a b важи:

1) 0'( ) 0,f x =

2) '( )f x го менува знакот во околина на 

тогаш 0( )f x е локален екстрем на функцијата ( )f x .
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Şekil 8

Teorem 3: y = f(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında türevlenebilir olduğunu ve f(x₀)’ın 
bir  x₀ ∈ (a, b) için yerel bir ekstremum olduğunu varsayalım. O zaman f ’(x₀) = 0’dır.

Ters ifade doğru olmak zorunda değildir, bu nedenle f ’(x₀) = 0’ın x₀ noktasında yerel bir ekstremu-

mun varlığı için gerekli, ancak yeterli bir koşul olmadığı sonucuna varabiliriz. Yani, verilen bir nokta-

da yerel bir ekstremumun varlığını garanti edecek ek koşulların belirlenmesi gerekmektedir. Örnek 

olarak y = x³ + 3x fonksiyonunu ele alabiliriz. Bu fonksiyonun birinci türevi her zaman pozitiftir, yani 

y’ = 3x² + 3 > 0, x ∈ , bu da bu fonksiyonun tüm reel sayılarda monoton olarak arttığı anlamına 

gelir. Bu, ne minimum ne de maksimum olduğu anlamına gelir. Aynı şekilde, y = x³ fonksiyonu da 

tüm reel doğrultuda monoton olarak artar, bu da ne minimum ne de maksimum olduğu anlamına 

gelir, ancak x₀ = 0 noktasında f ’(0) = 0’dır.

Teorem 4:  y = f(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında türevlenebilir olduğunu ve bir x₀ ∈ 
(a, b) noktası için şunların geçerli olduğunu varsayalım:

1.	 f ’(x₀) = 0,
2.	 f ’(x), x₀’ın bir komşuluğunda işaret değiştirir,

o zaman f(xo), f(x) fonksiyonunun yerel bir ekstremumudur.

Yani, şu üç durum mümkündür:
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Ако '( )f x го менува знакот од позитивен во негативен, тогаш функцијата има локален

максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 

локален минимум. А ако не го менува знакот тогаш нема екстремна вредност, (слика 9).

Слика 9

                          За функцијата 3 3= −y x x од пример 3, да ги најдеме локалните екстреми.

Видовме дека '( ) 0f x во интервалите ( ), 1− − и ( )1, . Додека '( ) 0f x во интервалот

( )1,1 .−

Значи во интервалот ( ), 1− − функцијата расте, а во интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа. 

Во точката 1x = − , првиот извод го менува знакот од позитивен во негативен. Па во оваа 

точка функцијата има локален максимум, ( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 2.y f= − = − − − =

Оттука следува дека функцијата има локален максимум во точката ( )1, 2A − .

На интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа, а во интервалот ( )1, функцијата расте. Значи

во точката 1x = , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 

точка функција има локален минимум ( ) 3
min 1 1 3 1 2.y f= = −  = −

Пример 6
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Eğer f ’(x) işareti pozitiften negatife işaret değiştirirse, fonksiyonun yerel bir maksimumu vardır. 

f ’(x) işareti negatiften pozitife işaret değiştirirse, yerel bir minimumu vardır. İşareti değiştirmezse, 

ekstremum değeri yoktur (Şekil 9).

Şekil 9

Örnek 6   ’teki y = x³ – 3x  fonksiyonunun yerel ekstrem noktalarını bulalım.

  (–∞, –1) ve (1, ∞) aralıklarında  f ’(x)> 0  pozitif olduğunu gördük. (–1, 1) aralığında ise  f ’(x) < 0 

negatiftir.

Yani, (–∞, –1) aralığında fonksiyon artar ve (–1, 1) aralığında fonksiyon azalır. x = –1 noktasında, 

birinci türev işareti pozitiftan negatife değişir. Bu nedenle, bu noktada fonksiyonun yerel bir maksi-

mumu vardır, 
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максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 
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Buradan fonksiyonun A (–1, 2) noktasında yerel bir maksimumu olduğu elde edilir.

(–1, 1) aralığında fonksiyon azalır ve (1, ∞) aralığında fonksiyon artar. Yani x = 1 noktasında, birinci 

türev işareti negatiftan pozitife değiştirir, bu nedenle bu noktada fonksiyonun yerel bir minimumu 

vardır, 

Ако '( )f x го менува знакот од позитивен во негативен, тогаш функцијата има локален

максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 

локален минимум. А ако не го менува знакот тогаш нема екстремна вредност, (слика 9).

Слика 9

                          За функцијата 3 3= −y x x од пример 3, да ги најдеме локалните екстреми.

Видовме дека '( ) 0f x во интервалите ( ), 1− − и ( )1, . Додека '( ) 0f x во интервалот

( )1,1 .−

Значи во интервалот ( ), 1− − функцијата расте, а во интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа. 

Во точката 1x = − , првиот извод го менува знакот од позитивен во негативен. Па во оваа 

точка функцијата има локален максимум, ( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 2.y f= − = − − − =

Оттука следува дека функцијата има локален максимум во точката ( )1, 2A − .

На интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа, а во интервалот ( )1, функцијата расте. Значи

во точката 1x = , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 

точка функција има локален минимум ( ) 3
min 1 1 3 1 2.y f= = −  = −
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Значи функцијата има минимум во точката ( )1, 2B − . (слика 10)

Слика 10

      Определи ги локалните екстреми на функцијата

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 23 6 1= − − +y x x .

                  Да ги определиме локалните екстреми на функцијата 3 2 .=y x За оваа 

функција дефинициона област е целото множество од реални броеви, т.е. =fD .

2 1
3 3

3

2 2' '
3 3

− 
= = = 
 

y x x
x

( )
3

2' 0 0, ,
3

=    y x
x

и ( )
3

2' 0 ,0
3

=    −y x
x

.

Проблемот овде е тоа што првиот извод не е дефиниран за 0=x , но бидејќи 0 припаѓа во 

дефиниционата област на функција тоа не значи дека функцијата во 0=x нема да има 

екстремна вредност, во овој случај минимум.

Понекогаш одредувањето на знакот на првиот извод не е едноставна задача.  Со примена 

на вториот извод задачите од овој вид стануваат доста поедноставни. Да претпоставиме 

дека функцијата има прв и втор извод во околина на точката . Како што со помош на 

првиот извод определувавме дали функцијата расте или опаѓа во околина на точката ,

така и со вториот извод ќе определиме дали '( )f x расте или опаѓа.

3
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Понекогаш одредувањето на знакот на првиот извод не е едноставна задача.  Со примена 

на вториот извод задачите од овој вид стануваат доста поедноставни. Да претпоставиме 

дека функцијата има прв и втор извод во околина на точката . Како што со помош на 
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така и со вториот извод ќе определиме дали '( )f x расте или опаѓа.

3
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Demek ki B(1,–2) noktasında fonksiyonun minimumu vardır (şekil 10).

Şekil 10

3  Aşağıdaki fonksiyonların yerel ekstremum noktalarını belirtelim.   

                  a) y = x³ – x² – x – 1;                                   b) y = –3x² – 6x + 1.

Örnek 7  

Значи функцијата има минимум во точката ( )1, 2B − . (слика 10)

Слика 10

      Определи ги локалните екстреми на функцијата

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 23 6 1= − − +y x x .

                  Да ги определиме локалните екстреми на функцијата 3 2 .=y x За оваа 

функција дефинициона област е целото множество од реални броеви, т.е. =fD .

2 1
3 3

3

2 2' '
3 3

− 
= = = 
 

y x x
x

( )
3

2' 0 0, ,
3

=    y x
x

и ( )
3

2' 0 ,0
3

=    −y x
x

.

Проблемот овде е тоа што првиот извод не е дефиниран за 0=x , но бидејќи 0 припаѓа во 

дефиниционата област на функција тоа не значи дека функцијата во 0=x нема да има 

екстремна вредност, во овој случај минимум.

Понекогаш одредувањето на знакот на првиот извод не е едноставна задача.  Со примена 

на вториот извод задачите од овој вид стануваат доста поедноставни. Да претпоставиме 

дека функцијата има прв и втор извод во околина на точката . Како што со помош на 

првиот извод определувавме дали функцијата расте или опаѓа во околина на точката ,

така и со вториот извод ќе определиме дали '( )f x расте или опаѓа.

3
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 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarını belirtelim. Bu fonksiyon için 

tanım kümesi tüm reel sayılar kümesidir, yani D f = .dir.

Buradaki sorun, birinci türevin x = 0 için tanımlanmamış olmasıdır, ancak 0 fonksiyonun tanım kü-

mesine ait olduğundan, bu, fonksiyonun x = 0’da ekstremum değerine sahip olmayacağı anlamına 

gelmez, bu durumda bir minimum vardır.

Bazen birinci türevin işaretini belirlemek kolay bir iş değildir. İkinci türevin uygulanmasıyla bu tür prob-

lemler oldukça basitleşir. Fonksiyonun x₀ noktasının bir komşuluğunda birinci ve ikinci türevlere sahip 

olduğunu varsayalım. Birinci türevin yardımıyla fonksiyonun x₀ noktasının bir komşuluğunda artıp 

artmadığını belirlediğimiz gibi, ikinci türevin yardımıyla f ’(x)’in artıp artmadığını da belirleyeceğiz.
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x₀ noktasında fonksiyonun bir maksimumu varsa, o zaman birinci türevi f ’(x), x₀ noktası-

nın bir komşuluğunda azalır. Bu, f ’(x) fonksiyonunun türevinin negatif olduğu anlamına gelir, yani 

(f ’(x))’ = f’’(x) < x₀ noktasının bir komşuluğunda 0’dır.

x₀ noktasında fonksiyonun bir minimumu varsa, o zaman birinci türevi f ’(x), x₀ noktası-

nın bir komşuluğunda artar. Bu, f ’(x) fonksiyonunun türevinin pozitif olduğu anlamına gelir, yani  

(f ’(x))’ = f ’’(x) > x₀ noktasının bir komşuluğunda 0’dır.

O halde aşağıdaki kuralı çıkarabiliriz:

f(x) fonksiyonunun x₀ noktasının bir komşuluğunda birinci ve ikinci türevleri sürekli olduğunu ve 

f’(x₀) = 0 olduğunu varsayalım. O zaman fonksiyonun x₀ noktasında yerel bir ekstremumu vardır ve:

1.	 Eğer f’’(x₀) < 0 ise, fonksiyonun yerel bir maksimumu vardır.

2.	 Eğer f’’(x₀) > 0 ise, fonksiyonun yerel bir minimumu vardır.

3.	 Eğer f’’(x₀) = 0 ise, ekstremum değerini belirlemek için ikinci türevi kullanamayız, bu 

durumda fonksiyonun birinci türevinin işaretini inceleyeceğiz.

Örnek 8   y = x³ – 3x² fonksiyonunun yerel ekstremlerini belirtelim. 

Birinci türevi hesaplarsak ve 0’a eşitlersek şunu elde ederiz:

	 y’ = 3x² – 6x = 3x(x – 2),

y’ = 0 ⇔ 3x(x – 2) = 0 ⇔ x = 0 veya x = 2,

yani fonksiyonun x = 0 ve x = 2 noktalarında ekstremum değerleri olacaktır.

İkinci türevi hesaplayıp değerlendirerek şunu elde ederiz:

                     y’’ = 6x – 6,  x = 0 için, y’’(0) = 6 • 0 – 6 = –6 < 0,

yani fonksiyonun x = 0 noktasında bir maksimumu vardır, y maks = 0³ – 3 • 0² = 0.

y’’(2) = 6 • 2 – 6 = 6 > 0,
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yani fonksiyonun x = 2 noktasında bir minimumu vardır, ymin = 2³ – 3 ⋅ 2² = 8 – 12 = –4.

4  Aşağıdaki fonksiyonların yerel ekstremlerini belirtelim. 

                        a) y = x⁴ + 2x² – 1;                        b) y = 3x² – 5x³.

İki kez türevlenebilir fonksiyonların ekstremum değerlerini belirlemek için aşağıdaki kuralları 

kullandığımız sonucuna varabiliriz:

1.	 Fonksiyonun birinci türevi f ’(x) belirlenir.

2.	 ekstremum noktaları belirlemek için f ’(x) = 0 denklemi çözülür.

3.	 İkinci türev f’’(x) belirlenir ve her ekstremum nokta için işareti incelenir.

Örnek 9   

значи функција има минимум во точката 2x = , 3 2
min 2 3 2 8 12 4.y = −  = − = −

      Определи ги локалните екстреми на функцијата:

a) 4 22 1;y x x= + −                      б) 5 33 5 .= −y x x

Да заклучиме дека за определување на екстремни вредности на функции кои се двапати 

диференцијабилни ги користиме следниве правила:

1. Се одредува првиот извод ( )'f x на функцијата,

2. За определување на стационарните точки се решава равенката ( )' 0,f x =

3. Се одредува вториот извод ( )''f x и се испитува неговиот знак за секоја 

стационарна точка.

                   Да ги определиме екстремните вредности на функцијата 
5 4

5 4
= −

x xy .

Ако го пресметаме првиот извод и го изедначиме со 0, добиваме:

( )4 3 3' 1y x x x x= − =  − ,

( )3' 0 1 0,y x x=   − =

следува дека функцијата ќе има екстремни вредности во точките 0x = или 1.x =

Со пресметување и оценка на вториот извод добиваме:

3 2'' 4 3 ,y x x= − за 0x = , ( )'' 0 0y = , од каде не можеме ништо да заклучиме за добиената

стационарна точка.

Бидејќи,

( )'' 1 1 0y =  ,

значи функција има локален минимум во точката 1x = , ( )min
1 1 11
5 4 20

y = − = − .

Бидејќи,

4
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  fonksiyonunun ekstremum değerlerini belirtelim. 

Birinci türevi hesaplayarak, 0’a eşitlersek şunu elde ederiz:

y’ = x⁴ – x³ = x³(x – 1),

y’ = 0 ⇔ x³(x – 1) = 0,

fonksiyonun x = 0 veya x = 1 noktalarında ekstremum değerleri olacağı sonucu çıkar.

İkinci türevi hesaplayıp değerlendirerek şunu elde ederiz:

y’’ = 4x³ – 3x², x = 0 için, y’’(0) = 0, buradan elde edilen ekstremum nokta hakkında hiçbir şey 

çıkaramayız.

Çünkü,

y’’(1) = 1 > 0,

demek ki, fonksiyonun x = 1 noktasında yerel bir minimumu olduğu sonucuna varılır, 

значи функција има минимум во точката 2x = , 3 2
min 2 3 2 8 12 4.y = −  = − = −

      Определи ги локалните екстреми на функцијата:

a) 4 22 1;y x x= + −                      б) 5 33 5 .= −y x x

Да заклучиме дека за определување на екстремни вредности на функции кои се двапати 

диференцијабилни ги користиме следниве правила:

1. Се одредува првиот извод ( )'f x на функцијата,

2. За определување на стационарните точки се решава равенката ( )' 0,f x =

3. Се одредува вториот извод ( )''f x и се испитува неговиот знак за секоја 

стационарна точка.

                   Да ги определиме екстремните вредности на функцијата 
5 4

5 4
= −

x xy .

Ако го пресметаме првиот извод и го изедначиме со 0, добиваме:

( )4 3 3' 1y x x x x= − =  − ,

( )3' 0 1 0,y x x=   − =

следува дека функцијата ќе има екстремни вредности во точките 0x = или 1.x =

Со пресметување и оценка на вториот извод добиваме:

3 2'' 4 3 ,y x x= − за 0x = , ( )'' 0 0y = , од каде не можеме ништо да заклучиме за добиената

стационарна точка.

Бидејќи,

( )'' 1 1 0y =  ,

значи функција има локален минимум во точката 1x = , ( )min
1 1 11
5 4 20

y = − = − .

Бидејќи,

4

Пример 9

49

Çünkü,
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( )'' 0 0y = ,

значи не можеме да определиме дали во точката 0x = , функцијата има екстрем преку

вториот извод. Треба да го испитаме однесувањето на првиот извод во таа точка.

За ( ) 0f x  , ( ) ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 1, ,0

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      +  − 

−  −  
, т.е. функцијата 

монотоно расте.

Додека за вредности за ( ) 0f x  , ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 0,1

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      

−  −  
, т.е. 

функцијата монотоно опаѓа.

Првиот извод на функцијата во 0=x го менува знакот, па оттука следува дека во точката 

0=x , функцијата има локален максимум.

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на растење и опаѓање  на функцијата:
a) 22 5;y x x= − + б) 2 2 3;y x x= + −
в) 3 25 7 2;y x x= − + г) 3 23 1;y x x= − + +

д) 2 1 ;
3 4

xy
x
−

=
+

ѓ) 2
3 ;

1
xy

x x
=

+ +

е) 2ln 1 .= +y x

2. Определи ги локалните екстреми на функцијата:
a) 2 5;y x= − б) 2 5 3;x x− +

в)
5

4 3;
5
xy x x= − + г) 3 26 12 3;y x x x= − + −

д) ( )3 1 ;y x x= − 2
2

1 ;y x
x

= +

е) 2 ;xy x e= ж) 1ln ;y x
x

= +

з) 2 ;
1

x
y

x x
=

+ +

2 7 .
4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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b)

c)

d)

f) g)

ğ) h)

ç)

e)

a)

( )'' 0 0y = ,

значи не можеме да определиме дали во точката 0x = , функцијата има екстрем преку

вториот извод. Треба да го испитаме однесувањето на првиот извод во таа точка.

За ( ) 0f x  , ( ) ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 1, ,0

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      +  − 

−  −  
, т.е. функцијата 

монотоно расте.

Додека за вредности за ( ) 0f x  , ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 0,1

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      

−  −  
, т.е. 

функцијата монотоно опаѓа.

Првиот извод на функцијата во 0=x го менува знакот, па оттука следува дека во точката 

0=x , функцијата има локален максимум.

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на растење и опаѓање  на функцијата:
a) 22 5;y x x= − + б) 2 2 3;y x x= + −
в) 3 25 7 2;y x x= − + г) 3 23 1;y x x= − + +

д) 2 1 ;
3 4

xy
x
−

=
+

ѓ) 2
3 ;

1
xy

x x
=

+ +

е) 2ln 1 .= +y x

2. Определи ги локалните екстреми на функцијата:
a) 2 5;y x= − б) 2 5 3;x x− +

в)
5

4 3;
5
xy x x= − + г) 3 26 12 3;y x x x= − + −

д) ( )3 1 ;y x x= − 2
2

1 ;y x
x

= +

е) 2 ;xy x e= ж) 1ln ;y x
x

= +

з) 2 ;
1

x
y

x x
=

+ +

2 7 .
4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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b)
c)

d)

f)

ç)

e)

a)

y’’(0) = 0,

buna göre, x = 0 noktasında fonksiyonun ikinci türev ile ekstremum olup olmadığını belirleyemeyiz. 

Bu noktada birinci türevin davranışını incelememiz gerekiyor.

f ’(x) > 0 için, 

( )'' 0 0y = ,

значи не можеме да определиме дали во точката 0x = , функцијата има екстрем преку

вториот извод. Треба да го испитаме однесувањето на првиот извод во таа точка.

За ( ) 0f x  , ( ) ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 1, ,0

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      +  − 

−  −  
, т.е. функцијата 

монотоно расте.

Додека за вредности за ( ) 0f x  , ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 0,1

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      

−  −  
, т.е. 

функцијата монотоно опаѓа.

Првиот извод на функцијата во 0=x го менува знакот, па оттука следува дека во точката 

0=x , функцијата има локален максимум.

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на растење и опаѓање  на функцијата:
a) 22 5;y x x= − + б) 2 2 3;y x x= + −
в) 3 25 7 2;y x x= − + г) 3 23 1;y x x= − + +

д) 2 1 ;
3 4

xy
x
−

=
+

ѓ) 2
3 ;

1
xy

x x
=

+ +

е) 2ln 1 .= +y x

2. Определи ги локалните екстреми на функцијата:
a) 2 5;y x= − б) 2 5 3;x x− +

в)
5

4 3;
5
xy x x= − + г) 3 26 12 3;y x x x= − + −

д) ( )3 1 ;y x x= − 2
2

1 ;y x
x

= +

е) 2 ;xy x e= ж) 1ln ;y x
x

= +

з) 2 ;
1

x
y

x x
=

+ +

2 7 .
4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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 yani fonksiyon mono-

ton artandır.

f ’(x) < 0 değerleri için ise, 

( )'' 0 0y = ,

значи не можеме да определиме дали во точката 0x = , функцијата има екстрем преку

вториот извод. Треба да го испитаме однесувањето на првиот извод во таа точка.

За ( ) 0f x  , ( ) ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 1, ,0

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      +  − 

−  −  
, т.е. функцијата 

монотоно расте.

Додека за вредности за ( ) 0f x  , ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 0,1

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      

−  −  
, т.е. 

функцијата монотоно опаѓа.

Првиот извод на функцијата во 0=x го менува знакот, па оттука следува дека во точката 

0=x , функцијата има локален максимум.

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на растење и опаѓање  на функцијата:
a) 22 5;y x x= − + б) 2 2 3;y x x= + −
в) 3 25 7 2;y x x= − + г) 3 23 1;y x x= − + +

д) 2 1 ;
3 4

xy
x
−

=
+

ѓ) 2
3 ;

1
xy

x x
=

+ +

е) 2ln 1 .= +y x

2. Определи ги локалните екстреми на функцијата:
a) 2 5;y x= − б) 2 5 3;x x− +

в)
5

4 3;
5
xy x x= − + г) 3 26 12 3;y x x x= − + −

д) ( )3 1 ;y x x= − 2
2

1 ;y x
x

= +

е) 2 ;xy x e= ж) 1ln ;y x
x

= +

з) 2 ;
1

x
y

x x
=

+ +

2 7 .
4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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  yani 

fonksiyon monoton eksilendir.

Fonksiyonun birinci türevi x = 0’da işaret değiştirir, bu nedenle x = 0 noktasında fonksiyonun yerel 

bir maksimumu olduğu sonucu çıkar.

Çalışma Alıştırmaları

1.	Aşağıdaki fonksiyonların artan ve azalan aralıklarını belirleyin:

2.	Aşağıdaki fonksiyonların yerel ekstremum noktalarını belirtiniz: 

3.	f(x) = ax² – 4x + 2 fonksiyonunda a parametresini, fonksiyonun aşağıdaki koşulları 

sağlayacak şekilde belirleyiniz:

a) x = 2’de yerel bir minimumu; 	 b) x = 4’te yerel bir minimumu.
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4.	 f(x) = ax³ + bx² – 36x – 1 fonksiyonunda a ve b parametrelerini, fonksiyonun x = 3’te 

yerel bir minimuma ve x = –2’de yerel bir maksimuma sahip olacak şekilde belirtiniz.

	

11.  Fonksiyonların Konveksliği/Konkavlığı ve Dönüm Noktaları

Verilen türevlenebilir bir fonksiyonun monotonluğunu incelemek için birinci türevi kullanabileceğimi-

zi gördük. Benzer şekilde, ikinci türevin yardımıyla verilen bir aralıkta y = f(x) eğrisinin “eğriliğini” 

inceleyebiliriz.

Teorem 1: y = f(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında birinci ve ikinci türevleri sürekli olduğunu 
varsayalım.

1.	 Her x ∈ (a, b) için f’’(x) < 0 ise, fonksiyonun grafiği bu aralıkta konvekstir (dışbü-
keydir).

2.	 Her x ∈ (a, b) için f’’(x) > 0 ise, fonksiyonun grafiği bu aralıkta konkavdır (içbükey-
dir).

Bu teorem, y = f(x) fonksiyonunun grafiğinin eğrilik doğasını belirlememize yardımcı olur.

(Şekil 11 ve Şekil 12)’de (a, b) aralığında türevlenebilir olan y = f(x) eğrisini ele alalım. M₁(x₁, f(x₁)) 

ve M₂(x₂, f(x₂)) eğri üzerindeki herhangi iki nokta olsun, öyle ki x₁ < x₂ olsun. M₁ ve M₂ noktaların-

daki teğetler t₁ ve t₂ doğruları olsun, ve α₁ ve α₂, teğetlerin x ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açılar 

olsun (Şekil 11 ve Şekil 12).
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Слика 11

На слика 11 е претставена конкавна (вдлабната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се зголемува и аголот 
што соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 

1 2 1 2.   x x Бидејќи 1 1'( ) =f x tg и 2 2'( ) =f x tg и бидејќи tg е растечка функција 
следува дека и ( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    ,

па изводот на функцијата ( )f x е позитивен во интервалот ( , )a b т.е. ( ) 0f x  .

Слика 12

На слика 12 е претставена конвексна (испакната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се намалува аголот што 
соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 1 2 1 2.   x x
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1 2 1 2.   x x Бидејќи 1 1'( ) =f x tg и 2 2'( ) =f x tg и бидејќи tg е растечка функција 
следува дека и ( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    ,
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Слика 12

На слика 12 е претставена конвексна (испакната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се намалува аголот што 
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52

Şekil 11

Şekil 11’de (a, b) aralığında konkav (içbükey) bir eğri gösterilmektedir. x değerinin artmasıyla, 

karşılık gelen teğetin x ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açının da arttığını gözlemleyebiliriz, yani 

x₁ < x₂ ⇒ α₁ < α₂. f’(x₁) = tgα₁ ve f’(x₂) = tgα₂ olduğundan ve tgα artan bir fonksiyon olduğundan, 

f’(x)’in de (a, b) üzerinde artan bir fonksiyon olduğu sonucuna varılır, yani x₁ < x₂ ⇒ f’(x₁) < f’(x₂), 
dolayısıyla f ’(x) fonksiyonunun türevi (a, b) aralığında pozitiftir, yani f’’(x) > 0.

Şekil 12

Şekil 12’de (a, b) aralığında konveks (dışbükey) bir eğri gösterilmektedir. x değerinin artmasıyla, 

karşılık gelen teğetin x ekseninin pozitif yönü ile yaptığı açının azaldığını gözlemleyebiliriz, yani 

x₁ < x₂ ⇒ α₁ > α₂.
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Бидејќи 1 1( )f x tg = и 2 2( )f x tg = и бидејќи tg е растечка функција следува дека и 

( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    , па изводот на

функцијата ( )f x е негативен во интервалот ( , )a b т.е. ''( ) 0.f x 

         Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
3.=y x Првиот и вториот извод на функција се 2' 3 , '' 6y x y x= = . Функцијата е конкавна 

кога '' 6 0 0.y x x=    Значи во интервалот ( )0, кривата е конкавна (вдлабната). 

Додека функцијата ќе биде конвексна (испакната) кога '' 6 0 0,y x x=    т.е. на 
интервалот ( ), 0 .−

Определи ги интервалите на конвексност и конкавност за функцијата:

a) 3 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

        Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
2 2 ln .y x x= +

Првиот и вториот извод на функција се:

( )22

2 2 2

2 12 2 2 2' 2 , '' 2
xxy x y

x x x x
−−

= + = − = =

( ) ( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 , 1 1,

x
y x x

x
−

     −    − −  +

( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 1,1

x
y x x

x
−

     −    −

Функцијата е конкавна во интервалите ( ), 1− − и ( )1, .  Додека функцијата ќе биде 

конвексна на интервалот ( )1,1 .−

    Определи ги интервалите на конкавност и конвексност за функцијата

a) ( )ln , 0, ;y x x=   б)
2

.xy e−=

1

Пример 1

Пример 2

2 

Дефиниција 1: Точките од кривата кои го делат интервалот во кој кривата е 
конкавна/конвексна од интервалот во кој кривата е конвексна/конкавна се викаат 
превојни точки.
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f ’(x₁) = tgα₁ ve f’(x₂) = tgα₂ olduğundan ve tgα artan bir fonksiyon olduğundan, f ’(x)’in de (a, b) 
aralığında artan bir fonksiyon olduğu sonucu çıkar, yani x₁ < x₂ ⇒ f ’(x₁) > f’(x₂), dolayısıyla f ’(x) 
fonksiyonunun türevi (a, b) aralığında negatiftir, yani f’’(x) < 0.

Örnek 1   y = x³ eğrisinin konkavlık ve konvekslik aralıklarını belirtelim.  Fonksiyonun birinci 

ve ikinci türevleri y’ = 3x² ve y’’ = 6x’tir. y’’ = 6x > 0 ⇔ x > 0 olduğunda fonksiyon konkavdır. 

Yani (0, ∞) aralığında eğri konkavdır (içbükeydir). y’’ = 6x < 0 ⇔ x < 0, yani (–∞, 0) aralığında 

fonksiyon konvekstir (dışbükeydir).

1    Aşağıdaki fonksiyonların konvekslik ve konkavlık aralıklarını belirtelim:

                           a) y = x³ – 1;                       b) y = x³ – 6x² + 9x + 5.

Örnek 2    y = x² + 2lnx eğrisinin konkavlık ve konvekslik aralıklarını belirleyelim.

Fonksiyonun birinci ve ikinci türevleri şunlardır:

Fonksiyon (–∞, –1) ve (1, ∞) aralıklarında konkavdır. Fonksiyon (–1, 1) aralığında konvekstir.

2    Aşağıdaki fonksiyonların konvekslik ve konkavlık aralıklarını belirtelim:

                         a) y = lnx, x ∈ (0, ∞);                    b) 

Бидејќи 1 1( )f x tg = и 2 2( )f x tg = и бидејќи tg е растечка функција следува дека и 
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2 2 2
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Дефиниција 1: Точките од кривата кои го делат интервалот во кој кривата е 
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Tanım 1:  Eğrinin konkav/konveks olduğu aralığı konveks/konkav olduğu aralıktan ayı-
ran eğri üzerindeki noktalara dönüm noktaları denir.
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Demek ki, x₀ dönüm noktasında, eğri şeklini konkavdan (içbükey) konvekse (dışbükey) veya 

tersine değiştirir, bu da fonksiyonun x₀ üzerinden soldan sağa geçerken işaret değiştirdiği anlamına 

gelir ve eğer ikinci türev varsa f’’(x₀) = 0 olur. Tüm bunlardan şu sonuca varabiliriz:

y = f(x) eğrisinin x₀ noktasında bir dönüm noktasına sahip olması için gerekli koşul 

f’’(x₀) = 0’dır ve yeterli koşul f’’(x)’in x₀ noktasının bir komşuluğunda işaret değiştirmesidir.

Örnek 3   y = x³ – 3x² + 5x – 1 fonksiyonunun grafiğinin dönüm noktalarını belirtelim. 

 y’ = 3x² – 6x + 5, y’’ = 6x – 6 = 6(x – 1)

 y’’ = 0 ⇔ 6(x – 1) = 0 ⇔ x = 1.

Konkavlık ve konvekslik aralıkları için şu sonuca varabiliriz:

y’’ > 0 ⇔ x – 1 > 0, x > 1 ⇔ x ∈ (1, ∞)

y’’ < 0 ⇔ x – 1 < 0, x < 1 ⇔ x ∈ (–∞, 1).

x = 1 noktasının bir komşuluğunda, ikinci türev işaret değiştirir.

y(1) = 1³ – 3 ⋅ 1² + 5 ⋅ 1 – 1 = 2, o halde dönüm noktası P(1, 2)’dir.

3    Aşağıdaki fonksiyonların dönüm noktalarını belirleyin:

                      a) y = x³ – x² – x – 1;                               b) y = x⁴ – 3x² + 1.

y = f(x) fonksiyonu ikinci türevi varsa, fonksiyonun dönüm noktaları aşağıdaki adımlarla belirlenir:

1.	 f’’(x) bulunur;

2.	 f’’(x) = 0 denklemi çözülür;

3.	 f’’(x)’in işareti dönüm noktalarının bir komşuluğunda incelenir.

Örnek 4  

Значи во превојната точка , кривата го менува својот облик од конкавна 

(вдлабната) во конвексна (испакната) или обратно, што значи дека за функцијата ( ),y f x=

кога x поминува од лево надесно преку го менува знакот, па доколку постои вториот 

извод тогаш 0''( ) 0.=f x Од сето ова можеме да заклучиме:

Обратното не мора да биде точно.  Од каде може да заклучиме дека 

                           Ќе ги определиме превојните точки на графикот на функцијата
3 23 5 1= − + −y x x x .

( )2' 3 6 5, '' 6 6 6 1y x x y x x= − + = − = −

( )'' 0 6 1 0 1y x x=  − =  = .
За интервалите за конкавност и конвексност имаме:

( )
( )

'' 0 1 0, 1 1,

'' 0 1 0, 1 ,1 .

y x x x

y x x x

  −     

  −     −

Во околина на точката 1=x , вториот извод го менува знакот. 

3 2(1) 1 3 1 5 1 1 2= −  +  − =y , па превојната точка е ( )1, 2 .P

     Определи ги превојните точки на функцијата:

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 4 33 1= − +y x x .

Кога функцијата има втор извод, превојните точки на функцијата се 

определуваат во следниве чекори:

1. Се наоѓа ''( )f x ;

2. Се решава равенката ''( ) 0;f x =

3. Се испитува знакот на ''( ),f x во околина на превојните точки.

        ''( ),f x Да ги определиме превојните точки на функцијата 2
2 .

1
=

+
xy

x

3

Пример 3

Пример 4

Потребен услов кривата да има превојна точка во e 0''( ) 0,=f x а доволен 

услов е ''( )f x да го менува знакот во околина на точката 0x .
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  fonksiyonunun dönüm noktalarını belirleyelim.
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Yukarıdaki adımlara göre, önce fonksiyonun birinci türevini belirteceğiz:Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Daha sonra fonksiyonun ikinci türevini belirteceğiz: .

Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Fonksiyonun ikinci türevini 0’a eşitleyerek şunu elde ederiz:

Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Dönüm noktalarının bir komşuluğunda işaretin incelenmesiyle şunu elde ederiz:

                         x ∈ (–∞, –√
–3 ), f ’’(x) < 0 ⇒ fonksiyon konvekstir, 

                         x ∈ (–√
–3 , 0), f ’’(x) > 0 ⇒ fonksiyon konkavdır, 

                         x ∈ (0, √
–3 ), f ’’(x) < 0 ⇒ fonksiyon konvekstir, 

                         x ∈ (√
–3 , ∞), f ’’(x) > 0 ⇒ fonksiyon konkavdır.

x₁ = –√
–3, x₂ = 0, x₃ = √

–3 noktalarının solunda ve sağında fonksiyonun ikinci türe-

vi farklı işaretlere sahip olduğundan, bu noktalar dönüm noktaları olduğu sonucuna varılır. 
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+
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Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:
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( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .
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−      
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За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:
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2 2 2 2
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Elde edilen sonuçları daha iyi bir genel bakış için tabloya yerleştireceğiz:



56

x ( ), 3− − 3− ( )3,0− 0 ( )0, 3 3 ( )3,

( )''f x - 0 + 0 - 0 +

( )f x конвексна 3
2

−
конкавна 0 конвексна 3

2

конкавна

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата:
a) 3 22 5;y x x= − + б) 4 34 4 4;y x x= − −
в) 5 43 5 2;y x x= − + г) 4 22 12 .= −y x x

2. Определи ги превојните точки на кривата:

a) ;
1

xy
x

=
+

б) 2 .
1+

x
x

3. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одреди ги
превојните точки

а)
3

2 , 1
1

xy x
x

=  
−

б)
2 2 , 1;

1
x xy x

x
−

=  −
+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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konveks konvekskonkav konkav

Çalışma Alıştırmaları

1. Verilen eğrinin konvekslik ve konkavlık aralıklarını belirtiniz: 

               a) y = 2x³ – x² + 5;                 b) y = 4x – 4x³ – 4; 
               c) y = 3x² – 5x + 2;                ç) y = 2x⁴ – 12x².

2. Verilen eğrinin dönüm noktalarını belirtiniz: 
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превојните точки
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1
x xy x
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+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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b)

3. Verilen eğrinin konvekslik ve konkavlık aralıklarını belirttikten sonra dönüm noktalarını da 

belirtiniz: 
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−
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2
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Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата:
a) 3 22 5;y x x= − + б) 4 34 4 4;y x x= − −
в) 5 43 5 2;y x x= − + г) 4 22 12 .= −y x x

2. Определи ги превојните точки на кривата:

a) ;
1

xy
x

=
+

б) 2 .
1+

x
x

3. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одреди ги
превојните точки
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3

2 , 1
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=  
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б)
2 2 , 1;

1
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−

=  −
+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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b) c)

d)ç) e)

12. Fonksiyonun Değişiminin İncelenmesi ve Grafiğinin Çizimi

y = f(x) fonksiyonunun grafiğini çizmek için, önce fonksiyonun grafiğinin değişimini aşağıdaki adım-

larla analiz etmemiz gerekir:

1.	 Fonksiyonun tanım kümesi;
2.	 Fonksiyonun çift/tekliği ve periyodikliği;

3.	 Fonksiyonun grafiğinin koordinat eksenleriyle kesişim noktaları (sıfırlar, y ekseniyle kesi-
şimi);

4.	 Fonksiyonun asimptotları;
5.	 Ekstremum değerleri ve monotonluk aralıkları;
6.	 Dönüm noktaları, konkavlık ve konvekslik.

Fonksiyonun grafiğini, fonksiyonun değişimini ve grafiğinin şekli hakkında elde edilen verilere da-
yanarak çizeriz. Belirtilen şema takip edilmek zorunda değildir.
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Verilerin kademeli olarak bir tabloya ve aynı zamanda koordinat sistemine girilmesi önerilir.

Fonksiyonun özelliklerinin incelenmesi ve grafiğinin çizilmesi birkaç örnek üzerinden ele alınacaktır.

Örnek 1    y = 2x² – 3x + 1 fonksiyonunun grafiğini inceleyelim ve çizelim.

1. Fonksiyonun Tanım Kümesi

Fonksiyon her x ∈  için tanımlıdır, dolayısıyla Df = ’dir.

2. Fonksiyonun Çift/Tekliği

  f(–x) = 2(–x)² – 3(–x) + 1 = 2x² + 3x + 1 ≠ f(x).
Fonksiyon çift değildir:

 f(–x) = 2(–x)² – 3(–x) + 1 = 2x² + 3x + 1 = –(–2x² – 3x – 1) = –f(x).
Fonksiyon tek değildir. Yani fonksiyon ne çift ne de tektir.

3. Koordinat eksenleriyle kesişim noktaları

x ekseniyle kesişim (fonksiyonun sıfırları)

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност

Пример 1
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ve B(1, 0)’dır.
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fonksiyonun grafiğinin eğimli asimptotları olmadığı sonucu çıkar.

5.	Ekstremum değerleri ve monotonluk aralıkları
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' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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noktası grafikte yerel minimum noktasıdır.

Fonksiyonun monotonluğu için şunlar şu sonuca varılır:
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için fonksiyon azalandır.
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Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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6. Dönüm Noktaları ve Eğrilik Aralıkları

y’’ = 4 > 0, her x ∈  için, eğrinin dönüm noktası yoktur ve tüm aralıkta konkavdır (içbükeydir) 
ve grafiği “∪” şeklindedir.

Fonksiyonun grafiği Şekil 13’te verilmiştir.

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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Şekil 13
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Örnek 2    y = x⁴ – 4x³ fonksiyonunun değişimini inceleyelim ve grafiğini çizelim.

1. Tanım kümesi

Fonksiyon her x ∈  için tanımlıdır, dolayısıyla Df = ’dir.

2. Fonksiyonun çift/tekliği
f(–x) = (–x)⁴ – 4(–x)³ = x⁴ + 4x³ ≠ f(x).

Fonksiyon çift değildir.
f(–x) = (–x)⁴ – 4(–x)³ = x⁴ + 4x³ = –(–x⁴ – 4x³) = –f(x).

Fonksiyon tek değildir. Yani fonksiyon ne çift ne de tektir.

3. Koordinat eksenleriyle kesişim noktaları

x ekseniyle kesişim (fonksiyonun sıfırları)
 y = 0, x⁴ – 4x³ = x³(x – 4) = 0, x₁ = 0 ve x₂ = 4.

x ekseniyle kesişim noktaları A(0, 0) ve B(4, 0)’dır.

y ekseniyle kesişim
 x = 0, 0⁴ – 4 ⋅ 0³ = 0.

y ekseniyle kesişim noktası A(0,0)’dır.

4.	 Fonksiyonun asimptotları

Yatay asimptot yoktur, çünkü:

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 

4 34 .y x x= −

1. Дефинициона област
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функцијата:

( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 34 4− = − − − = + f x x x x x f x
Функцијата не е парна.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 4 34 4 4f x x x x x x x f x− = − − − = + = − − −  −

Функцијата не е непарна. Значи функцијата е ниту парна ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

( )4 3 3
1 20, 4 4 0, 0 и 4.y x x x x x x= − = − = = =

Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B

Пресек со y - оската:
4 30, 0 4 0 0.x = −  =

Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:

( ) ( )4 3 4 4lim lim 4 lim 1 .
x x x

y f x x x x
x→ → →

 = = − = − =  
 

Вертикална асимптота нема бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Косата асимптота е од облик .= +y kx n Бидејќи

( ) ( )
4 3

3 2 34 4lim lim lim 4 lim 1 ,
→ → → →

 −  = = = − = − =    
  x x x x

f x x xk x x x
x x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Есктремни вредности и интервали на монотоност

( )3 2 2' 4 12 4 3y x x x x= − = −

( )2
1 20 4 3 0 0, 3y x x x x =  − =  = =

2'' 12 24 .y x x= −
За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( ) 2'' 0 12 0 24 0 0y =  −  = ,
од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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Fonksiyon her x ∈  için tanımlı olduğundan dikey asimptot yoktur.

Eğimli asimptot y = kx + n şeklindedir. Çünkü:

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 

4 34 .y x x= −

1. Дефинициона област
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функцијата:

( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 34 4− = − − − = + f x x x x x f x
Функцијата не е парна.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 4 34 4 4f x x x x x x x f x− = − − − = + = − − −  −

Функцијата не е непарна. Значи функцијата е ниту парна ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

( )4 3 3
1 20, 4 4 0, 0 и 4.y x x x x x x= − = − = = =

Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B

Пресек со y - оската:
4 30, 0 4 0 0.x = −  =

Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:

( ) ( )4 3 4 4lim lim 4 lim 1 .
x x x

y f x x x x
x→ → →

 = = − = − =  
 

Вертикална асимптота нема бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Косата асимптота е од облик .= +y kx n Бидејќи

( ) ( )
4 3

3 2 34 4lim lim lim 4 lim 1 ,
→ → → →

 −  = = = − = − =    
  x x x x

f x x xk x x x
x x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Есктремни вредности и интервали на монотоност

( )3 2 2' 4 12 4 3y x x x x= − = −

( )2
1 20 4 3 0 0, 3y x x x x =  − =  = =

2'' 12 24 .y x x= −
За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( ) 2'' 0 12 0 24 0 0y =  −  = ,
од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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	 demek ki fonksiyonun grafiğinin eğik asimptotları yoktur.

5. Ekstremum değerleri ve monotonluk aralıkları

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 

4 34 .y x x= −

1. Дефинициона област
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функцијата:

( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 34 4− = − − − = + f x x x x x f x
Функцијата не е парна.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 4 34 4 4f x x x x x x x f x− = − − − = + = − − −  −

Функцијата не е непарна. Значи функцијата е ниту парна ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

( )4 3 3
1 20, 4 4 0, 0 и 4.y x x x x x x= − = − = = =

Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B

Пресек со y - оската:
4 30, 0 4 0 0.x = −  =

Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:

( ) ( )4 3 4 4lim lim 4 lim 1 .
x x x

y f x x x x
x→ → →

 = = − = − =  
 

Вертикална асимптота нема бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Косата асимптота е од облик .= +y kx n Бидејќи

( ) ( )
4 3

3 2 34 4lim lim lim 4 lim 1 ,
→ → → →

 −  = = = − = − =    
  x x x x

f x x xk x x x
x x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Есктремни вредности и интервали на монотоност

( )3 2 2' 4 12 4 3y x x x x= − = −

( )2
1 20 4 3 0 0, 3y x x x x =  − =  = =

2'' 12 24 .y x x= −
За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( ) 2'' 0 12 0 24 0 0y =  −  = ,
од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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Fonksiyonun x₁ = 0 noktasındaki ikinci türevi için y’’(0) = 12 ⋅ 0² – 24 ⋅ 0 = 0 olduğundan, fonk-

siyonun x₁ = 0 noktasında yerel bir ekstremuma sahip olup olmadığını söyleyemeyiz.
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За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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konveks konkavkonkav

Fonksiyonun x₂ = 3 noktasındaki ikinci türevi için y’’(3) = 12 ⋅ 3² – 24 ⋅ 3 > 0 olduğundan, fonk-

siyonun x₂ = 3 noktasında yerel bir minimumu olduğu sonucuna varılır,
За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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C(3, –27) noktası yerel minimum noktasıdır.

Fonksiyonun birinci türevinin işaretini inceleyerek şunu elde ederiz:

   

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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  yani x ∈ (3, ∞) için fonksiyon artandır,

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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 yani x ∈ (–∞, 3) için fonksiyon azalandır.

İncelemeyi tablo aracılığıyla yaparsak şunu elde ederiz:
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( ) 4 3
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( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.
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x ( ),3− ( )3,+

'y - +
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Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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6.	 Dönüm noktaları ve eğrilik aralıkları
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İkinci türev y’’, x₁ = 0 ve x₂ = 2 noktalarından geçerken işaret değiştirir, çünkü 
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Dönüm noktaları P₁(0, 0) ve P₂(2, –16) dır.

Elde edilen sonuçları daha iyi bir genel bakış için tabloya yerleştireceğiz:

Fonksiyonun grafiği Şekil 14’te çizilmiştir.
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Слика 14

                 Да го испитаме текот и скицираме графикот на функцијата 
3

2 .
1

=
−

xy
x

1. Дефинициона област на функцијата:
2 21 0 1 1 1,−         x x x x

Функцијата е дефинирана за секој  \ 1,1 −x , па оттука  \ 1,1fD = − .

2. Парност/непарност на функцијата

( ) ( )
( )

( )
3 3 3

2 2 2 .
1 11

x x xf x f x
x xx

− −
− = = = − = −

− −− −
Функцијата е непарна, што значи дека нејзиниот график е симетричен во однос на 
координатниот почеток. 

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

Пример 3
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 fonksiyonunun değişimini inceleyelim ve grafiğini çizelim.

1.	Tanım kümesi:
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Fonksiyon her x ∈  \ {–1, 1} için tanımlıdır, dolayısıyla Df =  \ {–1, 1}’dir.

2.	Fonksiyonun çift/tekliği
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Fonksiyon tektir, bu da grafiğinin koordinat başlangıcına göre simetrik olduğu anlamına gelir.

3.	Koordinat eksenleriyle kesişim noktaları

x ekseniyle kesişim (fonksiyonun sıfırları)
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3
3

20, 0 0 0 .
1

= =  =  =
−

xy x x
x

Точката на пресек со x - оската е ( )0,0 .

Пресек со y - оската
3

2
00, (0) 0,

0 1
x y= = =

−
Точкaтa на пресек  е ( )0,0 .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи

( )
3 3

2 3

3 3

1 1 1 1lim lim lim lim ,1 1 1 11 0 0 0→ → → →

   
    

= = = = = = =     − −     − −
   

x x x x

x xy f x
x x

x x x x
Вертикална асимптота:

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

3 33

221 1 0 0

3 33

221 1 0 0

1 1
lim lim lim lim ,

1 21 1

1 1
lim lim lim lim ,

1 21 1

x x

x x

xf x
x

xf x
x

 

 

 
 

 
 

+ + + +

− − + +

→ → → →

→ → → →

+ + 
= = = =  −  ++ − 

− + 
= = = = − − −  +− − 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
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 
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 
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− − + +
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− − − + 
= = = = − −  +− − − 

следува дека вертикални асимптоти се правите 1=x и 1.= −x

Косата асимптота има облик .= +y kx n Со одредување на коефициентот на правец
и слободниот член добиваме:

( )

( )( )

3

3 32

3 3

2

3 3 3

2 2 2

2

2

2

1 11lim lim lim lim 1,1 1 01

lim lim lim lim
1 1 1

1
0lim 01 1 01
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  − +
= − = − = = = − − − 

 
 

= = =  − −
 

Коса асимптота е правата .=y x
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x ekseniyle kesişim noktası (0, 0)’dır.

y ekseniyle kesişim
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Kesişim noktası (0, 0)’dır.

4. Fonksiyonun asimptotları

Yatay asimptot yoktur, çünkü
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Eğik asimptot y = x doğrusudur.
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5.	 Ekstremum değerleri ve monotonluk aralıkları için
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
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   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
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е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x

63

elde edilir. Oradan

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x

63

yani,           

                    

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x

63

 

olduğunu buluyoruz. Fonksiyonun ikinci türevi belirtilir:
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Fonksiyonun x₁ = 0 noktasındaki ikinci türevi için y’’(0) = 0 olduğundan, fonksiyonun x₁ = 0 

noktasında yerel bir ekstremuma sahip olup olmadığını söyleyemeyiz.

Fonksiyonun x₂ = √
–3  noktasındaki ikinci türevi için   
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2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −
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   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
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3 33
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3 33, .

2
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noktası yerel minimum noktasıdır.

Fonksiyonun x₃ = –√
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 olduğundan, 

fonksiyonun x₃ = –√
–3  noktasında yerel bir maksimumu olduğu elde ediliir
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noktası yerel maksimum noktasıdır.

x² > 0 ve (x² – 1)² > 0 olduğundan, her x ∈  için  y’ > 0 olduğunda     
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 fonksiyon artandır,
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.
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8
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3 33
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− −  
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само позитивните вредности на .x
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 fonksiyon azalandır.

Fonksiyonun tek olduğunu gördük, bu da fonksiyonun grafiğinin koordinat başlangıcına göre simetrik 
olduğu anlamına gelir. Bu nedenle, sadece x’in pozitif değerlerini inceleyebiliriz.
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Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

( )0, 3 ( )3,
2 3−x - +

'y - +
y

6. Превојни точки и интервали на закривеност

( )
( )

2

32

2 3
,

1

x x
y

x

+
 =

−

( )
( )

( )
2

2 2
32

2 3
'' 0 0 2 3 0 0 3 0.

1

x x
y x x x x

x

+
=  =  + =  =  + =

−

Равенката 2 3 0x + =  нема реални решенија, затоа ја имаме само точката 0x =  и 
( )0 0y = . Како кандидат за превојна точка е ( )0,0P .

За поголема прегледност и поедноставување имајќи предвид дека 
2 3 0, fx x D+    и функцијата е непарна ќе направиме табела:

( )0,1 ( )1,
x + +

( )32 1−x - +

''y - +
y  

Сега можемо да го нацртаме графикот на функцијата. На слика 15 ќе биде даден 

графикот само за позитивните вредности на .x
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İncelemeyi tablo aracılığıyla yaparsak şunu elde ederiz:

6.	 Dönüm noktaları ve eğrilik aralıkları
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Daha iyi bir genel bakış ve basitleştirme için, x² + 3 > 0, ∀x ∈ Df olduğunu ve fonksiyonun tek 

olduğunu göz önünde bulundurarak bir tablo oluşturacağız:        

Artık fonksiyonun grafiğini çizebiliriz. Şekil 15’te sadece x’in pozitif değerleri için grafik verilecektir.
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Слика 15

Функцијата е непарна т.е. графикот на функцијата е симетричен во однос на 
координатиот почеток и тој го има обликот даден на слика 16:

Слика 16

                 Да го испитаме текот и скицираме графикот на функцијата 1ln .
2

+
=

+
xy
x

1. Дефинициона област на функцијата
2 0 2+    −x x ,

Функцијата е логаритамска па мора ( ) ( )1 0 , 2 1,
2

x x
x
+

   − −  − 
+

.

Значи функцијата е дефинирана за ( ) ( ), 2 1,x − −  −  т.е.

( ) ( ), 2 1,fD = − −  −  .

Пример 4

65

Слика 15

Функцијата е непарна т.е. графикот на функцијата е симетричен во однос на 
координатиот почеток и тој го има обликот даден на слика 16:

Слика 16

                 Да го испитаме текот и скицираме графикот на функцијата 1ln .
2

+
=

+
xy
x

1. Дефинициона област на функцијата
2 0 2+    −x x ,

Функцијата е логаритамска па мора ( ) ( )1 0 , 2 1,
2

x x
x
+

   − −  − 
+

.

Значи функцијата е дефинирана за ( ) ( ), 2 1,x − −  −  т.е.

( ) ( ), 2 1,fD = − −  −  .

Пример 4

65

                         

Şekil 15

Fonksiyon tektir, yani fonksiyonun grafiği koordinat başlangıcına göre simetriktir ve şekil 16’da 

grafiği görebilirsiniz:

Örnek 4    
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  fonksiyonunun değişimini inceleyelim ve grafiğini çizelim.

1. Tanım kümesi
 x + 2 ≠ 0 ⇔ x ≠ –2,

Fonksiyon logaritmiktir, bu nedenle   
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+
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Пример 4
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  olmalıdır.

Yani fonksiyon x ∈ (–∞, –2) ∪ (–1, ∞) için tanımlıdır, yani 

                                         Df = (–∞, –2) ∪ (–1, ∞).
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2. Fonksiyonun çift/tekliği2. Парност/непарност на функцијата

( ) 1 1ln ln
2 2

− + −
− = =

− + −
x xf x
x x

.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
x x
+ +

= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
10, ln
2

A 
 
 

.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
Бидејќи

( )
111 1 0lim lim ln lim ln ln ln1 0,22 1 01

→ → →

++ +
= = = = = =

+ ++
x x x

x xy f x
x

x
следува дека 0=y е хоризонтална асимптота.
Вертикална асимптота
Со одредување на граничната вредност на функцијата во точките во кои не е 
дефинирана функцијата, добиваме: 

( )
2 2 0 0

1 2 1 1lim lim ln lim ln ln lim ,
2 2 2x x

xf x
x  

 
 − − + +→− →− → →

+ − − + − −
= = = = 

+ − − + −
па следува дека 2= −x е вертикална асимптота од лево.
Бидејќи,

( )
1 0 0 0

1 1 1lim lim ln lim ln ln lim ,
2 1 2 1x

xf x
x  

 
 + + + +→− → → →

+ − + +
= = = = −

+ − + + +
па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.

( ) ( ) ( )

( )

1 12
2

1lim
2

1ln 1 12lim lim lim ln ln lim 1
2 2

ln 0.x

x
x x x

x x x x

x x

x
f x xxk

x x x x

e →

− + 
−  +

→ → → →

−  +

+
+ −   += = = = + =   + +   

= =
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Tanım kümesi simetrik olmadığından, fonksiyonun ne çift ne de tek olduğu sonucuna varabi-
liriz.

3. Koordinat eksenleriyle kesişim noktaları
x ekseniyle kesişimi (fonksiyonun sıfırları)
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bu da fonksiyonun sıfırlarının olmadığı anlamına gelir.
y ekseniyle kesişim

Fonksiyonun y ekseniyle kesişimi vardır, çünkü x = 0 için fonksiyonun değeri vardır:
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дефинирана функцијата, добиваме: 
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2 2 0 0
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xf x
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па следува дека 2= −x е вертикална асимптота од лево.
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па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.
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’dir.

4. Fonksiyonun asimptotları

Yatay asimptot:

2. Парност/непарност на функцијата

( ) 1 1ln ln
2 2

− + −
− = =

− + −
x xf x
x x

.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
x x
+ +

= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
10, ln
2

A 
 
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.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
Бидејќи
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x
следува дека 0=y е хоризонтална асимптота.
Вертикална асимптота
Со одредување на граничната вредност на функцијата во точките во кои не е 
дефинирана функцијата, добиваме: 
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па следува дека 2= −x е вертикална асимптота од лево.
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па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.
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olduğuna göre,  y = 0 doğrusu yatay asimptot olduğu sonucuna varılır.
Dikey asimptot
Fonksiyonun tanımlı olmadığı noktalardaki fonksiyonun limit değerini belirleyerek şunu elde 
ederiz:

2. Парност/непарност на функцијата
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x xf x
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.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
x x
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= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
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A 
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.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
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следува дека 0=y е хоризонтална асимптота.
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 + + + +→− → → →
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= = = = −
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па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.
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bu nedenle x = –2’nin soldan dikey asimptot olduğu sonucuna varılır.

2. Парност/непарност на функцијата

( ) 1 1ln ln
2 2

− + −
− = =

− + −
x xf x
x x

.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
x x
+ +

= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
10, ln
2

A 
 
 

.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
Бидејќи

( )
111 1 0lim lim ln lim ln ln ln1 0,22 1 01

→ → →
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x x x
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x
следува дека 0=y е хоризонтална асимптота.
Вертикална асимптота
Со одредување на граничната вредност на функцијата во точките во кои не е 
дефинирана функцијата, добиваме: 

( )
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 − − + +→− →− → →
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= = = = 

+ − − + −
па следува дека 2= −x е вертикална асимптота од лево.
Бидејќи,

( )
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1 1 1lim lim ln lim ln ln lim ,
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xf x
x  

 
 + + + +→− → → →

+ − + +
= = = = −
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па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.

( ) ( ) ( )

( )

1 12
2

1lim
2

1ln 1 12lim lim lim ln ln lim 1
2 2

ln 0.x

x
x x x

x x x x

x x

x
f x xxk

x x x x

e →

− + 
−  +

→ → → →

−  +

+
+ −   += = = = + =   + +   

= =

66

olduğuna göre, x = –1’in sağdan dikey asimptot olduğu sonucuna varılır.
Eğik asimptot yoktur, çünkü y = kx + n doğrusunda k katsayısı 0’dır, yani:

2. Парност/непарност на функцијата

( ) 1 1ln ln
2 2

− + −
− = =

− + −
x xf x
x x

.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
x x
+ +

= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
10, ln
2

A 
 
 

.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
Бидејќи

( )
111 1 0lim lim ln lim ln ln ln1 0,22 1 01

→ → →

++ +
= = = = = =

+ ++
x x x

x xy f x
x

x
следува дека 0=y е хоризонтална асимптота.
Вертикална асимптота
Со одредување на граничната вредност на функцијата во точките во кои не е 
дефинирана функцијата, добиваме: 
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 − − + +→− →− → →
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= = = = 

+ − − + −
па следува дека 2= −x е вертикална асимптота од лево.
Бидејќи,

( )
1 0 0 0

1 1 1lim lim ln lim ln ln lim ,
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xf x
x  

 
 + + + +→− → → →

+ − + +
= = = = −

+ − + + +
па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.
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5.	Ekstremum değerleri ve monotonluk aralıkları

Fonksiyonun birinci türevini belirliyoruz:
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност

Го определуваме првиот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

2

1 2 1 21 2 1 2' ln
2 1 2 1 2

2 1 1 .
1 2 1 2

x x x xx x x xy
x x x x x

x x
x x x x

   + + − + ++ + + +   = = =   + + + +    +

+ − −
= =

+ + + +

За да го испитаме однесувањето на првиот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

1+x - +
2+x - +

'y + +
y

Функцијата расте на целата дефинициона област ( ) ( ), 2 1,− −  −  , па функцијата 
нема екстремни вредности. Немањето на екстремни вредности се согледува и од тоа што 
во ниту една од дефиниционата област, првиот извод нема вредност 0.

6. Превојни точки и интервали на закривеност
Го одредуваме вториот извод на функцијата:

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
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2
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22

1 1'' 3 2
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2 3
1 3 2 3 2 .

3 2
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    = = = + +    + + + +  
− += −  + + + + =
+ +

За да го испитаме однесувањето на вториот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

2 3+x - +
-1 - -

''y + -
y  

Графикот на функцијата е даден на слика 17.
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Fonksiyonun birinci türevinin değişimini incelemek için şu tabloyu oluşturuyoruz:

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Го определуваме првиот извод на функцијата:
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   + + − + ++ + + +   = = =   + + + +    +
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За да го испитаме однесувањето на првиот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

1+x - +
2+x - +

'y + +
y

Функцијата расте на целата дефинициона област ( ) ( ), 2 1,− −  −  , па функцијата 
нема екстремни вредности. Немањето на екстремни вредности се согледува и од тоа што 
во ниту една од дефиниционата област, првиот извод нема вредност 0.

6. Превојни точки и интервали на закривеност
Го одредуваме вториот извод на функцијата:

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
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− += −  + + + + =
+ +

За да го испитаме однесувањето на вториот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

2 3+x - +
-1 - -

''y + -
y  

Графикот на функцијата е даден на слика 17.
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Fonksiyon tüm tanım kümesinde (–∞, –2) ∪ (–1, ∞) artandır, bu nedenle fonksiyonun ekstre-
mum değerleri yoktur. Ekstremum değerlerin olmaması, tanım kümesinin hiçbir noktasında birinci 

türevin 0 değerine sahip olmamasından da anlaşılabilir.

6.	Dönüm noktaları ve eğrilik aralıklar

Fonksiyonun ikinci türevini belirliyoruz:

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Го определуваме првиот извод на функцијата:
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За да го испитаме однесувањето на првиот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 
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y

Функцијата расте на целата дефинициона област ( ) ( ), 2 1,− −  −  , па функцијата 
нема екстремни вредности. Немањето на екстремни вредности се согледува и од тоа што 
во ниту една од дефиниционата област, првиот извод нема вредност 0.
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За да го испитаме однесувањето на вториот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

2 3+x - +
-1 - -

''y + -
y  

Графикот на функцијата е даден на слика 17.
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Fonksiyonun ikinci türevinin değişimini incelemek için şu tabloyu oluşturuyoruz:                                       

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Го определуваме првиот извод на функцијата:
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За да го испитаме однесувањето на првиот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

1+x - +
2+x - +

'y + +
y

Функцијата расте на целата дефинициона област ( ) ( ), 2 1,− −  −  , па функцијата 
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( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

12
2

22 2
22

1 1'' 3 2
1 2 3 2

2 3
1 3 2 3 2 .

3 2

y x x
x x x x

x
x x x x

x x

−

−

    = = = + +    + + + +  
− += −  + + + + =
+ +

За да го испитаме однесувањето на вториот извод на функцијата, ја составуваме 
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( ), 2− − ( )1,− 

2 3+x - +
-1 - -

''y + -
y  

Графикот на функцијата е даден на слика 17.
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Fonksiyonun grafiği Şekil 17’de verilmiştir. 
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Слика 17

Задачи за самостојна работа

1. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата:
a) 3 26 9 4;y x x x= − + − б) 3 3 2;y x x= − +

в) 2
1 ;

1
y

x
=

+
г)

2

2
1 ;

1
xy

x
−

=
+

д)
2

2 ;
1

xy
x

=
−

ѓ)
3

2 ;
1

xy
x

=
+

е)
2

2
2 1;x xy
x
+ −

= ж) 2
2

1 ;y x
x

= +

2. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата:

а) 2 ;xy x e= б)
1

;xy e=

в)
ln ;xy

x
= г) ln .y x x= −
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c) ç)

Слика 17

Задачи за самостојна работа

1. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата:
a) 3 26 9 4;y x x x= − + − б) 3 3 2;y x x= − +

в) 2
1 ;

1
y

x
=

+
г)

2

2
1 ;

1
xy

x
−

=
+

д)
2

2 ;
1

xy
x

=
−

ѓ)
3

2 ;
1

xy
x

=
+

е)
2

2
2 1;x xy
x
+ −

= ж) 2
2

1 ;y x
x

= +

2. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата:

а) 2 ;xy x e= б)
1

;xy e=

в)
ln ;xy

x
= г) ln .y x x= −

68

b)

c)

d)

f) g)
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 Şekil 17

Çalışma alıştırmaları

1. Fonksiyonun değişimini inceleyin ve grafiğini çizin:

2.   Fonksiyonun değişimini inceleyin ve grafiğini çizin:
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13. Ekstremum problemlerini çözmek için türevin uygulanması

Burada, pratik problemleri çözmek için birinci ve ikinci türevin uygulamasını ele alacağımız örnekler 
vereceğiz.

Örnek 1  Bir dikdörtgenin çevresi 20 birim olsun. Alanın en büyük olması için dikdörtgenin 
kenar uzunlukları ne olmalıdır?

Dikdörtgenin kenarlarını a ve b ile gösterelim. Dikdörtgenin çevresinin formülünden L = 2a + 2b 
olduğunu biliyoruz. Yani:

                            2a + 2b = 20 ⇒ a + b = 10 ⇒ b = 10 – a.

Dikdörtgenin alanı P = a ⋅ b formülü ile hesaplanır.  b = 10 – a  yerine koyarak şunu elde ederiz:

13. Примена на извод за решавање на проблеми од екстреми

Овде ќе дадеме примери во кои ќе ја разгледаме примената на првиот и вториот извод за 
решавање на практични проблеми. 

     Нека периметарот на еден правоаголник е 20 единици. Колкава треба да 
биде должината на страните на правоаголникот за да плоштината биде најголема?

Нека страните на правоаголникот ги означиме со а и b . Од формулата за периметар на 
правоаголник имаме 2 2= +L a b . Значи:

2 2 20 10 10 .+ =  + =  = −а b a b b a

Плоштина на правоаголник се пресметува по формулата .P a b=  Со замена на 10= −b a ,
добиваме:

( ) ( ) 210 10P а a a a a= − = − .

( )' 10 2 0 2 10 5.P а a a a= − =  =  =

За да провериме дали за добиената вредност на должината на страната a , плоштината е 
најголема, мораме да го најдеме вториот извод. 
Вториот извод ( )'' 5 2 0,P = −  т.е. во било која точка е помал од нула. Заклучуваме дека за 

5=a единици плоштината е максимална.  
Страната 10 10 5 5b a= − = − = единици.
Значи најголема плоштина од сите правоаголници со ист периметар има квадратот со 
страна 5=а ,  и плоштината е 5 5 25P =  = квадратни единици.

          Нека должината на една отсечка е 20 cm. Да се подели отсечката на два 
дела, така што збирот на кубовите на двата дела да е најмал. 

Нека деловите од отсечката ги означиме со а и b .
Имаме дека 20 20 .+ =  = −а b b a
Со S да го означиме збирот од нивните кубови: 

( ) ( )

3 3

33 20 .

S а b

S a a a

= +

= + −

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 22 2

2 2

' 3 3 20 20 ' 3 3 20

3 3 400 40 120 1200

' 120 1200 0 10.

'' 10 120 0

S a a a a a a

a a a a

S a a a

S

= + − − = − −

= − − + = −

= − =  =

= 
Значи за 10=а , S има најмала вредност, па деловите од отсечката се 10 и 10.

     Во правоаголен триаголник со страни 15, 20 и 25 е впишан правоаголник 
така што две темиња на правоаголникот лежат на хипотенузата на триаголникот.  Колкава 
е максималната плоштина на впишаниот правоаголник?

Пример 1

Пример 2

Пример 3
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Kenar uzunluğunun elde edilen değeri için alanın en büyük olup olmadığını kontrol etmek için ikinci 
türevi bulmamız gerekir.
İkinci türev P’’(5) = –2 < 0, yani herhangi bir noktada sıfırdan küçüktür. a = 5 birim için alanın 
maksimum olduğu sonucuna varırız. b kenarı b = 10 – a = 10 – 5 = 5 birimdir.
Yani aynı çevreye sahip tüm dikdörtgenler arasında, kenar uzunluğu a = 5 olan karenin en büyük 
alanı vardır ve alan P = 5 ⋅ 5 = 25 birim karedir.

Örnek 2      Bir doğru parçasının uzunluğu 20 cm olsun. Doğru parçası, iki parçanın küplerinin 
toplamı en küçük olacak şekilde iki parçaya bölünsün.

Doğru parçasının kısımlarını a ve b ile gösterelim.
a + b = 20 ⇒ b = 20 – a olduğunu biliyoruz.
Küplerinin toplamını S ile gösterelim:
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Yani a = 10 için S en küçük değere sahiptir, bu nedenle doğru parçasının kısımları 10 cm ve 10 cm dir.

Örnek 3  Kenarları 15, 20 ve 25 olan bir dik üçgenin içine, dikdörtgenin iki köşesi üçgenin 
hipotenüsünde olacak şekilde bir dikdörtgen yerleştirilmiştir. Yerleştirilen dikdörtgenin maksimum 
alanı nedir?
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Темињата на триаголникот ќе ги означиме со ,A B и C , а на правоаголникот со , ,P Q R и
S (слика 18). Плоштината на правоаголникот е P PQ RQ=  . Од условот на задача имаме 

25, 15, 20AB BC AC= = = и страните на правоаголникот да ги означиме со 

,PQ a RQ b= = . Нека CM e висината спуштена кон хипотенузата на триаголникот ABC

и CN e висината спуштена кон хипотенузата на триаголникот SRC . Да ја најдеме 
зависноста меѓу PQ a= и RQ b= . Од слика 18 гледаме дека: ABC SRC  . Од 
сличностa на триаголниците следува дека соодветните страни се пропорционални.     

Слика 18

,ABC SRC

АB CM
SR CN

 

=

Да го најдеме сега CM .
Плоштината на ABC може да се пресмета на два начина: 

2 2
25 15 20

12.

AB CM AC BC

CM

CM

 
=

 = 

=

Да замениме во пропорцијата:
25 12
a CN
= .

Останува да го најдеме CN , 12 12CN CM MN RQ b= − = − = − , бидејќи MN RQ=

( )

( )

25 12 ,
12

12 25 12 ,
25 12 .
12

=
−

= −

= −

a b
a b

a b
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Üçgenin köşelerini A, B ve C ile, dikdörtgenin köşelerini ise P, Q, R ve S ile gösterelim (Şekil 18). 
Dikdörtgenin alanı  P=PQ— • RQ— dur. Sorunun koşulundan:
AB—= 25, BC—= 15, AC—= 20, olduğunu biliyoruz ve dikdörtgenin kenarlarını PQ— = a ve  RQ—= b ile 
gösterelim.  CM—, ABC üçgeninin hipotenüsüne indirilen yükseklik ve CN—, SRC üçgeninin hipotenüsüne 
indirilen yükseklik olsun. PQ— = a ve  RQ—= b arasındaki ilişkiyi bulalım. Şekil 18’den şunu görüyoruz: 

∆ABC ∼ ∆SRC. Üçgenlerin benzerliğinden karşılık gelen kenarların orantılı olduğu sonucu çıkar.

Şekil 18

Şimdi  CM—  yi bulalım. ABC üçgeninin alanı iki şekilde hesaplanabilir:

Orantıda yerine koyalım:

CN— yi bulmak kaldı. 
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 olduğundan, 
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За плоштината на правоаголникот имаме:

( )

( ) ( )2
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12

25 12 .
12
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P b b b

=  = −

= −

Следно, да го најдеме првиот извод на ( )P b :

( ) ( )

( )

( )

( )

25' 12 2 ,
12

' 0
25 12 2 0
12

6,
25'' 6 0.
6

P b b

P b

b

b

P

= −

=

− =

=

= − 

    Значи за 6=b плоштината на правоаголникот е максимална. Останува уште да се најде 
страна а и максималната плоштина.      

( )25 2512 6 ,
12 2

256 75.
2

= − =

= =  =

a

P ab

Значи максималната плоштина на вака впишаниот правоаголник во правоаголен 
триаголник е 75.

      Од парче картон во форма на квадрат со страна 8 cm, кај секој агол се 
отсекува по еден квадрат (како на слика 19), и на тој начин се формира кутија.  Ќе ги најдеме 
димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

Со x да ја означиме страната на квадратот што се отсекува од кутијата. Основата на 
кутијата ќе биде квадрат со страна 8 2− x , додека висината на кутијата ќе биде x , слика 
19.
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Dikdörtgenin alanı için şunu elde ederiz:

Ondan sonra P(b) nin birinci türevini bulalım:

Yani b = 6 için dikdörtgenin alanı maksimumdur. a kenarını ve maksimum alanın bulunması kalır.

Yani dik üçgenin içine böyle yerleştirilen dikdörtgenin maksimum alanı 75’tir.

Örnek 4   Kenarı 8 cm olan kare şeklinde bir karton parçasından her köşede birer küçük kare 

kesilir (Şekil 19’daki gibi) ve bu şekilde bir kutu oluşturulur. Kutunun en büyük hacme sahip olacağı 

boyutları bulacağız.

Kutudan kesilen karenin kenarını x ile gösterelim. Kutunun tabanı 8 – 2x kenarlı bir kare olacak, 

kutunun yüksekliği ise x olacaktır (Şekil 19).
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Şekil 19

Kutu, düzgün bir dörtgen prizmadır ve hacmi şu şekilde belirtilir:

x için kritik değeri (maksimum veya minimum değer), fonksiyonun birinci türevi V(x)’i 0’a eşitlediği-

mizde elde ederiz.

Öte yandan, kenar uzunluğu pozitif olmalıdır, yani:
8 – 2x > 0 ⇒ –2x > –8 ⇒ 2x < 8 ⇒ x < 4, yani x (0, 4) aralığındaki değerleri alabilir. Buradan 

Слика 19

Кутијата преставува правилна четириаголна призма со волумен: 

( )
( ) ( )

2

2 3 2

8 2

64 32 4 4 32 64 .

V B H x x

V x x x x x x x

=  = − 

= − +  = − +

Критичната вредност за x (максималната или минималната вредност) ќе ја добиемe кога 
првиот извод на функцијата ( )V x ќе го изедначиме на 0.

( )
( )
( )

2

2

1 2

' 12 64 64

' 0

4 3 16 16 0

4 , 4.
3

V x x x

V x

x x

x x

= − +

=

− + =

= =

Од друга страна должината на страната мора да биде позитивна, т.е. 

8 2 0 2 8 2 8 4,−  −  −    x x x x значи x може да прима вредности од интервалот 

( )0, 4 . Оттука единственото решение е 1
4
3

=x .

Дали за оваа вредност волуменот е максимален?
( )'' 24 64,

4 4'' 24 64 32 64 32 0.
3 3

V x x

V

= −

  =  − = − = −  
 

Можеме да заклучиме дека за 4
3

=x , волуменот е максимален и негова вредност е:

3 24 4 4 4 10244 32 64 38.
3 3 3 3 27

     = − + =      
     

V

За должината на страната на основата на кутијата се добива:
4 24 8 168 2 8 2 5,33.
3 3 3 3

− = − = − = x
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 tür.

Bu değer için hacim maksimum mu? Kutunun taban kenarının uzunluğu için şunu elde ederiz:
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Од друга страна должината на страната мора да биде позитивна, т.е. 
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  için hacmin maksimum olduğu ve değerinin şu olduğu sonucuna varabiliriz:

Kutunun taban kenarının uzunluğu için şunu elde ederiz:
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                  Производител на кутии за складирање на храна сака да направи конзерва 
во форма на цилиндар со волумен 31000cm . Ќе ги најдеме димензиите на цилиндарот 
за кои цената на конзервата во форма на цилиндар ќе биде најмала.

Слика 20

За да цената на конзервата биде најмала, треба да се најдат вредностите на радиусот и 
висината за кои плоштината на цилиндарот ќе биде најмала.
Нека h е висината на цилиндарот и r е радиусот на цилиндарот.
Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Од формулата на волуменот ќе ја најдеме врската помеѓу r и h . Висината може да се
изрази преку радиусот на следниот начин:

2
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1000,
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r h

h
r





=

=

Плоштината на цилиндарот е збир од плоштина на основите ( 2r  ) и плоштината на 
правоаголникот ( 2r h ) (слика 21) :

Слика 21

22 2P r r h = + ,

( ) 2 2
2

1000 20002 2 2 .P r r r r
r r
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Örnek 5   Bir gıda saklama kutusu üreticisi, 1000 cm³ hacimli silindir şeklinde konserve ku-

tusu yapmak istiyor. Silindir şeklindeki konserve kutusunun maliyetinin en düşük olacağı silindirin 

boyutlarını bulacağız.

Şekil 20

Konserve kutusunun maliyetinin en düşük olması için, silindirin yüzey alanının en küçük olacağı 
yarıçap ve yükseklik değerleri bulunmalıdır.
Silindirin yüksekliği h ve silindirin yarıçapı  r olsun.
Silindirin hacmi 
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 dir.
Hacim formülünden r ve h arasındaki ilişkiyi bulacağız. Yükseklik, yarıçap cinsinden şu şekilde ifade 

edilebilir:

Silindirin yüzey alanı, tabanların alanının (πr²) ve dikdörtgenin alanının (2πrh) toplamıdır (Şekil 21):
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Şekil 21
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Şimdi yüzey alanı P(r) nin bir fonksiyonudur:

 

Сега плоштината е функција ( )P r :

2 2000( ) 2P r r
r

= + .

Треба да се внимава, радиусот r да е поголем од нула ( )0r . Со наоѓање на првиот 
извод се добива

2

2000'( ) 4P r r
r

= − .

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула.
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За да најдеме дали за оваа вредност плоштина е минимална мора да го најдеме вториот 
извод:

3

4000''( ) 4 .P r
r

= +

3

4000(5,41) 4 0.
(5,41)

P  = + 

Значи за 5,41 cmr  , плоштината на цилиндарот е минимална. За висината добиваме дека 

е: 2 2

1000 1000 10,88 cm.
(5,41)

h
r 

= =  Па минималната вредност на плоштината на цилиндарот 

е:

2 22 2 553,58 cmP r r h = +  .

               Во прав конус со радиус на основата 4 cm и висина  6 cm впишан е 
цилиндар со максимален волумен. Ќе го најдеме волуменот на цилиндарот.
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Yarıçapın sıfırdan büyük (r > 0) olmasına dikkat edilmelidir. Birinci türevi bularak şunu elde ederiz:
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Ekstremum değerini bulmak için birinci türevi sıfıra eşitleriz:
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Bu değer için yüzey alanının minimum olup olmadığını bulmak için ikinci türevi bulmamız gerekir:
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Yani r ≈ 5,41 cm için silindirin yüzey alanı minimumdur. Yükseklik için şunu elde ederiz:
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Örnek 6  Taban yarıçapı 4 cm ve yüksekliği 6 cm olan dik bir koninin içine maksimum hacimli 

bir silindir yerleştirilmiştir. Silindirin hacmini bulacağız.
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Koninin yüksekliği H ve koninin tabanının yarıçapı R, silindirin yarıçapı ve yüksekliği ise sırasıyla r 

ve h olsun. Silindirin hacmi V = πr²h’dir. Hacmin sadece bir değişken r veya h’ye bağlı olması, yani 

r veya h cinsinden ifade edilmesi gerekir.

Нека H е висината на конусот и R е радиусот на oсновата на конусот, додека r и h се
радиусот и висината на  цилиндарот, соодветно. Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Потребно е волуменот да зависи само од една променлива  r или h , односно да се изрази
преку r или h .

Слика 22

Нека ,AB R PQ r= = , a C e врвот на конусот. Од слика 22, можеме да видиме дека 
 ABC PQC и нивните соодветни страни се пропорционални.  Па ја имаме следнава 
пропорција:

,

,

4 6 ,
6

6 24 4 ,
4 24 6 ,

36 .
2

АB BC
PQ QC
R H
r H h

r h
r h
h r

h r

=

=
−

=
−

= −
= −

= −

Сега во формулата за волумен на цилиндарот да ја замениме висината:

( )

( )

2

2 3

36 ,
2
36 .
2

V r r r

V r r r





 = − 
 

 = − 
 
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Şekil 22
AB— = R ,  PQ— = r   olsun ve C koninin tepe noktası olsun. Şekil 22’den ∆ABC ∼ ∆PQC olduğunu 

ve karşılık gelen kenarlarının orantılı olduğunu görebiliriz. Yani aşağıdaki orantı elde edilir:

Нека H е висината на конусот и R е радиусот на oсновата на конусот, додека r и h се
радиусот и висината на  цилиндарот, соодветно. Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Потребно е волуменот да зависи само од една променлива  r или h , односно да се изрази
преку r или h .

Слика 22

Нека ,AB R PQ r= = , a C e врвот на конусот. Од слика 22, можеме да видиме дека 
 ABC PQC и нивните соодветни страни се пропорционални.  Па ја имаме следнава 
пропорција:

,

,

4 6 ,
6

6 24 4 ,
4 24 6 ,

36 .
2

АB BC
PQ QC
R H
r H h

r h
r h
h r

h r

=

=
−

=
−

= −
= −

= −

Сега во формулата за волумен на цилиндарот да ја замениме висината:

( )

( )

2

2 3

36 ,
2
36 .
2

V r r r

V r r r





 = − 
 

 = − 
 

75

Şimdi silindirin hacim formülünde yüksekliği yerine koyalım:

Нека H е висината на конусот и R е радиусот на oсновата на конусот, додека r и h се
радиусот и висината на  цилиндарот, соодветно. Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Потребно е волуменот да зависи само од една променлива  r или h , односно да се изрази
преку r или h .

Слика 22

Нека ,AB R PQ r= = , a C e врвот на конусот. Од слика 22, можеме да видиме дека 
 ABC PQC и нивните соодветни страни се пропорционални.  Па ја имаме следнава 
пропорција:

,

,

4 6 ,
6

6 24 4 ,
4 24 6 ,

36 .
2

АB BC
PQ QC
R H
r H h

r h
r h
h r

h r

=

=
−

=
−

= −
= −

= −

Сега во формулата за волумен на цилиндарот да ја замениме висината:

( )

( )

2

2 3

36 ,
2
36 .
2

V r r r

V r r r





 = − 
 

 = − 
 

75
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Birinci türevi bularak şunu elde ederiz:Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7
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Ekstremum değerini bulmak için birinci türevi sıfıra eşitleriz:

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7
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r₁ = 0 veya  

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7
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 olduğunu elde ederiz. Ancak r₁ = 0 ise h da 0 olur ve bu en büyük hacim de-

ğildir. Yani tek ekstremum değeri 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

  cm için elde edilir. Bu değer için hacmin maksimum olup 

olmadığını görmek için ikinci türevi buluruz:

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

Yani  

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

için silindirin hacmi maksimumdur. Yükseklik için şunu elde ederiz:

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7
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  O haqlde silindirin maksimum hacmi:

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 
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fonksiyonu ile ifade edilmesi gerektiğini belirler.

Üretici ayrıca x adet yeni tişörtün üretim maliyetinin C(x) = 20 + 1,5x fonksiyonu ile verildiğini 

belirler. Üretici, maksimum kȃr elde edeceği bir tişört fiyatını bulmak istiyor.

Toplam maliyet şu şekilde hesaplanır:

C(x) = Sabit maliyetler + (Değişken maliyetler) ⋅ (Üretilen birim sayısı)

Toplam gelir şu şekilde hesaplanır: R(x) = (Birim sayısı) ⋅ (Birim başına fiyat)
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Toplam kȃr şu şekilde hesaplanır: P(x) = Toplam gelir – Toplam maliyetler.

Maksimum kȃrı bulmak için önce kȃr fonksiyonu P(x)’in birinci türevini bulmamız, yani P’(x) i he-

saplamamız gerekir.

Ekstremum noktayı P’(x) = 0 denklemini çözerek bulacağız.

Birim başına fiyat p(x) fonksiyonu 

Вкупната добивка се пресметува со: ( ) Вкупен приход - Вкупни трошоциP x = .

За наоѓање на максималната добивка, треба прво да го најдеме првиот извод на 
функцијата на добивка ( )P x , т.е. да го пресметаме ( )P x .
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Цената по единица ( )p x е дадена со функцијата
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x
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Вкупните трошоци за производство на x маици се дадени со функцијата ( ) 20 1.5C x x= + .

Вкупниот профит е ( ) 16 16R x x p x x
x

=  = = .

Функцијата на добивка:

( )
( )

( ) ( )

16 20 1.5

16 20 1.5

16 1.5 20.

P x R x C x

x x

x x

x x

= −

= − +

= − −

= − −

За наоѓање на максималната добивка го бараме првиот извод на ( )P x .

( ) 16 81,5 1,5
2

P x
x x

 = − = − .

За наоѓање на стационарната точка:

( )

2

16 1.5 0
2

16 1.5
2
3 16

16 5.33
3

5.33 28,44 28.

P x
x

x
x

x

x

 = − =

=

=

= =

= = 

За да видиме дали оваа вредност е максимална го бараме вториот извод:. 

( )
'

3

8 41.5 .P x
x x

  = − = − 
 

Бидејќи ( )P x е негативен, добивката ќе биде максимална кога ќе се произведат 28 маици.
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  dir.
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Maksimum kȃrı bulmak için P(x)’in birinci türevini buluruz:

Вкупната добивка се пресметува со: ( ) Вкупен приход - Вкупни трошоциP x = .
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 = − =

=

=

= =

= = 

За да видиме дали оваа вредност е максимална го бараме вториот извод:. 
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Ekstremum noktayı bulmak için:
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Bu değerin maksimum olup olmadığını görmek için ikinci türevi buluruz:
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 negatif olduğu için, 28 tişört üretildiğinde kȃr maksimum olacaktır.
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Maksimum kȃr   Максималната добивка е (28) 16 1.5 20 22,66P x x= − − = .

Значи, производителот прави максимална добивка од 22,66 парични единици кога ќе 
произведе 28 маици.

Цената на една маица треба да биде
16( ) 3,
28

p x = = за да се оствари максимална 

добивка.

Задачи за самостојна работа

1. Бројот 15 подели го на два собироци, така што нивниот производ да биде најголем.
2. Бројот 180 подели го на два собироци така што збирот на квадратот на првиот

собирок помножен со два и квадратот на вториот собирок помножен со три да биде
најмал.

1. Даден е триаголник со страна 10 cm и висина 4 cm. Во триаголникот е впишан
правоалолник, така што две негови темиња лежат на дадената страна, а другите
две на останатите страни на триаголникот.  Најди ги страните на правоаголникот,
така што  плоштината на правоаголникот да биде најголема

2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
кутија ќе биде најмала.
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2
1
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2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
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 olmalıdır.

Çalışma Alıştırmaları
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произведе 28 маици.
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правоалолник, така што две негови темиња лежат на дадената страна, а другите
две на останатите страни на триаголникот.  Најди ги страните на правоаголникот,
така што  плоштината на правоаголникот да биде најголема

2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
кутија ќе биде најмала.

5. Во елипсата 2 24 9 36+ =x y впишан е рамнокрак триаголник со најголема плоштина 
така што основата на триаголникот е паралелна на поголемата оска на елипсата, а 
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+−= px , каде p е цената на 

производот, а функцијата на трошоци е ( ) 147202 ++= xxxC . Да се определи 
максималната добивка (заработувачка)?   
(Упатство: Функцијата на приход е производ од побарувачката и цената по единица 
производ)

8. Вкупните дневни трошоци и вкупните дневни приходи на една млекара се дадени

со функциите ( ) 100030 += xxC и ( ) xxxR 50
500
1 2 +−= , соодветно. Да се определи

дневното производство за кое се остварува максимална добивка. Колку изнесува
максималната добивка?
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 dür, burada p ürünün fiyatı ve maliyet fonk-

siyonu C(x) = x² + 20x + 147’dir. Maksimum karı (kazancı) belirleyin.

 	 (İpucu: Gelir fonksiyonu talep ve birim ürün fiyatının çarpımıdır)
10.	Bir süt ürünleri işletmesinin günlük toplam maliyetleri ve günlük toplam gelirleri sırasıyla  

Максималната добивка е (28) 16 1.5 20 22,66P x x= − − = .

Значи, производителот прави максимална добивка од 22,66 парични единици кога ќе 
произведе 28 маици.

Цената на една маица треба да биде
16( ) 3,
28

p x = = за да се оствари максимална 

добивка.

Задачи за самостојна работа

1. Бројот 15 подели го на два собироци, така што нивниот производ да биде најголем.
2. Бројот 180 подели го на два собироци така што збирот на квадратот на првиот

собирок помножен со два и квадратот на вториот собирок помножен со три да биде
најмал.

1. Даден е триаголник со страна 10 cm и висина 4 cm. Во триаголникот е впишан
правоалолник, така што две негови темиња лежат на дадената страна, а другите
две на останатите страни на триаголникот.  Најди ги страните на правоаголникот,
така што  плоштината на правоаголникот да биде најголема

2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
кутија ќе биде најмала.

5. Во елипсата 2 24 9 36+ =x y впишан е рамнокрак триаголник со најголема плоштина 
така што основата на триаголникот е паралелна на поголемата оска на елипсата, а 
едно теме на триаголникот е теме и на елипсата. Да се најде плоштината на 
триаголникот.

6. Околу топка со радиус 6 cm опишан е конус  со најмал волумен. Да се пресмета
плоштината на конусот.

7. Функцијата на побарувачка на еден производ е 100
2
1

+−= px , каде p е цената на 

производот, а функцијата на трошоци е ( ) 147202 ++= xxxC . Да се определи 
максималната добивка (заработувачка)?   
(Упатство: Функцијата на приход е производ од побарувачката и цената по единица 
производ)

8. Вкупните дневни трошоци и вкупните дневни приходи на една млекара се дадени

со функциите ( ) 100030 += xxC и ( ) xxxR 50
500
1 2 +−= , соодветно. Да се определи

дневното производство за кое се остварува максимална добивка. Колку изнесува
максималната добивка?

78

  ve

Максималната добивка е (28) 16 1.5 20 22,66P x x= − − = .

Значи, производителот прави максимална добивка од 22,66 парични единици кога ќе 
произведе 28 маици.

Цената на една маица треба да биде
16( ) 3,
28

p x = = за да се оствари максимална 

добивка.

Задачи за самостојна работа

1. Бројот 15 подели го на два собироци, така што нивниот производ да биде најголем.
2. Бројот 180 подели го на два собироци така што збирот на квадратот на првиот

собирок помножен со два и квадратот на вториот собирок помножен со три да биде
најмал.

1. Даден е триаголник со страна 10 cm и висина 4 cm. Во триаголникот е впишан
правоалолник, така што две негови темиња лежат на дадената страна, а другите
две на останатите страни на триаголникот.  Најди ги страните на правоаголникот,
така што  плоштината на правоаголникот да биде најголема

2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
кутија ќе биде најмала.

5. Во елипсата 2 24 9 36+ =x y впишан е рамнокрак триаголник со најголема плоштина 
така што основата на триаголникот е паралелна на поголемата оска на елипсата, а 
едно теме на триаголникот е теме и на елипсата. Да се најде плоштината на 
триаголникот.

6. Околу топка со радиус 6 cm опишан е конус  со најмал волумен. Да се пресмета
плоштината на конусот.

7. Функцијата на побарувачка на еден производ е 100
2
1

+−= px , каде p е цената на 

производот, а функцијата на трошоци е ( ) 147202 ++= xxxC . Да се определи 
максималната добивка (заработувачка)?   
(Упатство: Функцијата на приход е производ од побарувачката и цената по единица 
производ)

8. Вкупните дневни трошоци и вкупните дневни приходи на една млекара се дадени

со функциите ( ) 100030 += xxC и ( ) xxxR 50
500
1 2 +−= , соодветно. Да се определи

дневното производство за кое се остварува максимална добивка. Колку изнесува
максималната добивка?

78

 fonksiyonları ile verilmiştir. Maksimum karın 

elde edileceği günlük üretimi belirleyin. Maksimum kar ne kadardır?
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14. Modüler üniteye ait pekiştirme Alıştırmalarıa

1. Verilen fonksiyonun türevini bulunuz: 

	 a) y = x – 4, x₀ = 5 noktasında,		  b) y = x² + 3, x₀ = 1 noktasında, 

	 c) y = (2x + 1)², x₀ = 2 noktasında,		  ç) 

14. Задачи за повторување на модуларната единица
1. Определи го изводот на функцијата:

а) 4y x= − во точката 0 5,x = б) 2 3y x= + во точката 0 1,x =

в) ( )22 1y x= + во токата 0 2,x = г) 
2 3xy
x
+

= во точката 0 1.=x

2. Определи го изводот на функцијата, со примена на соодвената формула:

а) 4 12 ,y x
x

= +                                    б) 2 3 2y x x= ,

в) 34y x= г) 3
4

1 2 .y x
x

= +

3. Определи го изводот на функција:
а) 25 4ln ,y x x= − б) 4

2log 3 ,xy x e x= + +

в) 3 5 ,x xy e= +  г) 2 ,
1

xy
x

=
−

д) 
1

xy
x

=
+

ѓ) ln .
ln

x xy
x x
−

=
+

4. Определи го  изводот на функцијата:
а) ln cos ,y x x=  б) 32 ln ,y x x=

в) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

г) 3
ln ,xy
x

=

д) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

ѓ) ( )2 1 ,xy x e= +

e) ( )2 3 4 ,xy x x e= + − ж) .
xey

x
=

5. Определи го изводот на сложената функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) 3 22 3,y x= +

в) 
3 2x xy e −= г) 5ln ,y x=

д) ( )ln 1 ,y x x= − − ѓ) 
2

2
1ln ,
1

xy
x

+
=

−

е) 
2ln ,

1 2
xy

x
=

−
ж) ( )2 22 1 ,xy x e= +

з) ln 2 ,xy e x= ѕ) 2 3.xy e x=

6. Определи го изводот на функцијата:

а)
2 3 4 ,x xy е + += б) 3 22 3,y x= +
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, x₀ = 1 noktasında.

2. Uygun formülü uygulayarak fonksiyonun türevini bulunuz:

3. Fonksiyonun türevini bulunuz:

     4. Fonksiyonun türevini bulunuz:

   

5. Bileşik fonksiyonun türevini bulun:

6. Fonksiyonun türevini bulun:
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Modüler ünite 2 – İntegral hesabı 
(iktisat alanı için)
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1. Belirsiz İntegral

Diferansiyel hesabın görevi, verilen bir y = f(x) fonksiyonunun türevlerini bulmaktır. İntegral hesabı, 

türev bulma probleminin tersi olan bir problemi çözer. Bu problem aslında türevi bilinen fonksiyonu 

bulmaktır. Bu nedenle, integral hesabı diferansiyel hesabın ters işlemi olarak anlaşılır.

Tanım 1: (a, b) aralığında tanımlı bir f  fonksiyonu verilmiş olsun. (a, b) aralığında tanımlı 

 f ’(x) = f(x), x ∈ (a, b) 

olmak üzere her türevlenebilir  F fonksiyonuna f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu denir.

Örnek 1  

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                    За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е 

( )
4

,
4
xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  
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Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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   geçerlidir.
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Teorem 2: F(x) ve G(x), (a, b) aralığında f(x) fonksiyonunun farklı ilkel fonksiyonları ol-
sun. O zaman G(x) fonksiyonu için G(x) = F(x) + C, C ∈ geçerlidir.
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İspat: Eğer F(x) ve G(x), (a, b) aralığında f(x) fonksiyonunun farklı ilkel fonksiyonları olduğu du-

rumda şu eşitlik elde edilir:
Доказ: Ако ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), ,а b тогаш важи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x f x G x f x x а b = =  .

Нека ( ) ( ) ( )H x G x F x= − , од каде ќе следува дека

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0H x G x F x f x f x  = − = − = .

За ( ) 0H x = имаме дека ( ) ,H x C=

па според тоа ( ) ( )C G x F x= − , т.е. ( ) ( )G x F x C= + , C .  ▄

Операцијата на наоѓање на примитивна функција на дадена функција се нарекува 
интегрирање. Оваа операција е инверзна на диференцирањето односно на наоѓањето 
извод на функција.

Но, кај диференцирањето забележавме дека функцијата е еднозначно определена, што не 
е случај кај интегрирањето. Тоа го забележавме и од пример 1.

Од теорема 1 можеме да заклучиме дека секоја функција има бесконечно многу 
примитивни функции.

Исто така, од теорема 2 можеме да заклучиме дека наместо да се наоѓаат сите примитивни 
функции на дадена функција, доволно е да се најде само една, која било од нив. Ако се 
најде само една примитивна функција, сите останати се добиваат со додавање на 
константа C .

Множеството од сите примитивни функции на функцијата f , можеме да го означиме како: 
( ) |F x C C+  .

Дефиниција 2: Множеството од сите примитивни функции на дадена функција f се 
нарекува неопределен интеграл. 

Неопределениот интеграл на функцијата f се означува со:

( )f x dx .
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H(x) = G(x) – F(x) olsun, buradan şu sonuç elde edilir:
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( )f x dx .

83

H’(x) = 0 için, H(x) = C olduğunu biliyoruz, bu nedenle

                      C = G(x) – F(x), yani G(x) = F(x) + C, C ∈  

elde edilir.

Verilen bir fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulma işlemine integral alma denir. Bu işlem, fonksiyonun 

türevini bulma işlemine, yani türev almaya ters bir işlemdir.

Ancak, türev almada bir fonksiyonun benzersiz bir şekilde tanımlandığını gördük, bu integral almada 

geçerli değildir. Bunu Örnek 1’de de gördük.

Teorem 1’den, her fonksiyonun sonsuz sayıda ilkel fonksiyona sahip olduğu sonucuna varabiliriz.

Ayrıca, Teorem 2’den, verilen bir fonksiyonun tüm ilkel fonksiyonlarını bulmak yerine, bunlardan 

herhangi birini bulmanın yeterli olduğu sonucuna varabiliriz. Sadece bir ilkel fonksiyon bulunursa, 

diğerlerinin hepsi bir C sabiti eklenerek elde edilir.

Fonksiyonun tüm ilkel fonksiyonlarının kümesini şu şekilde gösterebiliriz:

{F(x) + C | C ∈ }.

Tanım 2:  Verilen bir f fonksiyonunun tüm ilkel fonksiyonlarının kümesine belirsiz integral 
denir. 

Fonksiyonun belirsiz integrali 

∫f(x)dx
şu şekilde gösterilir.
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Buna göre, Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2

1 
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veya kısaca 
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За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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 yazabiliriz.

Tanım 2’de f(x) integrand veya integral altındaki fonksiyon olarak adlandırılır ve f(x) dx integral 

altındaki ifade olarak adlandırılır.

Yine 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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 ifadesinde C sabiti, integral alma işlemi sabiti olarak adlandırılır.

Örnek 2  

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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 olduğundan, 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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  fonksiyonu 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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 ‘in ilkel fonksiyonudur. 

Bu nedenle 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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  yazabiliriz.

1
 
   Aşağıdaki fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulunuz:

a)	

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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    	 b) 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .
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Verilen bir fonksiyonun sonsuz sayıda ilkel fonksiyonu olabileceğini gördük. Ancak, her fonksiyonun 

ilkel fonksiyonu yoktur. Her sürekli fonksiyonun ilkel fonksiyonu olduğunu vurgulayabiliriz.

(a, b) aralığında tanımlı verilen bir f fonksiyonu için bir ilkel fonksiyon varsa, o zaman fonksiyonun 

(a, b) aralığında integrallenebilir olduğunu söyleriz.

Matematiğin ilkel fonksiyonları belirleme, yani integralleri hesaplama ve bunların uygulamaları ile 

ilgilenen kısmına integral hesabı denir.

Belirsiz integral kavramını geometrik olarak açıklamak istersek, onu ilkel fonksiyonların kümesi 

olarak tanımladığımız için, belirsiz integralin düzlemde ilkel fonksiyonların grafikleri olan ve integral 

eğrileri olarak adlandırılan bir eğri kümesini temsil ettiğini söyleyebiliriz.

Verilen bir A(x₀, y₀) noktasından geçen integral eğrisini bulmak için, noktanın koordinatlarını y = f(x) 
+ C’ye yerine koyarak integral alma işlemi sabitini elde ederiz, yani 

                                 y₀ = F(x₀) + C, buradan C = y₀ – F(x₀).

O zaman A(x₀, y₀) noktasından geçen gerekli integral eğrisi y = f(x) + y₀ – F(x₀) denklemine sa-

hiptir.
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Aşağıdaki örnekleri inceleyeceğiz:

Örnek 3   

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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 fonksiyonu  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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   fonksiyonunun f(x) fonksiyonunun 

bir ilkel fonksiyonu olduğunu göstereceğiz.Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=
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  fonksiyonunun türevini alırsak şunu elde ederiz:

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=
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Örnek 4    

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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 fonksiyonunun grafiği A(1, 2) noktasından geçen F ilkel fonksi-

yonunu belirteceğiz.

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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   fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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 , çünkü:

                                         

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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dir.  A(1, 2) noktasının koordinatlarını 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3
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yerine koyarak  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа
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2.	2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ;          б) ( ) .xf x e=

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
основни интеграли

Од дефиницијата на неопределениот интеграл следуваат следните својства:

Доказ: 1. Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f на интервалот 

( ),а b , односно ( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 

Тогаш имаме: ( )( ) ( )( ) ( ) ( ).f x dx F x C F x f x  = + = =

Теорема 1: Aко функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b , тогаш важи:

1. Изводот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралната функција, т.е.

ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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2. Belirsiz İntegralin Temel Özellikleri ve Temel İntegraller Tablosu

Belirsiz integralin tanımından aşağıdaki özellikler elde edilir.

Teorem 1:   f  fonksiyonu (a, b) aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun, o zaman 
aşağıdakiler geçerlidir:

1.	 Belirsiz integralin türevi, integral altındaki fonksiyona eşittir, yani eğer 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈  ise, o zaman

                                         (∫f(x) dx)’ = f(x), x ∈ (a, b).
2.	 Belirsiz integralin diferansiyeli, integral altındaki ifadeye eşittir, yani eğer 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈  ise, o zaman

                                         d(∫f(x) dx) = f(x) dx, x ∈ (a, b).
3.	 İlkel fonksiyon f(x)’in diferansiyelinin belirsiz integrali, f(x) + C, C ∈ ’ye eşittir, yani

                                  ∫df(x) = ∫f ’(x) dx = ∫f(x) dx = f(x) + C, x ∈ (a, b).

İspat: 1. F fonksiyonu, (a, b) aralığında f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olsun, yani 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ .

O zaman: (∫f(x) dx)’ = (f(x) + c)’ = f’(x) = f(x)  dir.



87

2.	 F fonksiyonu, (a, b) aralığında  f  fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun, yani  

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ .

O halde:  d(∫f(x) dx) = d(f(x) + c) = f’(x) dx = f(x) dx, x ∈ (a, b) dir.

3.	 F fonksiyonu, (a, b) aralığında  f  fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun, yani  

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ .

	 O halde:   ∫df(x) = ∫f ’(x) dx = ∫f(x) dx = f(x) + C, x ∈ (a, b) elde edilir.� n

Teorem 1, türev alma ve integral almanın ters işlemler olduğunu gösterir.

Belirsiz integrali hesaplarken, aşağıdaki teoremlerde verilen özellikler geçerlidir:

Teorem 2:

1.	 Eğer f ve g fonksiyonları (a, b) aralığında integrallenebilirse, o zaman toplamları 

(f + g) ve farkları (f – g) de (a, b) aralığında integrallenebilir fonksiyonlardır ve aşa-

ğıdaki geçerlidir:

 ∫(f(x) ± g(x)) dx = ∫f(x) dx ± ∫g(x) dx, x ∈ (a, b).

2.	 Eğer f fonksiyonu (a, b) aralığında integrallenebilirse ve  k ∈ \{0} ise, o zaman 

k ⋅ f  fonksiyonu da (a, b) aralığında integrallenebilirdir ve aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

 ∫k ⋅ f(x) dx = k∫f(x) dx, x ∈ (a, b).

İspat: 1.  Diferansiyel hesapta d(f(x) ± g(x)) = df(x) ± dg(x) geçerlidir. Bu eşitliğin her iki tarafınının 

integralini alırsak şunu elde ederiz:

                                         ∫d(f(x) ± g(x)) = ∫(df(x) ± dg(x)).

Teorem 1’in 3. özelliğini kullanarak şunu elde ederiz:

                        ∫(df(x) ± dg(x)) = ∫d(f(x) ± g(x)) = f(x) ± g(x) = ∫df(x) ± ∫dg(x).

	 2. �d(∫k ⋅ f(x) dx) = kd(∫f(x) dx) olduğundan ve Teorem 1’in 2. özelliğini kullanarak şunu 

elde ederiz:

                                          d(∫k ⋅ f(x) dx) = k∫f(x) dx.� n
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Teorem 2’de kanıtlanan özellikler, temel integral alma kuralları olarak da bilinir.

Belirsiz integralin tanımı ve temel türevler tablosuna dayanarak, temel integraller tablosunu ya-

zabiliriz.

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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Belirsiz integralin temel özelliklerini ve temel integraller tablosunu kullanarak birkaç örnek çözeceğiz:

Örnek 1  Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

      a)   

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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	b) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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   	c) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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 	   c) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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a) Temel integraller tablosunu, yani ikinci temel integrali kullanarak şunu elde ederiz:

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1

88

 

b) Temel integraller tablosunu ve fonksiyonların toplamının ve farkının integral alma kuralını kulla-

narak şunu elde ederiz:

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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c) Önce integral altındaki fonksiyonu dönüştüreceğiz ve ardından ikinci tablo integralini kullanacağız:

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1

88

c) İntegral altındaki fonksiyonu başka bir şekilde yazarsak şunu elde ederiz:



89

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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Daha basit bir yazım için sonuca birden fazla sabit yazmayacağız, bunun yerine doğrudan en sona 

bir sabit yazacağız.

1   Belirsiz integralleri çözün:

	 a)
 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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 	 b) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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	 c) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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Örnek 1   Verilen belirsiz integralleri hesaplayınız: 

	 a)
 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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  b) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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89

 	 c) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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Temel integral alma tablosunu ve integralleme kurallarını kullanarak şunu elde ediyoruz:

a)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 
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b)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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c)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
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Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

		  a) 

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1 12 5
10

x x

x dx
+ −−

 ;  б) 2

11 x xdx
x

 − 
  .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ; в) ( )21x
dx

x
+

 ; 

г) x x x dx ;  д) dx
xxx 







−+

43

321
; ѓ) ( )322 x dx+ .

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:

Теорема 1: Нека f e интеграбилна функција на интервалот ( ),а b и нека  е

диференцијабилна функција која интервалот ( ),  го пресликува во интервалот

( ),а b . Тогаш важи

( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt =  за ( )x t= .

2

90

	     b) 
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  .
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xxx 



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


−+
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; ѓ) ( )322 x dx+ .
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посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:
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диференцијабилна функција која интервалот ( ),  го пресликува во интервалот

( ),а b . Тогаш важи

( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt =  за ( )x t= .

2
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Çalışma Alıştırmaları
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
−+

43

321
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да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.
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( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt =  за ( )x t= .

2
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b) c)

d)c) e)

3. Yerine Koyma Yöntemi

Belirsiz integralleri çözmek için belirli yöntemler (integral alma teknikleri) uygulamak gerekir. En basit 
integraller, daha önce ele aldığımız tablo ve temel özellikleri uygulayarak çözülür, ancak bu integral 
alma tüm durumlarda uygulanması mümkün değildir. Daha karmaşık belirsiz integralleri çözmek 
için kullanılan temel yöntemlerden biri, değişkeni yeni bir değişkenle değiştirme veya yerine koyma 
yöntemidir.

Bu yöntem, başlangıç integralini tablo integraline indirgeyerek basitleştirecek yeni bir değişken-
le x değişkenini değiştirmeyi ifade eder.

Yerine koyma yöntemi aşağıdaki teoremde verilmiştir:

Teorem 1:   f, (a, b) aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun ve φ, (α, β) aralığını (a, b) 
aralığına eşleyen türevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman aşağıdaki eşitlik  geçerlidir:
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2
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İspat:  F fonksiyonu  f  fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. O zaman tanıma göre 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ , x ∈ (a, b) geçerlidir.  Φ(t) = F(φ(t)), t ∈ (α, β) fonksiyonunu tanım-

layacağız.

Φ fonksiyonunun türevini alırsak Φ’(t) = F’(φ(t)) ⋅ φ’(t), t ∈ (α, β) elde ederiz.

Buradan Φ fonksiyonunun f(φ(t))φ’(t) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olduğu sonucuna varırız.

Bu ise, belirsiz integralin tanımından şu sonuca varacağımız anlamına gelir:

                                   ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C.

Eğer x = φ(t) alırsak, o zaman:

                             ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C = f(x) + C.

Yerine koyma yöntemi kullanılarak, integral altındaki fonksiyonun bir kısmı yeni bir değişkenle de-

ğiştirilir. x = φ(t) yerine koyma işleminin yapıldığı bir kural olmadığını vurgulamalıyız. Ayrıca, eski 

fonksiyonun diferansiyeli yeni değişkenin diferansiyeli cinsinden ifade edilmelidir. Amaç, kolayca 

çözülebilen bir veya daha fazla tablo integrali elde etmektir. İntegral çözüldükten sonra, yerine koy-

mayı kullanarak başlangıç değişkenine geri dönmemiz gerekir.

Aşağıdaki örneği inceleyeceğiz:

Örnek 1   Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција 

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f t t dt t C F t C F x C   =  + = + = + ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така, диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x .

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 
запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 
користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

Пример 1
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b) c) c)

a) Bu integrali çözmek için binom formülünü kullanabilir ve integral altındaki (5 – 2x)⁴ fonksiyonunu 

genişletilmiş biçimde yazabilir ve ardından tablo integrallerini kullanarak çözebiliriz. Ancak bu yöntem 

daha fazla zaman alır. Bu nedenle, yerine koyma yöntemini kullanacağız.

t = 5 – 2x  yerine koyma işlemini yapıyoruz, buradan dt = –2dx veya fonksiyonun diferansiyelini 

yeni değişkenin diferansiyeli ile ifade edersek 

Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција 

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f t t dt t C F t C F x C   =  + = + = + ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така, диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x .

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 
запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 
користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .
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Buradan, 

Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција 

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f t t dt t C F t C F x C   =  + = + = + ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така, диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x .

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 
запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 
користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .
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b) Çok benzer şekilde a) şıkkında çözülen belirsiz integrale uygulanan yöntem, t = x – 2, dt = dx  

yerine koyma işlemini kullanıyoruz.

   

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 

трансформира во:
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c) Bu örnekte, önceki iki örneğe benzer şekilde, 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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yerine koyma işlemini kullanıyoruz.

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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  buradan 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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   elde edilir.

d) ln(x) = t yerine koyma işlemini kullanarak, 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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’ 
den şunu elde ederiz:

  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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1
 
 Verilen  belirsiz integralleri çözünüz:

              a)   

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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    b)  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
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2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .
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     c) 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
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x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .
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− dx
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1
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                   Да ги решиме неопределените интеграли:
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1 1ln
1 1

xdx
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+
− − ;  б) 

2
x

x
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e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
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x t
x

+
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1 1
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dx dt
x
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2
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1 1 1 1 1 1ln ln
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x x x
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Örnek 2   Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

                      a)  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .
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x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
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1
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                   Да ги решиме неопределените интеграли:
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x

+
= , од каде 2

1 1
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1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1
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x x x
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= =  + = +

− − −  .
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     b) 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
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a) İntegrali çözerken  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2
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2

x x x
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t
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  yerine koyma işlemini kullanıyoruz. Buradan 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
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t
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б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x
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што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
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b) Bu integrali çözmek için iki yerine koyma işlemi kullanacağız:

     –  İlk yerine koyma işlemi ile 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
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x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
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 elde edilir. 

integral şu hale dönüşür:
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4
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s = t + 1, ds = dt yerine koyma işlemini kullanarak  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2

2
2 2 2 2
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1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   
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t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.
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  integrali elde edilir ve onu çözersek 

şunu elde ederiz:
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++
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    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.
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buradan, önceki yerine koyma işlemlerine geri dönerek şunu elde ederiz:

    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 
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Not: İntegrali tablo integraline indirgemek için bazen yeni bir değişkenle birkaç kez yerine koyma 

işlemi yapmak gerekebilir.

Örnek 3  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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  

   
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t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4

93

belirsiz integralini çözelim.

Önce ln(x) = t yerine koyma işlemini kullanıyoruz, buradan  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  
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t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.
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 elde ederiz ve ardından bir 

kez daha ln(t) = u yerine koyma işlemini kullanıyoruz, buradan 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2
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1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)
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t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 
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   elde ederiz.

Böylece integral için şunu elde ederiz:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 
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3

Q

g Q

eC Q
e

=
+
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произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4

93

Örnek 4  Bir ürünün üretiminin marjinal maliyetleri, Q üretim seviyesi olmak üzere 
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t t s C
− 

= − + + = − 
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Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
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x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .
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ln ln ln ln
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dx dt du u C t C
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= = = + = + =
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 fonksiyonu ile verilmiştir. Şirket 2 birim üretiyorsa, toplam maliyetler 2 para biri-

midir. Toplam ve sabit maliyetleri belirleyeceğiz.
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Eğer toplam maliyet fonksiyonu C(x) ile verilirse, burada x üretilen birim sayısıdır, o zaman marjinal 

maliyetler toplam maliyetlerin türevi olarak hesaplanır:
Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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Yani marjinal maliyetlerden toplam maliyetleri belirlemek için şunu elde ederiz:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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İntegrali yerine koyma yöntemini kullanarak çözeceğiz:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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 buradan:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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Şirket 2 birim ürettiğinde toplam maliyetlerin 2 para birimi olmasından, C sabitinin değerini bulacağız.

C(2) = 2, yani 2 = ln|e² + 3| + C ⇒ C = 2 – ln|e² + 3| ≈ –0.341.

Yani toplam maliyet fonksiyonu şu şekilde verilir:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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Sabit maliyetler, şirketin başlangıçta sahip olduğu ve üretim seviyesiyle ilişkili olmayan maliyetlerdir:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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2  Marjinal gelir fonksiyonu  

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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 ile verilir, burada p bir ürünün fiyatıdır. Toplam 

gelir fonksiyonunu belirtiniz.

Çalışma Alıştırmaları

1.   Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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b) c) a)

2.    Belirsiz integralleri çözünüz:

Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
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3.    Belirsiz integralleri çözünüz:3. Реши ги неопределените интеграли:
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4. Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со функцијата
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, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата произведува 4

единици, вкупните трошоци се 3 парични единици. Oпредели ги вкупните и фиксните 
трошоци.

4. Метод на парцијална интеграција

Методот на замена на променливата не е доволен за да се пресметуваат неопределени 
интеграли на поширока класа од функции. Честопати подинтегралната функција е 
запишана во облик на производ на функција и диференцијал на друга функција, но притоа 
не може да се воведе замена на променливата за да се сведе интегралот на табличен.

Поради тоа пристапуваме кон друг метод за решавање на неопределени интеграли, а тоа 
е методот на парцијална интеграција или методот на интеграција по делови.

Формулата за парцијална интеграција е дадена во следната теорема:
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( ),а b . Од дефиницијата на примитивна функција следува дека F e непрекината функција

и за неa важи ( ) ( ) ( ) ( ), , \F x u x v x x a b A =  , каде ( ),А a b e дискретно подмножество.

Поради диференцијабилноста на функциите ( )u x  и ( )v x следува дека и функцијата

( ) ( )u x v x е непрекината на интервалот ( ),а b .

Теорема 1: Ако функциите ( )u x и ( )v x се диференцијабилни функции на интервалот 

( ),а b , тогаш важи формулата за парцијална интеграција 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .
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fonksiyonu ile verilmiştir. Şirket 4 birim üretiyorsa, toplam maliyetler 3 para birimidir. Toplam ve sabit 

maliyetleri belirtiniz.

4. Kısmi İntegral Alma Yöntemi
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, (a, b) aralığında u(x)v’(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. İlkel 
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 , 

A ⊂ (a, b) ayrık alt kümesidir.  u(x) ve v(x) fonksiyonlarının türevlenebilirliği nedeniyle, u(x)v(x) 

fonksiyonunun da (a, b) aralığında sürekli olduğu sonucuna varılır.
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Buradan G(x) = u(x)v(x) – f(x) fonksiyonunun da (a, b) aralığında sürekli olduğu sonucuna varılır. 

Türevini alırsak şunu elde ederiz:

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

Пример 1
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Buradan G(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında u’(x)v(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğu ve 
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интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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 formülü elde edilir.

Kısmi integral alma işlemi formülünü şu şekilde de yazabiliriz:

∫u dv = uv – ∫v du.

u(x) ve v(x) fonksiyonlarının seçimi belirli kurallara göre değil, sezgisel olarak yapılır.

u(x) ve v(x) fonksiyonlarının seçimi yanlışsa, integrali basitleştirmek yerine, başlangıçtakine göre 

çözülmesi daha karmaşık hale getirir.

Örnek 1  Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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b)

a) İntegrali çözmek için aşağıdaki şekilde kısmi integral alma işlemi kullanacağız:

u = x’i seçelim. Birinci türevi hesaplayarak, yani türev alarak du = dx elde ederiz. İntegral altındaki 

ifadenin geri kalanı dv’dir, yani dv = e–x dx’tir. Buradan entegral alma işlemiyle 

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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elde ederiz.

Kısmi integral alma işlemi formülünde yerine koyarak şunu elde ederiz:

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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b) İntegrali çözmek için aşağıdaki şekilde kısmi integral alma işlemi kullanacağız:

u = ln(x)’i seçelim. Birinci türevi hesaplayarak, yani türev alarak 

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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 elde ederiz. İntegral 

altındaki ifadenin geri kalanı dv’dir, yani dv = dx’tir. Buradan entegrasyonla  v = ∫dx = x elde ederiz.

Kısmi integral alma işlemi formülünde yerine koyarak şunu elde ederiz:
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1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2

1 
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1
 
Belirsiz integralleri çözünüz:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2

1 
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b) c)

Örnek 2          Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2

1 
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b)a)

Her iki integrali de kısmi integrasyon yöntemiyle çözeceğiz:

a) Eğer 

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )
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Çalışma Alıştırmaları

1. Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;       б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

a) x
x dx

e ;  б) 2 lnx xdx .

4. Реши ги неопределените интеграли:

а) ln xdx ;  б) ( )ln 1x x dx− .

х

5. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и 

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 

криволинискиот трапез (слика 1).  Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.
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b)
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  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

a) x
x dx

e ;  б) 2 lnx xdx .

4. Реши ги неопределените интеграли:

а) ln xdx ;  б) ( )ln 1x x dx− .

х

5. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и 

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 

криволинискиот трапез (слика 1).  Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.

98

b)

4. Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;       б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

a) x
x dx

e ;  б) 2 lnx xdx .

4. Реши ги неопределените интеграли:

а) ln xdx ;  б) ( )ln 1x x dx− .

х

5. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и 

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 

криволинискиот трапез (слика 1).  Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.

98

b)

5. Belirli İntegral Kavramı

Belirli integral kavramı, matematikte ve diğer teknik bilimlerde temel bir kavramdır. İlk olarak hangi 

problemin ve hangi fikrin integral kavramına yol açtığını görelim. İntegral hesaplama yönteminin, 

diferansiyel hesaplama yöntemlerinden çok daha önce var olduğunu vurgulamalıyız. Antik mate-

matikçi Arşimet’in MÖ 3. yüzyılda integral hesaplama yöntemini kullandığı bilinmektedir. Parabolün, 

iki köşesi parabol üzerinde ve diğer iki köşesi x ekseni üzerinde bulunan dikdörtgenin alanını 2:1 

oranında iki alana böldüğünü biliyordu. Temel olarak integral kavramına, eğrisel bir yamuğun alanını 

belirleme problemi yol açmıştır. İlk olarak, 17. yüzyılın ikinci yarısı ve 18. yüzyılın ilk yarısında yaşa-

mış olan büyük Alman matematikçi Leibniz ve İngiliz matematikçi Newton’un birbirinden bağımsız 

olarak ulaştığı fikri, yani yöntemi sunacağız. Vereceğimiz tanım 19. yüzyılda Alman matematikçi 

Riemann tarafından verilmiş ve kullanacağımız gösterim 19. yüzyılda Fransız matematikçi Fourier 

tarafından tanıtılmıştır.

Eğrisel yamuk ile, x ekseni, y = f(x) verilen negatif olmayan bir fonksiyonun grafiği, x ∈ [a, b], y 

eksenine paralel x = a ve x = b doğruları arasında bulunan düzlemin kısmını kastediyoruz. Ama-

cımız eğrisel yamuğun alanını belirlemektir (şekil 1). Fikir, [a, b] aralığını birkaç alt aralığa bölmek, 

böylece eğrisel yamuğun alanını, yaklaşık olarak hesaplayacağımız dikdörtgenlere bölmektir.
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A
B

y f x= ( )

a b

x a= x b= 

0
Слика 1

Значи овој сегмент го делиме на конечен број сегменти. Да ги разгледаме точките

, , , , , , , , , ,a x x x x x x x x x x b= =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (слика 2)

Слика 2

Со 
ix i ix x − = − 1 ја означуваме должината на i -от сегмент.  Значи ова се должините на сите 

сегменти. И го воведуваме поимот дијаметар на поделба што е еднаков на најголемата 
должина на некој потсегмент т.е. ( ) max

ixi n
d P

 
= 

1
.

Следно, ќе кажеме дека една поделба на сегмент P1 е пофина од поделбата P 2 ако важи
P P2 1 , т.е. поделбата P1 содржи поголем број точки, од поделбата P 2 .  Ова значи

дека ако воведеме уште некоја точка на пример нека тоа биде точката x4 помеѓу точките 
x3 и x4 тогаш новата поделба ќе биде пофина од претходната поделба. (слика 3).

Дефиниција 1: Под поделба на сегменот подразбираме конечно множество од

точки , ,..., ,n nx x x x−0 1 1 така што: 

... n na x x x x b−=     =0 1 1 .
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Şekil 1

Tanım 1: [a, b] doğru parçasının bir bölümü, aşağıdaki gibi 
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 sonlu sayıda 
bir nokta kümesi olarak 
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ifade edilebilir.

Yani bu [a, b] doğru parçası sonlu sayıda dikdörtgenlere bölüyoruz. 
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  noktalarını inceleyelim (Şekil 2).

Şekil 2
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Daha sonra, P kısmın bir bölümünün P₂ bölümünden daha ince olduğunu söyleriz, eğer P₂ ⊂ P₁ ise, 

yani P₁ bölümü P₂ bölümünden daha fazla nokta içeriyorsa. Bu, örneğin xᵢ ve xᵢ₊₁ noktaları arasındaki 

noktaysa, yeni bölümün önceki bölümden daha ince olacağı anlamına gelir (Şekil 3).
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Слика 3

Значи поделбата е пофина доколку содржи повеќе точки од некоја друга поделба.  Сега во 
секој од овие сегменти ќе избереме по една точка: ( ),i i ix x − 1 . Во нашиот пример тоа се

точките ,  1 2 9 (слика 4). Во овие точки ќе ја пресметаме вредноста на функцијата 

( )i iy f = .  Бидејќи функцијата f  е непрекината во секоја точка од интервалот  ,a b ,

постои ( )if  . Значи ( ) ( ),y f y f = =1 1 9 9 и ќе ги означиме овие вредности на графикот 
на функцијата (слика 4).

Слика 4

Сега за секој сегмент ќе конструираме правоаголник со страни i и ( ).if  Во нашиот 
пример ќе конструираме девет вакви правоаголници (слика 5).

Слика 5
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Şekil 3

Yani bir bölüm, başka bir bölümden daha fazla nokta içeriyorsa daha incedir. Şimdi bu segmentlerin 

her birinde bir nokta seçeceğiz: ξᵢ ∈ (xᵢ, xᵢ). Örneğimizde bu noktalar ξ₁, ξ₂, ..., ξ₉’dur (Şekil 4). 
Bu noktalarda y = f(ξᵢ) fonksiyonunun değerini hesaplayacağız. Fonksiyon [a, b] aralığındaki her 

noktada sürekli olduğundan, f(ξᵢ) vardır. Yani y₁ = f(ξ₁), ..., y₉ = f(ξ₉) ve bu değerleri fonksiyonun 

grafiğinde işaretleyeceğiz (Şekil 4).        

Şekil 4

Şimdi her aralık için kenarları Δxᵢ ve f(ξᵢ) olan bir dikdörtgen oluşturacağız. Örneğimizde bu tür 

Şekil 5
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Имаме дека должината на правоаголникот е еднаква на должината на соодветниот
сегмент, а ширината на правоаголникот е еднаква на вредноста на функцијата во точките 

i . Правоаголниците да ги означиме со iП . Јасно е дека плоштината на секој правоаголник
ќе биде еднаква на:

( ) ( )
ii i xP П f =  .

Збирот од плоштината на сите овие правоаголници може да се запише на следниот начин:

( ) ( ) ( ) ( )x x xP S f f f  =  +  + + 
1 2 91 2 9

( ) ( )
ii x

i
P S f 

=

= 
9

1
.

Јасно е дека оваа плоштина зависи од изборот на точките i . Ако поместиме некоја од 

точките i тогаш ќе се промени и плоштината на соодветниот правоаголник. Но она што 
можеме да го тврдиме е дека плоштината на овој криволиниски трапез е приближно 
еднаква на збирот од плоштините на правоаголниците. 

Да видиме што ќе се случи ако пак ја додадеме точката x4 и на интервалот од x3 до x4
избереме точка '4 и во оваа точка ќе ја одредиме и вредноста на функцијата y4 . Сега за

сегментот од x3 до x4 ќе конструираме правоаголник. Наместо правоаголникот на

сегментот x3 до x4 ќе имаме два правоаголника од x3 до x4 и од x4 до x4 .
(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
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dokuz dikdörtgen oluşturacağız (Şekil 5).

Dikdörtgenin uzunluğu, ilgili kısmın uzunluğuna eşit olduğunu ve dikdörtgenin genişliği fonksiyonun 

noktalardaki değerine eşit olduğunu biliyoruz. Dikdörtgenleri Πi ile gösterelim. Her dikdörtgenin 

alanını  

şeklinde ifade edebiliriz. Tüm bu dikdörtgenlerin alanlarının toplamı:

olacaktır. Bu alan noktaların seçimine bağlı olduğu açıktır. Noktalardan herhangi birini hareket etti-

rirsek, ilgili dikdörtgenin alanı da değişecektir. Ancak iddia edebileceğimiz şey, bu eğrisel yamuğun 

alanının dikdörtgenlerin alanlarının toplamına yaklaşık olarak eşit olduğudur.

x₃ ten x’₄ aralığına bir ξ4 nokta daha eklersek ne olacağını görelim ve ξᵢ noktasını seçip bu noktada 

fonksiyonun değerini belirleyelim. Şimdi x₃ ten ξᵢ’  segmenti için bir dikdörtgen oluşturacağız. x₃ 
ten x₄  segmentindeki dikdörtgen yerine, x₃ ten x’4 ve x’4 den x₄  e kadar n iki dikdörtgen olacaktır. 

(Şekil 6). 

Şekil 6
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eğrisel yamuğun alanına o kadar yaklaşır. Şimdi sezgisel olarak, bölümün çapı ne kadar küçükse, 

yani bölümün çapı sıfıra yaklaştıkça, bu dikdörtgenlerin alanlarının toplamının eğrisel yamuğun 

alanına keyfi olarak yaklaşacağı açıktır. Bu, aşağıdaki tanıma yol açar.

Tanım 2:  f: [a, b] →   fonksiyonu verilmiş olsun. P değeri [a, b] segmentinin herhangi bir bö-
lümü olsun ve ξᵢ her alt segmentten birer tane olmak üzere keyfi olarak seçilmiş noktalar olsun.  

криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Се претпоставува дека фунцијата =y е непрекината на интервалот и

. Со цел да се пресмета плоштината на криволинискиот трапез, 

интервалот ќе го поделиме на n делови со точките:

, ,..., , , ...n n n na x x x x b x x x x− −= =    0 1 1 0 1 1 ,

овие точки се нарекуваат делбени точки.

                 Нека ја разгледамне функцијата 2 1= +y х , Ако аргументот x на функцијата

Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
трапез, но има и други примени во техниката и инженерството. Многу е важно да знаеме 
дека интеграл всушност е збир од бесконечно многу собироци. Оттука и ознаката за 
интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Пример 1 

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент.
Сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f за дадена поделба P и избор 

на точки i .

Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 

сегментот ако постои реален број I така што важи:

( )
( )

( )
( )lim lim

i

n

i xd P d P i
f f I 

→ →
=

=  =0 0 1

односно ако важи:

( )( )( )( ) ( ) ( )( )iP d P f I             − 0 0

Бројот I го означуваме со

( )
b

a

I f x dx= 

и означува определен интеграл од функцијата ( )f x од граница а до граница b .

Границата а ја нарекуваме долна граница на интегралот, додека граница b
горна граница на интегралот. Функцијата ( )f x се нарекува подинтегрална функција,
додека dx е диференцијал на непознатата x , односно ја означува должината на 
потсегментите во поделбата P .
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Toplamına verilen P bölümü ve ξᵢ noktalarının seçimi için f fonksiyonunun Riemann integral 
toplamı olarak adlandırılır.

Tanım 3: f: [a, b] →  fonksiyonu, [a, b] segmentinde Riemann anlamında integrallenebilirdir, 
eğer aşağıdaki gibi bir  gerçek sayısı için:
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горна граница на интегралот. Функцијата ( )f x се нарекува подинтегрална функција,
додека dx е диференцијал на непознатата x , односно ја означува должината на 
потсегментите во поделбата P .
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geçerli ise, yani

 

криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Се претпоставува дека фунцијата =y е непрекината на интервалот и

. Со цел да се пресмета плоштината на криволинискиот трапез, 

интервалот ќе го поделиме на n делови со точките:

, ,..., , , ...n n n na x x x x b x x x x− −= =    0 1 1 0 1 1 ,

овие точки се нарекуваат делбени точки.

                 Нека ја разгледамне функцијата 2 1= +y х , Ако аргументот x на функцијата

Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
трапез, но има и други примени во техниката и инженерството. Многу е важно да знаеме 
дека интеграл всушност е збир од бесконечно многу собироци. Оттука и ознаката за 
интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Пример 1 

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент.
Сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f за дадена поделба P и избор 

на точки i .

Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 

сегментот ако постои реален број I така што важи:
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ile gösterilir ve f(x) fonksiyonun a sınırından b sınırına kadar belirli integralini işaret etmek-

tedir. A  sınırına integralin alt sınırı, b sınırına ise integralin üst sınırı denir. f(x) fonksiyonuna 

integral altındaki fonksiyon denir, dx ise x bilinmeyeninin diferansiyelidir, yani P bölümündeki 
alt kısımların uzunluğunu gösterir.

Belirli integral aslında eğrisel bir yamuğun alanını hesaplamak için kullanılır, ancak teknikte ve mü-

hendislikte başka uygulamaları da vardır. İntegralin aslında sonsuz sayıda terimin toplamı olduğunu 

bilmek çok önemlidir. Bu nedenle integralin gösterimi aslında toplam anlamına gelen “uzatılmış S”dir. 

Sonuç olarak, belirli integral sonsuz sayıda terimin toplamının limit değeridir.



103

Aşağıda, kanıtlamadan bir teorem vereceğiz, bu da integrallenebilir fonksiyonların ve belirli integ-

rallerin özellikleriyle ilgilidir:

Teorem 1: f(x) ve g(x) fonksiyonları [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve α, β 

∈  olsun. O zaman αf(x) + βg(x) fonksiyonu [a, b] aralığında integrallenebilirdir ve aşağıdaki 
özellikler geçerlidir:

                   

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) .
n

i
f

n


−

=

=  =
1

0

11 1

Бидејќи ( )lim ,
n

f
→

=1 можеме да заклучиме дека .dx =
1

0

1

Пример 1

Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:

(1) ;

(2) ;

(3) ;

(4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +   .

 −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(

0)( =
a

a

dxxf

( )  +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 
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Son teorem, belirli integralin tanımının doğrudan uygulanmasıyla kolayca kanıtlanır.

Örnek 1  
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 integralini hesaplayalım.

f(x) = 1 fonksiyonu [0, 1] aralığında süreklidir, buradan 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:
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 ‘in var olduğu sonucu çıkar.

İntegrali hesaplamak için verilen aralığı aşağıdaki şekilde kısımlara bölebiliri:

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:
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 parçaların her birinin uzunluğu 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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’dir ve  

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
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 dır.  ξᵢ noktalarını, parçaların 
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 ‘i seçiyoruz. Karşılık gelen toplamlar için şunu elde ederiz:
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 olduğundan, 
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 sonucuna varabiliriz.
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Örnek 2                     Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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n
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и lim
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=
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2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2
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Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.
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Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2

104

 
 Bölmelerden her birinin uzunluğu  

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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1

0

.
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Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:
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‘dır. ξᵢ noktalarını, kı-

sımların sağ sınırının değerine eşit olacak şekilde seçiyoruz, örneğin i’inci segment için 
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Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
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Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 
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   elde edilir.

Buradan şu sonuca varabiliriz:
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6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
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Belirli integrali tanımına göre hesaplamak karmaşık olabilir. Bir sonraki derste, belirli integrali he-

saplamayı kolaylaştıran Newton–Leibniz formülü verilecektir.

6. İntegral Hesabın Temel Teoremi

Burada, Newton–Leibniz formülü olarak da bilinen integral hesabın temel teoremini ele alacağız. 

Belirli integralin özelliklerini de ele alacağız.

Belirli integrali tanımladığımızda, [a, b] aralığında sürekli ve negatif olmayan bir f(x) fonksiyonunun 

verildiğini varsaydık. Ayrıca, belirli integralin altında, f(x) fonksiyonunun grafiği, x ekseni ve x = a 

ve x = b doğruları (Şekil 7) ile tanımlanan eğrisel yamuğun alanını anladığımızı söyledik.
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Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека е 

непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).
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 fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyon için [a, b] aralığında sürekli 

olduğu ve [a, b] aralığında f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olduğu geçerlidir. Bu, f(x) fonksiyo-

nunun 
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   olarak da tanımlanabileceği anlamına gelir, burada C herhangi bir sabittir.

Son eşitlik, a’dan x’e kadar sınırları olan f(t) fonksiyonunun belirli integralinin (bu fonksiyon f(x) ile 

aynıdır, sadece değişkenin farklı bir gösterimine sahiptir), x ∈ [a, b] olduğunda bu eğrisel yamuğun 

alanını ölçen bir fonksiyon olduğu anlamına gelir (Şekil 8).

                               

Şekil 8

F ile, eğrisel yamuğun x ∈ [a, b] aralığında bir kısmının alanı  belirlenir. x’i artırırsak F alanının da 

artacağı, x’i azaltırsak F alanının da azalacağı açıkça görülmektedir (Şekil 9).
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Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt  ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).

Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:

( ) ( )
b

a

F b f t dt C S C= + = + ,

што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.
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Şekil 9

Buradan  f(x) fonksiyonunun artan olduğu sonucuna varabiliriz. C sabitinin değerini belirlemek kalır. 

Bunun için x = a alacağız ve şunu elde edeceğiz:

 

Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt  ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).

Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:

( ) ( )
b

a

F b f t dt C S C= + = + ,

што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.

106

Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt  ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).

Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:

( ) ( )
b

a

F b f t dt C S C= + = + ,

што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.

106

 integralinin 0’a eşit olacağı açıktır, çünkü eğrisel yamuk yerine şekil bir doğru parçası 

olacaktır (Şekil 10).

Şekil 10

Öte yandan, x = b alırsak şunu elde ederiz:
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bu da F alanı tüm eğrisel yamuğun S alanına eşit olacağı anlamına gelir (Şekil 7). Eğer C = F(a) alır-

sak şunu elde ederiz:
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Son formül Newton–Leibniz formülü olarak bilinir. Bununla birlikte aşağıdaki teoremi ispatlamış 

oluyoruz.
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Teorem 1:   (Newton–Leibniz Teoremi)   Eğer f fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli ise ve F 
onun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise, o zaman aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)

1

Пример 2

Пример 1
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                                                           (1) 

Bu teoreme integral hesabın temel teoremi denir ve (1) eşitliğine integral hesabın temel kuralı 
veya Newton–Leibniz formülü denir.

Newton–Leibniz formülü, belirsiz ve belirli integraller arasındaki ilişkiyi verir ve bu sayede belirli 

integralin hesaplanmasını büyük ölçüde kolaylaştırır. f fonksiyonunun [a, b] aralığındaki belirli integ-

ralini hesaplamak için, onun bir ilkel fonksiyonunu bulmak ve [a, b] aralığındaki artışını hesaplamak 

yeterlidir. Yani belirli integralin hesaplanmasını, bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgiyoruz, bu da belirsiz 

integralin hesaplanmasına eşdeğerdir.
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  integralini hesaplayalım.

İki durumu ele alacağız:

n ≠ –1 olduğunda, 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
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  dir. Bu durumda xⁿ fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
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fonksiyonudur, bu nedenle:

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
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е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 
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n = –1 olduğunda, 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 
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n
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  elde ederiz.  

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
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                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
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 olduğundan, x > 0 için şunu elde ederiz:

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 
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belirli integrali hesaplayınız.

Örnek 2  Aşağıdaki belirli integralleri çözelim:
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а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:
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 −+
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1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
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2 3
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Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:
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1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
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3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:
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2 4 2
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−+ +
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3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
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x dx

−
 .
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b)
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За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.
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2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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b) Karşılık gelen belirsiz integrali çözerek şunu elde ederiz:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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Buradan belirli integral için şunu elde edeceğiz:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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2
  
Verilen belirli integralleri çözünüz:

Çalışma Alıştırmaları

1.      Verilen belirli integralleri çözünüz:

2.      Verilen belirli integralleri çözünüz:

3.      Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

b)
а) ( ) −

2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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Belirli integralleri çözmek için Newton–Leibniz formülünü kullanacağız.

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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b)

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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b) c) ç)

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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b) c)

d)ç) e)
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7. Belirli İntegrallerin Yerine Koyma Yöntemi  ile Çözümü

Newton–Leibniz formülüne göre belirli bir integrali hesaplamak, belirsiz bir integrali hesaplamaya 

eşdeğer olan bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgenir. Belirsiz integralde, şu formüle indirgenen yerine 

koyma ile integrasyon yöntemini zaten ele aldık:

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2
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Burada x = φ(t) yerine koyma işlemini tanıttık.

Örnek 1  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2
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b)

a) t = x + 2 yerine koyma işlemini yapıyoruz, buradan dx = dt elde ederiz. Tanıtılan yerine koyma 

ile, değişkenle ilgili olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınır-

lar, x = –1 olduğunda t = –1 + 2 = 1 ve x = 1 olduğunda t = 1 + 2 = 3’tür. Tanıtılan yerine koyma 

ve yeni tanıtılan değişken için hesaplanan yeni sınırlar ile integral şu şekilde çözülür:

                            

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2
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b) x + 1 = t, dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Tanıtılan yerine koyma ile, değişkenle ilgili 

olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınırlar, x = –2 olduğunda 

t = –2 + 1 = –1 ve x = 0 olduğunda t = 0 + 1 = 1’dir. Buradan şunu elde ederiz:

                              

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2
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1
 
Verilen belirli integrali hesaplayalım:

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2
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b)

Örnek 2  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:
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а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2
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b)

a) t = x – 3, dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Tanıtılan yerine koyma ile, değişkenle ilgili 

olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınırlar, x = 4 olduğunda 

t = 4 – 3 = 1 ve x = 5 olduğunda t = 5 – 3 = 2’dir. Buradan şunu elde ederiz:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2

110

b) t = 2x + 1, dt = 2dx ⇒ dx = (1/2) dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Tanıtılan yerine koyma 

ile, değişkenle ilgili olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sı-

nırlar, x = 0 olduğunda t = 2 ⋅ 0 + 1 = 1 ve x = 2 olduğunda t = 2 ⋅ 2 + 1 = 5’tir. Buradan şunu 

elde ederiz:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2

110

2  Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2
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Örnek 3            Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 
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a) 

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 
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 yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını 

da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = 1 ve x = 3 olduğunda t = 2’dir. Ve 

şunu elde ederiz:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 
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b)  б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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 yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırla-

rını da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 1 olduğunda t = 0 ve x = 9 olduğunda t = –2’dir. 

Ve şunu elde ederiz:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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3    Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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c)

Örnek 4            Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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a) t = x² + 1, dt = 2x dx yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da 

değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = 1 ve x = 1 olduğunda t = 2’dir. Ve şunu 
elde ederiz:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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b) x² – 5x + 6 = t, (2x – 5) dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırla-

rını da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = –1 olduğunda t = 12 ve x = 0 olduğunda t = 6’dır. 

Ve şunu elde ederiz:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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4    Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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tek fonksiyon sınırları değiştirmekle

Örnek 5   Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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b)

a) x –1 = t², dx = 2t dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da de-

ğiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 1 olduğunda t = 0 ve x = 2 olduğunda t = 1’dir. O halde 

şunu elde ederiz:

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

Пример 5 

5  
Да се 
пресм

ета

. Да
се 

пресм
ета

.

112

b) 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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  yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da 

değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = ⁶√
–4  ve x = ln(2) olduğunda t = ⁶√

–5’tir. 

O halde şunu elde ederiz:

             

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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5     

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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 belirli integrali hesaplayınız.

 Aşağıda, belirli integralleri daha kolay çözmek için kullanabileceğimiz bazı özellikler vereceğiz.

1) f(x) fonksiyonu bir tek fonksiyon olsun, yani f(–x) = –f(x). Şimdi şu integrali hesaplayalım:

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5
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x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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Önce  

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

Пример 5 

5  
Да се 
пресм

ета

. Да
се 

пресм
ета

.
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integralini ele alalım. t = –x, dt = –dx yerine koyma işlemini yapıyoruz, bu nedenle 

integralin sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor: x = –a, t = a ve x = 0, t = 0. Şunu elde ederiz:
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и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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çift fonksiyon sınırları değişmesiyle

Elde edileni ilk integrale koyarsak: 

elde edilir. Buradan, integral altındaki fonksiyon tek ise ve integral aralığı sıfıra göre simetrik ise, 

integralin değerinin sıfıra eşit olduğu sonucuna varabiliriz.

Örnek 6   

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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 olduğunu ispatlayalım.

f(x) = x³ fonksiyonu tek fonksiyondur çünkü f(–x) = (–x)³ = –x³ = –f(x). İntegral aralığı sıfıra 

göre simetrik olduğundan, integralin değeri sıfırdır. Bu integral için sıfıra eşit olduğu kolayca kontrol 

edilebilir:

2)  Şimdi de belirli integrallerin çözümünde bize yardımcı olacak başka bir özelliği ele alalım. f(x) 

bir çift fonksiyon olsun, yani f(–x) = f(x). Şimdi şu integrali hesaplayalım:

Önce  

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
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( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx
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−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
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f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме
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парна функција со менување на границите 0
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а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a
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Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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 integralini ele alalım. t = –x, dt = –dx  yerine koyma işlemini yapıyoruz, bu nedenle 

integralin sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor: x = –a, t = a ve x = 0, t = 0.  

elde edilir. Bunu ilk integrale koyarsak şunu elde ederiz:

              

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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Son formülü geometrik olarak şu şekilde yorumlayabiliriz: Fonksiyon çift ise grafiği y eksenine göre 

simetriktir, bu nedenle x = a ve x = 0 doğruları arasındaki şeklin alanı, x = 0 ve x = a doğruları 

arasındaki şeklin alanına eşittir, bu da yukarıdaki formülü gerektirir.
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                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1   в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9

1

1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

 ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

 и) ,xе dx+
1

2 1

0

 ј) 
ln

.
x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b)
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Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
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x dx
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2. Пресметај ги определените интеграли:
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x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx
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 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b) c)

d)

f) g) ğ)

h) ı) i)

ç) e)

Örnek 7                      Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
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3

1

2  б) ( ) ,x dx+
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2
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
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2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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  olduğunu ispatlayalım.

f(x) = x² fonksiyonu çift fonksiyondur çünkü f(–x) = (–x)² = x² = f(x). İntegral aralığı sıfıra göre 

simetrik olduğundan, integralin değeri için şunu elde ederiz:

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1   в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


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1

1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

 ѕ) ,x dx
x−
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2
1 9

 и) ,xе dx+
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2 1
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 ј) 
ln
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x x

x

e e dx
e

+

+

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3
0

2
2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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6  Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2
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3 1   в) 
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,dx
x +

1

2
0 3 2
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3
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,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
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2 5
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1
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0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9
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1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
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 ѕ) ,x dx
x−
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2
1 9

 и) ,xе dx+
1

2 1

0

 ј) 
ln

.
x x
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e e dx
e

+

+

5

3
0

2
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2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b)a)

Çalışma Alıştırmaları

1.           Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayın:

2. Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

8. Belirli İntegralin Kısmi İntegralinin Alınması

Belirli bir integrali hesaplamayı, belirsiz bir integrali hesaplamaya eşdeğer olan bir ilkel fonksiyon 

bulmaya indirgiyoruz. Kısmi integrasyon en çok integral altındaki fonksiyon logaritmik, üstel veya 

trigonometrik olduğunda kullanılır. Belirsiz integralde kısmi integrasyon yöntemini zaten ele aldık:

∫udv = uv – ∫vdu
Bu formül belirli bir integrale uyarlanır ve şu şekli alır:
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Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
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 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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b) c)

Örnek 1   Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) Kısmi integrasyon kullanarak, 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a
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  O halde:

elde edilir.

b) Kısmi integrasyon kullanarak,  

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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 yerine koy-

makla: 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(

    Пр   и  м   ер      1

115

elde edilir. 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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 integralini çözmek için tekrar kısmi integral alma kuralını uygulamamız gere-

kiyor, burada 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a
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 O halde

elde edilir. Eğer bunu ilk integralde yerine koyarsak şunu elde ederiz:

 



116

( )
1 1

2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

2 5 3 1
2 4 4

9 5
4 4

x xx e dx е xe dx

e e

e

− − −= − − + =

= − − +

= − +

 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = . Добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

      Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+

1
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b)

( )
1 1

2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

2 5 3 1
2 4 4

9 5
4 4

x xx e dx е xe dx

e e

e

− − −= − − + =

= − − +

= − +

 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = . Добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

      Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+

1
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b) c)

c) Kısmi integrasyon kullanarak, 

( )
1 1

2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

2 5 3 1
2 4 4

9 5
4 4

x xx e dx е xe dx

e e

e

− − −= − − + =

= − − +

= − +

 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = . Добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

      Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
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Şunu 
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9. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).
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9. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
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Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
Во случај кога функцијата е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 
негативна (слика 12).

Слика 12

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата во случај кога функцијата ( )f x е
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак за апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата
1y
x

= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1 

a

F

119

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
Во случај кога функцијата е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 
негативна (слика 12).

Слика 12

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата во случај кога функцијата ( )f x е
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак за апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата
1y
x

= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1 

a

F

119

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
Во случај кога функцијата е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 
негативна (слика 12).

Слика 12

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата во случај кога функцијата ( )f x е
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак за апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата
1y
x

= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1 

a

F

119

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
Во случај кога функцијата е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 
негативна (слика 12).

Слика 12

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата во случај кога функцијата ( )f x е
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак за апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата
1y
x

= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1 

a

F

119

Şekil 11

Yani,  şekil 11’deki eğrisel yamuğun alanı için şunu elde ederiz:

 f(x) fonksiyonu negatif olduğunda, belirli integralin değeri negatif olacaktır (Şekil 12).
Şekil 12

Yani f(x) fonksiyonu negatif olduğunda şeklin alanını hesaplamak için, alan negatif olamayacağın-

dan, pozitif bir sayı elde etmek için belirli integralin değerini mutlak değer işaretine koyacağız.

Örnek 1    
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eğrisi, apsis ekseni ve x = 1 ve x = 3 doğruları ile sınırlanan şeklin alanını 

hesaplayalım.

Şekil 13’te eğri ve iki doğru gösterilmiştir:

 



120

Слика 13

Според претходното објаснување, за да ја пресметаме плоштината на обоениот дел 
добиваме:

3
3

1
1

1 ln ln 3 ln1 ln 3P dx x
x

= = = − = .

Да разгледаме сега како ќе ја пресметаме плоштината на фигура која е ограничена со 
графиците на функциите ( )1f x и ( )2f x на интервалот  , ,a b слика 14.

Слика 14

Ако со 1F го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )1f x , а со 2F

го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )2f x тогаш фигурата F

може да се претстави како разлика на криволинискиот трапез 1F со криволинискиот трапез 

2F . Од каде што можеме да заклучиме дека плоштината на фигурата F е еднаква на 
разликата на плоштината на криволинискиот трапез 1F и криволинискиот трапез 2F т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
.

b b b

a a a

P F P F P F f x dx f x dx f x f x dx = − = − = −   
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Şekil 13

Yukarıdaki açıklamaya göre, boyalı kısmın alanını hesaplamak için şunu elde ederiz:
Şimdi f₁(x) ve f₂(x) fonksiyonlarının grafikleriyle sınırlanan ve [a, b] aralığında bulunan bir şeklin 

alanını nasıl hesaplayacağımızı ele alalım (şekil 14).

Şekil 14

F₁ ile f₁(x) fonksiyonunun grafiğinin altındaki eğrisel yamuğu ve F₂ ile f₂(x) fonksiyonunun grafiğinin 

altındaki eğrisel yamuğu gösterirsek, F şekli F₁ eğrisel yamuğu ile F₂ eğrisel yamuğunun farkı olarak 

temsil edilebilir. Buradan F şeklinin alanının F₁ eğrisel yamuğunun alanı ile F₂ eğrisel yamuğunun 

alanının farkına eşit olduğu sonucuna varabiliriz, yani:
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                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 15) ограничена со 

параболите yxxy 2,2 22 == .

Слика 15

Параболите кои ја ограничуваат фигурата чија што плоштина треба да се определи се 
претставени на слика 15.  Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги 
одредуваат границите на интегрирање. Од 2 2 2 , 0y x y x y=  =  тогаш 

2 4

2 , 2 .
2 4
x xx x= = Од ( )4 3

1 28 0 8 0 0, 2.x x x x x x− =  − =  = = Значи пресечни точки се 

( ) ( ), , , .A B0 0 2 2 Плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата y x=2 2 е 

F xdx= 
2

1
0

2 .  А плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата x y=2 2 е 

xF dx= 
2 2

2
0 2

.  Па плоштината на фигурата што ја бараме е F F F= −1 2 , т.е

x x xF xdx dx x dx x x
   

= − = − =    − =   
   

  
22 2 22 2 3

0 0 0 0

2 42 2 2
2 2 3 6 3

.

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 16) ограничена со 

параболата y x= 2 и правата x y+ =2 .

Пример 2

    Пр   и  м    ер     3
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Örnek 2  : y² = 2x ve x² = 2y parabolleri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım (şekil 15).

Şekil 15

Alanı belirlenmesi gereken şekli sınırlayan paraboller şekil 15’te gösterilmiştir. İlk olarak,belirli integ-
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  Yani kesişim nokta-

ları A(0, 0), B(2, 2)’dir. y² = 2x eğrisi ile sınırlanan eğrisel yamuğun alanı:
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 dir. Aradığımız 

şeklin alanı F = F₁ – F₂’dir, yani
                      

Örnek 3   y = x² parabolü ve x + y = 2 doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 16).
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Слика 16
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интервалот по кој интегрираме. Го заменуваме y x= 2 во x y+ =2 и ја добиваме квадратната 

равенка .x x+ =2 2 Со решавање на квадратната равенка x x+ − =2 2 0 се добива дека

нејзини решенија се , .x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B−2 4 11 Плоштината 
на фигурата што ја бараме е:

( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
1 2 31 1 12

2 2 2
2

92 2
2 3 2

                   Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 17) ограничена со 

параболата y x= − 22 и правата y x= .

Слика 17

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Го заменуваме y x= во y x= − 22 и ја добиваме квадратната равенка
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Şekil 16

İlk olarak, belirli entegralin sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz. 

y = x²  ‘yi   x + y = 2 denkleminde yerine  koyuyoruz ve x + x² = 2 ikinci derece denklemini elde 

ediyoruz. x² + x – 2 = 0 ikinci derece denklemini çözerek çözümlerin x₁ = –2, x₂ = 1 olduğunu 

elde ederiz. Yani kesişim noktaları A(–2, 4), B(1, 1)’dir. Aradığımız şeklin alanı:

Örnek 4   y = 2 – x² parabolü ve y = x doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım. 

(Şekil 17).              

Şekil 17

İlk olarak, integralin sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz. y = x’i  

y = 2 – x²  denkleminde yerine koyuyarak x² + x – 2 = 0 ikinci derece denklemini elde ediyoruz.
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.x x+ − =2 2 0 Со решавање на квадратната равенка се добива дека нејзини решенија се
, ,x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B− −2 2 11

Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
1 3 21 1 12

2 2 2
2

92 2
3 2 2

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Ако ги изедначиме равенките добиваме / .x x x x+ = +  =  =2 2 2

1 22 1 10 9 3
Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) ( ) ( ) xF x x dx x dx x dx x
− −

 
= + − − = − + = − + =  − + = 

 
  

33 3 3 3
2 2 2 2

3 3 0 0

10 2 1 9 2 9 2 9 36
3

.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2 .

    Пр   и  м   ер      5
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İkinci derece denklemi çözerek çözümlerin x₁ = –2, x₂ = 1 olduğunu elde ederiz. Yani kesişim 

noktaları A(–2, –2), B(1, 1)’dir.

Aradığımız şeklin alanını buluyoruz:
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Örnek 5   y = 2x² + 1 ve y = x² + 10 parabolleri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 18).
Şekil 18

İlk olarak, integral alma aralığının sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz. 

Denklemleri eşitlersek 2x² + 1 = x² + 10 ⇔ x² = 9 ⇔ x₁₂ = ±3 elde ederiz. Aradığımız şeklin alanı:

Çözümde, her iki fonksiyonun da çift (y– eksenine göre simetrik) olduğunu kullanıyoruz.

Örnek 6  
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 eğrileri ve x = 2 doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 19).
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Слика 19

Од слика 19 може да се види површина на која x се движи од 0 до 2 и дека горната крива 
е ,xy e= а долната крива е xy e−= . Пресечните точки на двете криви можеме да ги добиеме 
и од:

x x x
xe e e

e
−=  =

1

xe x x=  =  =2 1 2 0 0.

Оттука за плоштината имаме:

( ) ( ) ( ) ( ) .x x x xF е e dx е e е е е е е
е

− − − −= − = + = + − + = + −
2 2 2 2 0 0 2

20
0

1 2

Да се пресмета плоштината на фигурата (слика 20) ограничена со кривите
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 Şekil 19

Şekil 19’dan x’in 0’dan 2’ye kadar hareket ettiği ve üst eğrinin y = ex, alt eğrinin ise y = e–x  olduğu 

görülebilir. İki eğrinin kesişim noktaları şu şekilde elde edilebilir:

Buradan alan için şunu elde ederiz:

Örnek 7   y = 2 – x² ve y³ = x² eğrileri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım (şekil 20).

Şekil 20
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İki eğrinin kesişimini buluyoruz ve kesişim noktalarını x₁ = –1, x₂ = 1 olarak elde ediyoruz. Şekil 

20’den  

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата xy e= , xy e−= и 
правата .x =1

10. Волумен на ротационо тело

Со помош на определен интеграл може да се пресмета волумен на тело. Во продолжение 
ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој  ,x a b .

Со ротирање на криволинискиот трапез под кривата ( )f x на интервалот  ,a b
околу x− оската се добива ротационото тело K (слика 21).
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 elde edilir.

Çalışma Alıştırmaları

1.	 y = x² ve y = √
–x  eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

2.	 y = x² + x + 3 eğrileri ve y = x + 7 doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

3.	 y = ln(x) ve y = ln²(x) eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

4.	
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y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата xy e= , xy e−= и 
правата .x =1
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ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
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 eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

5.	

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата xy e= , xy e−= и 
правата .x =1

10. Волумен на ротационо тело

Со помош на определен интеграл може да се пресмета волумен на тело. Во продолжение 
ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој  ,x a b .

Со ротирање на криволинискиот трапез под кривата ( )f x на интервалот  ,a b
околу x− оската се добива ротационото тело K (слика 21).
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 eğrisi ve y = 0, x = e doğrularıyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

6.	
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
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1 1

3 22 2 2
3 5 15
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата xy e= , xy e−= и 
правата .x =1

10. Волумен на ротационо тело

Со помош на определен интеграл може да се пресмета волумен на тело. Во продолжение 
ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој  ,x a b .

Со ротирање на криволинискиот трапез под кривата ( )f x на интервалот  ,a b
околу x− оската се добива ротационото тело K (слика 21).
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 eğrisi ve y = x doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

7.	
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x

=
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1
1

и .xy =
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y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата xy e= , xy e−= и 
правата .x =1

10. Волумен на ротационо тело

Со помош на определен интеграл може да се пресмета волумен на тело. Во продолжение 
ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој  ,x a b .

Со ротирање на криволинискиот трапез под кривата ( )f x на интервалот  ,a b
околу x− оската се добива ротационото тело K (слика 21).
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 	 eğrileri ve x = 1 doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

10. Dönel Cisimlerin Hacmi

Belirli integral yardımıyla bir cismin hacmi hesaplanabilir. Devamında, belirli  integral yardımıyla bir 

dönel cismin hacminin nasıl hesaplanabileceğini göstereceğiz. Belirli integralin tanımını kullanarak 

dönel cismin hacmini hesaplama formülünün nasıl elde edildiğini göstereceğiz. f, [a, b] aralığında 

sürekli bir fonksiyon ve her x ∈ [a, b] için f(x) ≥ 0 olsun.

[a, b] aralığındaki f(x) eğrisinin altındaki eğrisel yamuğu x ekseni etrafında döndürerek K 

dönel cismini elde ederiz (Şekil 21).
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Слика 21
Со цел приближно да се пресмета волуменот на ротационото тело, слично како што 

работевме во дефиницијата за определен интеграл,  интервалот  ,a b ќе го поделиме на 
n потсегменти, со некоја поделба P . Ќе се фокусираме, на потсегментот  1,i ix x + . Бираме
точка  1,i i ix x + и во оваа точка ќе ја определиме вредноста на функцијата ( )if  . Во
точката ( )if  ќе повлечеме права паралелна на x− оската. Кога овој криволиниски трапез
ротира околу x− оската се добива ротационо тело (слика 22).

Слика 22

Но ќе ја ротираме и правата што поминува низ ( )if  и е паралелна на x− оската. Всушност 
волуменот на ротациониот криволински трапез ќе го апроксимираме со волуменот на 
цилиндарот (слика 23). 
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Şekil 21

Dönel cismin hacmini yaklaşık olarak hesaplamak için, belirli integralin tanımında yaptığımıza benzer 

şekilde, [a, b] aralığını bir P bölümüyle n alt segmente böleceğiz. [xᵢ, xᵢ₊₁] alt segmentine odakla-

nacağız. ξ ∈ [xᵢ, xᵢ₊₁] noktasını seçeceğiz ve bu noktada f(ξ) fonksiyonunun değerini belirleyeceğiz. 

(ξ, f(ξ)) noktasından x eksenine paralel bir doğru çizeceğiz. Bu eğrisel yamuk x ekseni etrafında 

döndüğünde bir dönel cisim elde ederiz (Şekil 22).

                                   

Şekil 22

Ancak (ξ, f(ξ)) noktasından geçen ve x eksenine paralel olan doğruyu da döndüreceğiz. Aslında 

dönel eğrisel yamuğun hacmini silindirin hacmiyle yaklaşık olarak hesaplayacağız (Şekil 23).
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Слика 23

Волуменот на овој цилиндар е ( )2
i i iV f x =  , каде 1i i ix x x+ = − е висината на 

цилиндарот, додека ( )if  е неговиот радиус. Како што кажавме интервалот  ,a b го 
поделивме на n потсегменти и ако ги сумираме волумените на сите цилиндри на 

интервалите  1,i ix x + за 0, 1i n= − ќе добиеме ( )2

1

n

i i
i

f x 
=

 . Колку е пофина поделбата 

на интервалот  ,a b , толку е помала разликата помеѓу волуменот на цилиндарот и делот 
од ротациониот цилиндар на разгледуваниот подсегмент  1,i ix x + , па за n→  можеме да
сметаме дека последната сума е волуменот на ротационото тело .K Ова е Риманова сума 
за функцијата ( )f x 2 . Кога ќе постои граничната вредност на оваа Риманова сума ќе 
постои и волуменот на ротационото тело. Од овде можеме да кажеме дека за волуменот 
на ротационото дело важи формулата:

( ) ( ) ( )2 2 .
b b

a a

V K f x dx f x dx = = 

Поформално ова можеме да го кажеме со следнава теорема:

                   Да пoкажеме дека волуменот на топка е еднаков r 34
3

.

Топката ќе ја добиеме со ротација на кругот x y r+ =2 2 2 околу x− оската. Од равенката 

x y r+ =2 2 2 имаме y r x= −2 2 2 .

Пример 1

Теорема 1: Нека f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој 

 ,x a b . Тогаш волуменот на ротационото тело ,K добиено со ротација околу x−
оската на криволинискиот трапез на интервалот  ,a b е еднаков на:

( ) ( )2 .
b

a

V K f x dx= 
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Şekil 23

Bu silindirin hacmi Vᵢ = f²(ξᵢ) π Δxᵢ’dir, burada Δxᵢ = xᵢ₊₁ – Δxᵢ silindirin yüksekliği, f(ξᵢ) ise yarıçapıdır. 

Dediğimiz gibi, [a, b] aralığını n alt segmente böldük ve i = 0, ..., n–1 için [xᵢ, xᵢ₊₁] aralıklarındaki 

tüm silindirlerin hacimlerini toplarsak şunu elde ederiz:  
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  [a, b] aralığının bölümü ne 

kadar küçük olursa, silindirin hacmi ile ele alınan alt segmentteki [xᵢ, xᵢ₊₁] dönel silindirin parçası 

arasındaki fark da o kadar küçük olur, dolayısıyla n → ∞ için son toplamın K dönel cisminin hacmi 

olduğunu düşünebiliriz. Bu, f²(x) π  fonksiyonu için bir Riemann toplamıdır. Bu Riemann toplamının 

limit değeri var olduğunda, dönel cismin hacmi de var olacaktır. Buradan dönel cismin hacmi için 

şu formül geçerlidir:

                                  

Teorem 1:  f  fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli ve her x ∈ [a, b] için f(x) ≥ 0 olsun. O zaman [a, 
b] aralığındaki eğrisel yamuğun x ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen K dönel cisminin 

hacmi şuna eşittir:
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Örnek 1       Kürenin hacmi  
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Волуменот на овој цилиндар е ( )2
i i iV f x =  , каде 1i i ix x x+ = − е висината на 

цилиндарот, додека ( )if  е неговиот радиус. Како што кажавме интервалот  ,a b го 
поделивме на n потсегменти и ако ги сумираме волумените на сите цилиндри на 

интервалите  1,i ix x + за 0, 1i n= − ќе добиеме ( )2

1

n

i i
i

f x 
=

 . Колку е пофина поделбата 

на интервалот  ,a b , толку е помала разликата помеѓу волуменот на цилиндарот и делот 
од ротациониот цилиндар на разгледуваниот подсегмент  1,i ix x + , па за n→  можеме да
сметаме дека последната сума е волуменот на ротационото тело .K Ова е Риманова сума 
за функцијата ( )f x 2 . Кога ќе постои граничната вредност на оваа Риманова сума ќе 
постои и волуменот на ротационото тело. Од овде можеме да кажеме дека за волуменот 
на ротационото дело важи формулата:

( ) ( ) ( )2 2 .
b b

a a

V K f x dx f x dx = = 

Поформално ова можеме да го кажеме со следнава теорема:

                   Да пoкажеме дека волуменот на топка е еднаков r 34
3

.

Топката ќе ја добиеме со ротација на кругот x y r+ =2 2 2 околу x− оската. Од равенката 

x y r+ =2 2 2 имаме y r x= −2 2 2 .

Пример 1

Теорема 1: Нека f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој 

 ,x a b . Тогаш волуменот на ротационото тело ,K добиено со ротација околу x−
оската на криволинискиот трапез на интервалот  ,a b е еднаков на:

( ) ( )2 .
b

a

V K f x dx= 

127

 ‘ye eşit olduğunu gösterelim.

Küre, x² + y² = r² çemberinin x ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilir. x² + y² = r² denkle-

minden y² = r² – x² elde ederiz.
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Слика 24

За да го пресметаме волуменот на топката, ќе ја разгледуваме само ротацијата на горниот 
полукруг (означен со црвено), и добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 2 2 3 3 31 2 42 .
3 3 3 3| |

r
r r

r r
r

x r rV K r x dx r x r r r r r r    
− −

−

    = − = − = + − + = − =        


                               Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

кривата y x x= − 29 околу x− оската.

Пресечни точки на графикот на функцијата y x x= − 29 со x− оската се 0 и 9 бидејќи

( ) , .x x x x x x− =  − =  = =2
1 29 0 9 0 0 9 Со ротирање ќе се добие фигурата дадена на слика 

25.

Слика 25

Пример 2
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Şekil 24

Kürenin hacmini hesaplamak için sadece üst yarım dairenin (kırmızı ile işaretlenmiş) dönüşünü ele 

alacağız ve şunu elde edeceğiz:

Örnek 2   y = 9x – x² eğrisinin x ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen cismin hacmini 

hesaplayalım.

y = 9x – x² fonksiyonunun grafiğinin x ekseni ile kesişim noktaları 0 ve 9’dur çünkü 

9x – x² = 0 ⇔ x(9 – x) = 0 ⇔ x₁ = 0, x₂ = 9. Döndürme ile Şekil 25’te verilen şekil elde edilecektir.

Şekil 25
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Па за волуменот ќе добиеме:

( ) ( )
9 9 3 4 59 9 922 2 3 4

0 0 0
0 0

5
3 4

9 81 18 81 18
3 4 5

9 927 9 9 1968,3 .
2 5

| | |x x xV x x dx x x x dx  

 

 
= − = − + = − + 

 
 

=  −  + = 
 

 

                   Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

x− оската на делот од рамнината ограничен со кривата 1 ,y
x

= и правите 0, 1, 4.y x x= = =

(Фигурата што е ограничена со дадената крива и правите и која ротира околу x−
оската е дадена на слика 26а.   Додека телото чиј што волумен се бара е дадено на слика 

26б.)

Слика 26 а) Слика 26 б)

4
4

2 1
1

1 1 1 31 .
4 4|V dx

x x
     = = − = − + =   

   

                    Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

параболата 2y x= околу y − оската на интервалот 0 4y  .

Телото што се добива со ротација на параболата се нарекува параболоид. За 

нашиот пример со дадени ограничувања, параболоидот е претставен на слика 27.

Пример 3

Пример 4
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1 1 1 31 .
4 4|V dx

x x
     = = − = − + =   

   

                    Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

параболата 2y x= околу y − оската на интервалот 0 4y  .

Телото што се добива со ротација на параболата се нарекува параболоид. За 
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Па за волуменот ќе добиеме:
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3 4
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 

 
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O halde hacim için şunu elde edeceğiz:

Örnek 3   
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                   Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

x− оската на делот од рамнината ограничен со кривата 1 ,y
x

= и правите 0, 1, 4.y x x= = =

(Фигурата што е ограничена со дадената крива и правите и која ротира околу x−
оската е дадена на слика 26а.   Додека телото чиј што волумен се бара е дадено на слика 

26б.)
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   

                    Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

параболата 2y x= околу y − оската на интервалот 0 4y  .

Телото што се добива со ротација на параболата се нарекува параболоид. За 

нашиот пример со дадени ограничувања, параболоидот е претставен на слика 27.

Пример 3

Пример 4

129

 eğrisi ve y = 0, x = 1, x = 4 doğruları ile sınırlanan düzlemin x ekseni etra-

fında döndürülmesiyle elde edilen cismin hacmini hesaplayalım.

(Verilen eğri ve doğrularla sınırlanan ve x ekseni etrafında dönen şekil Şekil 26a’da verilmiştir. Hacmi 

istenen cisim ise Şekil 26b’de verilmiştir.)

		      Şekil 26a)                                              Şekil 26b)

Örnek 4  y = x² parabolünün 0 ≤ y ≤ 4 aralığında y ekseni etrafında döndürülmesiyle elde 

edilen cismin hacmini hesaplayalım.

Parabolün döndürülmesiyle elde edilen cisme paraboloid denir. Verilen sınırlamalarla örneğimizdeki 

paraboloid Şekil 27’de gösterilmiştir.
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Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b

a

V K x dy= 
Значи имаме:

4 4 2 2 242

0
0 0

4 0 8 .
2 2 2|yV x dy ydy    

 
= = = = − = 

 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
x

=
+

и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 

околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 
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2
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2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.
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Şekil 27

Burada dönmenin y ekseni etrafında olduğunu vurgulamalıyız, bu nedenle y ekseni etrafında dönme 

yapıldığında yukarıdaki formül şu şekilde uyarlanacaktır: 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2
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и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 
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2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 

околу y − оската на кривата 2 1 1,x
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= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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Yani şunu elde ederiz:

 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b

a

V K x dy= 
Значи имаме:
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2
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y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.
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Örnek 5  

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b
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V K x dy= 
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 
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
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=
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и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
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1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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eğrisi ve y = 0, x = –1, x = 1 doğruları ile sınırlanan cismin y ekseni 

etrafında döndürülmesiyle elde edilen cismin hacmini hesaplayalım.

Eğrinin denkleminden 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
x

=
+

и правите 0, 1, 1.y x x= = − =
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y
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околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)

Пример 5

130

 elde ederiz. Dönel cismin hacmi,

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
x

=
+

и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 

околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.
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 için x = 1 doğrusunun 

y ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen dönel cismin hacmi ile 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 
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= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 

околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.
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 için 

Слика 27
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 
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eğrisinin y ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen dönel cismin hacminin toplamı olacaktır.

Şekil 28a’da dönel cismin döndürülmesiyle elde edildiği şekil, Şekil 28b’de ise dönel cismin kendisi 

verilmiştir.

                                Şekil 28a) 				              Şekil 28b)
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( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
       = + − = + − = − − = − = − =               

 
 
1

1 12 1 12
10
210

2
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 elipsinin x ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen cismin hacmini hesapla-

yınız.

2.	 y² = x – 1 parabolü ve y = x – 2 doğrusuyla sınırlanan cismin x ekseni etrafında döndürülmesiyle 

elde edilen cismin hacmini hesaplayınız.

3.	 y² = 2(x – 1) parabolünün 1 ≤ x ≤ 3 aralığında x ekseni etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

cismin hacmini hesaplayınız.

4.	 x² + y² = 1 ve x² + 2y² = 1 eğrileriyle sınırlanan cismin x ekseni etrafında döndürülmesiyle 

elde edilen cismin hacmini hesaplayınız.
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  eğrisi ve y = x, x = 4 doğrularıyla sınırlanan cismin x ekseni etrafında döndürülmesiyle 

elde edilen cismin hacmini hesaplayınız.

11. Modül ünitesinin pekiştirme alıştırmaları

1.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

  2. Newton–Leibniz formülünü kullanarak verilen integralleri hesaplayınız:
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в) ,x dx
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8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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b)

3. Yerine koyma ile integral alma işlemi yardımıyla integralleri hesaplayınız:

4. Yerine koyma ile integral alma işlemi yardımıyla integralleri hesaplayınız:

5. Kısmi integral alma işlemi yöntemi yardımıyla integralleri hesaplayınız:

6. Kısmi integral alma işlemi yöntemi yardımıyla integralleri hesaplayınız:

7. Kısmi integral alma işlemi yardımıyla integralleri hesaplayınız:

8. y = 2x² + 1 ve y = x² + 10 eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

9. y = 2x – x² eğrisi ve x + y = 0 doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

10.	y = x³ eğrisi ve y = 8 ve x = 0 doğrularıyla sınırlanan cismin y ekseni etrafında döndürülmesiyle 

elde edilen cismin hacmini hesaplayınız.
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 ile verilir, burada x üretilen birim sayısıdır. 10 birim 

üretilip satıldığında toplam maliyet 1000’dir, yani C(10) = 1000. Toplam maliyet fonksiyonunu 

bulunuz.
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Modül Ünite 3 – Matrisler
(Diğer tüm meslekler için)



134

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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Nispeten genç bir matematik alanı olarak kabul edilen Lineer Cebir adlı matematik disiplini-

nin başlangıcı, determinantların tanıtılması ve uygulanmasına kadar uzanır. Başlangıçta doğrusal 

denklem sistemlerini çözmek için kullanılan determinantların tanıtılması ve uygulanmasına dayanır. 

1693’te Alman matematikçi Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716) çalışmalarında determinant-

ları kullanmıştır ve İsviçreli matematikçi Gabriel Cramer (1704–1752) 1750’de doğrusal denklem 

sistemlerini çözmek için Cramer kuralını ortaya koymuştur. Daha sonra Alman matematikçi Johann 

Carl Friedrich Gauss (1777–1855) doğrusal denklem sistemlerini çözmek için Gauss eliminasyon 

yöntemini tanıtmıştır. Matris kavramı ilk olarak İngiliz matematikçilerin çalışmalarında ortaya çık-

mıştır. Bu terim 1848’de James Joseph Sylvester (1814–1897) tarafından tanıtılmıştır. Matrislerin 

çarpımı ve ters matrisin bulunması Arthur Cayley (1821–1895) tarafından tanımlanmıştır.

1. İkinci ve Üçüncü Dereceden Determinant Kavramı

Birinci sınıfta ikinci dereceden determinantlarla tanıştık. Burada onları tekrar hatırlayacağız ve üçün-

cü dereceden bir determinant tanımlayacağız.

İkinci Dereceden Determinant

Tanım 1: İkinci dereceden determinant, a1b2– a2b1  ifadesinin kare biçiminde bir göste-
rim şemasıdır, yani
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каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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burada a₁, a₂, b₁, b₂ iki satır ve iki sütuna dağıtılmış gerçek sayılar veya ifadelerdir.

Örnek 1      Verilen ikinci dereceden determinantı hesaplayalım:

1   Aşağıdaki ikinci dereceden determinantları hesaplayınız: a) 

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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  b) 

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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Örnek 2              Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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denklemini x bilinmeyenine göre çözelim. İlk olarak, determinantı 

hesaplıyoruz:  

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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 ve x² – 6x = 0 denklemini elde ediyoruz, çözümleri x₁ = 0, x₂ = 6’dır.

2   x bilinmeyenine göre denklemleri çözünüz:  

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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b)
 

Örnek 3   

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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eşitsizliğini x bilinmeyenine göre çözelim. Determinantı hesaplıyoruz:

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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 ve x² – 6x ≥ 0 eşitsizliğini elde ediyoruz, bu x ∈ (–∞, 0] ∪ [6, ∞) için doğrudur.

3  x bilinmeyenine göre verilen eşitsizlikleri çözünüz: 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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b)
 

Üçüncü Dereceden Determinant

Tanım 2:  Üçüncü dereceden determinant, 
a₁b₂c₃ + a₂b₃c₁ + a₃b₁c₂ – a₁b₃c₂ – a₂b₁c₃ – a₃b₂c₁ ifadesinin kare bir gösterim şeması-
dır, yani

 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3
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burada a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ üç satır ve üç sütuna dağıtılmış gerçek sayılar 
veya ifadelerdir.

Gerçek sayılar a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ veya ifadeler determinantın elemanları olarak adlandı-

rılır. a₁, b₂, c₃ elemanları ana köşegenin elemanlarıdır ve a₃, b₂, c₁ elemanları üçüncü dereceden 

determinantın yan köşegeninin elemanlarıdır. Determinantın hesaplanması (formülü ezberleme-

mek için) bazı kurallar yardımıyla yapılır:
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Sarrus kuralı ve üçgenler kuralı, aşağıda sunacağımız kurallardır:

Sarrus Kuralı: Üçüncü dereceden determinantın ilk ve ikinci sütunları şemada dördüncü ve 
beşinci sütunlar olarak yazılır. Ana köşegenin elemanlarının ve ana köşegene paralel iki köşegenin 
elemanlarının çarpımları hesaplanır ve hesaplamalara «+» işaretiyle dahil edilir. Yan köşegenin 
elemanlarının ve yan köşegene paralel iki köşegenin elemanlarının çarpımları hesaplanır ve «–» 
işaretiyle dahil edilir, yani:

 

Сарусовото правило и правилото на триаголници, кои ќе ги презентираме во 
продолжение:

            Да ja пресметаме детерминантата од трет ред  со Сарусово правило:

1 1 0 1 1
0 2 3 0 2 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0 1 2

− −
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

− −

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со Сарусово правило: 

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Пример 4

Сарусово правило: Првата и втората колона од детерминантата од трет ред се 
допишуваат како четврта и петта колона во шемата. Се прават производи на 
елементите на главната дијагонала и на елемeнтите на двете дијагонали кои се 
паралелни со главната дијагонала, кои влегуваат во пресметките со знак ”+” и 
производи од елементите на споредната дијагонала и на двете дијагонали кои се 
паралелни со споредната дијагонала, кои влегуваат со знак „-“ т.е. 

Правило на триаголници: Елементите од детерминантата се третираат како темиња 
на триаголници. Се прават производи oд елементите на главната дијагонала и на 
елемeнтите со улога на темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со 
главната дијагонала и тие влегуваат во пресметките со знак „+“ (означени со сина боја), 
и производи од елементите на споредната дијагонала и елемeнтите со улога на 
темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со споредната дијагонала, 
кои влегуваат со знак „-“ (означени со црвена боја), според следната шема:

4

136

Örnek 4   Üçüncü dereceden determinantı Sarrus kuralı ile hesaplayalım:

Сарусовото правило и правилото на триаголници, кои ќе ги презентираме во 
продолжение:

            Да ja пресметаме детерминантата од трет ред  со Сарусово правило:

1 1 0 1 1
0 2 3 0 2 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0 1 2

− −
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

− −

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со Сарусово правило: 

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Пример 4

Сарусово правило: Првата и втората колона од детерминантата од трет ред се 
допишуваат како четврта и петта колона во шемата. Се прават производи на 
елементите на главната дијагонала и на елемeнтите на двете дијагонали кои се 
паралелни со главната дијагонала, кои влегуваат во пресметките со знак ”+” и 
производи од елементите на споредната дијагонала и на двете дијагонали кои се 
паралелни со споредната дијагонала, кои влегуваат со знак „-“ т.е. 

Правило на триаголници: Елементите од детерминантата се третираат како темиња 
на триаголници. Се прават производи oд елементите на главната дијагонала и на 
елемeнтите со улога на темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со 
главната дијагонала и тие влегуваат во пресметките со знак „+“ (означени со сина боја), 
и производи од елементите на споредната дијагонала и елемeнтите со улога на 
темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со споредната дијагонала, 
кои влегуваат со знак „-“ (означени со црвена боја), според следната шема:

4
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4   Aşağıdaki üçüncü dereceden determinantları Sarrus kuralı ile hesaplayınız:

Сарусовото правило и правилото на триаголници, кои ќе ги презентираме во 
продолжение:

            Да ja пресметаме детерминантата од трет ред  со Сарусово правило:

1 1 0 1 1
0 2 3 0 2 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0 1 2

− −
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

− −

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со Сарусово правило: 

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Пример 4

Сарусово правило: Првата и втората колона од детерминантата од трет ред се 
допишуваат како четврта и петта колона во шемата. Се прават производи на 
елементите на главната дијагонала и на елемeнтите на двете дијагонали кои се 
паралелни со главната дијагонала, кои влегуваат во пресметките со знак ”+” и 
производи од елементите на споредната дијагонала и на двете дијагонали кои се 
паралелни со споредната дијагонала, кои влегуваат со знак „-“ т.е. 

Правило на триаголници: Елементите од детерминантата се третираат како темиња 
на триаголници. Се прават производи oд елементите на главната дијагонала и на 
елемeнтите со улога на темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со 
главната дијагонала и тие влегуваат во пресметките со знак „+“ (означени со сина боја), 
и производи од елементите на споредната дијагонала и елемeнтите со улога на 
темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со споредната дијагонала, 
кои влегуваат со знак „-“ (означени со црвена боја), според следната шема:

4
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b)a)

Üçgenler Kuralı: Determinantın elemanları üçgenlerin köşeleri olarak kabul edilir. Ana köşe-
genin elemanlarının ve bir kenarı ana köşegene paralel olan iki üçgenin köşeleri rolündeki 
elemanların çarpımları hesaplanır ve hesaplamalara “+” işaretiyle dahil edilir (mavi renkle gös-
terilmiştir). Yan köşegenin elemanlarının ve bir kenarı yan köşegene paralel olan iki üçgenin 
köşeleri rolündeki elemanların çarpımları hesaplanır ve hesaplamalara “–” işaretiyle dahil edilir 
(kırmızı renkle gösterilmiştir), aşağıdaki şemaya göre:

                                              

Сарусовото правило и правилото на триаголници, кои ќе ги презентираме во 
продолжение:

            Да ja пресметаме детерминантата од трет ред  со Сарусово правило:

1 1 0 1 1
0 2 3 0 2 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0 1 2

− −
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

− −

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со Сарусово правило: 

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Пример 4

Сарусово правило: Првата и втората колона од детерминантата од трет ред се 
допишуваат како четврта и петта колона во шемата. Се прават производи на 
елементите на главната дијагонала и на елемeнтите на двете дијагонали кои се 
паралелни со главната дијагонала, кои влегуваат во пресметките со знак ”+” и 
производи од елементите на споредната дијагонала и на двете дијагонали кои се 
паралелни со споредната дијагонала, кои влегуваат со знак „-“ т.е. 

Правило на триаголници: Елементите од детерминантата се третираат како темиња 
на триаголници. Се прават производи oд елементите на главната дијагонала и на 
елемeнтите со улога на темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со 
главната дијагонала и тие влегуваат во пресметките со знак „+“ (означени со сина боја), 
и производи од елементите на споредната дијагонала и елемeнтите со улога на 
темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со споредната дијагонала, 
кои влегуваат со знак „-“ (означени со црвена боја), според следната шема:

4
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Örnek 5  Üçgenler kuralına göre üçüncü dereceden determinantı aşağıdaki şemaya göre 

hesaplayalım:

                                         

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .

5
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yani, 

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .

5
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5    Aşağıdaki üçüncü dereceden determinantları üçgenler kuralı ile hesaplayın:

                                    a)

 

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .

5
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             b) 

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .

5
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Elde edilen çözümleri 4. sorudaki aynı determinantların çözümleriyle karşılaştırınız!

Determinantları verilen satır veya sütunun elemanlarına göre determinantı açarak da çözebiliriz. 
Bu kuralı göstermeden önce minör ve cebirsel tümleyen olmak üzere iki terim tanıtacağız. Üçüncü 
dereceden determinantı Δ ile göstereceğiz ve elemanlarını bir a harfi ve determinanttaki satır ve 
sütuna göre elemanın konumunu indis olarak göstererek de temsil edebiliriz (a₂₂’nin indisi 22’dir, 

bu da ikinci satır ve ikinci sütunda olduğu anlamına gelir):

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .
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Tanım 3:  Δ üçüncü dereceden bir determinant olsun ve rastgele seçilmiş 1 ≤ i, j ≤ 3 
indisleri için i–inci satır ve j–inci sütundaki elemanlar atlanır. Δᵢⱼ sayısına aᵢⱼ elemanına 
karşılık gelen Δ’nın minörü denir.
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Tanım 4: Üçüncü dereceden bir determinantta aᵢⱼ elemanının cebirsel tümleyeni, 
aᵢⱼ* = (–1)ⁱ⁺ʲ Δᵢⱼ sayısıdır.

Üçüncü dereceden determinantların hesaplanması, bir satırının (sütununun) elemanlarına ve 

bunların karşılık gelen minörlerine göre determinantın açılımıyla yapılabilir.

Teorem 1: Üçüncü dereceden Δ determinantının değeri, i–inci satırın (j–inci sütunun) 
elemanlarının karşılık gelen cebirsel tümleyenleriyle çarpımlarının toplamı olarak elde 
edilebilir, yani:

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).
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Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).
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İspat: Tamamen keyfi olarak üçüncü sütunu seçiyoruz ve j = 3 için 

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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olduğunu kanıtlayacağız. Tanım 2’den, üçüncü dereceden determinant:

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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i = 1, 2, 3 ve j = 1, 2 için de benzer şekilde ispatlanır.				    n

Örnek 6   Üçüncü sütuna göre açılan üçüncü dereceden determinantın değeri:

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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Örnek 5’teki determinantın değeriyle karşılaştırın. Ne sonuç çıkarırsınız?

6    Örnek 6’daki determinantı şu şekilde açarak hesaplayınız:

             a) ikinci satıra göre    b) birinci sütuna göre.

İkinci dereceden determinantlarda olduğu gibi, üçüncü dereceden determinantlarla da denklemleri 

ve eşitsizlikleri çözebiliriz.
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7     x  bilinmeyenine göre denklemleri çözünüz:

              a)  

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7
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                    b) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8
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8    x  bilinmeyenine göre eşitsizliklerii çözünüz:

              a) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .
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b) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8

139

  

 Çalışma Alıştırmaları

1.   Aşağıdaki determinantları hesaplayınız:

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .
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b) c)

d)c) e)

2.  Aşağıdaki üçüncü dereceden determinantları bir satır veya sütuna göre açarak hesaplayınız:

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .
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b) c)

3.  x  bilinmeyenine göre verilen denklemleri çözünüz:

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8
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b)

c)c)
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4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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b)

4.   x  bilinmeyenine göre şu eşitsizliklerii çözünüz:

2. İkinci ve Üçüncü Dereceden Determinantların Özellikleri

Burada ikinci ve üçüncü dereceden determinantların özellikleri verilecektir. Bazı özellikler hem 

ikinci dereceden hem de üçüncü dereceden determinantlar için aynıdır, bu nedenle bu özellikler 

yalnızca bir kez verilecektir.

 1°  Bir determinantta iki satır (sütun) yer değiştirirse, determinant işaret değiştirir.

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1
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 ikinci dereceden determinant için, iki satır yer değiştirirse

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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   determinantın işareti değişeceği açıktır.

1
 
Üçüncü dereceden determinant 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1
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 için ikinci ve üçüncü sütunlar yer 

değiştirdiğinde 1° özelliğini kontrol ediniz.  

Örnek 1   a) 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1
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 determinantında satırlar yer değiştirirse şunu elde ederiz: 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  
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11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.
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21 22 23
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= кога 
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3 2
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3 2
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  a) а) Во детерминантата 

1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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determinantında iki sütunun yerini değiştirin ve ardından iki determinantı da 

hesaplayın. Ne sonuç çıkarırsınız? 
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5 2 5
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− −
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determinantında ikinci ve üçüncü satırların yerini değiştirin ve ardından iki determinantı 

da hesaplayın. Sonuç nedir?  

2°  Bir determinantta iki farklı satırın (sütunun) karşılık gelen elemanları birbirine eşitse, 
determinantın değeri sıfırdır.

Birinci ve ikinci satırlarının karşılık gelen elemanları eşit olan üçüncü dereceden bir determinant 

için, bu determinantın değeri sıfırdır, yani:
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1 0
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пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
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−
− −
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се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.
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1 1
5 5− −
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− −
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 İki sütunun karşılık gelen elemanları eşit olduğunda ikinci dereceden bir determinantta 

2° özelliğini kontrol ediniz!

Örnek 2   a) İki satırın karşılıklı elemanları eşit olan 
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1 0
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−
− −
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değeri sıfıra eşittir. 

b)  İkinci ve üçüncü sütunların karşılık gelen elemanları eşit olan determinantın değeri sıfırdır, örnek 

olarak
 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.
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1 1
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.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
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4
 
 Hesaplayınız:       a) 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.
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колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.
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1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
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.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.
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             b)  

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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. Çözümü açıklayınız.

 

3°   Bir determinantta iki satırın (sütunun) karşılık gelen elemanları orantılıysa, deter-
minantın değeri sıfırdır.

Birinci ve ikinci satırlarının karşılık gelen elemanları orantılı olan üçüncü dereceden bir determinant 

için şunu elde ederiz:
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11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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5
 
  İki sütunun karşılık gelen elemanları orantılı olduğunda ikinci dereceden bir determinantta 

3° özelliğini kontrol ediniz!

Örnek 3       a) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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 dır, çünkü birinci ve ikinci satırın elemanları orantılıdır: 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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b)
 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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dır, çünkü birinci ve ikinci sütunun elemanları orantılıdır:

 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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6  
 
 Hesaplayınız: 

 
a) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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b)  

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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 . Çözümü açıklayınız!

4° Bir determinantta bir satırdaki (sütundaki) tüm elemanlar sıfıra eşitse, determinantın 
değeri sıfırdır.

İkinci satırın elemanları sıfıra eşit olan, ikinci dereceden determinant 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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dır.

7    İkinci sütunun elemanları sıfıra eşit olan üçüncü dereceden bir determinantta 4° özelliği 

kontrol ediniz.

Örnek 4        

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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 determinantlarının değeri sıfırdır, çünkü ikinci dereceden 

determinantta ikinci sütunun elemanları sıfırdır ve üçüncü dereceden determinantta üçüncü satırın 

elemanları sıfırdır.  

8
 
 Hesaplayınız:  a) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4
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b)  

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.
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За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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5°   Bir determinantın, bir satırın (sütunun) tüm elemanları aynı k sayısı ile çarpılıp elde edilen 
çarpımlar başka bir satırın (sütunun) karşılık gelen elemanlarına eklendiğinde değeri değişmez.

İkinci satırın karşılık gelen elemanları aynı k sayısı ile çarpılıp birinci satırın karşılık gelen 

elemanlarına eklenen ikinci dereceden bir determinant için şunu elde ederiz:

determinantın değeri değişmez.

9
  

Üçüncü satırın karşılık gelen elemanları aynı k sayısı ile çarpılıp ikinci satırın karşılık 

gelen elemanlarına eklendiğinde üçüncü dereceden bir determinantta 5° özelliği kontrol ediniz.

Örnek 5          a) 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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 determinantında ilk satıra ikinci satırın 3 ile çarpılmış 

elemanlarını eklersek: 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.

Пример 5

9

10
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 ilk determinant ile aynı değere sahip 

bir determinant elde ederiz.

b) 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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determinantında ikinci sütuna üçüncü sütunun –5 ile çarpılmış elemanlarını ek-

lersek 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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9
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 ilk determinant ile aynı değere sahip 

bir determinant elde ederiz.

10
 
  a) 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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 determinantında birinci sütunun 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.

Пример 5

9

10

143

 ile çarpılmış elemanlarını ikinci sütuna 

ekleyin ve ardından iki determinantı da hesaplayın. Ne fark ediyorsunuz? 
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б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.

11
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b)
  б) Во детерминантата 

1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 determinantında üçüncü satıra birinci satırın 0,5 ile çarpılmış karşılık gelen eleman-

larını ekleyin ve ardından iki determinantı da hesaplayın. Ne fark ediyorsunuz?  

6°   Bir determinantı, verilen bir k sayısıyla çarparken, determinantın bir satırının (sütu-
nunun) elemanları aynı k sayısı ile çarpılır.

İkinci satırının elemanları aynı k sayısı ile çarpılmış üçüncü dereceden bir determinant için 

şunu elde ederiz:

yani değeri ilk determinantın k sayısı ile çarpılmış değerine eşittir.

11
 

 
 İkinci sütunun elemanları aynı k sayısı ile çarpıldığında ikinci dereceden bir determi-

nantta 6° özelliği kontrol ediniz.

Örnek 6  

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 ve 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 olduğundan 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 olduğu açıktır. 

12
 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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determinantlarını hesaplayınız. Ne fark ediyor-

sunuz? 

7°   Bir determinantın bir satırının (sütununun) her elemanı iki toplananın toplamı ise, determinant 
iki determinantın toplamı olarak ifade edilebilir. Belirtilen satırdaki (sütundaki) ilk determinantın 
elemanları ilk toplananlar, ikinci determinantın elemanları ise ikinci toplananlardır, diğer satırlar 
(sütunlar) ise ilk determinant ile aynıdır.
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Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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Aslında,

13
 

 
 İkinci sütunun elemanları iki toplanandan oluşan üçüncü derece bir determinantta özellik  

7° yi kontrol ediniz.

Örnek 7  

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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 dir.  

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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olduğuna 

göre, açıktır ki 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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.

 

14
 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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 determinantlarını hesaplayın. Ne fark ediyorsunuz? 

 

8°  Üçüncü derece bir determinantın bir satırının (sütununun) elemanları, diğer iki satırın 

(sütunun) karşılık gelen elemanlarının lineer kombinasyonları ise, determinantın değeri sıfırdır.

15
 
 
 
3° ve 8° özelliklerini kullanarak şunu gösterin: 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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şeklinde determinantlar üst üçgensel, 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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  şeklindeki determinantlar 

ise alt üçgensel determinantlardır.



146

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.

16

17

146

b) c)

ç)

16
 
          Покажи дека 

11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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 ve        Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.

16

17

146

 

olduğunu gösterininz!

Daha sonra, üst üçgensel hale dönüştürülen determinantların özelliklerini kullanarak 

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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 de-

terminantı hesaplayınız.

Cebirsel tamamlayıcılar için şu özellik doğrudur:

9°   Üçüncü derece bir determinantta, herhangi bir satırın (sütunun) elemanlarının başka bir 

satırın (sütunun) elemanlarının karşılık gelen cebirsel tamamlayıcıları ile çarpımlarının toplamı 

sıfırdır.

17
 
   

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 
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а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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Çalışma Alıştırmaları

1. Şunları kontrol ediniz:

 

2. Determinantların özelliklerini kullanarak hesaplayınız:
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а) 
2 4
8 16− −

; б) 21
a b ac bc
c c c
− −
+ +

;    в) 
3 1 2
1 4 1
6 2 4

; г) 
8 1 2
8 1 2
1 1 1

!

3. Со користење на својствата на детерминанти докажи:

а) 
sin( ) sin cos cos sin

0
cos( ) cos cos sin sin

x y x y x y
x y x y x y
+ +

=
+ −

;

б) 

2 2

2 2

2 2

cos 2 sin cos
cos 2 sin cos 0
cos 2 sin cos

  
  
  

= ; в)
1 2 3 1 2 3
a b c a b c

a p b q c r p q r
=

+ + +

!

4. Со користење на некои својства на детерминанти, пресметај ги следните

детерминанти од трет ред со трансформирање во горнотриаголна или 

долнотриаголна:

а) 
1 1 2
2 0 1
0 1 1

−
; б) 

3 1 1
1 4 2

1 1 1
− ; в) 

1 5 1
2 3 2
2 4 3

.

5. За детерминантата од трет ред
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

докажи дека * * *
13 11 23 21 33 31 0a а a а a а+ + = ! 

3. Решавање на систем од три линеарни равенки со три
непознати и дискусија за множеството решенија

Претходно се запознавме со линеарна равенка со две непознати и нејзиното множество на 

решенија, како и со систем од две линеарни равенки со две непознати и методите на нивно 

решавање. Како методи за решавање на систем од две линеарни равенки со две непознати 

ги спомнавме методот на замена, методот на спротивни коефициенти, графичкиот метод и 

Крамеровите правила (решавање со помош на детерминанти од втор ред). Овде ќе 

воведеме систем од три линеарни равенки со три непознати и детерминантите од трет ред 

ќе ги искористиме за негово решавање. Решавањето на систем од три линеарни равенки 
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4. Со користење на некои својства на детерминанти, пресметај ги следните

детерминанти од трет ред со трансформирање во горнотриаголна или 

долнотриаголна:

а) 
1 1 2
2 0 1
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b) c) ç)

3. Determinantların özelliklerini kullanarak şunu kanıtlayın:

4.  Bazı determinant özelliklerini kullanarak, aşağıdaki üçüncü dereceden determinantları üst 

üçgen veya alt üçgen forma dönüştürerek hesaplayınız:

5. 

а) 
2 4
8 16− −

; б) 21
a b ac bc
c c c
− −
+ +

;    в) 
3 1 2
1 4 1
6 2 4

; г) 
8 1 2
8 1 2
1 1 1

!

3. Со користење на својствата на детерминанти докажи:

а) 
sin( ) sin cos cos sin

0
cos( ) cos cos sin sin

x y x y x y
x y x y x y
+ +

=
+ −

;

б) 

2 2

2 2

2 2

cos 2 sin cos
cos 2 sin cos 0
cos 2 sin cos

  
  
  

= ; в)
1 2 3 1 2 3
a b c a b c

a p b q c r p q r
=

+ + +

!

4. Со користење на некои својства на детерминанти, пресметај ги следните

детерминанти од трет ред со трансформирање во горнотриаголна или 

долнотриаголна:

а) 
1 1 2
2 0 1
0 1 1

−
; б) 

3 1 1
1 4 2

1 1 1
− ; в) 

1 5 1
2 3 2
2 4 3

.

5. За детерминантата од трет ред
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

докажи дека * * *
13 11 23 21 33 31 0a а a а a а+ + = ! 

3. Решавање на систем од три линеарни равенки со три
непознати и дискусија за множеството решенија

Претходно се запознавме со линеарна равенка со две непознати и нејзиното множество на 

решенија, како и со систем од две линеарни равенки со две непознати и методите на нивно 

решавање. Како методи за решавање на систем од две линеарни равенки со две непознати 

ги спомнавме методот на замена, методот на спротивни коефициенти, графичкиот метод и 

Крамеровите правила (решавање со помош на детерминанти од втор ред). Овде ќе 

воведеме систем од три линеарни равенки со три непознати и детерминантите од трет ред 

ќе ги искористиме за негово решавање. Решавањето на систем од три линеарни равенки 
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 üçüncü dereceden determinant için 

а) 
2 4
8 16− −

; б) 21
a b ac bc
c c c
− −
+ +

;    в) 
3 1 2
1 4 1
6 2 4
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8 1 2
8 1 2
1 1 1

!

3. Со користење на својствата на детерминанти докажи:

а) 
sin( ) sin cos cos sin

0
cos( ) cos cos sin sin

x y x y x y
x y x y x y
+ +

=
+ −
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б) 

2 2

2 2

2 2

cos 2 sin cos
cos 2 sin cos 0
cos 2 sin cos

  
  
  

= ; в)
1 2 3 1 2 3
a b c a b c

a p b q c r p q r
=

+ + +

!

4. Со користење на некои својства на детерминанти, пресметај ги следните

детерминанти од трет ред со трансформирање во горнотриаголна или 

долнотриаголна:
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1 1 2
2 0 1
0 1 1

−
; б) 

3 1 1
1 4 2

1 1 1
− ; в) 

1 5 1
2 3 2
2 4 3

.

5. За детерминантата од трет ред
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

докажи дека * * *
13 11 23 21 33 31 0a а a а a а+ + = ! 

3. Решавање на систем од три линеарни равенки со три
непознати и дискусија за множеството решенија
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147

 olduğunu ka-

nıtlayınız!

3. Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini çözme ve çö-
züm kümesi hakkında tartışma

Daha önce, iki bilinmeyenli doğrusal bir denklem ve çözüm kümesi ile iki bilinmeyenli iki doğrusal 

denklem sistemini ve bunları çözme yöntemlerini tanıdık. İki bilinmeyenli iki doğrusal denklem siste-

mini çözmek için yöntemler olarak, yerine koyma yöntemini, zıt katsayılar yöntemini, grafik yöntemini 

ve Cramer kurallarını (ikinci dereceden determinantlar yardımıyla çözme) belirtmiştik. Burada, üç 

bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini tanıtacağız ve üçüncü dereceden determinantları bunu 

çözmek için kullanacağız. Üç  bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini çözmek için üçüncü de
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receden determinantlarlı kullanmak, aslında Cramer kurallarını kullanmaktır.

Tanım 1: Ortak çözümleri aranan üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem kümesine üç 

bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi denir.

со три непознати со детерминанти од трет ред е всушност користење на Крамеровите 

правила.

Во суштина се зборува за конјункција на три линеарни равенки со три непознати.

Решението на систем од три линеарни равенки со три непознати, е дадено во следната 
дефиниција:

Во однос на решението точно е:

Многу често системите не се дадени во општ облик, туку треба да се трансформираат со 
дозволени математички трансформации. 

Дефиниција 1: Множеството од три линеарни равенки со три непознати за кои се 
бараат заедничките решенија се вика систем од три линеарни равенки со три 
непознати:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , ,a a a b b b c c c d d d  . Броевите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се 

нарекуваат коефициенти пред непознатите, а броевите 1 2 3, ,d d d се нарекуваат
слободни членови на системот.  

Овој облик на системот се вика нормален или општ облик на систем од три линеарни 
равенки со три непознати. 

Дефиниција 2: Решение на систем од три линеарни равенки со три непознати е 
секоја подредена тројка од допуштени реални броеви 0 0 0( , , )x y z за која и трите 

равенки во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

поминуваат во вистинити искази 

т.е.
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Системот може да има единствено решение (системот е определен), да нема 
решение (системот е противречен) или да има бесконечно многу решенија (системот 
е неопределен).
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Çözümle ilgili olarak şunlar doğrudur:

Sistem, tek bir çözüme sahip olabilir (sistem belirllidir), çözümü olmayabilir (sistem çelişkidir) 
veya sonsuz sayıda çözümü olabilir (sistem belirsizdir).

Çoğu zaman sistemler genel biçimde verilmez, ancak izin verilen matematiksel dönüşümlerle 

dönüştürülmeleri gerekir.
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Затоа, важно е:

Нека е даден системот од три линеарни равенки со три непознати во нормален облик: 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред непознатите , ,x y z и слободните членови 

1 2 3, ,d d d ги образуваат детерминантите

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

, , ,x y z

а b c d b c а d c а b d
a b c d b c a d c a b d
a b c d b c a d c a b d

 =  =  =  = .

Точно е:

Два системи од три линеарни равенки со три непознати се еквивалентни на иста 
дефиниционата област, ако секое решение на едниот систем е решение и на другиот 
систем.

Систем еквивалентен на дадениот се добива кога која и да било равенка од системот 
се замени со еквивалентна равенка.

Систем од три линеарни равенки со три непознати, ако не е во општ облик тогаш со 
користење на еквивалентни системи на дадениот може да се сведе во нормален (општ) 
облик.

Детерминантата  , образувана од коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред
непознатите , ,x y z се нарекува детерминанта на системот. А останатите три 
детерминанти , ,x y z    се нарекуваат детерминанти на непознатите , ,x y z
соодветно. 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

може да се 

реши со детерминантите , , ,x y z    . Единствено решение се добива со формулите

, , 0yx zx y z
 

= = =  
  

, кои се нарекуваат Крамерови правила.
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Bu nedenle şu bilgiler önemlidir:
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  durumunda elde edilir. 
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(x₀, y₀, z₀) üçlüsü Нека 0 0 0( , , )x y z е решение за системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =
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. Првото равенство го множиме со алгебарскиот комплемент 

*
1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0 2 0 2 0 3 3 0 3 0 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )а a x b y c z а a x b y c z а a x b y c z а d а d а d+ + + + + + + + = + +

Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
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т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 
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. Нека 0  и произволна подредена
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. Од овде се добиваат формулите 
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 sistemin bir çözümü olsun, yani 
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т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
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 doğru 

ifadeler olsun. İlk denklemi a₁ elemanının a₁* cebirsel tamamlayıcısı ile çarpıyoruz. İkinci denklemi 

a₂ elemanının a2
* cebirsel tamamlayıcısı ile çarpıyoruz. Üçüncü denklemi a₃ elemanının a₃* cebirsel 

tamamlayıcısı ile çarpıyoruz. Ardından onları toplamakla şunu elde ediyoruz:
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1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
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Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
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 

+ + + + + + + + = + +

т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
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. Нека 0  и произволна подредена

тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
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. Тогаш 

таа е решение и на системот 
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Üçüncü dereceden determinantların özelliklerinden 10. Özelliği ve ilk öğretim birimindeki Teorem 

1’i kullanarak şunu elde ederiz:
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. Првото равенство го множиме со алгебарскиот комплемент 
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1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0 2 0 2 0 3 3 0 3 0 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )а a x b y c z а a x b y c z а a x b y c z а d а d а d+ + + + + + + + = + +

Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
првата наставна единица се добива:

* * * * * * * * * * * *
0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
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( ) ( ) ( )
х

x а a а a а a y а b а b а b z а c а c а c а d а d а d
 

+ + + + + + + + = + +

т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
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  =

. Нека 0  и произволна подредена

тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
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. Тогаш 
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yani, x₀⋅ Δ = Δx.

Aynı şekilde, denklemleri ikinci sütundaki elemanların cebirsel tamamlayıcıları ile çarparak   

y₀⋅ Δ = Δy elde edilir ve denklemleri üçüncü sütundaki elemanların cebirsel tamamlayıcıları ile 

çarparak z₀⋅ Δ = Δz elde edilir. Sonunda, üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sisteminin bir çözümü 

olan (x₀, y₀, z₀) sayı üçlüsünün 

Нека 0 0 0( , , )x y z е решение за системот 
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a x b y c z d
a x b y c z d
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 + + =
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. Првото равенство го множиме со алгебарскиот комплемент 
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1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 
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Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
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т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
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sisteminin de bir çözümü olduğu elde edilir. Buradan şu 

formüleeri elde ediyoruz: 
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т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
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тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
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 (x₀, y₀, z₀)  sıralı üçlünün herhangi bir üçlü olduğundan, 
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Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ
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y
z
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  =
  =
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секое решение на системот 
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т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
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детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
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2 2 2 2
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 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,
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првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 
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 sisteminin de çözümüdür, yani  
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      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 
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.
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  bir tek çözümdür.

Örnek 1        Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi için:

Determinantlar şunlardır:

Cramer kurallarına gereğince: 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 
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 elde edilir. Sistemin çözümü (1, 

0, 2) sıralı sayı üçlüsüdür.

1   Cramer kuralları ile üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini çözünüz:
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− −
 = − − =  = − − =  = − =
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 

= = = = = =
  

. Решението на 
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      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 
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линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:
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üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi 
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 sistemi ile denk oldu-

ğunu gördük. Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sisteminde  ∆ = 0 olsun

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi için Δ = 0 olsun. Bu durumda iki alt durum mümkündür:
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1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d
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Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ
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y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
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sistemde   x · 0 = Δx  biçimini alır, bu ise bir çelişkidir. Buradan üç bilinmeyenli üç doğrusal
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противречност. Од тука следува дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
е противречен. 

б) Ако 0х у z =  =  = тогаш системот од три линеарни равенки со три непознати има 
бесконечно многу решенија или е противречен. 

Навистина, ако сите коефициенти од една равенка и слободниот член се нули тогаш таа 
равенка има облик 0 0 0 0x у z +  +  = . Значи секоја подредена тројка броеви ќе биде 
решение на оваа равенка. Тогаш добиваме систем од двете преостанати линеарни равенки 
со три непознати, кој може да има бесконечно многу решенија или да биде противречен 
систем. Се добива истата ситуација и ако барем еден од коефициентите во барем една 
равенка е различен од нула. 

     Во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 0х у z =  =  =  = земи 1 0а  и докажи 

дека системот има бесконечно многу решенија или е противречен!

Точно е:

Согласно до сега кажаното, можеме да ја дадеме следната Крамерова теорема:

         а) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 0
3

2 2

x y z
y
x y z

+ − =
 = −
 − − =

.

Системот од три линеарни равенки со три непознати има или бесконечно многу 
решенија (неопределен систем) или нема решение (противречен систем) ако 0 = .

Пример 2

Теорема 1 (Крамер): а) Ако детерминантата на системот од три линеарни равенки со 
три непознати е различна од нула т.е. 0  тогаш тој систем има единствено решение 

(определен систем) , ,yx zx y z
 

= = =
  

.

б) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z        тогаш системот 
нема решение (противречен систем).

в) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z =  =  = тогаш системот
има бесконечно многу решенија или нема решение (противречен систем).
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denklem sistemi çelişki olduğu sonucu elde edilir.

b) Eğer Δx = Δy = Δz = 0 ise, üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi sonsuz sayıda çözüme 

sahip olabilir veya çelişki olabilir.

Gerçekten de, bir denklemin tüm katsayıları ve serbest terimi sıfır ise, o denklem 0 · x + 0 · y + 0 · z = 0 

biçimini alır. Bu, her sıralı sayı üçlüsünün bu denklemin bir çözümü olacağı anlamına gelir. O zaman, 

sonsuz sayıda çözüme sahip olabilen veya çelişkili bir sistem olabilen, üç bilinmeyenli iki doğrusal 

denklemden oluşan bir sistem elde ederiz. En az bir denklemdeki katsayılardan en az biri sıfırdan 

farklıysa da aynı durum elde edilir.

2   Δ = Δx = Δy = Δz = 0 olduğu 

противречност. Од тука следува дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
е противречен. 

б) Ако 0х у z =  =  = тогаш системот од три линеарни равенки со три непознати има 
бесконечно многу решенија или е противречен. 

Навистина, ако сите коефициенти од една равенка и слободниот член се нули тогаш таа 
равенка има облик 0 0 0 0x у z +  +  = . Значи секоја подредена тројка броеви ќе биде 
решение на оваа равенка. Тогаш добиваме систем од двете преостанати линеарни равенки 
со три непознати, кој може да има бесконечно многу решенија или да биде противречен 
систем. Се добива истата ситуација и ако барем еден од коефициентите во барем една 
равенка е различен од нула. 

     Во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 0х у z =  =  =  = земи 1 0а  и докажи 

дека системот има бесконечно многу решенија или е противречен!

Точно е:

Согласно до сега кажаното, можеме да ја дадеме следната Крамерова теорема:

         а) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 0
3

2 2

x y z
y
x y z

+ − =
 = −
 − − =

.

Системот од три линеарни равенки со три непознати има или бесконечно многу 
решенија (неопределен систем) или нема решение (противречен систем) ако 0 = .

Пример 2

Теорема 1 (Крамер): а) Ако детерминантата на системот од три линеарни равенки со 
три непознати е различна од нула т.е. 0  тогаш тој систем има единствено решение 

(определен систем) , ,yx zx y z
 

= = =
  

.

б) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z        тогаш системот 
нема решение (противречен систем).

в) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z =  =  = тогаш системот
има бесконечно многу решенија или нема решение (противречен систем).
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  sistemde a₁ ≠ 0 olduğunu varsayarak, 

sistemin sonsuz sayıda çözüme sahip olduğunu veya çelişkili olduğunu kanıtlayınız!

Şu ifade doğrudur:

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi, Δ = 0 ise ya sonsuz sayıda çözümü vardır   (belirsiz 

sistemdir) ya da çözümü yoktur (çelişkili sistemdir).

Şimdiye kadar söylenenlere göre, aşağıdaki Cramer teoremini verebiliriz:

Teorem 1 (Cramer kuralı): a) Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sisteminin determinantı sıfırdan 

farklıysa, yani Δ ≠ 0 ise, bu sistemin bir tek çözümü vardır ( sistem bellidir)  

противречност. Од тука следува дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
е противречен. 

б) Ако 0х у z =  =  = тогаш системот од три линеарни равенки со три непознати има 
бесконечно многу решенија или е противречен. 

Навистина, ако сите коефициенти од една равенка и слободниот член се нули тогаш таа 
равенка има облик 0 0 0 0x у z +  +  = . Значи секоја подредена тројка броеви ќе биде 
решение на оваа равенка. Тогаш добиваме систем од двете преостанати линеарни равенки 
со три непознати, кој може да има бесконечно многу решенија или да биде противречен 
систем. Се добива истата ситуација и ако барем еден од коефициентите во барем една 
равенка е различен од нула. 

     Во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 0х у z =  =  =  = земи 1 0а  и докажи 

дека системот има бесконечно многу решенија или е противречен!

Точно е:

Согласно до сега кажаното, можеме да ја дадеме следната Крамерова теорема:

         а) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 0
3

2 2

x y z
y
x y z

+ − =
 = −
 − − =

.

Системот од три линеарни равенки со три непознати има или бесконечно многу 
решенија (неопределен систем) или нема решение (противречен систем) ако 0 = .

Пример 2

Теорема 1 (Крамер): а) Ако детерминантата на системот од три линеарни равенки со 
три непознати е различна од нула т.е. 0  тогаш тој систем има единствено решение 

(определен систем) , ,yx zx y z
 

= = =
  

.

б) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z        тогаш системот 
нема решение (противречен систем).

в) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z =  =  = тогаш системот
има бесконечно многу решенија или нема решение (противречен систем).
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b) Sistemin determinantı Δ = 0 ise ve Δx ≠ 0 ∨ Δy ≠ 0 ∨ Δz ≠ 0 ise sistemin çözümü yoktur (sistem 

çelişkidir).

c) Sistemin determinantı Δ = 0 ise ve Δx = 0 ∧ Δy = 0 ∧ Δz = 0 ise sistemin sonsuz sayıda çözümü 

vardır veya çözümü yoktur  (sistem belirsizdir).

Örnek 2       a) Şu üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi verilmiştir:
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Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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  dır. Ancak 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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  olduğuna göre, 

sistem çelişki olduğu anlamına gelir. Gerçekten de, sistemin birinci ve üçüncü denkleminde y = –3 

yerine konulduğunda, çelişkili bir sistem olan 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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 sistem elde edilir.

b) Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi verilmiştir:

Sistemin determinantı 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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  dır. Halbuki Δx = Δy = Δz = 0 determinantları da sıfırdır. 

Bu, sistemin sonsuz sayıda çözüme sahip olduğu veya çelişkili olduğu anlamına gelir. Sistemdeki 

birinci ve üçüncü denklemlerde y = –1 alırsak, 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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 sistemi elde edilir ve bir denkleminin 

gereksiz olduğu yani z = x elde edilir. x = t için z = t elde ederiz. Buna göre, bu sistemin çözü-

münün (t, –1, t), t ∈  sıralı çifti olarak alınabileceği anlamına gelir, yani sistemin çözüm küme-

si M = {(t, –1, t) | t ∈ } dir.

c) Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi verilmiş olsun:

                                                             

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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Sistemin determinantı: 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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 dır. Ancak Δx = Δy = Δz = 0 determinantları da sıfırdır.

Bu, sistemin sonsuz sayıda çözüme sahip olduğu veya çelişkili olduğu anlamına gelir. İkinci denklemi 

2’ye bölersek, açıkça çelişkili olan üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan: 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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sistemi elde ederiz.
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      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати
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 üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemine, 

üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan homojen sistem denir.
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Teorem 2: Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan homojen bir sistemin sıfırdan farklı 

çözümleri, ancak ve ancak sistemin determinantı Δ = 0 ise vardır.

İspat:   

      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3

154

 üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan homojen sistemin sı-
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 üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan homojen sistemin Δ = 0 olsun. 
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многу решенија или е противречен. Со оглед на тоа што овој систем го има нултото 
решение следува дека не може да биде противречен систем. Следи дека системот има 
бесконечно многу решенија.         ▄

                   Хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати: 

3 3 0
0
2 0

x y z
y
x y z

+ − =
 =
 − − =

има детерминантита е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

. Доколку во првата и третата равенка од 

системот земеме за 0y = тогаш го добиваме системот 
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е 

излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото решение на овој систем 
може да се земе подредениот пар ( ,0, ),t t t т.е. множеството на решенија на системот 
е {( ,0, ) }М t t t=  .

                  Најди ги сите решенија на следните хомогени системи од три линеарни равенки 
со три непознати:

а) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 2 0
0

x y z
х y

y z

+ + =
 − =
 + =

.

Дискусија на множеството решенија

Дискусијата на множеството решенија на еден систем од три линеарни равенки со три 
непознати ќе ја спроведеме со користење на детерминантите и Крамеровата теорема преку 
пример и задачи, на ист начин како и дискусијата за множеството решенија на систем од 
две линеарни равенки со две непознати во прва година.

         За системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2
2

аx y z
x ay z
x y az

+ + =
 + + =
 + + =

Пример 4

Пример 3

4

155

многу решенија или е противречен. Со оглед на тоа што овој систем го има нултото 
решение следува дека не може да биде противречен систем. Следи дека системот има 
бесконечно многу решенија.         ▄

                   Хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати: 

3 3 0
0
2 0

x y z
y
x y z

+ − =
 =
 − − =

има детерминантита е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

. Доколку во првата и третата равенка од 

системот земеме за 0y = тогаш го добиваме системот 
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е 

излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото решение на овој систем 
може да се земе подредениот пар ( ,0, ),t t t т.е. множеството на решенија на системот 
е {( ,0, ) }М t t t=  .

                  Најди ги сите решенија на следните хомогени системи од три линеарни равенки 
со три непознати:

а) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 2 0
0

x y z
х y

y z

+ + =
 − =
 + =

.

Дискусија на множеството решенија

Дискусијата на множеството решенија на еден систем од три линеарни равенки со три 
непознати ќе ја спроведеме со користење на детерминантите и Крамеровата теорема преку 
пример и задачи, на ист начин како и дискусијата за множеството решенија на систем од 
две линеарни равенки со две непознати во прва година.

         За системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2
2

аx y z
x ay z
x y az

+ + =
 + + =
 + + =

Пример 4

Пример 3

4

155

b)

Cramer teoremi c) bu sistemin sonsuz sayıda çözümü olduğunu gösterir ya da çelişkilidir. Bu sistemin 

sıfır çözümüne sahip olduğu göz önüne alındığında, çelişkili bir sistem olamaz. Sistemin sonsuz 

sayıda çözümü olduğu elde edilir.

Örnek 3  
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 üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemin homojen sistemin determi-
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 elde edilir. Burada  denklemler-

den biri gereksizdir.  z = x  alındığında x = t için z = t elde ederiz. Buna göre, bu sistemin genel 

çözümünün (t, 0, t), t ∈  sıralı çifti olarak alınabileceği anlamına gelir, yani sistemin çözüm kümesi 

M = {(t, 0, t) | t ∈ } dir.

4   Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan aşağıdaki homojen sistemlerin tüm 

çözümlerini bulunuz:

Çözüm kümesiniyle ilgili inceleme

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sisteminin çözüm kümesinin incelenmesini, determinantlar ve 

Cramer teoremi kullanılarak, örnek ve alıştırmalar aracılığıyla, birinci yılda iki bilinmeyenli iki doğrusal 

denklem sisteminin çözüm kümesinin incelenmesinde olduğu gibi yapılacaktır. 

Örnek 4   Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi için:
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во однос на параметарот a ќе го дискутираме неговото решение. Детерминантата на 

системот е: 3 2

1 1
1 1 2 3 ( 1) ( 2)
1 1

а
а а а а а

а
 = = + − = − + . Другите три детерминанти се:

1 1 1
2 1 ( 3)( 1),
2 1

1 1
1 2 1 ( 1)(2 1),
1 2

1 1
1 2 ( 1)(2 1).
1 1 2

x

y

z

а а а
а

а
а а

а

а
а а а

 = = − −

 = = − −

 = = − −

Системот има единствено решение кога 0  т.е. 1 2а а   − и тоа е 3
( 1)( 2)

ax
a a

−
=

− +
,

2 1
( 1)( 2)

ay z
a a

−
= =

− +
т.е. решението е подредената тројка

3 2 1 2 1, ,
( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

а а а
а а а а а а

 − − −
 − + − + − + 

.

Системот нема решение или има бесконечно многу решенија, ако 0 = т.е 1 2а а=  = − .

За 1а = детерминантите 0x y z =  =  = . Системот има облик 
1
2
2

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

и едната 

равенка е излишна. Значи го имаме системот 
1
2

x y z
x y z
+ + =

 + + =
и од првата равенка имаме 

1z х у= − − . Со замена на оваа равенка во втората добиваме 0 0 1х у +  = што е 
противречност. Значи системот е противречен систем т.е. нема решение.

За 2а = − детерминантата 15 0x =  , тогаш системот нема решение.

             Во зависност од параметарот а , дискутирај го решението на системот 

1
4 1

6 ( 2) 2 1

x y z
аx y z

x а y z

+ + =
 + + =
 + + + =

. 
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dir. Diğer üç determinant ise:
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, yani çözümü sıralı üçlüsüdür.

Sistem, Δ = 0 yani a = 1 ∨ a = –2 olduğunda ya çözüme yoktur  ya da sonsuz sayıda çözüme vardır.
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−
=

− +
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2 1
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− +
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а а а а а а
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 − + − + − + 

.

Системот нема решение или има бесконечно многу решенија, ако 0 = т.е 1 2а а=  = − .

За 1а = детерминантите 0x y z =  =  = . Системот има облик 
1
2
2

x y z
x y z
x y z
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 + + =

и едната 
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1
2

x y z
x y z
+ + =
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и од првата равенка имаме 

1z х у= − − . Со замена на оваа равенка во втората добиваме 0 0 1х у +  = што е 
противречност. Значи системот е противречен систем т.е. нема решение.

За 2а = − детерминантата 15 0x =  , тогаш системот нема решение.
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аx y z

x а y z
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 + + =
 + + + =

. 
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  şeklindedir ve denklemlerden 
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3 2 1 2 1, ,
( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

а а а
а а а а а а

 − − −
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.
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 + + =

и едната 

равенка е излишна. Значи го имаме системот 
1
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x y z
x y z
+ + =

 + + =
и од првата равенка имаме 

1z х у= − − . Со замена на оваа равенка во втората добиваме 0 0 1х у +  = што е 
противречност. Значи системот е противречен систем т.е. нема решение.

За 2а = − детерминантата 15 0x =  , тогаш системот нема решение.

             Во зависност од параметарот а , дискутирај го решението на системот 
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 sistemini elde ederiz ve ilk denklemden z = 1 – x – y elde ederiz. 

Bu denklemi ikinci denklemde yerine koyarak 0 · x + 0 · y = 1 elde ederiz, bu da çelişkidir. Yani 

sistem çelişkili bir sistemdir, yani çözümü yoktur.

a = –2 için Δx = 15 ≠ 0 determinantı, bu durumda sistemin çözümü yoktur.

5   a  parametresine bağlı olarak, şu sistemin çözümünü inceleyiniz:
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Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.

                   Системот:

2 3 1 9
2

1 2 3 6
2

4 5 2 12
2

x z y x z

x z y x z

x z y x z


− + = − +


+ − = − − +


− − =

− +

со воведување на помошните непознати 
1 1 1, ,

2
u v w

x z y x z
= = =

− +
се трансформира во 

систем од три линеарни равенки со три непознати 
2 3 9

2 3 6
4 5 2 12

u v w
u v w

x v w

− + =
 + − = −
 − − =

. Овој систем решавајќи 

го со Крамеровите правила има решение (1,-2,1). Се враќаме назад во помошните 
непознати, каде добиваме нов систем од три линеарни равенки со три непознати 

1
12
2

1

x z

y z

z

− =
 + = −


=

. Со решавање на овој систем со Крамеровите правила се добива решение 

(2, 5
2

− ,1), кое е воедно и решение на почетниот систем.

     Реши го системот 

3 6 1 1

6 4 1 3

15 2 3 5

x у z y x х z

x у z y x x z

x y z y x x z


− − = + − + −


− + = + − + −


+ + =

+ − + −

.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги следните системи равенки:

а) 
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; б) 
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; в) 
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

; г) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.
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Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.
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го со Крамеровите правила има решение (1,-2,1). Се враќаме назад во помошните 
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(2, 5
2

− ,1), кое е воедно и решение на почетниот систем.
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6 4 1 3
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
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; г) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8
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− + − =
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b) c) ç)

Bazı sistemler, uygun yardımcı bilinmeyenler tanıtılarak üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem siste-

mine dönüştürülebilir ve bu şekilde çözülebilir.

Örnek 5      Şu sistemde: 

 

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.
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 yardımcı bilinmeyenleri tanıtılarak üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem-

den oluşan  

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.
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  sistem elde edilir. Cramer kuralları ile bu sistemi çözerek (1, –2, 1) 

çözümünü elde ederiz. Yardımcı bilinmeyenlere geri dönersek, üç bilinmeyenli üç doğrusal denk-

lemden oluşan 

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.
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непознати, каде добиваме нов систем од три линеарни равенки со три непознати 
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x z

y z

z

− =
 + = −


=

. Со решавање на овој систем со Крамеровите правила се добива решение 

(2, 5
2

− ,1), кое е воедно и решение на почетниот систем.
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− + − =
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 yeni sistem elde ederiz.

 Bu sistemi Cramer kuralları ile çözerek 

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
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 çözümünü elde ederiz, bu da verilen sistemin 

çözümüdür.

5  
 Verilen sistemi çözünüz: 

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.

                   Системот:

2 3 1 9
2

1 2 3 6
2

4 5 2 12
2

x z y x z

x z y x z

x z y x z


− + = − +


+ − = − − +


− − =

− +

со воведување на помошните непознати 
1 1 1, ,

2
u v w

x z y x z
= = =

− +
се трансформира во 

систем од три линеарни равенки со три непознати 
2 3 9

2 3 6
4 5 2 12

u v w
u v w

x v w

− + =
 + − = −
 − − =

. Овој систем решавајќи 

го со Крамеровите правила има решение (1,-2,1). Се враќаме назад во помошните 
непознати, каде добиваме нов систем од три линеарни равенки со три непознати 

1
12
2

1

x z

y z

z

− =
 + = −


=

. Со решавање на овој систем со Крамеровите правила се добива решение 

(2, 5
2

− ,1), кое е воедно и решение на почетниот систем.

     Реши го системот 

3 6 1 1

6 4 1 3

15 2 3 5

x у z y x х z

x у z y x x z

x y z y x x z


− − = + − + −


− + = + − + −


+ + =

+ − + −

.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги следните системи равенки:

а) 
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; б) 
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; в) 
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

; г) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.
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Çalışma alıştırmaları

1. Aşağıdaki denklem sistemlerini çözünüz:
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2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.
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b)

2. Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan aşağıdaki homojen sistemleri çözün:

3.  m parametresinin değerine bağlı olarak, aşağıdaki sistemin çözümünü tartışın:

4.  Yerine koyma yaparak aşağıdaki sistemleri çözün:

4. Matris Kavramı

Matris kavramını tanımlayalım.

Tanım 1:  m, n ∈  doğal sayılar olsun ve  m · n  gerçek sayı  o şekilde verilmiş olsun ki,  

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.
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 m satır ve n sütunlara yerleştirilmiş olsun

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.
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Bu dikdörtgen şemaya m × n biçiminden matris veya m × n – matris denir, aᵢⱼ gerçek sayıları-
na matrisin elemanları denir.

Matrisleri genellikle büyük basın Latin harfleriyle gösteririz ve Tanım 1’de verilen gösterim yerine, 

matrisi kısaca  A = [aᵢⱼ]m×n  olarak da yazabiliriz.

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.
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b)

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.
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b)
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Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2
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Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2

159

b) c)

Bir matris, elemanlarının değerleri ve bu matris içindekielemanlarının  konumları biliniyorsa ta-
mamen bellidir.

Bir matristeki aᵢⱼ elemanının konumundan bahsettiğimizde, i–inci satırda ve j–inci sütunda, yani i–inci 

satır ve j–inci sütunun kesişiminde olduğunu söyleriz.

Örnek 1  
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1 4 2

A
− 

=  − 
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матрицата 
0 1 2 3
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B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.
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1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.
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matrisi 2 × 3 boyutlu 2 satır ve 3 sütundan oluşur, 
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од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
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−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
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matrisi ise biçimindedir ve 2 × 4 boyutlu olarak 2 satır ve 3 sütundan oluşmuştur.

1    Aşağıdaki matrislerin boyutunu belirtiniz: 

Tanım 2:  A = [aᵢⱼ]m×n  ve  B = [bᵢⱼ]m×n   iki matris, aynı m × n boyutlu ve karşılık gelen elemanları 

eşitse, yani tüm i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n için aᵢⱼ = bᵢⱼ ise  matrislere eşittirler denir.

Örnek 2   A ve B matrisleri aynı boyutlu ve aynı elemanlardan oluştuklarına rağmen birbiri

ne 

eşit değildir çünkü elemanların konumları aynı değildir:

 

Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.
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2 3
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=  − 
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3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
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elemanlar 

karşılıklı olarak aynı konumda olmalıdır. A matrisindeki 1 sayısı 1. satır ve 1. sütun konumunda 

bulunurken, B matrisinde 1. satır ve 2. sütun konumunda bulunur.

2   İki matrisin eşit olması için x ve y bilinmeyenlerini belirtiniz: 
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Tanım 3: Tüm elemanları sıfıra eşit olan m × n biçimindeki matrise m × n boyutlu sıfır matris 
denir ve Om,n (veya Onxn) olarak gösterilir.

Tanım 4: m = 1 olan (yani 1 × n biçiminde olan ve sadece bir satırı olan) 
 [a₁ a₂ a₃ ... an]

matrisine, satır – matrisi denir, sadece bir sütunu olan (m × 1 biçiminde olan)

 

Ако ij m n
A a


 =   тогаш T

ji n m
A a


 =   .

                    За матрицата 

3 2

1 2
3 4 ,
0 4

А



 
 =  
 − 

нејзината транспонирана матрица е 

2 3

1 3 0
2 4 4

ТА


 
=  − 

.

За транспонираната матрица точна е следната теорема 1:

Доказ: Својството следува од дефиницијата 5, ако  
nmijaA


= тогаш  

mnij
T aA


= . Ако 

T
ji n m

A a


 =   тогаш ( )T Т
ij m n

A a A


 = =  . ▄

     За матрицата 
1 2 3 4
5 5 0 4

А
− 

=  − 
, провери го равенството ( )TTA A= .

Дефиниција 3: За матрицата од облик m n , за која важи дека сите нејзини елементи 
се еднакви на нула, ќе велиме дека е нулта m n –матрица и ја означуваме Om.,n

(или m nО  ).

Дефиниција 4: Матрица за која m=1 (т.е. е од облик 1 n , што значи дека има само една 
редица)

 naaaa 321

се нарекува матрица-редица, додека матрицата со само една колона (од облик 1m )























ma

a
a
a


3

2

1

ја именуваме како матрица-колона.

Дефиниција 5: Нека A е  m n – матрица. Со TA ќе ја означуваме матрицата добиена 

со промена на улогите на редиците и колоните на A . За TA велиме дека е 
транспонирана матрица на матрицата A .

Пример 3

Теорема 1: За произволна матрица A важи ( )TTA A= .

3
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matrise ise sütun – matrisi denir.

 

Tanım 5:  A, m × n matrisi olsun. A’nın satır ve sütunlarının yerlerini değiştirerek elde edilen 

matrise  transpoze matris  denir ve AT ile gösterilir.  

 A = [aᵢⱼ]m×n ise  AT = [aᵢⱼ]m×n  dir.

Örnek 3           

Ако ij m n
A a


 =   тогаш T

ji n m
A a


 =   .

                    За матрицата 

3 2

1 2
3 4 ,
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А



 
 =  
 − 

нејзината транспонирана матрица е 

2 3
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2 4 4
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
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A a
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ij m n

A a A
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 = =  . ▄

     За матрицата 
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5 5 0 4

А
− 

=  − 
, провери го равенството ( )TTA A= .

Дефиниција 3: За матрицата од облик m n , за која важи дека сите нејзини елементи 
се еднакви на нула, ќе велиме дека е нулта m n –матрица и ја означуваме Om.,n

(или m nО  ).

Дефиниција 4: Матрица за која m=1 (т.е. е од облик 1 n , што значи дека има само една 
редица)

 naaaa 321

се нарекува матрица-редица, додека матрицата со само една колона (од облик 1m )
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ја именуваме како матрица-колона.

Дефиниција 5: Нека A е  m n – матрица. Со TA ќе ја означуваме матрицата добиена 

со промена на улогите на редиците и колоните на A . За TA велиме дека е 
транспонирана матрица на матрицата A .
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  matrisinin transpozu 

Ако ij m n
A a
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A a
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                    За матрицата 
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 matrisidir.

Transpoz matrisi için teorem 1 doğrudur:

Teorem 1:  Herhangi bir A matrisi için (AT)T = A  dır.

İspat: Özellik, Tanım 5’ten gerekir.  A = [aᵢⱼ]m×n ise AT = [aᵢⱼ]m×n dir.  AT = [aᵢⱼ]m×n   ise AT = [aᵢⱼ]m×n = A  

dır.

3  

Ако ij m n
A a
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 =   тогаш T

ji n m
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
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Пример 3

Теорема 1: За произволна матрица A важи ( )TTA A= .
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 matrisi için (AT)T = A eşitliğini kontrol ediniz.
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        а) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е квадратна матрица од ред 3. 

Елементите од главната дијагонала се 2,-2,0, а елементите од споредната дијагонала се -
4,-2,-4.

б) Единечна матрица од втор ред има облик,

2

1 0
0 1

E  
=  
 

.

     а) Дајте пример на квадратна матрица од ред 4 и испишете ги елементите на 
главната и на споредната дијагонала.
б) Напишете ја единичната матрица од трет ред!

Некои квадратни матрици:

1. Квадратна матрица се нарекува горнотриаголна матрица ако сите нејзини
елементи „под“ главната дијагонала се еднакви на нула, или попрецизно, тоа е
матрица за која 0,ija = за сите i j , т.е.
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2. Квадратна матрица се нарекува долнотриаголна матрица ако сите нејзини
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Дефиниција 7: За матрицата  ijn eE = од ред n за кој важи дека 
1: ако
0 : акоij

i j
e

i j
=

=  
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eğer
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 koşulunu sağlayan n –ci dereceden En = [eij] matrisine n –ci de-

receden birim matris denir.
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 matrisi 3. Derece bir kare matristir.

Asal köşegenin elemanları 2, –2, 0’dır ve yedek köşegenin elemanları 4, –2, –4’tür.

b) İkinci dereceden birim matris şu şekildedir:
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4  a) 4. derece bir kare matris örneği veriniz ve asal ve yedek köşegenlerin elemanlarını 

yazınız.

b) Üçüncü dereceden bir birim matrisi yazın!

Bazı kare matrisler:

1.	Asal köşegenin «altındaki» tüm elemanları sıfıra eşit olan bir kare matrise üst üçgen matris 

denir, veya daha doğrusu, tüm i > j için aij = 0 olan bir matristir, yani

2.	Ana köşegenin “üstündeki” tüm elemanları sıfıra eşit olan bir kare matrise alt üçgen matris 

denir, yani tüm i < j için aij = 0 olan bir matristir, yani
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Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
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т.е.
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5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
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е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 
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 
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 −
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е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
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0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 

    Пр   им   ер      5
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Bu iki matris türü, ortak bir adla üçgen matrisler olarak adlandırılır.

3.	Hem alt hem de üst üçgen olan bir matrise köşegen matris denir, yani:

4.	Köşegen matrisin köşegenindeki tüm elemanlar birbirine eşitse, böyle bir matrise skaler mat-

ris denir, yani:  
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n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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, veya

5.	AT = A ise, A’ya simetrik matris denir, AT = –A ise, A matrisine ters simetrik (antisimetrik) 

matris denir.

6.		 ATA= AAT=E  ise, A matrisine ortogonal matris denir.

Örnek 5          a) 
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21 22

31 32 33

1 2 3
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n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.
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22

0 0
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0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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 matrisi üst üçgen matristir, 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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 matrisi 

alt üçgen matristir, 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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  matrisi ise  köşegen matristir.

   

b)  
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 
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 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.
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22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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matrisi skaler matristir.
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в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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b) c) ç)

c) в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 matrisi simetrik bir matristir, в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 matrisi ise ters simetrik  matristir.

4   a) Üçüncü dereceden bir üst üçgen matris ve bir alt üçgen matris örneği veriniz!

b) Birim matris ve sıfır kare matrisler ne tür matrislerdir?

c) 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  
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Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 
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z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
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1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
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0
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а
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 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
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  
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 
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  

.
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 matrisinde A = AT olacak şekilde a ve c var mıdır?

4.   Aşağıdaki kare matrisler ne tür matrislerdir:
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5. Операции со матрици

Кај матриците може да се дефинираат одредени операции. Операциите со кои се оперира 
се: множење на матрица со број, собирање на матрици и множење на матрици.

Множење на матрица со број

         Производот на реалниот број -2 со квадратната матрицата 
0 1
2 3

А  
=  − 

од ред 2 е матрицата 
0 1 2 0 2 1 0 2

2 2
2 3 2 ( 2) 2 3 4 6

А
−  −  −     

−  = −  = =     − −  − −  −     
, која е исто така

квадратна матрица од ред 2, како и матрицата А.

Пресметај: а) 

21 21 3
12 6 2
2

 − 
  
 
  

; б) 
1

6
0
 
  
 

.

За оваа операција точна е теорема 1:

Доказ: Нека е се дадени произволни m n - матрици ij m n
А a


 =   , [0]m nО = ,

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
(i) Производот на реалниот број 0 со матрицата A

0 0 0 [0]ij ijА a a О    =  =  = =   
e нултата матрица О ,

(ii) Производот на произволен реален број a и нултата матрица О e

   , ,[0] 0 0m n m na O a a O =  =  = =

е нултата матрица О ,

Дефиниција 1: Нека a и , 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
A a i m j n


 = = =  . Производ на реален 

број a со матрица A е матрица од ист ред како и матрицата A (значи, од ред m n
), ја означуваме со aA , чии елементи се производите на бројот a со соодветните 
елементи од A , т.е.

 
nmijaaaA


= .

Пример 1

Теорема 1: Нека матриците A и О се од ред m n и a . Тогаш точни се следниве 
својства:
i) 0 A О = ;    ii) a O O = ; iii)1 A А = ;   iv) ( 1) , 1,2,..., , 1,2,...,ij ijm n m n

a a i m j n
 

   −  = − = =   
.
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5. Matrislerle İşlemleri

Matrislerde belirli işlemler tanımlanabilir. Yapılan işlemler şunlardır: bir matrisi bir sayıyla çarpma, 

matrisleri toplama ve matrisleri çarpma.

Bir matrisi bir sayıyla çarpma

Tanım 1: a ∈  ve A = [aᵢⱼ]m×n, i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n olsun. Bir a  gerçek sayısı-
nın A matrisi ile çarpımı, A matrisi ile aynı boyutta (yani m × n boyutlu) bir matristir, aA ile 

gösterilir ve elemanları a ∈  sayısının A matrisinin karşılık gelen elemanları ile çarpımıdır, 

yani:

aA = [aᵢⱼ]m×n 

Örnek 1      –2 gerçek sayısının  
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 ikinci derece kare matrisi ile çarpımı, A matrisi gibi 

ikinci derece kare matrisi olan matristir, yani 
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a a i m j n
 

   −  = − = =   
.
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dir.  

1   Hesaplayınız:  

5. Операции со матрици

Кај матриците може да се дефинираат одредени операции. Операциите со кои се оперира 
се: множење на матрица со број, собирање на матрици и множење на матрици.

Множење на матрица со број

         Производот на реалниот број -2 со квадратната матрицата 
0 1
2 3

А  
=  − 

од ред 2 е матрицата 
0 1 2 0 2 1 0 2

2 2
2 3 2 ( 2) 2 3 4 6

А
−  −  −     

−  = −  = =     − −  − −  −     
, која е исто така

квадратна матрица од ред 2, како и матрицата А.

Пресметај: а) 

21 21 3
12 6 2
2

 − 
  
 
  

; б) 
1

6
0
 
  
 

.

За оваа операција точна е теорема 1:

Доказ: Нека е се дадени произволни m n - матрици ij m n
А a


 =   , [0]m nО = ,

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
(i) Производот на реалниот број 0 со матрицата A

0 0 0 [0]ij ijА a a О    =  =  = =   
e нултата матрица О ,

(ii) Производот на произволен реален број a и нултата матрица О e

   , ,[0] 0 0m n m na O a a O =  =  = =

е нултата матрица О ,

Дефиниција 1: Нека a и , 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
A a i m j n


 = = =  . Производ на реален 

број a со матрица A е матрица од ист ред како и матрицата A (значи, од ред m n
), ја означуваме со aA , чии елементи се производите на бројот a со соодветните 
елементи од A , т.е.

 
nmijaaaA


= .

Пример 1

Теорема 1: Нека матриците A и О се од ред m n и a . Тогаш точни се следниве 
својства:
i) 0 A О = ;    ii) a O O = ; iii)1 A А = ;   iv) ( 1) , 1,2,..., , 1,2,...,ij ijm n m n

a a i m j n
 

   −  = − = =   
.
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b)

 

Bu işlem için şu teorem 1 doğrudur:

Teorem 1: A ve O matrisleri m × n sırasından ve a ∈  olsun. O zaman aşağıdaki özellikler 
doğrudur:

i) 0 · A = O,  ii) a · O = O ,  iii)  1 · A = A,  iv) (–1) · [aᵢⱼ]m×n = [–aᵢⱼ]m×n, i = 1, 2,
 ..., m, j = 1, 2, ..., n

İspat: A = [aᵢⱼ]m×n ve O = [0]m×n, i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n herhangi bir m × n matris olsun.

(i)	 0 gerçek sayısının A matrisi ile çarpımı

 0 · A = 0 · [aᵢⱼ] = [0 · aᵢⱼ] = [0] = O

O, sıfır matristir.

(ii)	 Herhangi bir a gerçek sayısının sıfır matrisi O ile çarpımı

O, sıfır matristir.
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(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
(iv) Производот на реалниот број -1 и матрица A е

1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 

  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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(iii)    1 gerçek sayısının A matrisi ile çarpımı A matrisidir:

                       1 · A = 1 · [aᵢⱼ] = [1 · aᵢⱼ] = [aᵢⱼ] = A

(iv)   –1 gerçek sayısının A matrisi ile çarpımı 

                         –1 · A = –1 · [aᵢⱼ]m×n = [–1 · aᵢⱼ] = [–aᵢⱼ]m×n  dir.     n

Tanım 2:   (–1) · A matrisine A matrisinin toplamaya göre tersi denir ve –A ile gösterilir.

Örnek 2  

(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
(iv) Производот на реалниот број -1 и матрица A е

1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 

  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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 matrisinin toplamaya göre tersi 

(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
(iv) Производот на реалниот број -1 и матрица A е

1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 

  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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matrisidir.

2   Verilen matrislerin toplamaya göre tersini yazınız:

Matrislerin Toplamı

Matrislerde toplama işlemi aşağıdaki tanım 3’te tanımlanmıştır:

Tanım 3:  A = [aᵢⱼ]m×n ve B = [bᵢⱼ]m×n olsun, burada i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n. A ve B mat-
rislerinin toplamı, elemanları A ve B’nin karşılık gelen elemanlarının toplamı, yani aynı konumda 
bulunan elemanların toplamı olan m × n matrisidir:

 A + B = [aᵢⱼ + bᵢⱼ]m×n

Tanım 3’e göre, sadece aynı boyuttaki matrislerin toplanabileceği sonucuna varabiliriz. İki matrisin 

çıkarılması, birinci matrisin (ilk terim) ikinci matrisin (ikinci terim) toplamaya göre tersi ile toplanma-

sıyla gerçekleştirilir, yani A – B = A + (–b) dir.

Örnek 3  2 satır ve 2 sütunlu olan 2. dereceden 

(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
(iv) Производот на реалниот број -1 и матрица A е

1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 

  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .
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Дефиниција 3: Нека ij m n
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
 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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 ve  

(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
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+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .
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A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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 kare matrislerin 

toplamı

matrisidir, yani topladığımız A ve B matrisleri gibi aynı 2. dereceden kare matristir.
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1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
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1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 
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а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
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1 2 3
4 5 6

В  
=  
 
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(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
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А
− 
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B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 
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1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
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ја означуваме со A− .
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

 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на
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елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:
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     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3
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А B С a b c a b c a b c
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  
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a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
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6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  
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следниве својства:
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( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .
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  
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   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3
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 matrisleri için A + B ve B + A’yı   hesaplayınız. 

Ne fark ediyorsunuz? 

Teorem 2:  A, B, C ve O matrisleri m × n boyutlu ve a, b ∈  olsun. O zaman aşağıdaki 
özellikler doğrudur:

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3
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İspat:  

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3
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i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n ,   m × n 

boyutlu matrisler ve a, b ∈  olsun.
1)   Gerçek sayıların toplamı için değişme özelliği uygulanmasıyla, matrislerin toplamı için değişme 

özelliği doğru olduğu gösterilir,

2)  Gerçek sayıların toplamı için birleşme özelliğinin kullanılmasıyla, matrislerin toplamı için birleşme 
özelliği doğru olduğu gösterilir,

3)  A matrisi ile sıfır matris O’nun toplamı bize tekrar A matrisini verir, yani:

4)   A matrisi ile toplamaya göre ters olan matrisinin toplamı sıfır matris tir, yani:

5)  Herhangi a, b gerçek sayıları ve herhangi A matrisi için, gerçek sayılarda toplama üzerinde çarp-
ma işleminin dağılma özelliğini uygulanarak şunu elde ediyoruz:

6)   Herhangii a, b gerçek sayıları veherhangi A matrisi için, gerçek sayılarda çarpma işleminin bir-
leşme özelliğini uygulanarak şunu elde ediyoruz:

7)  Herhangi a gerçek sayısı ve herhangi A ve B matrisleri için, gerçek sayılarda toplama üzerinde 
çarpma işleminin dağılma özelliğiı uygulanarak şunu elde ediyoruz:
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ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄

                    За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6

3 3 9 6 3
А В

−         
         − = − − = + =         
         −         

.

     За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

и реални броеви 2 и -5 провери ги својствата 

од теорема 2.

Множење на матрици

За множење на две матрици ја даваме следната дефиниција 4:

Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
n

i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .

4
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ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄

                    За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6
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8)  Herhangi bir a gerçek sayısı ve herhangii A matrisi için, 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
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ji n m
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 ifadesinden şunu elde 

ederiz: 
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, ancak 
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  de doğrudur. Buradan 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .
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
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aA a a

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 =  
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sonucu elde edilir..

9)  Herhangi A ve B matrisleri için, matrislerin toplanması ve transpoze matris tanımlarına göre, 

şunlar doğrudur: 
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 
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  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6

3 3 9 6 3
А В

−         
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  sonucu elde edilir.

Örnek 4     
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 matrisler için, 3A – 2B matrisi için şunu elde ediyoruz: 

  

4   

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
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ji n m
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 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a
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ji n m
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 =  
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  matrisleri ve reel sayılar 2 ve –5  için, teorem 2’deki özellikleri 

kontrol ediniz.

Matrislerin Çarpımı

İki matrisin çarpımı için aşağıdaki tanım 4’ü veriyoruz:

Tanım 4: 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
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 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
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B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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 =   1,2,..., ,i n=  
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 ve 
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 =  
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А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
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  j = 1, 

2, ..., k olsun. A ve B matrislerinin çarpımı, 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
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aA a a


 =   добиваме:
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

 =   , но точно е и Т
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

 =   . Следува ( )T Т
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aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T
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A a
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 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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  
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Множење на матрици
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Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 
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1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
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 ve  

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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  
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матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата
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olmak üzere A • B = C  matrisi olarak anlaşılacaktır.

Tanımdan, matrislerin çarpımı yapılması için, ilk matrisin (ilk çarpanın) sütun sayısının ikinci matrisin 

(ikinci çarpanın) satır sayısına eşit olması gerekir ve her cij elemanının (yani konumu ij olan elema-

nın) şu şekilde olduğu matrislerin çarpılabileceği açıktır: i–inci satır ve j–inci sütunun kesişimi (yani 
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 
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168

пресекот на i - тата редица и j - тата колона) од матрицата-производ се добива со множење 
на елементите од i - тата редица на првата матрица со соодветните елементи од  j - тата 
колона на втората матрица и потоа производите се собираат.

        За квадратната матрица 
2 2

1 0
2 3

А


 
=  − 

од ред 2 со 2 редици и 2 колони и

матрицата 
2 3

0 2 1
3 3 0

В


− 
=  − 

од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони, нивниот производ е 

матрица С од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони. Операцијата множење се спроведува според 
правилото дадено подолу,

2 2 2 3 2 3

1 0 0 2 1 0 2 1
2 3 3 3 0 9 13 2

А В С
  

− −     
 =  = =     − − − −     

• 1 редица со 1 колона: 1∙0+0∙3=0 - елементот 11a во матрицата С;

• 1 редица со 2 колона: 1∙2+0∙(-3)=2 - елементот 12a во матрицата С;

• 1 редица со 3 колона: 1∙(-1)+0∙0=-1 - елементот 13a во матрицата С;

• 2 редица со 1 колона: 2∙0+(-3)∙3=-9 - елементот 21a во матрицата С;

• 2 редица со 2 колона: 2∙2+(-3)∙(-3)=13 - елементот 22a во матрицата С;

• 2 редица со 3 колона: 2∙(-1)+(-3)∙0=-2 - елементот 23a во матрицата С.

Определи ја матрицата C А В=  , за матриците 
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3 5 1
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=  − − 
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1 2 .
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 − 

За множењето на матрици ќе ја дадеме следната теорема 3, без доказ:

Доказот се прави едноставно со користење на дефиницијата за производ на матрици и 
својствата на операциите со реални броеви.

Пример 5

Теорема 3: Нека a . Тогаш точни се следниве својства:
1) ( ) ( ) ( )a AB aA B A aB= = , за m n матрица A и n k матрица B ;
2) ( ) ( )A BC AB C= , за m n матрица A , n k матрица B и k l матрица C
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    ( )A B C AC BC+ = + , за m n матрици A и B , n k матрица C (десен 
дистрибутивен закон);
4) ( )T T TAB B A= , за m n матрица A , n k матрица B .
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  kare matrisi ve  2×3 boyutlu 2 satırlı ve 3 
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  matrisinin çarpma işlemi, aşağıda verilen kurala göre yapılır:

•	1. satır ile 1. sütun: 1 · 0 + 0 · 3 = 0, C matrisindeki a₁₁ elemanı;

•	1. satır ile 2. sütun: 1 · 2 + 0 · (–3) = 2, C matrisindeki a₁₂ elemanı;

•	1. satır ile 3. sütun: 1 · (–1) + 0 · 0 = –1, C matrisindeki a₁₃ elemanı;

•	2. satır ile 1. sütun: 2 · 0 + (–3) · 3 = –9, C matrisindeki a₂₁ elemanı;

•	2. satır ile 2. sütun: 2 · 2 + (–3) · (–3) = 13, C matrisindeki a₂₂ elemanı;

•	2. satır ile 3. sütun: 2 · (–1) + (–3) · 0 = –2, C matrisindeki a₂₃ elemanı.

5    

пресекот на i - тата редица и j - тата колона) од матрицата-производ се добива со множење 
на елементите од i - тата редица на првата матрица со соодветните елементи од  j - тата 
колона на втората матрица и потоа производите се собираат.
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од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони, нивниот производ е 

матрица С од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони. Операцијата множење се спроведува според 
правилото дадено подолу,
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• 1 редица со 1 колона: 1∙0+0∙3=0 - елементот 11a во матрицата С;

• 1 редица со 2 колона: 1∙2+0∙(-3)=2 - елементот 12a во матрицата С;

• 1 редица со 3 колона: 1∙(-1)+0∙0=-1 - елементот 13a во матрицата С;

• 2 редица со 1 колона: 2∙0+(-3)∙3=-9 - елементот 21a во матрицата С;

• 2 редица со 2 колона: 2∙2+(-3)∙(-3)=13 - елементот 22a во матрицата С;

• 2 редица со 3 колона: 2∙(-1)+(-3)∙0=-2 - елементот 23a во матрицата С.
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За множењето на матрици ќе ја дадеме следната теорема 3, без доказ:

Доказот се прави едноставно со користење на дефиницијата за производ на матрици и 
својствата на операциите со реални броеви.
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3) ( )A B C AB AC+ = + , за m n матрица A , n k матрици B и C (лев дистрибутивен
закон);
    ( )A B C AC BC+ = + , за m n матрици A и B , n k матрица C (десен 
дистрибутивен закон);
4) ( )T T TAB B A= , за m n матрица A , n k матрица B .
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 ve  
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5

168

 matrisleri için, C=A•B    matrisini belirtiniz.

Matrislerin çarpımı için aşağıdaki teorem 3’ü kanıtsız olarak vereceğiz:

Teorem 3: a ∈  olsun. O zaman aşağıdaki özellikler doğrudur:

1)  m × n matris A ve n × k matris B için, a(Ab) = (aa)B = A(ab), 

2)  m × n matris A, n × k matris B ve k × l matris C için,  A(Bc) = (Ab)C,  (birleşme özelliği);

3)  m × n matris A, n × k matris B ve C için,  A(B + c) = AB + AC, (sol dağılma özelliği); 

m × n matris A ve B, n × k matris C için, (A + b)C = AC + BC, (sağ dağılma özelliği);

4)  m × n matris A, n × k matris B için,  (AB)T = BT AT.

İspatı, matris çarpımının tanımının ve gerçek sayı işlemleri özelliklerinin kullanılmasıyla kolay gös-

terilebilir.
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6    AB ve BA’yı hesaplayınız:    
a)

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.

6
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b)
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=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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 .  AB = BA mıdır?

 

Genel olarak, matrislerin çarpımı için değişme özelliği geçerli değildir, yani AB ≠ BA’dır.

7    

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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 matrisleri ve 6 gerçek sayısı için, teorem 

3’teki özellikleri kontrol ediniz.

Matrisin Kuvveti
Matrislerin çarpımı işlemini kullanarak, bir matrisin kuvvetini tanımlayacağız.

Bir kare matris A için,  A · A çarpımını A² ile, yani A · A = A² ile kısaca gösteriyoruz.

A · A · A = A · A² = A² · A çarpımını A³ ile, yani A · A · A = A³ vb. kısaca yazıyoruz.

Tanım 5: Her A kare matris için, A nın kuvveti diye adlandırılan Aⁿ tanımlanabilir (burada n 
negatif olmayan bir tam sayıdır) A⁰ = E,  A¹ = A ve tümevarım ile  Aⁿ = Aⁿ⁻¹ · A,  n > 1 için 
tanımlanabilir.

A⁰ = E kuvvetinde E, A matrisi ile aynı dereceden birim matristir.

8      Verilen  

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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matrisleri için, A² ve A³, ü hesaplayınız.

Tanım 6:  A² = E ise, A’ya involütif matris denir.

Tanım 7:  A² = A ise, A’ya idempotent matris denir.

9  A ve B matrislerinin involütif veya idempotent veya ikisi de olup olmadığını kontrol ediniz.
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Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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Задачи за самостојна работа
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,
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=  − 
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а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
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 − − 

,
0 1 0
2 5 8
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С
 
 = − 
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пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
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=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:
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.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn
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a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:
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b)

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !
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пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 
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,
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 = − − 
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,
1 0
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С
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 =  
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и 

1 7
5 0

D  
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 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     
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b) c)

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     
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b) c)

Çalışma alıştırmaları

1. 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.

170

 ve 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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 matrisleri için, şunları 

hesaplayınız: 

2.	1. alıştırmada verilen matrisler için aşağıdakilerin doğru olup olmadığını kontrol ediniz:

3.	

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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 matrisleri için şunları hesaplayı-

nız: 

4.	3. alıştırmada verilen matrisler için aşağıdakilerin doğru olup olmadığını kontrol ediniz:

5.	Verilen  

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 
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За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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İki kare matris A ve B’nin determinantları için şunu söyleyebiliriz: det(Ab) = det A · det B.
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matrisleri için, AB ve BA’yı hesaplayınız.
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се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2

172

demek ki,  се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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2
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  olduğunu elde ederiz.

İkinci dereceden bir matrisin ters matrisi. İkinci dereceden bir matrisin ters matrisini Örnek 1   

c)’de olduğu gibi buluruz. 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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2
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  matrisi için, 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2
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 ters matrisini AA⁻¹ = E eşitliği ile 

bulacağız.

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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elde edilir, oradan da

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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 elde edilir. Diğer taraftan 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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  dır.

Buna göre 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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matrisinin A⁻¹ ters matrisi şu şekilde olacaktır: 
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1 1

А− − 
=  − 
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= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
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A⁻¹’in var olması için det A ≠ 0’ın gerekli ve yeterli olduğu sonucuna varabiliriz.
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elde edilir.
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  matrisinin ters matrisini bulunuz.
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Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3

    Пр   и  м   ер      3
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Üçüncü dereceden bir matrisin ters matrisi. Elemanları  A matrisinin karşılıklı kofaktörleri-
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  üç boyutlu kare matrisi olsun ve
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 olsun. Bu şekilde A matrisinin aᵢⱼ  elemanlarına  karşılıklı kofaktörlerden 
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еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
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 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !
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 elde edilen matrise A matrisinin kofaktör matrisi denir. Transpozesine, ek matrisi 

diyeceğiz ve 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
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 ile göstereceğiz.

Devamında, bir kare matrisin tekil olmaması için bir kriter ve ters matrisi hesaplamak için bir formül 

verecek iki teorem ifade edilecektir.
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квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.
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 doğrudur. 

Teorem 2:  A kare matrisi, ancak ve ancak det A ≠ 0 ise tekil olmayan bir matristir. Bu durumda, 
ters matrisi

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 
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нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .
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ile buluruz.

Yani, bir  A kare matrisi verildiğinde, A⁻¹’i hesaplamak için önce det A’yı hesaplarız ve sıfırdan fark-

lıysa, bir tersi vardır demektir ve elemanları ek matrisinin uygun elemanlarına eşit olan, A determinant 

değerine bölünmüş matristir.

3
  

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 
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 eşitliğini kanıtlayınız!

 Örnek 3      

 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
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 matrisi için 
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ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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 dır. Yani, ters matrisi vardır. Karşılıklı 

kofaktörler için şunları elde ederiz:
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Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4
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b) c)a)

              

Karşılıklı gelen ek matris Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5

174

 olacaktır. 

Buna göre ters matris  

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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 olur.

 

4  

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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  matrisinin ters matrisini varsa bulunuz.

Teorem 3:  A ve B aynı boyutlu iki tekil olmayan (tersibilir) matris olsun. O zaman aşağıdaki 
özellikler doğrudur:

1) A = (A⁻¹)⁻¹                                                     2)  (Ab)⁻¹ vardır ve (Ab)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹’dir.

İspat: A ve B aynı mertebeden iki tekil olmayan (tersibilir) matris olsun.

1)   

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5

174

2)  A ve B matrisleri tekil olmayan ve det A ≠ 0, det B ≠ 0 doğrudur. Normal olarak, AB matrisi vardır 

ve det AB = det A · det B ≠ 0 (AB  matrisi tersibildir), yani (Ab)⁻¹ vardır. Buna göre

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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elde edilir. Buradan da (Ab)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹ sonucu elde edilir.

5        

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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 matrisleri verilmiş olsun. Matrislerin tekil olup 

olmadığını kontrol edin! Ardından Teorem 3’teki 1) ve 2) özelliklerini kontrol edin.

Çalışma alıştırmaları

1. Aşağıdaki matrisler için ters matrisleri bulunuz:

2. Aşağıdaki matrisler için ters matrisleri bulunuz: 
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а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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b) c)a)
а)

1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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sağdan

sağdan

soldan

soldan b)

c)

3.    

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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 ve 

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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   matrisleri için (Ab)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹ eşitliğini kontrol ediniz.

4.     

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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 matrisi için A = (A⁻¹)⁻¹ eşitliğini kontrol ediniz!

7.  Matris Denklemlerinin Çözümü

Şimdiye kadar farklı cebirsel denklemleri çözdünüz. Burada matris denklemleri olarak bilinenlerle 

tanışacağız. Matris denklemleri, bilinmeyenin bir matris olduğu denklemlerdir. İlk adımda, genellikle x  
ile gösterilen bilinmeyen matris ifade edilerek matris denklemi çözülür ve ikinci adımda, özellikle-

rine dikkat edilerek matrislerle işlem yapılır. Aşağıda, A, B, C... matrislerinin ikinci veya üçüncü 

dereceden kare matrisler olduğu ve bilinen matrisler rolünü oynadığı ve x matrisinin bilinmeyen 

kare matris olduğu matris denklemleri örnekleri vereceğiz. İki keyfi A, B kare matrisinin çarpımı için 

değişme özelliği geçerli olmadığından, matrisli bir eşitliği çarptığımızda soldan mı yoksa sağdan mı 

çarptığımızı vurgulayacağız.

Örnek 1        Aşağıdaki matris denklemlerinde x matrisini ifade edeceğiz.
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Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1
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− 
 = − − − − 
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3 6 2 2 3 7 6 15 25
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      − −      
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  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
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b) c) ç)

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 
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Х В А Е

−

− −

−

−
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 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.
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 − − 
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      − −      
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b) c) ç)

Bir matris denklemini çözerken, bir ters matrisin de hesaplanması gerektiği açıktır.

Örnek 2  

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.
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1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
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      − −      
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     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
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3 5
А
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,
1 1
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− 

=  
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,
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=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1
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− 

 = − 
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,
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Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
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во матричната 
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              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.

Пример 2

1

2
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 matrisleri için BX = A + E matris denklemini 

aşağıdaki şekilde çözeceğiz:

Ardından, B matrisinin B⁻¹ ters matrisini buluyoruz, yani:

Buradan:

1
 

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.

Пример 2

1

2

176

 olmak üzere, verilen matris denklemleri x  

bilinmeyenine göre çözünüz:

2     

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.

Пример 2

1

2
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  olmak üzere, verilen mat-

ris denklemleri x  bilinmeyenine göre çözünüz:
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Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3
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sağdan

soldan

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3
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sağdan

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3
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soldan

Yerine koyma kullanarak daha karmaşık matris denklemlerine daha birkaç örnek verelim.

Örnek 3   a) A · x – B = x + E matris denkleminden x matrisini ifade edelim.

b)  XB + C = x + A matris denkleminden x matrisini ifade edelim:

c)  X⁻¹A(B + e)⁻¹ = B⁻¹ matris denkleminden x matrisini ifade edelim:

                                           

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3
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 matrisleri için a), b) ve c) matris denklemlerindeki x mat

risini Örnek 3 ’te olduğu gibi hesaplayınız.

3   Verilen matris denklemlerini x e göre çözünüz:

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3
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b)

eğer

eğer
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Задачи за самостојна работа

1. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од втор ред:

а) 1 1 1Х АВ В А− − −= ако 
1 2 2 5

,
5 4 3 1

А В
−   

= =   − − −   
;

б) 1 1АХ В СХ− −+ = ако 
1 2 2 5 1 1

, ,
5 4 3 1 2 3

А В С
−     

= = =     − − −     
.

2. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од трет ред:

а) 1 1 1( )В Е АХ А− − −+ = ако 
1 2 3 1 2 3
0 1 2 , 0 2 4
0 0 1 0 0 3

А В
   
   = − − = −   
      

;

б) ( 3 )( )В Е Х Е А+ − = ако 
1 2 3 2 2 3
0 1 2 , 0 2 4
0 1 1 0 0 3

А В
   
   = − = −   
      

.

8. Решавање на систем од три линеарни равенки со три непознати

Систем од три линеарни равенки со три непознати веќе видовме дека можеме да го решиме 

со помош на Крамеровите правила. Таков систем може да го решиме со помош на матрична 

равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 

оставиме за наредната наставна единица.

Нека е даден систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Врз основа на овој систем, ги формираме следниве матрици:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3

, ,
а b c x d

A a b c X y B d
a b c z d
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равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 
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Çalışma alıştırmaları

1. Verilen iki boyutlu kare matrisler için, matris denklemlerini X bilinmeyenine göre çözünüz:

2. Verilen üç boyutlu kare matrisler için, matris denklemlerini x bilinmeyenine göre çözünüz:

8. Üç Bilinmeyenli Üç Doğrusal Denklem Sisteminin Çözümü

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini Cramer kuralları yardımıyla çözebileceğimizi zaten 

gördük. Böyle bir sistemi matris denklemi yardımıyla ve Gauss eliminasyon yöntemi yardımıyla da 

çözebiliriz. Aşağıda matris denklemi ile çözümü açıklayacağız ve Gauss eliminasyon yöntemi ile 

çözümü bir sonraki öğretim birimine bırakacağız.

Şu üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi verilmiş olsun:

Bu sisteme dayanarak, aşağıdaki matrisleri oluşturuyoruz:

Buna göre verilen denklem sistemini matris biçiminde şöyle yazabiliriz:

AX = B.

Задачи за самостојна работа
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1 2 2 5
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А В
−   

= =   − − −   
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б) 1 1АХ В СХ− −+ = ако 
1 2 2 5 1 1

, ,
5 4 3 1 2 3

А В С
−     

= = =     − − −     
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1 2 3 1 2 3
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   
   = − − = −   
      
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со помош на Крамеровите правила. Таков систем може да го решиме со помош на матрична 

равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 

оставиме за наредната наставна единица.

Нека е даден систем од три линеарни равенки со три непознати
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.

Врз основа на овој систем, ги формираме следниве матрици:
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2 2 2 2
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, ,
а b c x d

A a b c X y B d
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     = = =     
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eğer

eğerb)

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од втор ред:

а) 1 1 1Х АВ В А− − −= ако 
1 2 2 5

,
5 4 3 1

А В
−   

= =   − − −   
;

б) 1 1АХ В СХ− −+ = ако 
1 2 2 5 1 1

, ,
5 4 3 1 2 3

А В С
−     

= = =     − − −     
.

2. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од трет ред:

а) 1 1 1( )В Е АХ А− − −+ = ако 
1 2 3 1 2 3
0 1 2 , 0 2 4
0 0 1 0 0 3

А В
   
   = − − = −   
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б) ( 3 )( )В Е Х Е А+ − = ако 
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А В
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   = − = −   
      
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8. Решавање на систем од три линеарни равенки со три непознати

Систем од три линеарни равенки со три непознати веќе видовме дека можеме да го решиме 

со помош на Крамеровите правила. Таков систем може да го решиме со помош на матрична 

равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 

оставиме за наредната наставна единица.

Нека е даден систем од три линеарни равенки со три непознати
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2 2 2 2

3 3 3 3
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a x b y c z d
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,
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А В
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равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 

оставиме за наредната наставна единица.

Нека е даден систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Врз основа на овој систем, ги формираме следниве матрици:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3

, ,
а b c x d
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Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.

Пример 1

1
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Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
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Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =
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1 7 0 7
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.

Матрицата 1
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. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
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x y z
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+ + =
 − − = −
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; б) 
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.
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b)

Evet, bu şekilde oluşturulan matrislerin AX çarpımını hesaplayıp B matrisi ile eşitlediğimizde verilen 

denklem sistemini elde ederiz.

A matrisine sistemin matrisi diyoruz. Bu matrisin tekil olmadığını varsayalım (det A ≠ 0). O zaman 

AX = B matris denkleminin x = A⁻¹B’ye indirgendiğini zaten gördük, yani ters matris bulma formü-

lünü kullanarak bilinmeyen matrisi  

elde ediyoruz.

Not:  Sistemleri çözmek için, matris denklemi sadece sistemin matrisi tekil olmayan bir matris ol-

duğunda kullanılır.
Örnek 1        Verilen üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini AX = B matris denklemiyle 

çözelim

Sistemin matrisi  

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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  ve satır matrisleri  

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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  dir. A matrisinin tersi 

                                                  

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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 dir.

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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 elde edilir. O halde, sistemin çözümü (1, –1, 1) sıralı üçlü sayılarıdır.

1   Matris denklemi yardımıyla verilen üç bilinmeyenli üç denklem sistemini çözünüz:

 

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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Задачи за самостојна работа

Реши ги следните системи со матрична равенка:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

;    4. 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

9. Гаусов метод на елиминација

Елементарни трансформации кои се применуваат на системи од две линеарни равенки со 

две променливи изучени во прва година се применуваат и на системи од три линеарни 

равенки со три променливи за добивање на еквивалентни системи. Тие се: 

а) замена на местата на равенките; 
б) множење на една од равенките со ненулти број; 
в) на една равенка и се додава друга равенка помножена со некој ненулти број.

Нека ни е даден систем од три линеарни равенки со три непознати во нормален 
(општ) облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

Суштината на Гаусовиот метод за решавање на систем од три линеарни равенки со три 
непознати се состои oд манипулирање на системот т.ш. равенките се множат со одредени 
броеви и се додаваат на другите останати равенки со цел да се изгубат одредени 
непознати и да се дојде до решение за една непозната. Потоа, се враќаме наназад за да 
ги најдеме вредностите на останатите непознати. Манипулирањето со системот го правиме 
со елементарни трансформации.

За решавање на системот од три линеарни равенки со три непознати 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

да го презентираме Гаусовиот метод:

1) Првата равенка ја множиме со -2 и ја додаваме на втората равенка, но првата ја множиме
и со -1 и ја додаваме на третата равенка,
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Задачи за самостојна работа

Реши ги следните системи со матрична равенка:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

;    4. 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

9. Гаусов метод на елиминација

Елементарни трансформации кои се применуваат на системи од две линеарни равенки со 

две променливи изучени во прва година се применуваат и на системи од три линеарни 

равенки со три променливи за добивање на еквивалентни системи. Тие се: 

а) замена на местата на равенките; 
б) множење на една од равенките со ненулти број; 
в) на една равенка и се додава друга равенка помножена со некој ненулти број.

Нека ни е даден систем од три линеарни равенки со три непознати во нормален 
(општ) облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

Суштината на Гаусовиот метод за решавање на систем од три линеарни равенки со три 
непознати се состои oд манипулирање на системот т.ш. равенките се множат со одредени 
броеви и се додаваат на другите останати равенки со цел да се изгубат одредени 
непознати и да се дојде до решение за една непозната. Потоа, се враќаме наназад за да 
ги најдеме вредностите на останатите непознати. Манипулирањето со системот го правиме 
со елементарни трансформации.

За решавање на системот од три линеарни равенки со три непознати 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

да го презентираме Гаусовиот метод:

1) Првата равенка ја множиме со -2 и ја додаваме на втората равенка, но првата ја множиме
и со -1 и ја додаваме на третата равенка,

Пример 1

180

 Çalışma alıştırmaları

Matris denklemi ile aşağıdaki sistemleri çözünüz:

9. Gauss Eliminasyon Yöntemi

Birinci yılda öğrenilen iki değişkenli iki doğrusal denklem sistemine uygulanan temel dönüşümler, 

denk sistemler elde etmek için üç değişkenli üç doğrusal denklem sistemlerine de uygulanır. Bunlar:

a) Denklemlerin yerlerini değiştirmek;

b) Denklemlerden birini sıfır olmayan bir sayıyla çarpmak;

c) Bir denkleme, sıfır olmayan bir sayıyla çarpılmış başka bir denklemi eklemek.

Genel biçimde üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi verilmiş olsun:

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini çözmek için Gauss yönteminin özü, denklemleri 

belirli sayılarla çarparak ve diğer denklemlere ekleyerek belirli bilinmeyenleri ortadan kaldırmak ve 

bir bilinmeyen için bir çözüm elde etmektir. Daha sonra, diğer bilinmeyenlerin değerlerini bulmak 

için geriye doğru ilerleriz. Sistemdeki bu işlemler, temel dönüşümlerle yapılır.

Örnek 1   Verilen 

Задачи за самостојна работа

Реши ги следните системи со матрична равенка:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

;    4. 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

9. Гаусов метод на елиминација

Елементарни трансформации кои се применуваат на системи од две линеарни равенки со 

две променливи изучени во прва година се применуваат и на системи од три линеарни 

равенки со три променливи за добивање на еквивалентни системи. Тие се: 

а) замена на местата на равенките; 
б) множење на една од равенките со ненулти број; 
в) на една равенка и се додава друга равенка помножена со некој ненулти број.

Нека ни е даден систем од три линеарни равенки со три непознати во нормален 
(општ) облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

Суштината на Гаусовиот метод за решавање на систем од три линеарни равенки со три 
непознати се состои oд манипулирање на системот т.ш. равенките се множат со одредени 
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За решавање на системот од три линеарни равенки со три непознати 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

да го презентираме Гаусовиот метод:

1) Првата равенка ја множиме со -2 и ја додаваме на втората равенка, но првата ја множиме
и со -1 и ја додаваме на третата равенка,

Пример 1
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üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemini çözmek için 

Gauss yöntemini sunalım:

1) İlk denklemi –2 ile çarpıp ikinci denkleme ekliyoruz ve ilk denklemi –1 ile çarpıp üçüncü denkleme 

ekliyoruz.
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1 2

1 3

1 1
2 5 2 / ( 2) 3 7 4

3 / ( 1) 2 2

x y z x y z
x y z R R y z
x y z R R y

+ + = + + = 
 − − = − − +  − − = − 
 − + = − + − = 

.

Ја елиминиравме непозната x од првата и третата равенка. Но, ја елиминиравме и z од
третата равенка.

2) третата равенка ја делиме со -2 и го добиваме решението за y ,

1 1
3 7 4 3 7 4
2 2/ : ( 2) 1

x y z x y z
y z y z
y y

+ + = + + = 
 − − = −  − − = − 
 − = − = − 

.

3) Се заменува вредноста на y во првата и втората равенка и втората равенка ја делиме
со -7 и се добива вредноста на непозната z :

2 2
7 7/ : ( 7) 1

1 1

x z x z
z z

y y

+ = + = 
 − = − −  = 
 = − = − 

.

4) Се заменува вредноста на непозната z во првата равенка и се добива вредноста на
непозната x :

2 1
1 1
1 1

x z х
z z

y y

+ = = 
 =  = 
 = − = − 

.

Решението на системот е (1,-1,1).

Доколку дадениот систем од три линеарни равенки со три непознати не е во нормален 
(општ) облик, за да го примениме Гаусовиот метод, потребно е да го доведеме системот 
во нормален облик.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 
непознати:

а) 
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; б) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

Со Гаусов метод на елиминација треба може да се утврди дали даден систем има 
бесконечно многу решенија или е контрадикторен.
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b)

İlk ve üçüncü denklemlerden x bilinmeyenini eledik. Ancak üçüncü denklemden z’yi de eledik.

2) Üçüncü denklemi –2’ye bölerek y için çözümü elde ediyoruz:

3) y’nin değerini birinci ve ikinci denklemlere yerine koyuyoruz ve ikinci denklemi –7’ye bölerek z 

bilinmeyeninin değerini elde ediyoruz:

4)  z bilinmeyeninin değerini birinci denklemde yerine koyarak x bilinmeyeninin değerini elde edi-

yoruz:

Sistemin çözümü (1, –1, 1)’dir.

Üç bilinmeyenli üç doğrusal denklem sistemi normal (genel) biçimde değilse, Gauss yöntemini 

uygulamak için sistemi normal biçime getirmemiz gerekir.

1   Üç bilinmeyenli aşağıdaki üç doğrusal denklem sistemini Gauss yöntemiyle çözünüz:

 

Gauss eliminasyon yöntemiyle, verilen bir sistemin sonsuz sayıda çözüme sahip olup olmadığını 

veya tutarsız olup olmadığını belirlemek de mümkündür.
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                    а) Системот 
3 2
5 16

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на 

елиминација:

1 2

1 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − =   

Во последниот систем е очигледно дека третата равенка е излишна и системот има 
бесконечно многу решенија т.е за ,y t t=  се добива 4 19, 7z t x t= − = − . Множеството 
решенија е {(7 , , 4 19) }М t t t t= − −  .

б) Системот 
3 2
5 8

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на елиминација,

1 2

1 3 2 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 8 5 8 / ( 5) 16 4 68/ : 4 4 17

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19 / ( 1)

3 12
4 17

0 0 2

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z R R

x y z
y z
y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − = − +   

− + = −
 − =
  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
4 2 2 6
6 3 3 9

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 − + =

; б) 
2 5 6

2 4 10 8
3 6 4 8

x y z
x y z

x y z

+ − =
− − + =
 + − =

.

Задачи за самостојна работа

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

Пример 2

2
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− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
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4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 
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                    а) Системот 
3 2
5 16

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на 

елиминација:

1 2

1 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z
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   − + = − − + = − + − = − =   
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б) Системот 
3 2
5 8

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
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Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =
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b)

Örnek 2     a)                      а) Системот 
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5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19
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x y z
y z
y z
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   − + = − − + = − + − = − = − +   
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 sistemini Gauss eliminasyon yöntemiyle çözelim:

Son sistemde, üçüncü denklemin gereksiz olduğu ve sistemin sonsuz sayıda çözümü olduğu açıktır, 

yani y = t, t ∈  için z = 4t – 19, x = 7 – t elde edilir. Çözüm kümesi M = {(7 – t, t, 4t – 19) | t ∈ }’dir.

b)   
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3 2
5 16
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x y z
x y z
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− + =
 + + =
 − + = −
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1 2
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3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19
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x y z x y z R R y z y z
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x y z
y z
y z
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   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − = − +   

− + = −
 − =
  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
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6 3 3 9
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− + =
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− − + =
 + − =
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Задачи за самостојна работа
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 sistemini Gauss eliminasyon yöntemiyle çözelim:

Sistemin son denklemi çelişkili bir denklemdir. Yani bu denklem sistemi aykırıdır.

2  Gauss yöntemiyle üç bilinmeyenli aşağıdaki üç doğrusal denklem sistemini çözünüz:

 

Çalışma alıştırmaları

Gauss yöntemiyle üç bilinmeyenli aşağıdaki üç doğrusal denklem sistemini çözünüz:
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4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3
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а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
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1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .
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− 

=  − 
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 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4
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,
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а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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b)

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 
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b)

10. Modül ünitesinin tekrarı için alıştırmalar

1.  Aşağıdaki determinantları hesaplayınız:

2. Determinantların özelliklerini kullanarak şunuispatlayınız:

3. Cramer kurallarını kullanarak aşağıdaki sistemi çözünüz:

4.   

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 
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183

  matrisleri verilmiş olsun.

Hesaplayınız:  

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 
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183

b) c) d)ç)
 5.  Aşağıdaki denklemlerden bilinmeyen x matrisini belirtiniz: 

6.  A ve B aynı boyutlu iki tekil olmayan matris olsun ve AB = BA olsun.  AB–1 = B–1A ve 

A–1B = BA–1 olduğunu ispatlayınız.

 
7.    

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 
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 matrisler için, XA–1B = A–1 + E  matris denkleminden bilin-

meyen x matrisini bulunuz.

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 
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b)
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8. Реши го системот 
2 3 0
3 4 2 1

5 4 3

х у z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + + = −

со:

а) матрична равенка; б) Гаусов метод на елиминација.

9. Дискутирај го решението на следните системи во зависност од параметрите:

а) 
1
1
1

ах у z
x аy z
x y аz

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
( 1)
( 1)

( 1) (2 3) 1

ах ау а z а
аx аy а z а

а x аy а z

+ + + =
 + + − =
 + + + + =

.

10. Реши ги следните системи:

а) 
2 4

4 2 2 5
6 3 3 10

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
4

4 4 4 16
2 2 2 8

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; в)
2 0

2 3 0
3 2 0

х у z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

г) 
0

2 2 0
0

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

; д) 

2 3 1 0
2 2 2
3 4 2 1
2 2 2

5 1 4 3
2 2 2

х y y z x z y

x y y z x z y

x y y z x z y


− + = − + − +


− + − = − + − +


+ + = −
− + − +

; ѓ) 
1

2 2 2
3

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

.
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b)

8. Реши го системот 
2 3 0
3 4 2 1

5 4 3

х у z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + + = −

со:

а) матрична равенка; б) Гаусов метод на елиминација.

9. Дискутирај го решението на следните системи во зависност од параметрите:

а) 
1
1
1

ах у z
x аy z
x y аz

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
( 1)
( 1)

( 1) (2 3) 1

ах ау а z а
аx аy а z а

а x аy а z

+ + + =
 + + − =
 + + + + =

.

10. Реши ги следните системи:

а) 
2 4

4 2 2 5
6 3 3 10

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
4

4 4 4 16
2 2 2 8

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; в)
2 0

2 3 0
3 2 0

х у z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

г) 
0

2 2 0
0

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

; д) 

2 3 1 0
2 2 2
3 4 2 1
2 2 2

5 1 4 3
2 2 2

х y y z x z y

x y y z x z y

x y y z x z y


− + = − + − +


− + − = − + − +


+ + = −
− + − +

; ѓ) 
1

2 2 2
3

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

.
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c)b)

d)ç) e)
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2 3 0
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ах ау а z а
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 sistemini:

a) Matris denklemi ile    b) Gauss eliminasyon yöntemiyle çözünüz

9.  Parametrelere bağlı olarak aşağıdaki sistemlerin çözümünü inceleyiniz:

10.  Aşağıdaki sistemleri çözünüz:
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Modül Ünitesi 4 – Uzay Analitik Geometrisi
(Tüm diğer meslekler için)
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Analitik geometri, geometrinin cebir kullanılarak incelendiği matematik alanıdır. Analitik geo-

metride geometrik şekiller, analitik olarak yani cebirsel denklemlerle temsil edilerek iki boyutlu ve üç 

boyutlu Kartezyen dik koordinat sisteminde ele alınır. Analitik geometrinin kurucusu, “Geometri” adlı 

eseriyle Fransız matematikçi René Descartes (1596–1650) olarak kabul edilir. “Yöntem Üzerine Söy-

lem” (1637) adlı eserinin üç ekinden birinde, geometri ve cebir arasında sentez için genel yönteminin 

uygulamasını sunar. Ancak, Fransız matematikçi Pierre de Fermat’ın (1601–1665) mektuplarından, 

analitik geometri fikrinin Descartes’ın eserinin yayınlanmasından önce de var olduğu görülmektedir. 

Her halükarda, analitik geometrinin ortaya çıkışı modern matematiğin başlangıcı olarak kabul edilir.

Bu modül ünitesinde, üçüncü yılda zaten öğrenilmiş olan vektörler arasındaki çarpımları (skaler, 

vektörel ve karma çarpım) hatırlayacağız. Daha sonra, düzlemde zaten öğrenilmiş olan Analitik 

Geometri’yi uzay Analitik Geometrisine genişleteceğiz.

1. Vektörlerin Skaler Çarpımı

Bu bölümde, iki vektör arasındaki skaler çarpımı hatırlayacağız. Ancak, vektörlerin skaler çar-

pımından önce, dik üç boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde vektör, vektör koordinatları ve nokta 

kavramlarıyla ilgili bazı temel tanımları hatırlayalım. 

Tanım 1: Vektör, uç noktalarından hangisinin başlangıç, hangisinin bitiş (uc) olduğunu bildiğimiz 
bir doğru parçasıdır. Her vektör üç elemanla tanımlanır: uzunluk, yön ve doğrultu.

Tanım 2: Aynı doğru üzerinde veya paralel doğrular üzerinde bulunan vektörlere kolineer (doğ-
rudaş) vektörler denir.

Tanım 3: Bir noktaya yerleştirildiğinde aynı düzlemde bulunan vektörlere komplanar (düzlem-
sel) vektörler denir.

Dik koordinat sistemi (uzaysal), sabit bir O noktası ve ona bağlı üç karşılıklı dik ve eşit uzunluktaki 

Аналитичката геометрија е област од математиката во која геометријата се изучува со 

користење на алгебрата. Во аналитичката геометрија, геометриските фигури се 

разгледуваат во дводимензионален и тродимензионален Декартов правоаголен 

координатен систем, претставувајќи ги аналитички т.е. со алгебарски равенки. За 

основоположник на аналитичката геометрија се смета францускиот математичар Рене 

Декарт (1596-1650) со неговото дело „Геометрија“. Во едно од трите додатоци на

„Расправа за методите“ (1637), ја дава примената на неговата општа метода на синтеза

помеѓу геометријата и алгебрата. Сепак, од писмата на францускиот математичар Пјер 

Де Ферма (1601-1665) се гледа идејата за аналитичката геометрија уште пред 

објавување на делото на Декарт. Како и да е, појавата на аналитичката геометрија се 

смета за почеток на модерната математика.

Во оваа модуларна единица, прво ќе се потсетиме за производите помеѓу вектори, кои 

се веќе изучени во трета година: скаларен, векторски и мешан производ на вектори. После 

ќе направиме проширување на веќе изучената Аналитичка геометрија во рамнина во 

Аналитичка геометрија во простор.

1. Скаларен производ на вектори

Во овој дел ќе се потсетиме за скаларен производ помеѓу два вектора. Но, пред скаларен 
производ на вектори да се потсетиме на некои основни дефиниции поврзани со поимот 
вектор, координати на вектор и точка во правоаголен тродимензионален Декартов 
координатен систем.

Правоаголен координатен систем (просторен) е определен со фиксна точка О, и на неа 
прикачени три заемно нормални и еднакви по должина вектори , ,i j k . Нивната должина ја 

избираме за единична мерка 1=== kji


. Овие вектори , ,i j k се познати под името 

ортови или базни вектори (единечни вектори).

Дефиниција 1: Вектор е отсечка за која се знае која од нејзините крајни точки е 
почеток, а која завршеток (крај). Секој вектор е зададен со три елементи: должина, 
правец и насока.
Дефиниција 2: Колинеарни вектори ќе ги викаме векторите кои лежат на иста права
или на паралелни прави.
Дефиниција 3: Компланарни вектори ќе ги викаме векторите кои нанесени во една 
точка лежат во иста рамнина. 
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 vektörleri 

ort veya taban vektörleri (birim vektörleri) olarak adlandırılıyorlar. 
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Радиус-векторот а е вектор чиј почеток е координатниот почеток О на просторниот 
правоаголен координатен систем, а крајна точка е произволна точка А . Координатите на 
радиус-векторот а и координатите на неговата крајна точка А се исти, слика 1. 

Слика 1

Координатната форма на радиус-вектор ( , , )а x y z= , значи дека на секој вектор му 

придружуваме подредена тројка на реални броеви. Неговата крајна точка ( , , )А x y z ја има 
истата координатна форма. Значи, координати на точка се координати и на нејзиниот 
радиус-вектор. 

Произволен радиус-вектор a може да се претстави (еднозначно) во облик 
( , , )а x i y j z k x y z= + + = .

За векторите дадени во координатни форми ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = и скалар 
се дефинираат операциите: собирање на вектори во координатна форма со 

( )1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b+ = + + + и множење на вектор во координатна форма со реален 

број ( )1 2 3, ,a a a a   = .

Координатната форма на произволен вектор АВ определен со:
1 1 2 2 3 3( , , )АВ b a b a b a= − − − , каде почетната точка е 1 2 3( , , )A a a a и крајната точка е

1 2 3( , , )B b b b .
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aplikat ekseni

ordinat ekseni

apsis ekseni
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  yarıçap vektörünün koordinatları ve bitiş noktası A’nın koordi-

natları ile aynıdır, Şekil 1.

Şekil 1

Herhangi bir a yarıçap vektörü (tek olarak belli) şu şekilde temsil edilebilir:
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A(a₁, a₂, a₃) ve B(b₁, b₂, b₃) noktalarıyla tanımlanan AB doğrusu üzerinde bulunan ve AB doğ-
ru parçasını λ oranında bölen M(x, y, z) noktasının koordinatları şu formüllerle bulunur:

 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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İki vektörün skaler çarpımını tanımlamaya geçelim:

Tanım 4:  İki 
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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  sayısıdır; 

burada α, 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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 vektörleri arasındaki açıdır ve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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  
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.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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a ba b a bx y z ++ +
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  
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+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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 sırasıyla 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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  
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.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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  
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.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 vektörlerinin uzunluk-
larıdır.

Örnek 1   

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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= = =
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 vektörü ve aralarındaki 

açısı α = 30° için skaler çarpım şudur:

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 şiddetlerine sahip 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 ve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 vektörlerinin skaler çarpımını ve aralarındaki 

α = 150° açısını hesaplayın!

Tanım 4’ten, iki vektör arasındaki skaler çarpımın aşağıdaki gibi olabileceği açıktır:

–  vektörler arasındaki açı dar ise skaler çarpım pozitif sayıdır; 

–  vektörler arasındaki açı geniş ise skaler çarpım negatif  sayıdır.

Skaler çarpımın özelliklerini ve uygulamalarını hatırlayalım.
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Teorem 1: Herhangi 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 vektörleri için aşağıdakiler doğrudur:

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3
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                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3
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Teorem 2: Herhangi 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3
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 vektörlerinin skaler çarpımı ve herhangi λ ∈  skaleri için, aşağıda-
ki özellikler doğrudur:

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 
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a b
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= .
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Teorem 3: İki sıfır olmayan 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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соодветно.
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 vektörü için,  

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .
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 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )
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а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

 doğrudur; burada α, vektörler ara-
sındaki açıdır.

Örnek 2    

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 
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320 28 24 268
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= − − =
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искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .
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 ve  aralarındaki açı 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
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 olan 
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 vektörlerinin skaler çarpımını hesaplamak için, skaler çarpımın özellik-

lerinden yararlanıyoruz: 
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 ve aralarındaki açı α = 120° ise, 
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Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.
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 vektörlerinin
 

skaler çarpımını hesaplayınız!

Örnek 3  Örnek 2’deki 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 vektörleri arasındaki β açısını bulmak için Teorem 3’teki 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20
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0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

 
formülünü kullanacağız.
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 skaler çarpımı zaten hesaplandı, ancak Teorem 1 ve 2o yi kullanarak vektörlerin mo-
düllerini hesaplayalım.
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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Demek ki,

3  
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За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 ve açı 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

 ise 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 vektörleri arasın-

daki β açısını hesaplayınız!

Şekil 1’deki ortlar (birim vektörleri) için şunlar doğrudur:

Skaler çarpımın koordinat biçimi için aşağıdaki özelliklerin doğru olduğunu zaten biliyoruz:

Teorem 4: Koordinat biçiminde verilen 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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  vektörlerinin skaler çarpı-

mı  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 sayısıdır.

Teorem 5: Herhangi 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 vektörü için şunlar doğrudur:

(1) Vektörün uzunluğu: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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(2) İki vektör arasındaki açı:
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

 

(3) İki 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 vektörün dik olma (ortogonallik) koşulu: a₁b₁ + a₂b₂ + a₃b₃ = 0.

Skaler çarpımın koordinat biçimi yardımıyla, iki nokta A(x₁, x₂, x₃), B(y₁, y₂, y₃) arasındaki d me-

safesini de bulabiliriz. 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 vektörünün koordinat biçiminin  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

 olduğunu 

zaten biliyoruz. Bu iki nokta arasındaki uzaklık şu formülle hesaplanır:
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Örnek 4     a) Koordinatları ile verilen                            а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 vektörleri için skaler çarpım                            а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 dır. Aralarındaki açı α’ yı da hesaplayalım:

               

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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b) Koordinat biçiminde verilen                            а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 = (0, –3, 2) vektörünün uzunluğunu hesaplayalım: 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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c) A(2, –3, 1), B(–2, 3, –4) noktaları aralarındaki uzaklığı hesaplayalım: 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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4   a) Koordinatları ile verilen 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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 vektörlerin skaler çarpımını ve 

aralarındaki α açısını hesaplayınız!

b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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 vektörünün uzunluğunu hesaplayınız!

c) A(1, –2, –1), B(5, –6, 0) noktaları arasındaki uzaklığı hesaplayınız.

5  a = (5, –2, 3), b = (–1, 0, 2) vektörleri bir karenin kenarları olup olmadığını kontrol ediniz.

Çalışma alıştırmaları

1.  Hesaplayınız: 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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 ve aralarındaki açı 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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 ise,    

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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4

5

191

;   

     b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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;              c) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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.

2.  

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 ve 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 vektörleri arasındaki açı 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 ise 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5

191

 vek-

törlerinin skaler çarpımını hesaplayınız. Ardından, 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

 vektörleri arasındaki açıyı bulunuz!

3.  Herhangi 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

 vektörü için şunu kanıtlayın:

      a) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5

191

                b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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4.   Kanıtlayın: Bir eşkenar dörtgenin köşegenleri birbirine diktir!

5. 
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аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .
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 vektörleri için şunu hesaplayın:

       a) 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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                b) 
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2 2 2 2 2 2
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6
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8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:
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Пример 4

4

5

191

                 c) Aralarındaki α açısını

       

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 vektörleri ortogonal midir?
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6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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6.  ∆ABC üçgeninin köşelerinin koordinatları A(3, –2, 1), B(–1, –2, 4), C(–4, –2, 0) veril-

miştir. Şunları bulunuz:

	 a) Üçgenin C köşesine ait iç açısını,

	 b)  Üçgenin 
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 kenarına karşılık gelen kenar ortayın uzunluğunu.

7.  
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 vektörü verildiğinde, yz –düzlemi üzerinde bulunan 
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 olmak 

üzere 
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 vektörünün koordinatlarını bulunuz. 	

2. Vektörlerin Vektörel Çarpımı

İki vektörün vektörel çarpımının tanımını hatırlayalım.

Tanım 1: Doğrudaş olmayan 
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 vektörlerinin vektörel çarpımı,aşağıdaki özellikleri sağlayan  
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                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
.
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Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
.

193

 vektörünün modülünü hesaplayalım:

1   |a| = 1, |b| = 6 modüllerine sahip 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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  vektörlerinin vektörel çarpımının modülünü ve 

aralarındaki α = 120° açısını hesaplayınız!

Vektörel çarpımın özelliklerini ve uygulamalarını hatırlayalım.

Teorem 1: Herhangi 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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 vektörlerinin vektörel çarpımı ve herhangii λ ∈  skalerleri 
için aşağıdaki özellikler doğrudur:

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b
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 doğrudaştır

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b
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Teorem 2: 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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 vektörleri üzerinde çizilen paralelkenarın alanı

 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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 dir.

Sonuç: 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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 vektörleri üzerinde çizilen üçgenin alanı

    

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 
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 dir.

Teorem 3: İki vektörün vektörel çarpımının koordinat biçimi

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
.

193

 dir.



194

Örnek 2  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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  ve aralarındaki açı 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 olan                     Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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vektörlerinin vektörel çarpımının modülü  aşağıdaki gibi hesaplanır:

2   

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 ve 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 ise 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194

 vektörlerinin vektörel 

çarpımının modülünü hesaplayınız!

Örnek 3  a) Koordinat biçiminde verilen 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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 = (1, –1, 0), 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2
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 = (0, 1, 0) vektörlerin vektörel çarpımı:

                                  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2
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  dir.

b)  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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 vektörleri üzerinde çizilen paralelkenarın alanı           

                                          

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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3
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 birim karedir.
3     Köşelerinin koordinatları A(3, 2, –5), B(1, –4, 3), C(–3, 1, 0) olan ∆ABC üçgeni-

nin alanını hesaplayınız. Ardından, üçgenin 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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 kenarına karşılık gelen yüksekliğinin uzunluğunu 

hesaplayınız.

Çalışma alıştırmaları

1. Hesaplayınız:  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3
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 ve aralarındaki açı α = 45°  ise, a) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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 ; b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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2
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;  

c) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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. 

2. 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 ve 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3
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 ise 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 vektörlerinin 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194

’sini hesaplayınız.

3. 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194

 vektörlerinin 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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 ve 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
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a b p q 
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=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !
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 açıları için 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 vek-

törleri üzerinde çizilen üçgenin alanını hesaplayınız!

4. Herhangi 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 vektörü için şunu kanıtlayınız:

       a) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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     b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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5.  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 vektörleri için şunu hesaplayınız:

       a)  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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;   b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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; c) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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6.  Köşelerinin koordinatları A(3, –1, 2), B(1, 2, –1), C(2, 5, –6), D(4, 2, –3) olan ABCD 

paralelkenarının yüksekliğini hesaplayınız.

7.  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 vektörleri arasındaki açı için, sin α ‘yı hesaplayınız.

3. Vektörlerin Karma Çarpımı

Üç vektör arasındaki bir diğer çarpımı hatırlayalım.

Tanım 1:  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 üç vektörün karma çarpımı 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 skalerine diyoruz.

Karma çarpım  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 ile gösterilir.

Vektörlerin karma çarpımı ve uygulamasıyla ilgili birkaç teoremi hatırlayalım.

Teorem 1:  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 vektörleri tarafından oluşturulan paralel yüzlünün hacmi 

                                                      

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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‘dir.

Karma çarpımın işareti, 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 vektörleri sağ el üçlü oluşturuyorsa pozitiftir. Vektörler 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 sol 
üçlü oluşturuyorsa karma çarpımın işareti negatiftir.

Sonuç:  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.
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Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .
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Örnek 1           Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 vektörü         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:
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0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 ve         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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 vektörlerine 

diktir ve 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 için 30°’lik bir açı yaparlar:

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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Sağ el vektör üçlüsü, 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 ve         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektörlerinin aynı yönde olduğu anlamına gelir.

1
 
  a) 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 vektörleri karşılıklı olarak birbirine göre dik ve 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
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 modülleriyle 

bir sağ el vektör üçlüsü oluşturuyorsa, 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektörlerinin karma çarpımını hesaplayınız.

b)  a = 7, b = 3, c = 5 temel kenarlarına sahip bir küpün hacmini hesaplayınız!

Örnek 2    a)         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–2, –3, 0),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (0, 1, 1) vektörleri için karma çarpım şudur:

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3

196

b)   a)         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–2, –3, 0),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (0, 1, 1) vektörleri için bu üç vektör üzerinde inşa edilen 

paralel yüzlünün hacmi 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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’dir. Karma çarpım 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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’dır.

Buradan V = |–6| = 6 birim küp olduğu sonucu çıkar.

c) Aynı üç 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektörü üzerinde inşa edilen tetrahedronun hacmi  

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 birim küptür.

2
 
a)         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (1, 2, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (3, 4, –2),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (–2, 0, 4) vektörleri üzerinde inşa edilen düzgün 

dörtyüzlünün hacmini hesaplayınız.

b)  A(1, 2, 1), B(3, 4, –2), C(–2, 0, 4), S(1, 2, 3) köşe noktalarına sahip düzgün dörtyüzlünün 

hacmini hesaplayınız.

Örnek 3                Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3

196

 = (2, 3, –1),          Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−
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 = (1, –1, 3),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 = (1, 9, –11) vektörleri komplanardır çünkü 

karma çarpımları sıfırdır, yani:

                       

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2

Пример 1

1
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               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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3
 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (1, 2, 3),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1
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 = (–2, 1, –1) vektörleri üzerinde bir paralel yüz  inşa edilip 

edilemeyeceğini kontrol ediniz!

Çalışma alıştırmaları

1.	 Herhangi 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 vektörü için,  

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 eşitliklerin doğru olduğunu kanıtlayınız.

2.	

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 olduğunu kanıtlayın.

3.	        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektörü         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 ve         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektörlerine dikse ve         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 ve         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3

196

 vektörleri aralarında 45°’lik bir açı yapıyorsa, 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 modülleri için sağ el 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 vektör üçlüsünün karma çarpımını hesap-

layınız.

4.	

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 temel kenarına sahip bir küpün hacmini vektörleri kullanarak hesaplayın.

5.	        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–1, 0, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–3, 4, –2),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–2, 1, 0) vektörleri üzerinde inşa edilen paralel yüz-

lünün yüksekliğini hesaplayınız.

6.	 Taban köşeleri A(1, 2, 1), B(3, 4, –2), C(–2, 0, 4) olan bir düzgün dörtyüzlünün hacmi 

15 birim küp olsun. Tepe noktasının x ekseni üzerinde olduğu biliniyorsa, tepe noktasının 

koordinatlarını bulunuz!

7.	        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (m, 0, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–2, 4, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–2, 1, 0) vektörleri komplanar ise m parametresinin 

değerini hesaplayınız.

4. Düzlemin Genel Denklem Biçimi

Oxyz, uzay Kartezyen dik koordinat sistemi olsun. İlk olarak, bir noktası ve düzleme dik olan sıfır 

olmayan bir vektörle tanımlanan Σ düzleminin denklemini belirleyeceğiz.

Şekil 3
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M₀ noktası ve sıfır olmayan Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 vektörü verildiğinde, verilen M₀ noktasından geçen ve verilen Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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vektörüne dik olan benzersiz bir düzlem vardır. M₀ noktası 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 
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eğer M noktası Σ düzleminde değilse, bu koşul ihlal edilir. Bu nedenle, noktaların düzleme ait olma 

özelliği ile ifade edilir.
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рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 vektörü kendi koordinat biçimlerine 

sahiptir.

Σ düzleminin 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 vektörel denklemi analitik bir ifadeye, yani  

A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0 koordinat biçimine de sahiptir.

Tanım 2: 

                                     A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0 

biçimindeki düzlem denklemine, M₀(x₀, y₀, z₀)  noktasından geçen ve verilen Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (A, B, c)  
vektörüne dik olan düzlemin skaler denklemi denir.

Örnek 1  M₀(1, 3, –5) noktasından geçen ve Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (–2, 5, 1) vektörüne dik olan Σ düz-

leminin denklemini yazalım. A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0 denklemine göre,  

–2(x – 1) + 5(y – 3) + 1(z + 5) = 0’dır. Son eşitlik 2x – 5y – z + 8 = 0  biçimine dönüştürülebilir 

ve bu Σ düzleminin denklemi olarak kabul edilebilir.
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1
 
 A(5, –3, 7) noktasından geçen ve Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (7, –8, 10) vektörüne dik olan Σ düzleminin 

denklemini bulunuz.

Düzlem denkleminin koordinat biçimi aşağıdaki biçimde dönüştürülebilir:
                                                 Ax + By + Cz + D = 0,
burada D = –Ax₀ – By₀ – Cz₀’dır.

Tanım 3:

                                          Ax + By + Cz + D = 0 

denklemi, kendisine dik olan n = (A, B, c) vektörüne sahip bir düzlemin genel denklem biçimi 
olarak adlandırılır.

Düzlemin genel denkleminde A, B, C ve D katsayıları gerçel sayılardır. Yani, bunlardan her-

hangi biri sıfıra eşit olabilir ve dik Kartezyen koordinat sistemindeki konumuna göre düzlemin özel 

durumlarını elde ederiz:

1. D = 0 ise, düzlemin genel denklemi Ax + By + Cz = 0 biçimini alır. Bu, x = 0, y = 0, z = 0’ın 

bir çözümü olduğu anlamına gelir, bu nedenle bu durumda düzlem koordinat başlangıcından geçer.

2. A = 0 ise, düzlemin genel denklemi By + Cz + D = 0 biçimini alır. Bu, Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (0, B, C) 

vektörüne dik olan bir düzlemdir. Ancak Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
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Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 
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координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
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 = (0, B, C) vektörü i = (1, 0, 0) ortuna diktir, bu nedenle 

bu düzlem x eksenine paraleldir. Ek olarak D = 0 ise, düzlemin genel denklemi By + Cz = 0 biçi-

mini alır. Bu düzlem x eksenine paraleldir ve koordinat başlangıcını içerir. Başka bir deyişle, bu tam 

olarak x eksenini içeren düzlemdir.

3. A = B = 0 ise, düzlemin genel denklemi Cz + D = 0 biçimini alır. Bu, k→ = (0, 0, 1) ortuyla 

kolineer olan n = (0, 0, C) vektörüne dik olan bir düzlemdir. Yani, bu, x ekseni ve y ekseni tarafın-

dan oluşturulan düzleme paralel bir düzlemdir. Özel olarak, bu durumda D = 0 ise, Oxy koordinat 

düzleminin denklemini temsil eden z = 0 biçimindeki denklemi elde ederiz.

2
 
 

            Најди ја равенката на рамнината  што минува низ точката ( )5, 3,7А − и е

нормална на векторот ( )7, 8,10n = − .

Координатната форма на равенката на рамнината можеме да ја транформираме во 
следниот облик. 

0,Ax By Cz D+ + + =

каде што 0 0 0D Ax By Cz= − − − .

Во општата равенка на рамнина, коефициентите , ,A B C и D се реални броеви. 
Значи, некој од нив може да биде еднаков на нула и да добиеме специјални случаи на 
рамнината во однос на нејзината местоположба во правоаголниот Декартов координатен 
систем:

1. Ако 0D = тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0Ax By Cz+ + = .

Тоа значи дека  0, 0, 0x y z= = = е едно нејзино решение, па имаме дека во овој случај 
рамнината минува низ координатниот почеток.

2. Ако 0A= тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0By Cz D+ + = . Тоа 

е рамнина нормална на векторот ( )0, ,n B C= . Но, векторот ( )0, ,n B C= е нормален на

ортот ( )1,0,0i = , значи оваа рамнина е паралелна со x - оската. Ако дополнително и

0,D = општата равенка на рамнина е од облик 0By Cz+ = . Оваа рамнина е паралелна со 
x -оската и го содржи координатниот почеток. Со други зборови, тоа е точно онаа рамнина 
која ја содржи x -оската.

3. Ако 0A B= = тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0Cz D+ = . Ова
е рамнина нормална на векторот ,  кој е колинеарен со ортот . Значи ,
тоа е равенка на рамнина, паралелна на рамнината образувана од -оската и -оската. 
Специјално, ако при ваквиот случај важи дека и , тогаш ја добиваме равенката на 
рамнината со облик  , која ја претставува равенката на координатната рамнина 

( )0,0,n С= ( )0,0,1k =

x y
0D =

0=z Oxy

       Дискутирај ги случаите 0,Ax Cz D+ + = 0,Ax D+ = 0,Ax By D+ + = v
0, 0x y= = .

Од веќе дискутираното може да заклучиме дека:

1

Дефиниција 3: Равенката 
0,Ax By Cz D+ + + =

се нарекува општ облик на равенка на рамнина со вектор ( , , )n A B C= нормален на 
неа.

2

.
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  veya x = 0, y = 0 durumlarını inceleyiniz.

Şimdiye dek yapılan incelemelerden şu sonuca varabiliriz:

 



200

                         Рамнината со равенка 2 5 0x z− + = е паралелна со у - оската, а рамнината 

6 7 0z − = e нормална со z - оската т.е. паралелна со Оху рамнината.

Каква е положбата на рамнините зададени со следните равенки:

      а) 0x y+ = ;    б) 2 0x у z+ − = ; в) 2 3 4у z− + = ?

Задачи за самостојна работа

1. Најди ја равенката на рамнината  што минува низ точката ( )8,3, 4В − и вектор

( )5, 2, 3n = − нормален на неа. Потоа, провери дали точките

( )7,5,4 , (1,0,2), (0,29,0)P Q R лежат на  .

2. Дадени се две точки во просторот ( )2, 1, 3 , (0,3, 5)А В− − − − . Најди ја равенката на

рамнината  со нормален вектор ( )1,0, 3n = − што минува низ средината на
отсечката АВ .

3. Каква е положбата на рамнините зададени со следните равенки:

а) 2 0x y z− + = ;    б) 3 2x у+ = ;       в) 3 4 0x z− = ; г) 0x = ;

д) 2 0у z− − = ?

4. Најди ја општата равенка на рамнината  која минува низ точката ( )5,0, 3А − и е

паралелна со Оyz - рамнина.

5. Најди ја општата равенка на рамнината  која минува низ точката  ( )1,3, 3В − − и

низ у -оската.

Ако некој од коефициентите ,A B или C е нула, тогаш рамнината е паралелна со 
координатната оска која е „соодветна“ на тој коефициент;
Ако точно еден од тие коефициенти не е нула, тогаш рамнината е нормална со 
соодветната оска, т.е. е паралелна со координатната рамнина определена со другите 
две оски.

Пример 2

3
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b) c)

d)

ç)

A, B veya C katsayılarından herhangi biri sıfır olduğu durumda, düzlem bu katsayıya “karşılık 
gelen” koordinat eksenine paraleldir.

Bu katsayılardan tam olarak biri sıfır değilse, düzlem karşılık gelen eksene diktir, yani diğer iki 
eksen tarafından tanımlanan koordinat düzlemine paraleldir.

Örnek 2    2x – z + 5 = 0 denklemli düzlem y eksenine paraleldir ve 6z – 7 = 0 denklemli 

düzlem z– eksenine diktir, yani Oxy düzlemine paraleldir.

3
 
  Aşağıdaki denklemlerle verilen düzlemlerin konumu nedir?

a) x + y = 0              b) 2x + y – z = 0           c) –2y + 3z = 4

Çalışma alıştırmaları

1.	 B (8, 3, –4) noktasından geçen ve Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (5, 2, –3) vektörüne dik olan Σ düzleminin denk-

lemini bulunuz. Ardından, P(7, 5, 4), Q(1, 0, 2), R(0, 29, 0) noktalarının Σ üzerinde olup 

olmadığını kontrol ediniz.
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 = (1, 0, –3) vektörüne dik olan Σ düzleminin denklemini bulunuz.

3.	 Aşağıdaki denklemlerle verilen düzlemlerin durumu nedir?

4.	 A (5, 0, –3) noktasından geçen ve Oyz düzlemine paralel olan Σ düzleminin genel denkle-

mini bulunuz.

5.	 B (–1, 3, –3) noktasından ve y ekseninden geçen Σ düzleminin genel denklemini bulunuz.
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Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
почеток кон рамнината) и со произволна точка 0M на која одговара радиус-вектор r , која 

е на растојание 0p  од координатниот почеток O во правоаголен Декартов координатен 
систем во простор, слика 4. Тогаш единечниот вектор што одговара на векторот n e
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проекцијата на радиус-векторот r врз единечниот вектор 0n т.е. 
0

0
0

0

pr
| |n
r np r r n
n


= = =  .

Од овде се добива равенката 0 0n r p − = .

Слика 4

Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .
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cos cos cos 0.x y z p  + + − =

Дефиниција 1: Равенката

0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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= . Растојанието p од координатниот почеток O до рамнината  , очигледно е 

проекцијата на радиус-векторот r врз единечниот вектор 0n т.е. 
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Од овде се добива равенката 0 0n r p − = .

Слика 4

Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде

што ,  и  се аглите на векторот 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно, 
нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =

Дефиниција 1: Равенката

0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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 düzlem 

denkleminin normal vektör biçimi biçimine dönüştürülür.

                                          x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0 
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Tanım 2:

 x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0
denklemi, n₀ birim vektörünün Ox, Oy ve Oz koordinat eksenleriyle sırasıyla α, β ve γ açıları 
yaptığı ve p’nin koordinat başlangıcından düzleme olan uzaklığı olduğu Σ düzleminin normal 
denklem biçimi olarak adlandırılır.

Örnek 1  x – y + 3z – 5 = 0 düzlemine paralel olan ve koordinat başlangıcından 7 birim 

uzaklıkta bulunan düzlemin normal vektör biçimini yazalım. Verilen x – y + 3z – 5 = 0 düzlemine 

dik olan vektör, istenen düzleme de diktir ve Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (1,–1,3)’tür. Birim vektör 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 

0
11 11 3 11, ,

| | 11 11 11
nn
n

 
= = −  

 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 

Пример 1

1
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ve p = 7 dir. O zaman normal vektör biçimindeki denklem
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 olduğunu buluyoruz. 
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 vektörüne dik olan ve koordinat başlangıcından geçen bir düzlemin normal 

vektör biçimini yazınız.

Bir düzlemin normalinin iki zıt ortu olduğu düşünüldüğünde, Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-
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координатни форми.
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₀ = (cos α, cos β, cos γ) ve 
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₀ = (cos(π – α), cos(π – β), cos(π – γ)), Şekil 4’e göre, Σ düzleminin iki normal denklem biçi-

minin olduğunu elde ederiz, öyle ki (–1) ile çarparak bir denklemden diğerine geçilir.

Bu nedenle, Ax + By + Cz + D = 0 genel denklemi ile belirli olan bir Σ düzleminin normal şekli  

 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 

0
11 11 3 11, ,

| | 11 11 11
nn
n

 
= = −  

 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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 normal vektörüdür.  Paydadaki 

karekökün önündeki işaret, serbest terim D’nin genel denklemdeki işaretinin tersi olarak seçilir, 

böylece birim vektörün yönü düzlemden koordinat başlangıcı O’ya   yönlendirilmesi sağlanır.
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Örnek 2  a) а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 ve koordinat başlangıcından uzaklık 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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  dir.

2  Genel biçimde verilen aşağıdaki düzlem denklemlerini normal biçimde ifade ediniz:

		  a) 2x + 3y – 2z + 3 = 0                    b) x – y + 3z – 5 = 0

Çalışma alıştırmaları

1.	 Aşağıdaki özelliklere sahip bir düzlemin normal vektör denklemini yazınız:
	 a) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 = (1, 2, –2) vektörüne dik ve koordinat başlangıcından 10 birim uzaklıkta. 

	 b) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 = (–4, –4, 2) vektörüne dik ve koordinat başlangıcından 4 birim uzaklıkta.

2.	 x – 2y + 2z – 15 = 0 düzlemine paralel ve koordinat başlangıcından 5 birim uzaklıkta 
olan bir düzlemin normal vektör denklemini yazınız.

3.	 A(1, 2, 3), B(–2, 5, –4), C(0, –1, 5) doğrusal olmayan üç noktadan geçen ve koordinat 
başlangıcından geçen bir düzleme paralel olan bir düzlemin normal vektör denklemini 
yazınız.

4. Genel biçimde verilen aşağıdaki düzlem denklemlerini normal biçimde ifade edin:

	 a) 2x + y – 2z + 6 = 0           b) x – 2y + 3z – 2 = 0

5.  Aşağıdaki normal biçimde ifade edilen düzlemlerden hangisi doğrudur?

	 a) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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   b) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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  c)  

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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6. Normal biçimde verilen aşağıdaki düzlem denklemlerinde koordinat başlangıcından uzaklığı 

ve normal vektörlerini bulunuz:

	 a)  

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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  b) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .
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6. Сегментен облик на равенка на рамнина

Нека е даден општ облик равенка на рамнина : 0,Ax By Cz D + + + = каде сите 
коефициенти се различни од нула т.е. 0, 0, 0, 0A B C D    . Тогаш равенката можеме 
да ја презапишеме во облик 

1Ax By Cz
D D D
+ + =

− − −
т.е.

1x y z
D D D
A B C

+ + =
− −−

.

Ако земеме , ,D D Da b c
A B C

= − = − = − се добива 1x y z
a b c
+ + = .

Поимот „сегментен“ доаѓа од ненултите сегменти (делови) ,a b и с , кои геометриски 
ги претставуваат сегментите што на координатните оски ,Ox Oy и Oz ги отсекува дадената 
рамнина, слика 5.

Слика 5

Овие сегменти можат да бидат и негативни. На слика 6 е даден случај каде сегментот на 
апцисната и ординатната оска е негативен број т.е. 2a b= = − .

Дефиниција 1: Равенката

1x y z
a b c
+ + =

се нарекува сегментен облик на равенка на рамнина.
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denklemi, düzlemin eksen parçaları cinsinden denklemi diye adlandırılır. 

“Eksen parçaları” terimi, geometrik olarak verilen düzlemin Ox, Oy ve Oz koordinat eksenle-

rinde kestiği doğru parçalarını temsil eden sıfır olmayan a, b ve c doğru parçalarından gelir, Şekil 5.

Şekil 5

Bu parçalar negatif de olabilir. Şekil 6’da apsis ve ordinat eksenindeki parçaların negatif sayı olduğu 

bir durum verilmiştir, yani a = b = –2.

 



205

Слика 6

Веќе видовме дека сегментен облик на равенка на рамнина се добива со трансформација 
на општиот облик на равенка на рамнината и истото ќе го презентираме со следниот 
пример 1.

         Нека е дадена една рамнина во општ облик

5 3 15 0x y z− + − = ,

каде 5 0, 3 0, 1 0, 15 0A B C D=  = −  =  = −  . Постапката на трансформација во 
сегментен облик е следнава:

5 3 15 0
5 3 15 / :15
5 3 1
15 15 15

1.
3 5 15

x y z
x y z
x y z

x y z

− + − =
− + =

− + =

− + =

            Претстави ги равенките на следните рамнини во сегментен облик:

а) 3 4 3 7 0x y z− + + = ; б) 4 3 6 12 0x y z− − + = .

Нека е дадена равенка на една рамнина  во сегментен облик 

1, 0, 0, 0x y z а b c
a b c
+ + =    . Трансформацијата од сегментен во општ облик на 

рамнината  е:

1/

0

x y z abc
a b c
bcx acy abz abc
bcx acy abz abc

+ + = 

+ + =
+ + − =

т.е. 0Ax By Cz D+ + + = ,

каде   , , ,A bc B ac C ab D abc= = = = − .     

Пример 1

1
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Şekil 6

Düzlemin eksen parçaları şeklinde dönüşümü, düzlemin genel denklem biçiminin dönüştürülmesiyle 

elde edildiğini zaten gördük ve aynı şeyi aşağıdaki Örnek 1 ile sunacağız.

Örnek 1         Genel biçimde verilen 

5x – 3y + z – 15 = 0,

Düzlemde,  A = 5 ≠ 0, B = –3 ≠ 0, C = 1 ≠ 0, D = –15 ≠ 0’dır. Eksen parçaları biçimine dönüş-

türme işlemi aşağıdaki şekilde yapılır:

1   Aşağıdaki düzlem denklemlerini eksen parçaları biçiminde ifade ediniz:

         a) 3x – 4y + 3z + 7 = 0                     b) 4x – 3y – 6z + 12 = 0

Σ düzleminin eksen parçaları biçimindeki denklemi 
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 olsun. Σ düzle-

minin eksen parçaları biçiminden genel biçime dönüştürülmesi:

burada A = bc, B = ac, C = ab, D = –abc’dir.
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     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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2   Verilen düzlem denklemlerini genel biçimde ifade ediniz:

	 a) 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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          b) 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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Örnek 2   Eksen parçaları cinsinden 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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 düzlemi verilmiş olsun. Burada eksen 

parçaları  a = 2, b = 3, c = –1 dir.  Denklemi genel biçime dönüştürelim.

burada A = 3, B = 2, C = –6, D = –6’ dır.

Örnek 3    A(2, 1, –5) ve B(–2, 0, 3) noktalarından geçen ve x ve z koordinat eksenlerinde 

eşit parçalar kesen Σ düzleminin denklemini oluşturalım. Yani, a = c.  Bu durumda denklemin eksen 

parçaları cinsinden denklemi şu şekilde yazılabilir: 

 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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A ∈ Σ olduğuna göre, koordinatları eksen parçaları cinsinden olan denklemi sağlamaktadır:

 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.
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B ∈ Σ  olduğuna göre, koordinatları eksen parçaları cinsinden olan denklemi sağlamaktadır:

Şu sistemi çözeriz:
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Buna göre, Σ düzleminin eksen parçaları cinsinden denklemi Сегментниот облик на равенка на рамнината Σ е: 111 1

4

x y z
+ + = . 

Напиши ја равенката на рамнината која минува низ точката ( )8, 3,2А − и на
координатните оски отсекува еднакви сегменти.

Задачи за самостојна работа

1. Одреди ги сегментите што ги отсекуваат следните рамнини на координатните оски:

а) 2 3 5 20 0x y z− − − = ; б) 7 5 4 15 0x y z+ + + = .

2. Напиши равенка на рамнина која на координатните оски отсекува сегменти
12, , 1.
3

a b c= − = =

3. а) Напиши равенка на рамнина која минува низ точката ( )1, 2,3А и на координатните
оски отсекува еднакви сегменти.

б) Напиши равенка на рамнина која минува низ точките ( )1, 2,3А и ( )1, 2, 4B − − на

координатните оски y и z отсекува еднакви сегменти.

4. Определи го параметарот m во равенката наа рамнината (2 ) 3 5 15 0m x y z− − − − =
т.ш. збирот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски е 7.

5. Определи го параметарот m во равенката на рамнината (2 3) 3 2 10 0m x my z− − + − =
т.ш. производот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски х
и z е 2.

6. Определи го параметарот m во равенката наа рамнината (1 ) 2 5 20 0m x y z− + + − =
т.ш. производот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски е 
100.

7. Пресметај го волуменот на тетраедерот образуван од координатните рамнини и
рамнината 2 10 5 30 0x y z− + − = .

3
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  dir.

2   A(8, –3, 2) noktasından geçen ve koordinat eksenlerinde eşit parçalar kesen düzlemin 

denklemini yazınız.

 Çalışma alıştırmaları

1.	 Aşağıdaki düzlemlerin koordinat eksenlerinde kestiği parçaları belirleyin:

	 a) 2x – 3y – 5z – 20 = 0              b) 7x + 5y + 4z + 15 = 0

2.	 Koordinat eksenlerinde a = –2, b = c = 1 parçaları kesen bir düzlemin denklemini yazınız.

3.	 a) A(1, 2, 3) noktasından geçen ve koordinat eksenlerinde eşit parçalar kesen düzlemin 

denklemini yazınız.

	 b) A(1, 2, 3) ve B(–1, –2, 4) noktalarından geçen ve y ve z koordinat eksenlerinde eşit 

parçalar kesen düzlemin denklemini yazınız.

4.	 (2 – m)x – 3y – 5z – 15 = 0 düzleminin denklemindeki m parametresini, düzlemin koor-

dinat eksenlerinde kestiği parçaların toplamı 7 olacak şekilde belirleyiniz.

5.	 (2m – 3)x – 3my + 2z – 10 = 0 düzleminin denklemindeki m parametresini o şekilde 

belirtiniz ki, düzlemin x ve z koordinat eksenlerinde kestiği parçaların çarpımı 2 olsun.

6.	 (1 – m)x + 2y + 5z – 20 = 0 düzleminin denklemindeki m parametresini o şekilde belirtiniz 

ki, düzlemin koordinat eksenlerinde kestiği parçaların çarpımı 100 olsun.  

7.	 2x – 10y + 5z – 30 = 0 düzlemi ve koordinat düzlemleri tarafından oluşturulan düzgün 

dörtyüzlünün hacmini hesaplayınız.
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7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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7. Üç Noktadan Geçen Düzlemin Denklemi

M₁, M₂ ve M₃ doğrusal olmayan üç nokta verilsin. Düzlem üzerinde olan  M₁, M₂ ve M₃ noktalarının 

yarıçap vektörlerini sırasıyla 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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 olarak gösterelim ve keyfi bir M noktasının yarıçap vektörünü 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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 olarak gösterelim, Şekil 7. 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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 vektörleri  Σ düzlemi 

üzerinde bulunuyorlar, yani bunlar komplanar vektörlerdir, bu nedenle onların karma çarpımı sıfırdır, 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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Şekil 7

Tanım 1:

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212
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=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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eşitliği, doğrusal olmayan üç noktadan geçen bir düzlemin vektörel denklem biçimini temsil 
eder.

Düzlemde bulunan doğrusal olmayan noktaları M₁(x₁, y₁, z₁), M₂(x₂, y₂, z₂) ve M₃(x₃, y₃, z₃) koordinat-

ları ile ifade edersek, yarıçap vektörleri de aynı koordinatlara sahip olacaktır, 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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Düzlemin keyfi bir noktasının koordinat biçimi M(x, y, z) ve yarıçap vektörü 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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’dir. 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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 vektörleri koordinatlarla verilir:

Buna göre, doğrusal olmayan üç noktadan geçen düzlemin vektörel denklemi koordinat biçiminde 

şu şekilde ifade edilir:

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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burada при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .

Пример 1

1
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 tür.

Tanım 2:

 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0
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121212
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=
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−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
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denklemi, M₁(x₁, y₁, z₁), M₂(x₂, y₂, z₂) ve M₃(x₃, y₃, z₃) doğrusal olmayan üç noktadan 
geçen bir düzlemin denklemi olarak adlandırılır.

Örnek 1   M₁(0, –1, 2), M₂(1, –2, –1) ve M₃(3, 1, 0) doğrusal olmayan üç noktadan geçen 

düzlemin denklemi:

 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;
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  dir.

Üçüncü dereceden determinantı çözmekle 

 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
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Elde edilir. Dolayısıyla bu düzlemin genel denklemi:

 8x – 7y + 5z – 1 = 0
olarak elde edilir.

1
 
M₁(1, –1, –3), M₂(–1, 2, 0) ve M₃(–5, –2, 1) doğrusal olmayan üç noktadan geçen 

düzlemin denklemini yazınız.

Çalışma alıştırmaları

1.		Aşağıdaki üç noktadan geçen düzlemin denklemini yazınız:

		 a) 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;
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		 b) 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .
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2.	 Verilen noktalar komplanar olup olmadığını yoklayınız: 

		  a)  A(1, 2, –3),       B(3, 2, 2),    C(4, 5, 1),      D(–4, –3, 1)
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б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .

Нека за помал агол го земеме аголот  како аголот меѓу 1n и 2n , слика 8.
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б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
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b)  A(0, 1, –2), B(1, 0, –1), C(1, 1, 0), D(2, –1, 0)   
Cevap evet ise, bu düzlemin denklemini belirtiniz.

3.  

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .

Нека за помал агол го земеме аголот  како аголот меѓу 1n и 2n , слика 8.
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 düzleminin denklemini yazınız. Ondan sonra 

M(–1, 2, 3), N(2, 1, –3), S(0, –2, 1) noktalarından herhangi biri bu düzleme ait olup 

olmadığını belirtiniz

8. İki Düzlemin Karşılıklı Durumu

İki düzlemin karşılıklı durumları şu şekilde olabilir: iki düzlemr birbirine paralel olabilir, (çakışabilir 

veya ortak noktaları olmayabilir) veya kesişiyorlar.

Genel biçimde verilen iki düzlem alalım:

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
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 ve 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .
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Слика 8

210

Bu düzlemlere dik olan vektörler şunlardır:

Düzlemler Arasındaki Açı. İki düzlem kesiştiğinde, 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 
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 açısını oluştururlar. Bu açı as-

lında normal vektörleri arasındaki açıdır, 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 
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Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
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Аголот  можеме да го пресметаме преку скаларниот производ на векторите 1 2,n n т.е.

1 2 1 2| | | | cosn n n n  =   . Од овде се добива аголот  како 1 2
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| | | |
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искористиме координатната форма на нормалните вектори 1n и 2n тогаш се добива
формулата,
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Пресекот на две рамнини е права, која јасно се гледа од слика 8.

Услов за нормалност на две рамнини. Нека двете рамнини се сечат и нека аголот 
помеѓу нив е 090 = . Тогаш скаларниот производ на нормалните вектори 1 2,n n е нула т.е.

1 2 0n n = . Со користење на координатната форма на скаларниот производ за нормалните

вектори добиваме 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .

Услов за паралелност на две рамнини. Кога две рамнини се паралелни, 1 2|| 

тогаш нивните нормални вектори се паралелни, 1 2||n n , слика 9. 
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вектори добиваме 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .

Услов за паралелност на две рамнини. Кога две рамнини се паралелни, 1 2|| 

тогаш нивните нормални вектори се паралелни, 1 2||n n , слика 9. 

Слика 9

Равенството

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + =

претставува услов за нормалност (ортогоналност) на две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

211

. Dik vektörlerin skaler çarpımının koordinat 

biçimini kullanarak A₁A₂ + B₁B₂ + C₁C₂ = 0 elde ederiz.

 

Аголот  можеме да го пресметаме преку скаларниот производ на векторите 1 2,n n т.е.

1 2 1 2| | | | cosn n n n  =   . Од овде се добива аголот  како 1 2

1 2

cos
| | | |

n n
n n

 
=


. Доколку ја 

искористиме координатната форма на нормалните вектори 1n и 2n тогаш се добива
формулата,
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2
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2
1

2
1

212121cos
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CCBBAA
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= .

Пресекот на две рамнини е права, која јасно се гледа од слика 8.

Услов за нормалност на две рамнини. Нека двете рамнини се сечат и нека аголот 
помеѓу нив е 090 = . Тогаш скаларниот производ на нормалните вектори 1 2,n n е нула т.е.

1 2 0n n = . Со користење на координатната форма на скаларниот производ за нормалните

вектори добиваме 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .

Услов за паралелност на две рамнини. Кога две рамнини се паралелни, 1 2|| 

тогаш нивните нормални вектори се паралелни, 1 2||n n , слика 9. 

Слика 9
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1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + =

претставува услов за нормалност (ортогоналност) на две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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 ve 

Аголот  можеме да го пресметаме преку скаларниот производ на векторите 1 2,n n т.е.
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Пресекот на две рамнини е права, која јасно се гледа од слика 8.

Услов за нормалност на две рамнини. Нека двете рамнини се сечат и нека аголот 
помеѓу нив е 090 = . Тогаш скаларниот производ на нормалните вектори 1 2,n n е нула т.е.

1 2 0n n = . Со користење на координатната форма на скаларниот производ за нормалните

вектори добиваме 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .

Услов за паралелност на две рамнини. Кога две рамнини се паралелни, 1 2|| 

тогаш нивните нормални вектори се паралелни, 1 2||n n , слика 9. 

Слика 9

Равенството

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + =

претставува услов за нормалност (ортогоналност) на две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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 için,                                                                       

A₁A₂ + B₁B₂ + C₁C₂ = 0 
eşitliği,  iki Σ₁ ve Σ₂ düzlemlerinin dik olma (ortogonallik) koşulunu temsil eder.

İki düzlemin paralellik koşulu. İki düzlem paralel olduğunda, Σ₁ || Σ₂, normal vektörleri de para-

leldir, 

Аголот  можеме да го пресметаме преку скаларниот производ на векторите 1 2,n n т.е.

1 2 1 2| | | | cosn n n n  =   . Од овде се добива аголот  како 1 2

1 2

cos
| | | |

n n
n n

 
=


. Доколку ја 

искористиме координатната форма на нормалните вектори 1n и 2n тогаш се добива
формулата,

2
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2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++
= .

Пресекот на две рамнини е права, која јасно се гледа од слика 8.

Услов за нормалност на две рамнини. Нека двете рамнини се сечат и нека аголот 
помеѓу нив е 090 = . Тогаш скаларниот производ на нормалните вектори 1 2,n n е нула т.е.

1 2 0n n = . Со користење на координатната форма на скаларниот производ за нормалните

вектори добиваме 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .

Услов за паралелност на две рамнини. Кога две рамнини се паралелни, 1 2|| 

тогаш нивните нормални вектори се паралелни, 1 2||n n , слика 9. 

Слика 9

Равенството

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + =

претставува услов за нормалност (ортогоналност) на две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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, Şekil 9.

Şekil 9
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Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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Şekil 9’dan açıkça görülebilir ki, Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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 normal vektörleri kolineer vektörlerdir. O halde λ olmak üze-

re öyle bir gerçek sayı var ki,

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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. Koordinatlarını kullanarak 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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 elde 

edilir. Buradan 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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  sonucu çıkar.

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

eşitliği, 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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 olan iki Σ₁ ve Σ₂ düzleminin pa-
ralellik koşulunu temsil eder.

Paralellik koşulu sağlanırsa ve  

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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 ise, iki düzlem çakışır, 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1
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.  Paralellik koşulu 

sağlanırsa, ancak 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1
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 ise, iki düzlemin ortak noktası yoktur, Σ₁ ∩ Σ₂ = ∅.

Örnek 1      Σ₁: 3x – 3y + 9z – 2 = 0 ve Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0 düzlemleri paraleldir, Σ₁ || Σ₂, 

çünkü 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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 Ancak, Σ₁: 3x – 3y + 9z – 6 = 0 ve Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0 düzlemleri çakışıktır, 

Σ₁ = Σ₃, çünkü 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1
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  Öte yandan, Σ₁: 4x + 2y + z – 2 = 0 ve Σ₂: x + y + 2z – 1 = 0 

düzlemleri kesişir, çünkü  

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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  dir.

1
  
Aşağıdaki düzlemlerin karşılıklı durumlarını belirtelim. 

a) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0   b) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + z – 2 = 0               

c) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + z – 1 = 0

Örnek 2  Σ1: x – y + z – 2 = 0 ve Σ₂: x + y + 2z – 1 = 0 düzlemlerinin kesişim açısı α’yı 

belirleyelim. Normal vektörleri 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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 ve  

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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’dir. Yukarıdaki for-

müle göre şunları elde ederiz:
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   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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2    2x – 3y + z – 2 = 0 ve x + y + z + 3 = 0 düzlemleri arasındaki α açısını belirtiniz.

Örnek 3  M(1, –1, 0) ve N(2, –3, 1) noktalarından geçen ve Σ2: 2x – y + 3z – 10 = 0 düz-

lemine dik olan Σ1 düzleminin denklemini bulalım.  

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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 dır. Dik olma  koşulundan Σ₁ ⊥ Σ2₁ için 

2A – B + 3C = 0’dır. Şunları elde ederiz:

B = 1 alırsak, C = –3 ve A = 5 elde ederiz. Düzlemin denklemi şöyle olacaktır:

                                                     Σ₁: 5x + y – 3z – 4 = 0

3    M(1, –1, 0) noktasından geçen ve ∑2 : 2x – y + 3z – 10 = 0 düzlemine paralel olan 

Σ1 düzleminin denklemini yazınız.

Çalışma alıştırmaları

1.	 Aşağıdaki iki düzlemin karşılıklı durumunu belirleyin:

	 a) 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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	 b) 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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	 Kesişen düzlemler için kesişim açısı α’yı bulunuz.

2.	 Koordinat başlangıcından geçen ve Σ₁: x – y + z – 1 = 0, Σ2: x + y – 2z – 3 = 0   düz-

lemlerine dik olan Σ düzleminin denklemini yazınız.

3.	 M(1, –1, 0) ve N(2, 3, –2) noktalarından geçen ve Σ₁:2x + 3y – z – 2 = 0 düzlemine dik 

olan Σ1 düzleminin denklemini yazınız.

4.	 N(2, 3, –2) noktasından geçen ve Σ2: x – y + z = 0 düzlemine paralel olan Σ1  düzleminin 

denklemini yazınız.
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9. Bir Noktanın Bir Düzleme Uzaklığı

Bir noktanın bir düzleme olan uzaklığını belirlemek için, bir düzlem denkleminin normal vektör biçi-

mini elde etme yaklaşımını kullanacağız.

    •    Bir noktanın bir düzleme olan uzaklığı nedir?

Bu sorunun cevabı, noktanın düzleme olan en kısa uzaklığıdır. 

9. Растојание од точка до рамнина

За определување на растојанието од точка до рамнина ќе го искористиме истиот пристап 
како и добивањето на нормалниот векторски облик на равенка на рамнина. 

• Што е растојание од точка до рамнина?

Одговорот на ова прашање е дека тоа е најкраткото растојание од точката до рамнината. 
Нека 0 0 0 0( , , )М x y z е произволна точка од рамнината  со радиус-вектор 0 0 0 0( , , )r x y z= и 

вектор Σ, ( , , )n n A B C⊥ = . Нека точката ΣМ  и сакаме да го пресметаме растојанието 
од точката М до рамнината Σ . На точката 1 1 1( , , )М x y z со радиус-вектор 1 1 1( , , )r x y z= ја 

наоѓаме нејзината проекција 1М врз рамнината  . Тогаш 

0 0 0 1 0 1 0 1 0( , , )М М ОМ ОМ r r x x y y z z= − = − = − − − .

Растојанието oд точката 1 1 1( , , )М x y z до рамнината  е проекцијата на векторот 0r r− врз 
векторот n .

0 1 0 1 0 1 0
1 0 2 2 2

1 1 1 0 0 0 1 1 1
2 2 2 2 2 2

( ) | ( ) ( ) ( ) || pr ( ) |
| |

| | | | .

n
n r r A x x B y y C z zd ММ r r

n A B C
Ax By Cz Ax By Cz Ax By Cz D

A B C A B C

 − − + − + −
= = − = =

+ +
+ + − − − + + +

= =
+ + + +

Слика 10

Јасно е дека растојанието од точка до рамнина е 0d  . Растојанието 0d = , ако точката 
лежи на рамнината.

Дефиниција 1: Растојанието oд точката 1 1 1( , , )М x y z до рамнината  е 

1 1 1
2 2 2

| |Ax By Cz Dd
A B C
+ + +

=
+ +

каде ( , , ), Σ.n A B C n= ⊥ .
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 = (A, B, C) vektörü olsun. M₁(x₁, y₁, z₁) 
noktasına ve M₁ noktasının Σ düzlemine olan uzaklığını hesaplamak istiyoruz. 
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 = (x₁, y₁, z₁) ya-

rıçap vektörüne sahip M₁(x₁, y₁, z₁) noktası için, Σ düzlemi üzerindeki M₁ izdüşümünü buluyoruz. 
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 vektörünün n vektörü üzerindeki izdüşü-

müdür.

Şekil 10

Tanım 1:  
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formülüyle hesaplanır.

Bir noktanın bir düzleme olan uzaklığının d ≥ 0 olduğu açıktır. Nokta düzlem üzerinde bulunuyorsa, 

uzaklık d = 0 dır.
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                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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Örnek 1       Verilen  A(–1, 2, –3), B(0, 5, –2) ve C(–1, –1, 1) noktalarından geçen düzlemin 

denklemini belirtelim:

yani 15x – 4y – 3z + 14 = 0.  O halde M(1, 1, –1) noktasının düzleme uzaklığı: 
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dir.

1   M(1, 0, –2) noktasının A(–1, 2, 3) noktasından geçen ve x – 2y + z – 4 = 0 düzlemine 

paralel olan düzleme uzaklığını hesaplayınız.
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  elde ederiz, buradan A = 2k, B = –k, C = –2k.

k = 1 ise, A = 2, B = –1, C = –2 elde ederiz.
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 Buradan, 

verilen koşulları sağlayan iki düzlem denklemi 2x – y – 2z + 11 = 0 ve 2x – y – 2z – 11 = 0 elde 

ederiz.

2    2x – 3y + z – 4 = 0 ve 4x – 6y + 2z – 5 = 0 iki paralel düzlem arasındaki uzaklığı 

hesaplayınız.
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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Çalışma alıştırmaları

1.	 A(–1, 2, 3) noktasının x – 2y – 3z – 3 = 0 düzlemine olan uzaklığını hesaplayın.

2.	 x – 2y – 3z – 3 = 0 ve 3x + y – z + 6 = 0 düzlemlerinden eşit uzaklıkta bulunan z ek-

senindeki bir noktayı belirleyiniz.

3.	 A(–1, 2, 3) noktasından geçen ve 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .

216

 doğrusuna dik olan düzlemden 

koordinat başlangıcına olan uzaklığı hesaplayınız.

4.	 ABCD / A(1, 2, –3), B(0, 1, 2), C(–3, 0, –1), D(1, –1, –2) / düzgün dörtyüzlünün A 

köşesinden indirilen yüksekliğin uzunluğunu hesaplayınız.

5.	 x + 2y – 2z + 2 = 0 düzleminden 5 birim uzaklıkta bulunan y eksenindeki bir noktayı 

belirleyin.

10. Uzayda Doğrunun Denklemleri

Burada uzayda doğru denklemleri verilecektir: bir doğrunun denkleminin parametrik biçimi, bir doğ-

runun denkleminin kanonik biçimi, iki noktadan geçen bir doğrunun denklemi ve kapalı olarak verilen 

bir doğru (iki düzlemin kesişimi olarak).
Bir doğru denkleminin vektörel biçimi
Uzayda bir p doğrusu, sıfır olmayan a vektörüne 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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paralel ve r₀ yarıçap vektörüne sahip keyfi 

bir M₀ noktasından geçsin. p doğrusunun denklemini elde etmek için, p doğrusundan r yarıçap 
vektörüne sahip bir M noktası seçiyoruz, Şekil 11.

Şekil 11

Şekil 11’e göre, 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 vektörünün 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .

216

 vektörüyle kolineer olduğunu görüyoruz, yani öyle bir t skale-

ri var ki,  

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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. Buna göre, M noktasının yarıçap vektörü için,          
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Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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Tanım 1:

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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eşitliği, 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 vektörüne paralel ve 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 yarıçap vektörüne sahip keyfi bir M₀ noktasından geçen 

bir doğrunun vektörel denklem biçimidir; burada t bir skalerdir. 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 vektörüne doğrunun taşıyıcı 

vektörü (taşıyıcı) denir.

Bir doğru denkleminin parametrik biçimiПараметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 doğrusunun vektörel denklemi ve 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 ve 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 vek-

törlerinin koordinat biçimlerini kullanarak şunları elde ederiz:

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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Elde edilen  

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 denklemleri,  p  doğrusunun koordinat biçimindeki 

denklemleridir.

Tanım 2:

 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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denklemlerine, 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 vektörüne paralel ve M₀(x₀, y₀, z₀) noktasından geçen bir doğrunun 

parametrik denklem biçimi denir; burada t bir skalerdir.

Örnek 1  :  

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 vektörüne paralel ve M₀(2, 0, –3) noktasından geçen bir doğrunun 

parametrik denklem biçimi şu denklemlerle verilir:

1
  

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 vektörüne paralel ve koordinat başlangıcından geçen bir doğrunun para-

metrik denklemini yazınız.
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Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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Bir Doğru Denkleminin Kanonik Biçimi

a₁ ≠ 0, a₂ ≠ 0, a₃ ≠ 0 için bir doğrunun parametrik denklem biçimi olan denklemlerin küçük bir dö-

nüşümüyle, doğrunun yeni bir denklem biçimi elde edilir. Küçük dönüşüm, t skalerini üç denklemden 

de ifade etmek ve sağ taraflarını eşitlemektir:

Tanım 3:

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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eşitliğine, 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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 vektörüne paralel ve M₀(x₀, y₀, z₀) noktasından geçen  doğrunun ka-
nonik denklem biçimi denir; burada t bir skalerdir.

Bir doğrunun kanonik denklem biçiminde, doğrunun taşıyıcı vektörü 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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’nın koordinatları olan a₁, a₂, a₃ 
ile bölündüğü görülmektedir.

Aşağıdaki soru ortaya çıkmaktadır:

•   �

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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 vektörünün koordinatlarından biri sıfır olduğunda bir doğrunun kanonik denklem 

biçimi ne olur?

Taşıyıcı vektör 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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’nın koordinatlarından biri sıfırsa, yani a₁, a₂, a₃’ten biri sıfırsa, örneğin a₁ = 0, 

a₂ ≠ 0, a₃ ≠ 0 ise, doğrunun kanonik denklem biçimi şudur:

                                     

Örnek 2  : M₀(1, –1, 5) noktasından geçen ve 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.
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 vektörüne paralel olan p doğrusunu 

Kartezyen dik koordinat sisteminde gösterelim, Şekil 12.
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Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.

2
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Şekil 12

Denklemin parametrik biçimi x = t + 1, y = 4t – 1, z = 5’tir.

Denklemin kanonik biçimi  

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.
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‘dır.

b)  

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.
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 vektörüne paralel ve M₀(–2, –3, 1) noktasından geçen bir doğrunun parametrik 

denklemi

   

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.
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 dir.

Doğrunun kanonik denklem biçimi ise 

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t
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 vektörüne paralel ve koordinat başlangıcından geçen bir doğrunun kanonik 

denklem biçimini yazınız.

İki noktadan geçen doğru denklemi

t  doğrusu M₁(x₁, y₁, z₁) ve M₂(x₂, y₂, z₂) noktalarından geçsin, şekil 13. O zaman t doğrusu 
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 vektörüne paraleldir ve M₁(x₁, y₁, z₁) noktasından geçer. Bu 

doğrunun kanonik biçimi:
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Слика 13

         Каноничниот облик на равенка на права што поминува низ двете точки 
( )1 2, 1, 2M − и ( )2 1, 2,0M − е 

2 1 2
1 1 2

x y z− + −
= =

− − −
.

    Напиши равенка на права која минува низ темето B на четириаголникот 
/ (1, 2, 3), (2,3, 6), ( 3,5,4), ( 5, 6,4) /ABCD A B C D− − − − − − паралелна со дијагоналата АС на

четириаголникот ABCD .

Имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини)

Во делот на разгледување на заемен однос на две непаралелни рамнини, рековме дека 
тие рамнини зафаќаат некој агол и нивниот пресек е права. Со оглед на тоа што пресек на 
две непаралелни рамнини е права (слика 14), тогаш можеме како равенка на права да го 
сметаме и овој облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

.

Дефиниција 4: Равенката 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

е равенка на права што минува низ две точки ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM .

Пример 3

3

220

Слика 13

         Каноничниот облик на равенка на права што поминува низ двете точки 
( )1 2, 1, 2M − и ( )2 1, 2,0M − е 

2 1 2
1 1 2

x y z− + −
= =

− − −
.

    Напиши равенка на права која минува низ темето B на четириаголникот 
/ (1, 2, 3), (2,3, 6), ( 3,5,4), ( 5, 6,4) /ABCD A B C D− − − − − − паралелна со дијагоналата АС на

четириаголникот ABCD .

Имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини)

Во делот на разгледување на заемен однос на две непаралелни рамнини, рековме дека 
тие рамнини зафаќаат некој агол и нивниот пресек е права. Со оглед на тоа што пресек на 
две непаралелни рамнини е права (слика 14), тогаш можеме како равенка на права да го 
сметаме и овој облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

.

Дефиниција 4: Равенката 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

е равенка на права што минува низ две точки ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM .

Пример 3

3

220

Şekil 13

Tanım 4:
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denklemi, M₁(x₁, y₁, z₁) ve M₂(x₂, y₂, z₂) noktalarından geçen doğrunun denklemidir.

Örnek 3  : M₁(2, –1, 2) ve M₂(1, –2, 0)  noktalarından geçen doğrunun kanonik denklemi  

Слика 13

         Каноничниот облик на равенка на права што поминува низ двете точки 
( )1 2, 1, 2M − и ( )2 1, 2,0M − е 

2 1 2
1 1 2

x y z− + −
= =

− − −
.

    Напиши равенка на права која минува низ темето B на четириаголникот 
/ (1, 2, 3), (2,3, 6), ( 3,5,4), ( 5, 6,4) /ABCD A B C D− − − − − − паралелна со дијагоналата АС на

четириаголникот ABCD .

Имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини)

Во делот на разгледување на заемен однос на две непаралелни рамнини, рековме дека 
тие рамнини зафаќаат некој агол и нивниот пресек е права. Со оглед на тоа што пресек на 
две непаралелни рамнини е права (слика 14), тогаш можеме како равенка на права да го 
сметаме и овој облик:

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

.

Дефиниција 4: Равенката 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

е равенка на права што минува низ две точки ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM .

Пример 3

3

220

 dir. 

3   ABCD / A(1, –2, –3), B(2, 3, –6), C(–3, 5, 4), D(–5, –6, 4) / dörtgeninin B köşesinden 

geçen ve ABCD dörtgeninin AC köşegenine paralel olan doğrunun denklemini yazınız.

Kapalı şekilde verilen doğru (İki düzlemin kesişimi biçiminde)

Paralel olmayan iki düzlemin karşılıklı durumunu incelerken, bu düzlemlerin bir açı oluşturduğunu 

ve kesişimlerinin bir doğru olduğunu söylemiştik. İki paralel olmayan düzlemin kesişimi bir doğru 

olduğundan (Şekil 14), bu biçimi bir doğru denklemi olarak kabul edebiliriz:
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Слика 14

Секоја равенка на права дадена во имплицитен облик можеме да ја 
трансформираме во каноничен облик на равенка на права знаејќи дека правата е нормална 
на нормалните вектори на двете рамнини. Оттука за нејзин носечки вектор можеме да го 
земеме векторскиот прозвод на двата нормални вектори, кој е исто така нормален на нив.

Постапката е следната:

Векторот кој е паралелен на правата е:

1 1 1 1 1 1
1 2

2 2 2 2 2 2

, , 0
B C C A A B

a n n
B C C A A B

 
=  =  

 
,

каде ( )1 1 1 1 1, ,n A B C= ⊥  и ( )2 2 2 2 2, ,n A B C= ⊥  се нормалните вектори на двете рамнини.

Се наоѓа точка ( )0 0 0 0, ,M x y z која ги задоволува и двете равенки од системот, т.е. 0M е 
точка од правата, па каноничниот облик на равенка на права е:

Дефиниција 5: Равенката на права од облик





=+++
=+++

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

се нарекува имплицитно зададена права (општ облик на равенка на права), каде 
1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + = и 2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + = се две непаралени рамнини.
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Слика 14
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Şekil 14

Tanım 5:
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biçimindeki doğru denklemine kapalı doğru denklemi (bir doğrunun genel şekli) de-
nir.  Burada Σ₁: A₁x + B₁y + C₁z + D₁ = 0 ve Σ₂: A₂x + B₂y + C₂z + D₂ = 0  para-
lel olmayan iki düzlemdir.

Kapalı biçimde verilen herhangi bir doğru denklemini, doğrunun iki düzlemin dikey vektörlerine dik 

olduğunu bilerek, bir doğrunun kanonik denklem biçimine dönüştürebiliriz. Bu nedenle, iki dikey 

vektörün vektörel çarpımını, aynı zamanda onlara dik olan taşıyıcı vektörü olarak alabiliriz. İşlem 

aşağıdaki gibidir:

Doğruya paralel olan vektör şudur:

Burada 
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1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + = и 2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + = се две непаралени рамнини.
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 iki düzlemin dikeyl vektörleridir. Sistemdeki 

iki denklemi de sağlayan bir M₀(x₀, y₀, z₀) noktası bulunabilir, yani M₀ doğru üzerinde bir noktadır, 

bu nedenle doğrunun kanonik denklem biçimi şudur:
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Örnek 4  Kapalı şekilde verilmiş olan 

p doğrusunun kanonik şeklini belirtelim.

Bu doğruya paralel olan vektörü belirtelim. 

Doğru üzerinde bulunan M₀(0, y, z) noktası iki düzlemin de denklemini sağlar:

yani M₀(0, –1, –2) noktasıdır.  O halde bu doğru denkleminin kanonik şekli
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dir.

4   kapalı şekilde verilen p doğrusu kanonik denklem biçiminnde yazınız:

Ardından, M(0, 1, 1) noktasının p doğrusu üzerinde olup olmadığını kontrol ediniz!

Çalışma alıştırmaları

1.	 a
→
 = (–1, 0, 2) vektörüne paralel ve A(1, 2, –2) noktasından geçen doğrunun parametrik 

ve kanonik denklem biçimini yazınız.

2.	 Σ: –3x – 2y + z + 1 = 0 düzlemine dik ve B(3, –5, –7) noktasından geçen doğrunun 

parametrik ve kanonik denklem biçimini yazınız.
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3.	3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со

координатите ( 1,2, 3), (1,3, 5), (0,4,6)А В С− − − и се паралелни на спротивните страни.
7. Напиши равенка на права која минува низ секое теме на четириаголникот ABCD

зададен со координатите ( 1,2,5), ( 2, 3, 6), ( 3,5,4), (5, 6,4)A B C D− − − − − − и е
паралелна со дијагоналата на четириаголникот ABCD која ги поврзува неговите
соседни темиња.

11. Заемен однос на права и рамнина

Во однос на меѓусебната положба, права p и рамнина  можат да бидат паралелни,

ознака ||Σp (правата p и рамнината  немаат заеднички точки Σ=p  - или правата 
p лежи на рамнината  ), или да имаат една заедничка точка т.е. правата p ја прободува 

рамнината  (специјално, правата p е нормална на рамнината  т.е. Σ).p ⊥
Нека е дадена правата p и рамнината  ,

0 0 0

1 2 3

:

: 0

x x y y z zp
a a a

Ax By Cz D

− − −
= =

 + + + =
,

каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
нормален на рамнината  , ( , , )n A B C= .

Правата ја прободува рамнината

Нека правата p и рамнината  имаат една заедничка точка М т.е. { }p M = , слика 
15.
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 doğrusundan geçen ve y– eksenine paralel olan düzlemin denk-

lemini yazınız.
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 doğrusundan ve koordinat başlangıcından geçen düzlemin denklemini 

yazınız.

5.	

3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0
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 ‘dir.

Doğru düzlemi keser

p doğrusu ve Σ düzlemin bir ortak noktası M olsun, yani M ∈ p ∩ Σ = {M}, şekil 15.
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Слика 15

Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
 − меѓу 

( )1 2 3, ,a a a a= и ( ), ,n A B C= од дефиницијата на скаларен производ имаме:

cos
2

a n

a n
 

 − = 
  

, т.е.

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

sin
a A a B a C

a a a A B C


+ +
=

+ +  + +
.

Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t

= −
= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .
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Şekil 15

p doğrusu ve Σ düzlemi arasındaki α açısı, p doğrusunun Σ düzlemi üzerindeki dik izdüşümü p’ ile 

oluşturduğu iki komşu açıdan küçüğüdür, yani bu iki açı, sin α = sin(π – α) koşulunu sağlayan bü-

tünler açılardır. Küçük açı alındığından,
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 arasındaki açı için skaler çarpım tanımından şunları elde ederiz:
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  doğrusu  Σ: 5x + 3y – 4z + 16 = 0 düzlemini keser ve 
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nüştürmekle M noktası bulunur,
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Bunu düzlemin denkleminde yerine koyarak  

                      5(8 – 3t) + 3(–6 + 2t) – 4(7 – t) + 16 = 0 ⇒ 5t = 10 ⇒ t = 2 
elde edilir.
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Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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Doğrunun ve düzlemin kesişim noktası M(2, –2, 5) dir.

p doğrusu ve Σ düzlemi arasındaki α açısını aşağıdaki formülle hesaplayacağız:
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 doğrusunun ve Σ: 2x + 3y – z + 1 = 0 düzleminin kesişim  nok-
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 vektörü doğrudaştır. Yani öyle 
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Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 elde edilir.

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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  doğrunun taşıyıcı vektörü ve 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 düzlemin dik vektörü olmak üzere ,

 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.
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Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
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каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.
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formülü,bir doğru ve düzlemin dik olma şartıdır.

Örnek 2   

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.
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 doğrusu  2x – 3y + 5z – 1 = 0 düzlemine diktir, çünkü  

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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’tir.

Doğru düzleme paraleldir

p doğrusu Σ düzlemine paralel olsun, yani p || Σ, şekil 16.

Şekil 16

 



226

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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b)

 p || Σ  olduğu durumda, Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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‘dir. Bu durumda, p doğrusunun taşıyıcı 

vektörünün ve düzleme 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 dik olan 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 vektörünün skaler çarpımı sıfırdır, yani 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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’dır. Koordinat 

biçimlerini kullanarak a₁A + a₂B + a₃C = 0  elde ederiz.

a₁A + a₂B + a₃C = 0 

eşitliğine, taşıyıcısı Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 olan doğru ve dik vektörü Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 olan düzlem arasında 

paralel olma şartı denir. 

Özel olarak, 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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doğrusu Σ: Ax + By + Cz + D = 0 düzlemi üzerinde 

olmak için, paralellik koşulunu a₁A + a₂B + a₃C = 0 sağlaması ve aynı zamanda  M₀(x₀, y₀, z₀) 

noktası düzlem denklemini Ax₀ + By₀ + Cz₀ + D = 0 sağlaması gerekir.

Örnek 3  a) 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 doğrusu Σ: x + y – z – 4 = 0 düzlemine paraleldir, çünkü 

paralellik koşulu  2 · 1 + (–1) · 1 + 1 · (–1) = 0 sağlanır. 1 + 2 + 1 – 4 = 0’dan bu p doğrusunun 

Σ düzlemi üzerinde olduğu sonucu elde edilir.

b)  

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 doğrusu Σ: x + y – z – 1 = 0 düzlemine paraleldir, fakat Σ düzlemi üzerinde 

değildir, çünkü paralellik koşulu 2 · 1 + (–1) · 1 + 1 · (–1) = 0 sağlanır, ancak 1 + 2 + 1 – 1 = 3 ≠ 0’dır, 

yani p ∩ Σ = ∅ elde edilir.

2   Verilen doğrunun düzlemle karşılıklı durumunu belirtiniz: 

 Çalışma alıştırmaları

1	

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 doğrusunun Σ: x + 2y + 3z + 4 = 0 düzlemiyle kesişim noktasını    

belirtiniz. p doğrusu ve Σ düzlemi arasındaki açı ne kadardır? 
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2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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2.	 p: x = y = 6 – z doğrusunun Σ: 2x – y + z – 6 = 0 düzlemiyle karşılıklı durumunu belirtiniz. 

3.	

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 doğrusuna dik olan ve A(–1, 2, –3) noktasından geçen Σ düzleminin 

denklemini yazınız. Ardından, kesişim noktasını bulunuz!

4.	 Koordinat başlangıcından geçen ve üzerinde 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 doğrusu olan  Σ 

düzleminin denklemini yazınız.

5.	 B(–1, –4, 4) noktasından geçen ve Σ: 2x + 5y – 3z – 4 = 0 düzlemine dik olan p doğru-

sunun denklemini yazınız. Ardından, kesişim noktasını belirtiniz!

12. İki Doğrunun Karşılıklı Durumları

Uzayda iki doğrunun karşılıklı durumuyla ilgili şunu diyebiliriz: Doğrular kesişebilir, paralel olabilir ya 

da ayrık olabilirler. Her durumu ayrı ayrı ele alalım.

İki doğru verilmiş olsun:

burada 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 taşıyıcı vektörler ve M₁(x₁, y₁, z₁) ve M₂(x₂, y₂, z₂) sırasıyla a 

ve b doğrularına ait noktalardır.

Doğrular kesişir

a ve b doğruları M(x, y, z) noktasında kesişiyor, şekil 17. a ve b iki doğru arasındaki α açısı, taşıyıcı 

vektörleri 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 arasındaki açıdır. İki düzlemin kesişiminde olduğu gibi,  a ve 

b iki doğru arasındaki α açısını da taşıyıcı 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 vektörlerin skaler çarpımını 

kullanarak bulabiliriz.
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Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
постапка. Прво, ги трансформираме дадените равенки во параметарски облик:

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za t

y zb х k

− +
= = =

−
+

− = = =
−

Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos ,
a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ +  + +

каде нивните носечки вектори се 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = , соодветно и ( )1 1 1 1, ,M x y z

( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.

Пример 1
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Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
постапка. Прво, ги трансформираме дадените равенки во параметарски облик:

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za t

y zb х k

− +
= = =

−
+

− = = =
−

Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos ,
a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ +  + +

каде нивните носечки вектори се 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = , соодветно и ( )1 1 1 1, ,M x y z

( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.

Пример 1
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Şekil 17

Tanım 1: a ve b doğruları arasındaki α açısı

Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
постапка. Прво, ги трансформираме дадените равенки во параметарски облик:

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za t

y zb х k

− +
= = =

−
+

− = = =
−

Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos ,
a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ +  + +

каде нивните носечки вектори се 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = , соодветно и ( )1 1 1 1, ,M x y z

( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.

Пример 1
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ile verilir, burada 

Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
постапка. Прво, ги трансформираме дадените равенки во параметарски облик:

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za t

y zb х k

− +
= = =

−
+

− = = =
−

Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos ,
a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ +  + +

каде нивните носечки вектори се 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = , соодветно и ( )1 1 1 1, ,M x y z

( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.

Пример 1
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 taşıyıcı vektörleri ve  M₁(x₁, y₁, z₁) ve 
M₂(x₂, y₂, z₂) sırasıyla a ve b doğrularının noktalarıdır.

a ve b doğrularının M(x, y, z) kesişim noktasını, parametrik biçimde verilen denklemlerinin bir 

sisteminin çözülmesiyle elde edilir.

Örnek 1  

doğruları için, taşıyıcı vektörler 

Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
постапка. Прво, ги трансформираме дадените равенки во параметарски облик:

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za t

y zb х k

− +
= = =

−
+

− = = =
−

Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos ,
a b a b a b

a a a b b b


+ +
=

+ +  + +

каде нивните носечки вектори се 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = , соодветно и ( )1 1 1 1, ,M x y z

( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.

Пример 1
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 ve M₁(0, 5, –15) ve M₂(2, 0, –1) nok-

taları sırasıyla a ve b doğruları üzerinde bulunan noktalardır. Bu iki doğrunun oluşturduğu α açısı 

aşağıdaki formülle elde edilir: 

a ve b doğrularının M(x, y, z) kesişim noktasını (a ∩ b = {M}) aşağıdaki işlemle bulacağız. İlk 

olarak, verilen denklemleri parametrik biçime dönüştürelim:

Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
лежат на правите a и b соодветно. Аголот  што го формираат овие две прави го 
добиваме преку формулата: 

0

2 2 2 2 2 2

( 2) 1 3 ( 2) 6 2 4 4cos 79 .
2149 9( 2) 3 6 1 ( 2) 2

 
−  +  − + 

= = =  
− + +  + − +

Пресечната точка ( ), ,M x y z за правите a и b ( { }a b M = ) ќе ја најдеме со следната
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( )2222 ,, zyxM се точки од правите a и b соодветно.
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: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2

1

229

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2

1

229

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2

1

229

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2

1

229

İki bilinmeyenli üç doğrusal denklemden oluşan bir sistem elde ederiz:

Çözümü t = 1, k = –4’tür. O halde  x = –2, y = 8, z = –9 , yani M(–2, 8, –9) elde edilir.
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: 2 , 3 5, 6 15
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. Skaler çarpımları sıfırdır, 
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. Koordinat biçimlerini kulla-
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eşitliğine, 
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 taşıyıcılarına sahip doğruların dik olma şartı denir.

Örnek 2   

doğruları için, taşıyıcı vektörleri  

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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  ve diklik şartı (–1) · (–1) + (–1) · 0 + (–1) · 1 = 0 

sağlanır. Yani a ve b doğruları diktir, a ⊥ b.

1    Aşağıdaki doğruların oluşturduğu α açısını belirtiniz:

Doğrular birbirine göre dik midir? Ondan sonra kesişim noktalarını belirtiniz.
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Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

Doğrular paraleldir

a ve b doğruları paralel olsun (a || b), Şekil 18.

Şekil 18

Taşıyıcı vektörler 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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  birbirine paraleldir, 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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, yani bu iki vektör doğru-

daştır. O halde öyle bir skaler λ var ki 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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’dir. Koordinat biçimlerini kullanarak  

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3
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elde ederiz.

 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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eşitliğine, taşılıyıcıları  

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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  olan  doğruların paralellik şartı denir.

Örnek 3  

doğruları paraleldir 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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 ve doğruların paralellik şartı sağlanır:

Kesişen iki doğru veya paralel iki doğru aynı düzlem üzerinde bulundukları durumunda, taşıyıcı 

vektörler 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 
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3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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  ve 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 
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2

2

1

1

b
a

b
a

b
a
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се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =
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 vektörü aynı düzlem üzerinde bulunuyorlar, yani 

komplanar oldukları anlamına gelir; burada M₁(x₁, y₁, z₁) ve M₂(x₂, y₂, z₂) noktalarının her biri birer 

doğru üzerindedir, şekil 19.

 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 
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Слика 19

Знаејќи дека мешаниот производ на три компланарни вектори е нула т.е. 1 2( , , ) 0М М а b = ,
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за компланарност

1 0 1
1 1 1 1 1 0
1 0 1

−
− − − = − + =
−

.

в) За правите од пример 3 кои се паралелни

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

со носечки вектори (3,1, 4), (6, 2, 8)a b= − = − и векторот 1 2 ( 1,2,1)М М = − , важи условот за 
компланарност

1 2 1
3 1 4 8 6 48 6 8 48 0
6 2 8

−
− = + + − − + =
−

.

     Дадени се правите 

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Дали правите a и b лежат во една рамнина ?

2
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 taşıyıcı vektörleri ve  

2 5 14
2 3 6 12 56 30 42 24 20 0

1 2 2

−
− = + − − + − =

−

.

б) За правите од пример 2 кои се паралелни

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

со носечки вектори ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и векторот 1 2 (1,0, 1)М М = − , важи условот 
за компланарност

1 0 1
1 1 1 1 1 0
1 0 1

−
− − − = − + =
−

.

в) За правите од пример 3 кои се паралелни

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

со носечки вектори (3,1, 4), (6, 2, 8)a b= − = − и векторот 1 2 ( 1,2,1)М М = − , важи условот за 
компланарност

1 2 1
3 1 4 8 6 48 6 8 48 0
6 2 8

−
− = + + − − + =
−

.

     Дадени се правите 

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Дали правите a и b лежат во една рамнина ?

2
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 vektörü için komplanarlık koşulu 
sağlanır:

2   Aşağıdaki doğrular verilmiştir:

a ve b doğruları aynı düzleme ait midirler?
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Разминувачки прави

Ако две прави не се сечат и не се паралелни тогаш тие се разминувачки. На слика 20 се 
дадени две разминувачки прави a и b . Бидејќи две прави кои се сечат или се паралелни 
образуваат една рамнина, тогаш за нив како што веќе спомнавме важи условот за 
комланарност. Па, од тука логичен заклучок е дека ако две прави се разминувачки тогаш 
за нив не важи условот за комланарност. 

Слика 20

За правите:

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

Дефиниција 2: Две прави a и b

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

се разминувачки, ако 

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −


каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се нивни носечки вектори и точките ( )1 1 1 1, ,M x y z ,

( )2 2 2 2, ,M x y z лежат на правите соодветно.

Пример 5
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Разминувачки прави

Ако две прави не се сечат и не се паралелни тогаш тие се разминувачки. На слика 20 се 
дадени две разминувачки прави a и b . Бидејќи две прави кои се сечат или се паралелни 
образуваат една рамнина, тогаш за нив како што веќе спомнавме важи условот за 
комланарност. Па, од тука логичен заклучок е дека ако две прави се разминувачки тогаш 
за нив не важи условот за комланарност. 

Слика 20

За правите:

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

Дефиниција 2: Две прави a и b

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

се разминувачки, ако 

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −


каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се нивни носечки вектори и точките ( )1 1 1 1, ,M x y z ,

( )2 2 2 2, ,M x y z лежат на правите соодветно.

Пример 5
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Ayrık Doğrular

İki doğru kesişmiyorsa ve paralel değilse, ayrık doğrular olarak adlandırılırlar. Şekil 20’de iki ayrık 

a ve b doğrusu verilmiştir. Kesişen veya paralel olan iki doğru bir düzlem oluşturduğundan, daha 

önce de bahsettiğimiz gibi komplanarlık koşulu onlar için geçerlidir. Bu nedenle, iki doğru ayrık ise, 

komplanarlık koşulu onlar için geçerli değildir.

Şekil 20

Tanım 2:   Taşıcyıcıları  

Разминувачки прави

Ако две прави не се сечат и не се паралелни тогаш тие се разминувачки. На слика 20 се 
дадени две разминувачки прави a и b . Бидејќи две прави кои се сечат или се паралелни 
образуваат една рамнина, тогаш за нив како што веќе спомнавме важи условот за 
комланарност. Па, од тука логичен заклучок е дека ако две прави се разминувачки тогаш 
за нив не важи условот за комланарност. 

Слика 20

За правите:

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

Дефиниција 2: Две прави a и b

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

се разминувачки, ако 

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −


каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се нивни носечки вектори и точките ( )1 1 1 1, ,M x y z ,

( )2 2 2 2, ,M x y z лежат на правите соодветно.

Пример 5
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 vektörleri olan ve  M₁(x₁, y₁, z₁), 
M₂(x₂, y₂, z₂) noktaları sırasıyla  

Разминувачки прави

Ако две прави не се сечат и не се паралелни тогаш тие се разминувачки. На слика 20 се 
дадени две разминувачки прави a и b . Бидејќи две прави кои се сечат или се паралелни 
образуваат една рамнина, тогаш за нив како што веќе спомнавме важи условот за 
комланарност. Па, од тука логичен заклучок е дека ако две прави се разминувачки тогаш 
за нив не важи условот за комланарност. 

Слика 20

За правите:

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

Дефиниција 2: Две прави a и b

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

се разминувачки, ако 

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −


каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се нивни носечки вектори и точките ( )1 1 1 1, ,M x y z ,

( )2 2 2 2, ,M x y z лежат на правите соодветно.

Пример 5
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doğrularına ait olan doğrular için,

 

Разминувачки прави

Ако две прави не се сечат и не се паралелни тогаш тие се разминувачки. На слика 20 се 
дадени две разминувачки прави a и b . Бидејќи две прави кои се сечат или се паралелни 
образуваат една рамнина, тогаш за нив како што веќе спомнавме важи условот за 
комланарност. Па, од тука логичен заклучок е дека ако две прави се разминувачки тогаш 
за нив не важи условот за комланарност. 

Слика 20

За правите:

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

Дефиниција 2: Две прави a и b

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

се разминувачки, ако 

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −


каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се нивни носечки вектори и точките ( )1 1 1 1, ,M x y z ,

( )2 2 2 2, ,M x y z лежат на правите соодветно.

Пример 5
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koşulu sağlandığı durumda, doğrular aykırıdır.  

Örnek 5  

doğruları için
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со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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taşıyıcı vektörleri со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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 ve со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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  vektörü için komplanarlık koşulu 

sağlanmaz:

a ve b ayrık doğrulardır.

3  Aşağıdaki doğrular verilmiştir

Bir düzlem oluşturup oluşturmadıklarını veya ayrık olup olmadıklarını kontrol ediniz!

Çalışma alıştırmaları

1. Aşağıdaki doğruların karşılıklı durumunu inceleyiniz:

a) 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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  ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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b) 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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  ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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2. A(1, 2, –1) noktasından geçen ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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 doğrusuna paralel olan doğrunun 

denklemini yazınız.

3. 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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doğruları veriliyor. Doğruların bir düzlem oluştur-

ması için λ parametresini belirtiniz! Kesişiyorlarsa, aralarındaki açıyı ve kesişim noktasının 

koordinatlarını belirtiniz!

4. 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3

234

 
ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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doğrularının kesişiminden geçen ve B(–1, 0, 1) 

noktasından geçen bir doğrunun denklemini yazınız.

5. 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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 ve 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3

234

 doğrularına dik olan ve C(2, 3, 4) noktasından 

geçen bir doğrunun denklemini yazınız.
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13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
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13. İki Doğru Arasındaki Uzaklık
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kesişmesi, paralel olması veya ayrık olması. İki doğru kesiştiğinde, aralarındaki mesafenin sıfır 

olduğu açıktır. Ancak paralel veya ayrık olduklarında, aralarındaki mesafe sıfır değildir. İki durumu 

ayrı ayrı ele alalım.

İki paralel doğru arasındaki uzaklık
İki paralel doğru arasındaki uzaklık, aralarındaki en kısa mesafedir ve bu, bir doğrudan diğerine 

indirilen dikmenin uzunluğudur. Bu, iki paralel doğru arasındaki uzaklığın, bir doğrudan diğerine 

herhangi bir noktadan olan mesafeye indirgendiği anlamına gelir. Şekil 21’deki a doğrusundan B 

noktasına olan d uzaklığının formülünü çıkaralım.

Şekil 21

Nokta B ∉ a dir.  
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од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .
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, a doğrusunun taşıyıcı vektörüdür ve A ∈ a’dır.

B ∈ a olduğunda, B noktasından a doğrusuna olan mesafenin d = 0 olduğu açıktır. Taşıyıcı vektör 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .
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 için koordinat biçimleri ve A(x₁, y₁, z₁) ∈ a ve B(x₂, y₂, z₂) noktalarının koordinatları 

verildiğinde, uzaklığı vektörel biçim dışında koordinat biçiminde de elde edebiliriz. Bunu aşağıdaki 

örnekle göstereceğiz.
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                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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Örnek 1  B(1, –1, 0) noktasından                    Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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 doğrusuna olan uzaklığı aşağıdaki 

şekilde bulacağız:

1.	 Doğrunun taşıyıcı vektörü, 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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 modüllü  

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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  ve  nokta  A(2, 3, –1) ∈ a’dır.

2.	 a ve AB vektörlerinin vektörel çarpımını buluyoruz:

3.	 Vektörün modülü 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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4.	 Uzaklık 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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 olacaktır.

1
 
  B(2, 1, –2) noktasından 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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  doğrusuna olan uzaklığı hesaplayınız.

Kanonik biçimde verilen a ve b, (a || b) paralel doğrular arasındaki uzaklığı hesaplamak için 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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 yukarıda verilen şekilde B(x₂, y₂, z₂) ∈ b 

noktasından a doğrusuna olan uzaklığı bularak hesaplayacağız.

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 
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 olduğunda, iki doğru arasındaki uzaklık d = 0 olduğu açıktır.

2
 
 Verilen paralel doğruları arasındaki mesafeyi hesaplayınız: 
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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İki ayrık doğru arasındaki uzaklık
İki ayrık doğru arasındaki uzaklık birçok şekilde hesaplanabilir. Burada paralel yüzün çizimini  kul-

lanılarak sunulacaktır.
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 vektörleri üzerinde, Şekil 22’deki gibi bir paralel yüz oluşturalım.

Şekil 22
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 vektörleri üzerinde oluşturulan ve paralel yüzün tabanı 
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 sırasıyla a ve b doğrularının taşıyıcı vektörleridir ve A ∈ a ve B ∈ b karşılıklı 
noktalarıdır.
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 = (b₁, b₂, b₃) için koordinat biçimleri ve A(x₁, y₁, z₁) ∈ a 

ve B(x₂, y₂, z₂) ∈ b noktalarının koordinatları verildiğinde, uzaklığı vektörel biçim dışında koordinat 

biçiminde de elde edebiliriz. Bunu aşağıdaki örnekle göstereceğiz.
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Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3
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0 2 0
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−
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| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =

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1 2
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Örnek 2  Verilen a ve b ayrık doğruları arasındaki uzaklığı hesaplayalım:
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 vektörlerinin karma çarpımını aşağıdaki formülle buluyoruz:
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 vektörlerinin vektörel çarpımını aşağıdaki formülle buluyoruz:
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3   Aşağıdaki ayrık doğrular arasındaki uzaklığı hesaplayınız:

Çalışma alıştırmaları

1.	 Köşe noktaları A(1, 2, 0), B(3, 0, –3), C(5, 2, 6) olan bir ∆ABC üçgeni verilmiş olsun. 

Üçgenin her köşesinden karşı kenara olan uzaklığı hesaplayınız.
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2. Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави,

3 1 4:
4 2 2

5 2 1: .
8 4 4

x y zа

x y zb

− + −
= =

−
− + −

= =
−

3. Нека е даден паралелограмот АВСD со координатите на темињата
(3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − . Пресметај ги растојанијата помеѓу двата

пара паралелни прави на кои лежат страните на паралелограмот.
4. Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави

3 2:
4 3 5

1 3: 2.
2 5

x y zа

x yb z

− +
= =

+ −
= = −

5. Пресметај го растојанието помеѓу правите:

а) 2 3 1: , :
2 3 2 4 6
y z x y zа х b + − +

= = = =
− −

;

б) 
2 2 8 0 3 2 2 15 0

: , :
2 1 0 3 4 21 0

x y z x y z
а b

x y z x y z
+ − − = − − − = 

 + − − = + + − = 
;

в) 
3 4 0 1 3: , : 7

2 8 0 2 4
x y z x zа b y
y z
+ − + = − −

= − = + − =
.

14. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај го волуменот и висината на тетраедарот ABCD даден со координатите

на темињата 1 1 3 1 4 2( , , ), (4,3,2), ( , , ), (2, 3, 4)
4 2 4 3 3 3

A B C D− − − − .

2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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b)

c)

a)

2.	 Verilen paralel doğrular arasındaki mesafeyi hesaplayınız:

3.	 Köşe noktaları A(3, –1, 2), B(1, 2, –1), C(2, 5, –6), D(4, 2, –3) olan bir ABCD 

paralelkenarı verilmiş olsun. Paralelkenarın kenarlarının üzerinde bulunduğu iki çift para-

lel doğru arasındaki uzaklıkları hesaplayınız.

4.	 Verilen ayrık doğrular arasındaki mesafeyi hesaplayınız:

5.	 Verilen doğrular arasındaki uzaklığı hesaplayın:

14.  Modül Ünitesine Ait Tekrarlama Alıştırmaları

1.	 Köşe noktaları 

2. Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави,

3 1 4:
4 2 2

5 2 1: .
8 4 4

x y zа

x y zb

− + −
= =

−
− + −

= =
−

3. Нека е даден паралелограмот АВСD со координатите на темињата
(3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − . Пресметај ги растојанијата помеѓу двата

пара паралелни прави на кои лежат страните на паралелограмот.
4. Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави

3 2:
4 3 5

1 3: 2.
2 5

x y zа

x yb z

− +
= =

+ −
= = −

5. Пресметај го растојанието помеѓу правите:

а) 2 3 1: , :
2 3 2 4 6
y z x y zа х b + − +

= = = =
− −

;

б) 
2 2 8 0 3 2 2 15 0

: , :
2 1 0 3 4 21 0

x y z x y z
а b

x y z x y z
+ − − = − − − = 

 + − − = + + − = 
;

в) 
3 4 0 1 3: , : 7

2 8 0 2 4
x y z x zа b y
y z
+ − + = − −

= − = + − =
.

14. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај го волуменот и висината на тетраедарот ABCD даден со координатите

на темињата 1 1 3 1 4 2( , , ), (4,3,2), ( , , ), (2, 3, 4)
4 2 4 3 3 3

A B C D− − − − .

2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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 olan bir ABCD düzgün 

dörtyüzlünün hacmini ve yüksekliğini hesaplayınız.

2.	 A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(3, –3, 3) noktalarından geçen düzlemin denklemini yazı-

nız. M(1, –1, 1) noktası düzlem üzerinde midir?
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в) 
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= − = + − =
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A B C D− − − − .

2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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 noktasından geçen ve koordinat eksenlerinde 3:2:1 oranında kesenler oluşturan 

düzlemin denklemini yazınız.
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5.	 A(0, 0, 2) ve B(6, 0, 0) noktalarından geçen ve Oxy düzlemi ile 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 açısı yapan  düzlemin 

denklemini yazınız.

6.	 2x – 3y + az – 3 = 0 ve 8x – 12y + 20 + b = 0 düzlemlerinin çakışması için a ve b 

parametrelerinin hangi değerleri için geçerlidir?

7.	

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.
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координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 ve  
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агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
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координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 doğrularının karşılıklı durumunu inceleyiniz. 

Doğrular kesişiyorsa, koordinat başlangıcından kesişim noktasına olan uzaklığı hesapla-
yınız.

8.	 Uç noktalarının koordinatları A(1, –3, –2), B(–3, 5, –6) ve C(0, 0, 2) olan AB doğru 

parçasının orta noktasından geçen bir doğrunun denklemini yazın. İki doğru arasındaki 

açı nedir?

9.	 A(1, 3, 2) noktasından geçen ve 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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  doğrusuna dik olan bir doğrunun 

denklemini yazınız.

10.	

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.
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8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?
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2 3 4

x y z− + −
= =

−
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7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
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координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
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x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 ve 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.
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8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?
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x y z− + −
= =

−
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7 2 1
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x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 
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1 2 3
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doğruları arasındaki uzaklığı hesaplayınız.
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Modül Ünitesi 5 – Belirsiz İntegral 
(diğer tüm meslekler için)
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1. Belirsiz İntegral

Diferansiyel hesabın görevi, verilen bir y = f(x) fonksiyonunun türevlerini bulmakla ilgilenmektir. 

İntegral hesap, türev bulma probleminin tersi olan bir problemi çözer. Bu problem aslında türevi 

bilinen fonksiyonu belirlemektir. Tam da bu nedenle, integral hesap diferansiyel hesabın ters işlemi 

olarak kabul edilir.

Tanım 1: (a, b) aralığında tanımlı bir f fonksiyonu verilmiş olsun. (a, b) aralığında tanımlı,

 F’(x) = f(x), x ∈ (a, b)

koşulunu sağlayan her diferansiyellenebilir F fonksiyonuna  f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 
denir.

Örnek 1  

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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 fonksiyonu için,  ilkel fonksiyon 
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‘dir, çünkü   
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познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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geçerlidir.

Buradan aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 1: f(x), (a, b) aralığında f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. O zaman C ∈  

herhangi bir sabit olmak üzere f(x) + C fonksiyonu da f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonudur.

İspat: Teoremdeki ifade, f(x) ve f(x) + C’nin f(x) fonksiyonuna eşit olan aynı birinci türeve sahip 

olmasından kaynaklanmaktadır.

(f(x) + c)’ = (f(x))’ = f(x).� n

Teorem 2: f(x) ve G(x), (a, b) aralığında f(x) fonksiyonunun farklı ilkel fonksiyonları olsun. O 

zaman G(x) fonksiyonu için G(x) = f(x) + C, C ∈  geçerlidir.
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İspat: f(x) ve G(x), (a, b) aralığında f(x) fonksiyonunun farklı ilkel fonksiyonları olduğu durumda, 
şunlar geçerlidir:

                             f ’(x) = f(x),      G’(x) = f(x), x ∈ (a, b).

H(x) = G(x) – f(x) olsun. Buradan şu sonuç elde edilir:

                        H’(x) = G’(x) – f’(x) = f(x) – f(x) = 0.

H’(x) = 0 olduğundan  H(x) = C elde edilir.

Buna göre  C = G(x) – f(x), yani   

Доказ: Ако ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), ,а b тогаш важи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x f x G x f x x а b = =  .

Нека ( ) ( ) ( )H x G x F x= − , од каде ќе следува дека

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0H x G x F x f x f x  = − = − = .

За ( ) 0H x = имаме дека ( ) ,H x C=

па според тоа ( ) ( )C G x F x= − , т.е. ( ) ( )G x F x C= + , C .  ▄

Операцијата на наоѓање на примитивна функција на дадена функција се нарекува 
интегрирање. Оваа операција е инверзна на диференцирањето односно на наоѓањето 
извод на функција.

Но, кај диференцирањето забележавме дека функцијата е еднозначно определена, што не 
е случај кај интегрирањето. Тоа го забележавме и од пример 1.

Од теорема 1 можеме да заклучиме дека секоја функција има бесконечно многу 
примитивни функции.

Исто така, од теорема 2 можеме да заклучиме дека наместо да се наоѓаат сите примитивни 
функции на дадена функција, доволно е да се најде само една, која било од нив. Ако се 
најде само една примитивна функција, сите останати се добиваат со додавање на 
константа C .

Множеството од сите примитивни функции на функцијата f , можеме да го означиме како: 
( ) |F x C C+  .

Дефиниција 2: Множеството од сите примитивни функции на дадена функција f се 
нарекува неопределен интеграл. 

Неопределениот интеграл на функцијата f се означува со:

( )f x dx .
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Verilen bir fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulma işlemine integral alma işlemi denir. Bu işlem, bir 

fonksiyonun türevini bulma veya türevini alma işleminin tersidir.

Ancak, türev almada fonksiyonun tek olarak belli bir şekilde tanımlandığını gözlemledik, oysa integral 

almada böyle değildir. Bunu Örnek 1’de de gördük.

Teorem 1’den her fonksiyonun sonsuz sayıda ilkel fonksiyona sahip olduğu sonucuna varabiliriz.

Ayrıca, teorem 2’den verilen bir fonksiyonun tüm ilkel fonksiyonlarını bulmak yerine, bunlardan 

herhangi birini bulmanın yeterli olduğu sonucuna varabiliriz. Yalnızca bir ilkel fonksiyon bulunursa, 

diğerlerinin tümü C sabiti eklenerek elde edilir.

Fonksiyonun tüm ilkel fonksiyonlarının kümesini 
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 olarak gösterebiliriz.

Tanım 2: Verilen bir f fonksiyonunun tüm ilkel fonksiyonlarının kümesine belirsiz integral denir. 

f fonksiyonunun belirsiz integrali şu şekilde gösterilir:

∫ f(x) dx.
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Buna göre, ∫f(x) dx = {f(x) + C | C ∈ } veya kısaca ∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈  yazabiliriz.

Tanım 2’de f’ye integrand veya integral altı fonksiyonu, f(x) dx’e ise integrant ifadesi denir.

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ ’deki C sabitine integral sabiti denir.

Örnek 2  

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2 

1 

244

 olduğundan, 
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, fonksiyonu 
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 yazabiliriz.
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Verilen bir fonksiyonun sonsuz sayıda ilkel fonksiyona sahip olabileceğini gördük. Ancak, her fonk-

siyonun ilkel fonksiyonu yoktur. Her sürekli fonksiyonun ilkel fonksiyona sahip olduğunu belirtebiliriz.

(a, b) aralığında tanımlı verilen bir  f  fonksiyonu için bir ilkel fonksiyon varsa, fonksiyonun (a, b) 

aralığında integrallenebilir olduğunu söyleriz.

İlkel fonksiyonların belirlenmesi, yani integrallerin hesaplanması ve bunların uygulamaları ile ilgilenen 

matematik dalına integral hesabı denir.

Belirsiz integral kavramını geometrik olarak açıklamak istersek, onu ilkel fonksiyonların bir kümesi 

olarak tanımladığımız için, belirsiz integralin düzlemde ilkel fonksiyonların grafikleri olan bir eğri 

kümesini temsil ettiğini ve integral eğrileri olarak adlandırıldıklarını söyleyebiliriz.

Verilen bir A(x₀, y₀) noktasından geçen integral eğrisini bulmak için, noktanın koordinatlarını 

y = f(x) + C’de yerine koyarak integral sabitini elde ederiz, yani

                             y₀ = F(x₀) + C, buradan C = y₀ – F(x₀).

O zaman A(x₀, y₀) noktasından geçen istenen integral eğrisi y = f(x) + y₀ – F(x₀) denklemine 

sahiptir.
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Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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b)

c) ç)

a)

Aşağıdaki örnekleri inceleyeceğiz:

Örnek 3    
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4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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 ​ fonksiyonunun türevini alırsak, şunu elde ederiz:

Örnek 4  Grafiği A(1,2) noktasından geçen 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3
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 ​ fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 

F’yi bulacağız.

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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 ​ fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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 ​‘tir, çünkü:

dir. A(1,2) noktasının koordinatlarını 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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​‘te yerine koyarak, 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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  elde 

edilir. 

Yani, A(1,2) noktasından geçen istenen integral eğrisinin denklemi:

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3
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, yani  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3
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 dir. 

Çalışma alıştırmaları

1. Aşağıdaki fonksiyonların her biri için bir ilkel fonksiyon belirtiniz: 
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2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

в) 2tg tgxdx x x C= − + ;  г) 2 2 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

= − +
 .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ; б) ( ) ln , 0f x x x=  ; в) ( )
2

1
1

f x
x

=
−

.

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
основни интеграли

Од дефиницијата на неопределениот интеграл следуваат следните својства:

Доказ: 1. Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f на интервалот 

( ),а b , односно ( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 

Теорема 1: Aко функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b , тогаш важи:

1. Изводот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралната функција, т.е.

ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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b) c)

2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

в) 2tg tgxdx x x C= − + ;  г) 2 2 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

= − +
 .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ; б) ( ) ln , 0f x x x=  ; в) ( )
2

1
1

f x
x

=
−

.

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
основни интеграли

Од дефиницијата на неопределениот интеграл следуваат следните својства:

Доказ: 1. Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f на интервалот 

( ),а b , односно ( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 

Теорема 1: Aко функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b , тогаш важи:

1. Изводот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралната функција, т.е.

ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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b)

c) ç)

a)

2.	2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

в) 2tg tgxdx x x C= − + ;  г) 2 2 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

= − +
 .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ; б) ( ) ln , 0f x x x=  ; в) ( )
2

1
1

f x
x

=
−

.

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
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olduğunu gösteriniz.

3.	 Aşağıdakilerin doğru olup olmadığını kontrol ediniz:

4.	 Grafiği A(0,2) noktasından geçen f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu F’yi belirleyiniz:  

2. Belirsiz integralin temel özellikleri ve temel integraller tablosu

Belirsiz integralin tanımından aşağıdaki özellikler elde edilebilir:

Teorem 1:   f  fonksiyonu (a,b) aralığında integrallenebilir olduğu durumda, şu özellikler geçer-
lidir:

1.	 Belirsiz integralin türevi, integral altındaki fonksiyona eşittir, yani eğer 
∫f (x )dx=f (x )+C,C∈  ise, o zaman

( ∫f (x )dx )′= f (x ), x ∈ (a ,b)
2.	 Belirsiz integralin diferansiyeli, integral altındaki ifadeye eşittir, yani 

eğer ∫f(x)dx=f(x)+C,C∈  ise, o zaman

d(∫f(x)dx)=f(x)dx,x∈(a,b)
3.	 f(x) ilkel fonksiyonunun diferansiyelinin belirsiz integrali, f(x)+C,C∈ ’ye eşittir, yani 

şunlar geçerlidir:

 ∫df(x)=∫F′(x)dx=∫f(x)dx=f(x)+C,x∈(a,b)

İspat: 1. F fonksiyonunun (a,b) aralığında f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğunu varsayalım, 

yani ∫f(x)dx=f(x)+C,C∈  olsun.
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O halde  (∫f(x)dx)′ = (f(x)+c)′ = F′(x) = f(x) elde edilir.

2.	 F fonksiyonu (a,b) aralığında f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğunu varsayalım, yani 

∫f(x)dx = f(x)+C,  C∈ .

Bu durumda : d(∫f(x)dx )= d(f(x)+c) = F′(x)dx = f(x)dx,  x∈(a,b) elde edilir.

3. F fonksiyonunun (a,b) aralığında f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğunu varsayalım, 

yani ∫f(x)dx = f(x)+C,C∈ .

Bu durumda : ∫df(x)=∫F′(x)dx=∫f(x)dx = f(x)+C,x∈(a,b) elde edilir.� n

Teorem 1, türev ve integralin ters işlemler olduğunu gösterir. Belirsiz integrali hesaplarken, aşağıdaki 

teoremde verilen özellikler geçerlidir:

Teorem 2:

1.	 Eğer f ve g fonksiyonları (a,b) aralığında integrallenebilir olduğu durumda, f+g  toplamı 

ve  f−g  farkı de (a,b) aralığında integrallenebilir fonksiyonlardır ve şunlar geçerlidir:

                                  ∫(f(x) ± g(x))dx = ∫f(x)dx ± ∫g(x)dx,  x∈(a,b)

2.	 Eğer f fonksiyonu (a,b) aralığında integrallenebilir ve k∈R∖{0} ise, o zaman  k⋅ f fonk-

siyonu da (a,b) aralığında integrallenebilirdir ve  

                                    ∫k⋅f(x)dx = k∫f(x)dx,  x∈(a,b) 
	 geçerlidir.

İspat: 1.  Diferansiyel hesaplamada: d(f(x) ± g(x) = df(x) ± dg(x) geçerlidir. Bu eşitliğin her iki 

tarafının da integralinin alırsak, 

                                                 ∫d(f(x) ± g(x)) = ∫(df(x) ± dg(x)) 

elde ederiz.

Teorem 1’in 3. özelliğini kullanarak, 

                      ∫(df(x)±dg(x))=∫d(f(x)±g(x))=f(x)±g(x)=∫df(x)±∫dg(x) 

elde edilir.

4.  d(k⋅∫f(x)dx)=kd(∫f(x)dx)  geçerli olduğuna göre  ve Teorem 1’in 2. özelliğini kullanmakla 

d(∫k⋅f(x)dx) = k∫f(x)dx  elde ederiz.� n
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Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= + 6. sin cosx dx x C= − +
7. cos sinx dx x C= + 8. tg ln cosx dx x C= − +

9. ctg ln sinx dx x C= + 10. 2

1 ctg
sin

dx x C
x

= − +
11. 2

1 tg
cos

dx x C
x

= + 12. 2

1
1

dx arctg x C
x

= +
+

13.
2

1 arcsin
1

dx x C
x

= +
−

 14. 2

1 1 1ln
1 2 1

xdx C
x x

+
= +

− −

15. 2

2

1 ln 1
1

dx x x C
x

= +  +




Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:

                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

Пример 1
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b) c) ç)

Teorem 2’de kanıtlanan özellikler, temel entegral alma kuralları olarak da bilinir.

Belirsiz integralin tanımına ve temel türevler tablosuna dayanarak, şu temel integraller tablosunu 

yazabiliriz.

Belirsiz integralin temel özelliklerini ve temel integraller tablosunu kullanarak, birkaç örnek çözelim:

Örnek 1  : Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

a) Temel integraller tablosunu, yani ikinci temel integrali kullanarak, şunu elde ederiz:

b) Temel integraller tablosunu ve fonksiyonların toplamı ve farkının integral alma kuralını kullanarak, 

şunu elde ederiz:
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в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во разултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ;  б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


                   Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

1
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c) Önce integrallenecek fonksiyonu dönüştüreceğiz, ardından ikinci tablo integralini kullanacağız:
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Örnek 2    Aşağıdaki belirsiz integralleri çözeceğiz:

Temel integraller tablosunu ve integral alma kurallarını kullanarak, şunu elde ederiz:

a)

         

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во разултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ;  б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


                   Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

1

Пример 2

249

a) b) c)

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во разултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ;  б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


                   Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

1

Пример 2

249

b) c)
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б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1 12 5
10

x x

x dx
+ −−

 ;  б) 2

11 x xdx
x

 − 
  .

**                  Ќе ги решиме следните интеграли:

а) ( )2 3sin cosx x x dx− + ;  б) 2tg x dx ; в) 1 cos 2
1 cos 2

x dx
x

−
+

.

a) Со користење на таблицата со основните интеграли на интеграли решаваме:

( ) ( )
2

2

2 3sin cos 2 3 sin cos 2 3 cos sin
2

3cos sin .

xx x x dx xdx xdx xdx x x C

x x x C

− + = − + = − − + + =

= + + +

   

б) Со користње на таблицата со основните интеграли на интеграли решаваме:

2 2 2
2

2 2 2 2

sin 1 cos 1 costg .
cos cos cos cos

x x xxdx dx dx dx dx tg x dx tg x x C
x x x x

−
= = = − = − = − +     

в) Со користење на таблицата со основните интеграли на интеграли решаваме:
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3 3 3
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x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x
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= − +

   
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     
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b)

b) 

c)  

2   Belirsiz integralleri çözünüz:

Örnek 3      Verilen belirsiz integralleri çözelim:

a) Temel integraller tablosunu kullanarak verilen integrali çözüyoruz:

b) Temel integraller tablosunu kullanarak integrali çözüyoruz:
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2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 cos 2 1 cos sin 2sin 1 cos
1 cos 2 1 cos sin 2cos cos

1 tg .
cos

x x x x xdx dx dx dx
x x x x x

dx dx x x C
x

− − + −
= = = =

+ + −

= − = − +

   

 
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x dx
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Задачи за самостојна работа: 
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Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f x dx f t t dt t C F t C F x C  = =  + = + = +  ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x
.

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 

запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 

Теорема 1: Нека f e интеграбилна функција на интервалот ( ),а b и нека  е

диференцијабилна функција која интервалот ( ),  го пресликува во интервалот

( ), .а b Тогаш важи:

( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt =  за ( )x t= .

Пример 1
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b) c) ç)

Teorem 1: f, (a, b) aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun ve φ, (α, β) aralığını (a, b) 

aralığına eşleyen türevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman şu geçerlidir:

                                     ∫f(x) dx = ∫f(φ(t))φ’(t) dt, x = φ(t) için.

İspat:  F fonksiyonu,  f  fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğunu varsayalım. O halde tanıma 
göre  ∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ , x ∈ (a, b) geçerli olacaktır. Φ(t) = F(φ(t)), t ∈ (α, β) fonksi-
yonunu tanımlayalım.

Φ fonksiyonunun türevini alırsak, Φ’(t) = F’(φ(t))⋅φ’(t), t ∈ (α, β) elde ederiz.

Buradan Φ fonksiyonunun f(φ(t))φ’(t) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğunu elde ederiz.

Bu ise, belirsiz integralin tanımından şu anlama gelir:

                                                   ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C.

x = φ(t) olduğunu dikkate alırsak, 

                      ∫f(x) dx = ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C = f(x) + C

elde edilir.� n

Yerine koyma yöntemini kullanarak, integrali alınacak fonksiyonun bir kısmı yeni bir değişkenle de-

ğiştirilir. x = φ(t) değişiminin nasıl yapıldığına dair bir kural olmadığını vurgulamalıyız. Ayrıca, eski 

fonksiyonun diferansiyeli yeni değişkenin diferansiyeli cinsinden ifade edilmelidir. Amaç, kolayca 

çözülebilen bir veya daha fazla tablo integrali elde etmektir. İntegral çözüldükten sonra, değişimi 

kullanarak başlangıç değişkenine geri dönmek gerekir.

Aşağıdaki örneği inceleyeceğiz:

Örnek 1  :  Verilen belirsiz integralleri çözelim:

a) Bu integrali çözmek için binom formülü kullanabilir ve integrali alınacak (5–2x)4 fonksiyonu ge-

nişletilmiş biçimde yazdıktan sonra çözüme tablo integrallerini kullanarak devam edebiliriz. 
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користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената 1ln ,t x dt dx
x

= = , добиваме:

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 ;     г)  xdxe x cossin ;    д) 3

cos .
sin

x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) sin a x dx ;  б) 
( )2cos 3 2
dx

x + ;  в) 5sin cosx x dx .

а) Со користење на смената ,t a x dt adx= = добиваме:

1 1 cossin sin cos axax dx t dt t C C
a a a

= = − + = − +  .

б) Од смената 3 2, 3t x dt dx= + =  се добива:

1
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Ancak, bu yöntem daha fazla zaman alır. Bu nedenle, yerine koyma yöntemini kullanacağız.
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 elde ederiz.

Buna göre,  
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b) a) şıkkındaki belirsiz integrale benzer şekilde, t = x – 2, dt = dx değişken değiştirmesini kulla-

nıyoruz.

c) Bu örnekte, önceki iki örneğe benzer şekilde, 

користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената 1ln ,t x dt dx
x

= = , добиваме:

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 ;     г)  xdxe x cossin ;    д) 3

cos .
sin

x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) sin a x dx ;  б) 
( )2cos 3 2
dx

x + ;  в) 5sin cosx x dx .

а) Со користење на смената ,t a x dt adx= = добиваме:

1 1 cossin sin cos axax dx t dt t C C
a a a

= = − + = − +  .

б) Од смената 3 2, 3t x dt dx= + =  се добива:

1

Пример 2

253

 dolayısıyla dx = –x² dt değiş-
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 elde edilir.
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 değişken değiştirmesini kullanarak şunu elde ederiz:

1  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

Örnek 2     Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

a) t = ax, dt = a dx değişken değiştirmesini kullanarak şunu elde ederiz:

b) t = 3x + 2, dt = 3 dx değişken değiştirmesinden şunu elde ederiz:
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( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .
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                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 

трансформира во:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

2

Пример 3

254

( ) ( )2 2
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dx dt t C x C
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= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
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b) c) ç)

c) t = sin(x), dt = cos(x) dx değişken değiştirmesinden şunu elde ederiz:

2  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

Örnek 3     Aşağıdaki belirsiz integralleri çözelim:

a) İntegrali çözerken 

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
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 değişken değiştirmesini kullanıyoruz, buradan 

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x
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б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 

трансформира во:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

2

Пример 3

254

 elde 

ederiz, dolayısıyla:

b) Bu integrali çözmek için iki değişken değiştirme kullanacağız:

– İlk değişken değiştirme: 

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x
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− − ;  б) 
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б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 

трансформира во:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

2

Пример 3

254

 olduğundan integral 

şu şekilde dönüşür:

ondan sonra  s = t + 1 , ds = dt  değişimini kullanarak 

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .
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  için şunu elde ediyoruz:

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
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b)

( ) ( )2 2
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= = + = + +
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в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .
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b) c) ç)

buradan geri dönerek yapılan değişikliklere bakarsak, şunu elde ederiz:

Not:  Bazen, integralin tablo integrali haline gelmesi için yeni bir değişkenle birkaç kez değişiklik 

yapmak gerekebilir.

Örnek 4   

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .

Пример 4 

255

 belirsiz integralini çözelim.

Önce ln x = t değişken değiştirmesini kullanıyoruz, buradan 

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .

Пример 4 

255

 elde ederiz ve ardından bir 

kez daha t = ln t  değişken değiştirmesini kullanıyoruz, buradan 

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .

Пример 4 

255

 elde ederiz.

Böylece integral için şunu elde ederiz:

Çalışma alıştırmaları  

1.	 Belirsiz integralleri çözünüz:

2.	 Belirsiz integralleri çözünüz:

3.	 Belirsiz integralleri çözünüz:

4.	 Belirsiz integralleri çözünüz:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .

Пример 4 

255



256

4. Метод на парцијална интеграција

Методот на замена на променливата не е доволен за да се пресметуваат неопределени 
интеграли на поширока класа од функции. Честопати подинтегралната функција е 
запишана во облик на производ на функција и диференцијал на друга функција, но притоа 
не може да се воведе замена на променливата за да се сведе интегралот на табличен.

Поради тоа пристапуваме кон друг метод за решавање на неопределени интеграли, а тоа 
е методот на парцијална интеграција или методот на интеграција по делови.

Формулата за парцијална интеграција е дадена во следната теорема:

Доказ. Нека ( ): ,F а b → e примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на интервалот 

( ),а b . Од дефиницијата на примитивна функција следува дека F e непрекината функција 

и за неa важи ( ) ( ) ( ) ( ), , \F x u x v x x a b A =  , каде ( ),А a b e дискретно подмножество. 

Поради диференцијабилноста на функциите ( )u x и ( )v x следува дека и функцијата

( ) ( )u x v x е непрекината на интервалот ( ),а b .

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот 

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x и ( )v x не се врши според определени правила, туку 
интуитивно.

Теорема 1. Ако функциите ( )u x и ( )v x се диференцијабилни функции на интервалот 

( ),а b , тогаш важи формулата за парцијална интеграција 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .
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	 4. Kısmi İntegraal Alma Yöntemi

Değişken değiştirme yöntemi, daha geniş bir fonksiyon sınıfının belirsiz integrallerini hesaplamak 
için yeterli değildir. Genellikle integralı alınacak fonksiyon, bir fonksiyonun ve başka bir fonksiyonun 
diferansiyelinin çarpımı şeklinde yazılır, ancak bu durumda integrali tablo integraline indirgemek için 
değişken değiştirme uygulanamaz.
Bu nedenle, belirsiz integralleri çözmek için başka bir yönteme, yani kısmi integral alma yöntemine 
veya parçalı integrasyon yöntemine başvuruyoruz. Kısmi integral alma formülü şu teorem ile ifade 
edilir:

Teorem 1. u(x) ve v(x) fonksiyonları (a, b) aralığında türevlenebilir fonksiyonlar ise, o zaman 
kısmi integral alma formülü geçerlidir:
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İspat. F: (a, b) → , (a, b) aralığında u(x)v’(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olsun. İlkel fonksiyo-

nun tanımından, F fonksiyonunun sürekli olduğu ve f ’(x) = u(x)v’(x), x ∈ (a, b) \ A olduğu sonucu 

çıkar, burada A ⊂ (a, b) ayrık bir alt kümedir. u(x) ve v(x) fonksiyonlarının türevlenebilirliğinden, 

u(x)v(x) fonksiyonunun da (a, b) aralığında sürekli olduğu sonucu çıkar.

Buradan G(x) = u(x)v(x) – f(x) fonksiyonunun da (a, b) aralığında sürekli olduğu sonucu çıkar. 

Türevini alırsak, şunu elde ederiz:

 G’(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’(x) – u(x)v’(x) = u’(x)v(x).
Buradan G(x) fonksiyonunun (a, b) aralığında u’(x)v(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olduğu ve 

şu eşitlik elde edilir: 

 f(x) = u(x)v(x) – G(x).

Buradan 
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 formülünü elde ederiz. � n

Kısmi integral alma formülünü şu şekilde de yazabiliriz:

u(x) ve v(x) fonksiyonlarının seçimi belirli kurallara göre yapılmaz, sezgisel olarak yapılır.
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Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

Пример 1

Пример 2

1 
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u(x) ve v(x) fonksiyonlarının seçimi yanlışsa, integrali basitleştirmek yerine, başlangıç integraline 

göre çözümü daha karmaşık hale getirecektir.

Örnek 1  Ver,len belirsiz integralleri çözelim:

                 a) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

Пример 1

Пример 2

1 

257

       b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

Пример 1

Пример 2

1 

257

 

a)  Birinci integrali çözmek için aşağıdaki şekilde kısmi integral alma yöntemini kullanacağız:

u olarak x’i seçeceğiz. İlk türevi, yani diferansiyeli hesaplayarak du = dx elde ederiz. İntegrali alı-

nacak ifadenin geri kalanı e⁻ˣ dx’tir, yani dv = e⁻ˣ dx. Buradan integral alarak v = ∫e⁻ˣ dx = –e⁻ˣ 
elde ederiz.

Kısmi integral alma formülünde yerine koyarak şunu elde ederiz:

b) İntegrali çözmek için, şu şekilde kısmi integral alma kuralını kullanacağız:

u olarak ln(x)’i seçeceğiz. İlk türevi, yani diferansiyeli hesaplayarak 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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  elde ederiz. İntegrali 

alınacak ifadenin geri kalanı dx’tir, yani dv = dx. Buradan integral alarak v = ∫dx = x elde ederiz.

Kısmi integral alma formülünde yerine koyarak şunu elde ederiz:

1    Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

                              a) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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    b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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    c) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Örnek 2  Verilen belirsiz integralleri çözelim:

                                a)  

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Her iki integrali de kısmi integral alma yöntemini kullanarak çözeceğiz:

a) u = x, du = dx, dv = eˣ dx ise v = ∫eˣ dx = eˣ olduğundan, kısmi integral alma formülünde 

yerine koyarak şunu elde ederiz:

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
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Daha sonra kısmi integrasyon yöntemini kullanarak, 
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  elde ederiz. Buna göre,

elde edilir.

2  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:
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парцијална интеграција добиваме:
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    c) 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .

2

Пример 3

258

  

  
Kısmi integral alma  yöntemini kullanıyoruz.

a) Eğer 
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 ise, kısmi integral alma formülüne 
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 ise, kısmi integral alma formülüne 

yerleştirerek şu sonucu elde ederiz: 
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Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 
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cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:
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Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Son integral, değişken değiştirme yöntemiyle çözülür. 
Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 

cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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 elde edilir. Buna 

göre:

c) Önceki iki integralde olduğu gibi aynı prosedürü uyguluyoruz. Yani 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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. Son integrali değişken değiştirme ile çözüldü-

ğünü belirtiyoruz. t = sinx⟹ dt = cosxdx dönüşümüyle:

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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 elde edilir. Bunu kısmi integral alma formülüne yerleştirerek şunu 

elde ederiz:

3   Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

          a) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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    b) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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     c) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Not: İntegral tablo integraline indirgenene kadar, kısmi integral alma yöntemini birkaç kez kullanmak 

gerekebilir.

Aşağıdaki örnek böyledir:

Örnek 4  

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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 belirsiz integralini çözelim.

Eğer u = e^x⟹du = e^x dx, dv = sin(x)dx⟹v = ∫sin(x)dx = –cos(x) ise, kısmi integrasyon 

formülüne yerleştirerek elde ederiz:

∫e^x sin(x)dx = –e^x cos(x) – ∫(–e^x cos(x))dx.

Tekrar kısmi integrasyon uygulamamız gerektiğini görüyoruz.

Eğer  

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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  ise, kısmi integral alma formü-

lüne yerleştirerek elde şunu elde ederiz:

Bu integralde, aynı başlangıç integralinin sağ tarafta ters işaretle göründüğü bir durum var. Yani:

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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Eğer denklemde sağ taraftaki belirsiz integrali sol tarafa geçirirsek, şu sonucu elde ederiz:

4    Aşağıdaki belirsiz integralleri çözünüz:

            a)  

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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  c) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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 Çalışma Alıştırmaları

1.	 Aşağıdaki belirsiz integralleri çözünüz:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4

260

   

2.	 Aşağıdaki belirsiz integralleri çözünüz:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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3.	 Aşağıdaki belirsiz integralleri çözünüz:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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4.	 Aşağıdaki belirsiz integralleri çözünüz:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .
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b) c)

d) g)

ç)

e) f)

5. Modülün Tekrarlanmasına Ait Alıştırmalar

1.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

2.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

3.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

4.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:

5.  Verilen belirsiz integralleri çözünüz:
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Modüler birim 6 – Belirli İntegral 
(diğer tüm meslekler için)
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х

1. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 
криволинискиот трапез (слика 1). Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.

A
B

y f x= ( )

a b

x a= x b= 

0
Слика 1

Дефиниција 1: Под поделба на сегменот подразбираме конечно множество од

точки , ,..., ,n nx x x x−0 1 1 така што 

... n na x x x x b−=     =0 1 1 .
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1. Belirli İntegral Kavramı

Belirli integral kavramı, matematikte ve diğer teknik bilimlerde temel bir kavramdır. İlk olarak 

integral kavramına hangi problemin ve hangi fikrin yol açtığını görelim. İntegral hesaplama yöntemi-

nin, diferansiyel hesaplama yöntemlerinden çok daha önce var olduğunu vurgulamamız gerekiyor. 

Antik matematikçi Arşimet’in MÖ 3. yüzyılda integral hesaplama yöntemini kullandığı bilinmektedir. 

Parabolün, iki köşesi parabol üzerinde ve diğer iki köşesi x ekseni üzerinde bulunan dikdörtgenin 

alanını 2:1 oranında iki alana böldüğünü biliyordu. İntegral kavramına esasen, eğrisel bir yamuğun 

alanını belirleme problemi yol açmıştır. İlk olarak, 17. yüzyılın ikinci yarısında ve 18. yüzyılın ilk 

yarısında yaşayan büyük Alman matematikçi Leibniz ve İngiliz matematikçi Newton’un birbirinden 

bağımsız olarak ulaştıkları fikri, yani yöntemi sunacağız. Vereceğimiz tanım, 19. yüzyılda Alman 

matematikçi Riemann tarafından verilmiş olup, kullanacağımız gösterim ise 19. yüzyılda Fransız 

matematikçi Fourier tarafından tanıtılmıştır.

Eğrisel bir yamuktan, x ekseni, verilen negatif olmayan bir y = f(x) fonksiyonunun grafiği, x ∈ 

[a, b] ve y eksenine paralel olan x = a ve x = b doğruları arasında kalan düzlem parçasını kaste-

diyoruz. Amacımız, eğrisel yamuğun alanını belirlemektir (Şekil 1). Fikir, [a, b] aralığını birkaç alt 

aralığa bölerek, eğrisel yamuğun alanını yaklaşık olarak hesaplayacağımız dikdörtgenlere bölmektir.

Şekil 1

                                     

Tanım 1: [a, b] doğru parçasının bir aralığı, aşağıdaki gibi  
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 sonlu sayıda bir nok-

ta kümesi olarak 
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ifade edilebilir.
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Значи овој сегмент го делиме на конечен број сегменти. Да ги разгледаме точките

, , , , , , , , , ,a x x x x x x x x x x b= =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (слика 2)

Слика 2

Со 
ix i ix x − = − 1 ја означуваме должината на i -от сегмент.  Значи ова се должините на сите 

сегменти. И го воведуваме поимот дијаметар на поделба што е еднаков на најголемата 
должина на некој потсегмент т.е. ( ) max

ixi n
d P

 
= 

1
.

Следно, ќе покажеме дека една поделба на сегмент P1 е пофина од поделбата P 2 ако

важи P P2 1, т.е. поделбата P1 содржи поголем број точки, од поделбата P2 .  Ова значи

дека ако воведеме уште некоја точка на пример нека тоа биде точката x4 помеѓу точките
x3 и x4 тогаш новата поделба ќе биде пофина од претходната поделба. (слика 3).

Слика 3

Значи поделбата е пофина доколку содржи повеќе точки од некоја друга поделба.  Сега во 
секој од овие сегменти ќе избереме по една точка: ( ),i i ix x − 1 . Во нашиот пример тоа се

точките ,  1 2 9 (слика 4). Во овие точки ќе ја пресметаме вредноста на функцијата 

( )i iy f = . Бидејќи функцијата f е непрекината во секоја точка од интервалот  ,a b ,

постои ( )if  . Значи ( ) ( ),y f y f = =1 1 9 9 и ќе ги означиме овие вредности на графикот 
на функцијата (слика 4).
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 ile i’inci kısmın uzunluğunu gösteriyoruz. Yani bunlar tüm kısımların uzunluklarıdır. Ve 
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.

Daha sonra, P kısmın bir bölümünün P₂ bölümünden daha ince olduğunu söyleriz, eğer P₂ ⊂ P₁ ise, 

yani P₁ bölümü P₂ bölümünden daha fazla nokta içeriyorsa. Bu, örneğin xᵢ ve xᵢ₊₁ noktaları arasındaki 

noktaysa, yeni bölümün önceki bölümden daha ince olacağı anlamına gelir (Şekil 3)

Şekil 3

Yani bir aralık, başka bir aralıktan daha fazla nokta içeriyorsa o aralık daha hassastır.  Şimdi bu 

segmentlerin her birinde bir nokta seçeceğiz: ξᵢ ∈ (xᵢ, xᵢ). Örneğimizde bu noktalar ξ₁, ξ₂, ..., ξ₉’dur 

(Şekil 4). Bu noktalarda y = f(ξᵢ) fonksiyonunun değerini hesaplayacağız. Fonksiyon [a, b] aralı-

ğındaki her noktada sürekli olduğundan, f(ξᵢ) vardır. Yani y₁ = f(ξ₁), ..., y₉ = f(ξ₉) ve bu değerleri 

fonksiyonun grafiğinde işaretleyeceğiz (Şekil 4).    
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Слика 4

Сега за секој сегмент ќе конструираме правоаголник со страни i и ( ).if  Во нашиот 
пример ќе конструираме девет вакви правоаголници (слика 5).

Слика 5

Имаме дека должината на правоаголникот е еднаква на должината на соодветниот
сегмент, а ширината на правоаголникот е еднаква на вредноста на функцијата во точките 

i . Правоаголниците да ги означиме со iП . Јасно е дека плоштината на секој правоаголник
ќе биде еднаква на:

( ) ( )
ii i xP П f =  .

Збирот од плоштината на сите овие правоаголници може да се запише на следниот начин:

( ) ( ) ( ) ( )
nx x n xP S f f f  =  +  + + 

1 21 2

( ) ( )
ii x

i
P S f 

=

= 
9

1
.

Јасно е дека оваа плоштина зависи од изборот на точките i . Ако поместиме некоја од 

точките i тогаш ќе се промени и плоштината на соодветниот правоаголник. Но она што 
можеме да го тврдиме е дека плоштината на овој криволиниски трапез е приближно 
еднаква на збирот од плоштините на правоаголниците. 
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Şekil 4

Şimdi her aralık için kenarları ξᵢ ve f(ξᵢ) olan bir dikdörtgen oluşturacağız. Örneğimizde bu türden 

dokuz dikdörtgen oluşturacağız (Şekil 5).

Şekil 5

Dikdörtgenin uzunluğu, ilgili kısmın uzunluğuna eşit olduğunu, dikdörtgenin genişliği ise fonksiyonun 

ξᵢ  noktalarındaki değerine eşit olduğunu biliyoruz. Dikdörtgenleri Πi ile gösterelim. Her dikdörtgenin 

alanını  

şeklinde ifade edebiliriz. Tüm bu dikdörtgenlerin alanlarının toplamı:

olacaktır. Bu alan noktaların ξᵢ seçimine bağlı olduğu açıktır. ξᵢ noktalarından herhangi birini hareket 

ettirirsek, ilgili dikdörtgenin alanı da değişecektir. Ancak iddia edebileceğimiz şey, bu eğrisel yamu-

ğun alanının dikdörtgenlerin alanlarının toplamına yaklaşık olarak eşit olduğudur.
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Да видиме што ќе се случи ако пак ја додадеме точката x4 и на интервалот од x3 до x4
избереме точка '4 и во оваа точка ќе ја одредиме и вредноста на функцијата y4 . Сега за

сегментот од x3 до x4 ќе конструираме правоаголник. Наместо правоаголникот на

сегментот x3 до x4 ќе имаме два правоаголника од x3 до x4 и од x4 до x4 .
(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент,
сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f  за дадена поделба P и избор 

на точки i .
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x₃ ten x’₄ aralığına bir  ξ4 nokta daha eklersek ne olacağını görelim ve ξᵢ noktasını seçip bu noktada 

fonksiyonun değerini belirleyelim. Şimdi x₃ ten ξᵢ’  segmenti için bir dikdörtgen oluşturacağız. x₃ ten 

x₄  segmentindeki bir dikdörtgen yerine, x₃ ten x’4 ve x’4  den x₄ e kadar iki dikdörtgen olacaktır. 
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Şekil 6

Mevcut bölüme bir nokta daha eklersek ne sonuç çıkarabileceğimize bakalım. İlk olarak, tüm bu 

dikdörtgenlerin alanlarının toplamının eğrisel yamuğun alanına daha yakın (daha doğru) bir değere 

sahip olduğunu gözlemleyebiliriz. Çıkarılabilecek bir diğer sonuç ise yeni bölümün (daha ince bölüm) 
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alanlarının toplamı eğrisel yamuğun alanına o kadar yaklaşır. Şimdi sezgisel olarak açıktır ki, bölü-
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lümü olsun ve ξᵢ her alt segmentten birer tane olmak üzere keyfi olarak seçilmiş noktalar olsun.  
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(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент,
сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f  за дадена поделба P и избор 

на точки i .
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Toplamına verilen P bölümü ve ξᵢ noktalarının seçimi için f fonksiyonunun Riemann integral 

toplamı olarak adlandırılır.
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Tanım 3: f: [a, b] →  fonksiyonu, [a, b] segmentinde Riemann anlamında integrallenebilirdir, 

eğer aşağıdaki gibi bir  gerçek sayısı için:
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овие точки се нарекуваат делбени точки.
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интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:
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Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 

сегментот ако постои реален број I така што важи:
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важат следните својства:
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ile gösterilir ve f(x) fonksiyonun a sınırından b sınırına kadar belirli integralini işaret etmek-

tedir. A  sınırına integralin alt sınırı, b sınırına ise integralin üst sınırı denir. f(x) fonksiyonuna 

integral altındaki fonksiyon denir, dx ise x bilinmeyeninin diferansiyelidir, yani P bölümündeki 
alt kısımların uzunluğunu gösterir.

Belirli integral aslında eğrisel bir yamuğun alanını hesaplamak için kullanılır, ancak teknikte ve mü-

hendislikte başka uygulamaları da vardır. İntegralin aslında sonsuz sayıda terimin toplamı olduğunu 

bilmek çok önemlidir. Bu nedenle integralin gösterimi aslında toplam anlamına gelen “uzatılmış S”dir. 

Sonuç olarak, belirli integral sonsuz sayıda terimin toplamının limit değeridir.

Aşağıda, kanıtlamadan bir teorem vereceğiz, bu da integrallenebilir fonksiyonların ve belirli integ-

rallerin özellikleriyle ilgilidir:

Teorem 1: f(x) ve g(x) fonksiyonları [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve 
α, β ∈  olsun. O zaman αf(x) + βg(x) fonksiyonu [a, b] aralığında integrallenebilirdir ve aşa-
ğıdaki özellikler geçerlidir:
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Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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0

постои. 
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Son teorem, belirli integralin tanımının doğrudan uygulanmasıyla kolayca kanıtlanır.
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 integralini hesaplayalım.
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 ‘in var olduğu sonucu çıkar.
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  parçaların her birinin uzunluğu 
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’dır ve 
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‘dır.  ξᵢ noktalarını, parçala-
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 ‘i seçiyoruz 

ve 
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 ‘i seçiyoruz. Karşılık gelen toplamlar için şunu elde ederiz:
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 olduğundan, 
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 sonucuna varabiliriz.

Örnek 2  : 
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 integralini hesaplayalım.

f(x) = x fonksiyonu [0, 1] aralığında süreklidir, buradan  
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  ‘in var olduğu sonucuna varılır. İntegrali 

hesaplamak için verilen aralığı aşağıdaki şekilde böleceğiz: 
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 . Bölmelerden her birinin uzunluğu   
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’dır ve  

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
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‘dır. ξᵢ noktalarını, kı-

sımların sağ sınırının değerine eşit olacak şekilde seçiyoruz, örneğin i’inci segment için 
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‘i seçiyoruz. Karşılık gelen toplamlar için şunu elde ederiz:
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Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
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
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Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

2. Основна теорема на интегрално сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот . Исто така кажавме дека под 

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
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( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →
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=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека

е непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 
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  elde edilir.

Buradan şu sonuca varabiliriz: 
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Belirli integrali tanımına göre hesaplamak karmaşık olabilir. Bir sonraki derste, belirli integrali he-

saplamayı kolaylaştıran Newton–Leibniz formülü verilecektir.

2. İntegral Hesabın Temel Teoremi

Burada, Newton–Leibniz formülü olarak da bilinen integral hesabın temel teoremini ele alacağız. 

Belirli integralin özelliklerini de ele alacağız.

Belirli integrali tanımladığımızda, [a, b] aralığında sürekli ve negatif olmayan bir f(x) fonksiyonunun 

verildiğini varsaydık. Ayrıca, belirli integralin altında, f(x) fonksiyonunun grafiği, x ekseni ve x = a 

ve x = b doğruları (Şekil 7) ile tanımlanan eğrisel yamuğun alanını anladığımızı söyledik.

Şekil 7

Tanım gereği integral, sonsuz sayıda küçük dikdörtgen alanının toplamını temsil eder:

                           

x ∈ [a, b] için 
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 fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyon için [a, b] aralığında sürekli 

olduğu ve [a, b] aralığında f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu 
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интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).

Слика 8

Со F е определена плоштината на дел од криволинскиот трапез кога  ,x а b .  Јасно се 
гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
намалуваме ќе се намалува и плоштината F (слика 9).

Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).
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olduğu geçerlidir. Bu, f(x) fonksiyonunun 
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 olarak da tanımlanabileceği anlamına 

gelir, burada C herhangi bir sabittir.

Son eşitlik, a’dan x’e kadar sınırları olan f(t) fonksiyonunun belirli integralinin (bu fonksiyon f(x) ile 
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Şekil 8
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Şekil 9
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Слика 8
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Слика 9
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 integralinin 0’a eşit olacağı açıktır, çünkü eğrisel yamuk yerine şekil bir doğru parçası olacak-

tır (Şekil 10).
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Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:

( ) ( )
b

a

F b f t dt C S C= + = + ,

што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а равенството (1)
основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

                   Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .Пример 1

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)
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Şekil 10

Öte yandan, x = b alırsak şunu elde ederiz:

bu da F alanı tüm eğrisel yamuğun S alanına eşit olacağı anlamına gelir (Şekil 7). Eğer C = F(a) alır-

sak şunu elde ederiz:

Son formül Newton–Leibniz formülü olarak bilinir. Bununla birlikte aşağıdaki teoremi ispatlamış 

oluyoruz.

Teorem 1:   (Newton–Leibniz Teoremi)   Eğer f fonksiyonu [a, b] aralığında sürekli ise 

ve F onun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise, o zaman aşağıdaki eşitlik geçerlidir:
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� (1)                                                                                                                               

Bu teoreme integral hesabın temel teoremi denir ve (1) eşitliğine integral hesabın temel kuralı veya 

Newton–Leibniz formülü denir.

Newton–Leibniz formülü, belirsiz ve belirli integraller arasındaki ilişkiyi verir ve bu sayede belirli 

integralin hesaplanmasını büyük ölçüde kolaylaştırır. f fonksiyonunun [a, b] aralığındaki belirli integ-

ralini hesaplamak için, onun bir ilkel fonksiyonunu bulmak ve [a, b] aralığındaki artışını hesaplamak 

yeterlidir. Yani belirli integralin hesaplanmasını, bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgiyoruz, bu da belirsiz 

integralin hesaplanmasına eşdeğerdir.

Örnek 1  
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 integralini hesaplayalım.
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2

272

b) c)
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 belirli integrali hesaplayınız.

Örnek 2  Aşağıdaki belirli integralleri çözelim:

Belirli integralleri çözmek için Newton–Leibniz formülünü kullanacağız.

b) Karşılık gelen belirsiz integrali çözerek şunu elde ederiz:

Buradan belirli integral için şunu elde edeceğiz:

c)  Önce karşılığı olan belirsiz integrali çözüyoruz:
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3. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:
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b) c)

d)

f) g)

ç) e)

O halde, belirli integral için şunu elde ediyoruz:

2  Verilen belirli integralleri çözünüz:

  Çalışma Alıştırmaları

1.	Verilen belirli integralleri çözünüz:

2.	Verilen belirli integralleri çözünüz:

3.	Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

3. Belirli İntegrallerin Yerine Koyma Yöntemi  ile Çözümü

Newton–Leibniz formülüne göre belirli bir integrali hesaplamak, belirsiz bir integrali hesaplamaya 
eşdeğer olan bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgenir. Belirsiz integralde, şu formüle indirgenen yerine 
koyma ile integrasyon yöntemini zaten ele aldık:
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1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .
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а) ( ) ;x dx−
3

3

2
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2
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1
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4

0
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

 .
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .
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b) c)

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .
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b) c)

Burada x = φ(t) yerine koyma işlemini uyguladık.

Örnek 1  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) t = x + 2 yerine koyma işlemini yapıyoruz, buradan dx = dt elde ederiz. Tanıtılan yerine koyma 

ile, değişkenle ilgili olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınır-

lar, x = –1 olduğunda t = –1 + 2 = 1 ve x = 1 olduğunda t = 1 + 2 = 3’tür. Tanıtılan yerine koyma 

ve yeni tanıtılan değişken için hesaplanan yeni sınırlar ile integral şu şekilde çözülür:

b) x + 1 = t, dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Tanıtılan yerine koyma ile, değişkenle ilgili 

olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınırlar, x = –2 olduğunda 

t = –2 + 1 = –1 ve x = 0 olduğunda t = 0 + 1 = 1’dir. Buradan şunu elde ederiz:

c)  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .
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 kaydırmasını tanıtıyoruz. Yapılan kaydırma, belirli integralin değişkene ilişkin 
limitlerinde de değişikliğe sebep olacaktır. Yeni sınırlar, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .
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 olduğunda ve 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .
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 olduğunda olur. Buradan şu sonuca varıyoruz:

1
 
Verilen belirli integrali hesaplayalım:



275

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .
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                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .
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                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 
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b) c)

Örnek 2  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) t = x – 3, dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Tanıtılan yerine koyma ile, değişkenle ilgili 

olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni sınırlar, x = 4 olduğunda 
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  yerine koyma işlemini uyguluyoruz. Bu durumda, yerine koyma 

işlemiyle, değişkenle ilgili olan belirli integralin sınırlarında da bir değişiklik meydana gelecektir. Yeni 

sınırlar, x = 0 olduğunda t = 2 ⋅ 0 + 1 = 1 ve x = 2 olduğunda t = 2 ⋅ 2 + 1 = 5’tir. Buradan şunu 
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dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 
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 İntegralini çözmek için, 
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а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  
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dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.
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  özelliğinden yararlanarak integrali çözüm için daha 
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                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 
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а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 
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промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.
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 değişimini 

uyguluyoruz. Bu değişimi yapmakla integralin sınırları da değişecektir. Yeni sınırlar 
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границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

 olduğunu buluyoruz. O halde:

elde edilir.
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    Пресметај ги определените интеграли:
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b) c) ç)

2
  
 Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

Örnek 3            Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) √
–(1 + x) = t, x = t² – 1, dx = 2t dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin 

sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = 1 ve x = 3 olduğunda 

t = 2’dir. Ve şunu elde ederiz:

b) t = ³√
–(1 – x) , t³ = 1 – x, dx = –3t² dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin 

sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 1 olduğunda t = 0 ve x = 9 olduğunda 

t = –2’dir. Ve şunu elde ederiz:

3
  
Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

 

√
–
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                  Да ги пресметаме определените интеграли:
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22
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x dx
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 ;  б) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = . И добиваме:
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1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx
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   +

 

б) Ја воведуваме смената 2 , . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се и .  И 
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0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
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    

 
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Örnek 4  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) t = x² + 1, dt = 2x dx yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da 

değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = 1 ve x = 1 olduğunda t = 2’dir. Ve şunu 
elde ederiz:

b)  x² – 5x + 6 = t, (2x – 5) dx = dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin 

sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = –1 olduğunda t = 12 ve x = 0 olduğunda t 

= 6’dır. Ve şunu elde ederiz:

4
 
 Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

Örnek 5  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) x – 1 = t², dx = 2t dt yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da de-

ğiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 1 olduğunda t = 0 ve x = 2 olduğunda t = 1’dir. O halde 

şunu elde ederiz:
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б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 
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Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:
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Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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 yerine koyma işlemini yapıyoruz. Ayrıca belirli integralin sınırlarını da 

değiştirmemiz gerekiyor. Yeni sınırlar x = 0 olduğunda t = ⁶√
–4 ve x = ln(2) olduğunda t = ⁶√

–5’tir. 

O halde şunu elde ederiz:
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 belirli integrali hesaplayınız.

 Aşağıda, belirli integralleri daha kolay çözmek için kullanabileceğimiz bazı özellikler vereceğiz.

1) f(x) fonksiyonu bir tek fonksiyon olsun, yani  f(–x) = –f(x). Şimdi şu integrali hesaplayalım:
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tek fonksiyon sınırları değiştirmekle
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( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
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( ) ( ) ( )
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Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−
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Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 
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11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 
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2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3
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−


.
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b)

2)  Şimdi de belirli integrallerin çözümünde bize yardımcı olacak başka bir özelliği ele alalım. f(x) 

bir çift fonksiyon olsun, yani f(–x) = f(x). Şimdi şu integrali hesaplayalım:
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 integralini ele alalım. t = –x, dt = –dx  yerine koyma işlemini yapıyoruz, bu nedenle 

integralin sınırlarını da değiştirmemiz gerekiyor: x = –a, t = a ve x = 0, t = 0.  
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  olduğunu ispatlayalım.

f(x) = x² fonksiyonu çift fonksiyondur çünkü f(–x) = (–x)² = x² = f(x). İntegral aralığı sıfıra göre 

simetrik olduğundan, integralin değeri için şunu elde ederiz:

6
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çift fonksiyon sınırların değişmesiyle
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
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
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2 4
4 5
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1 9
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
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3
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sin cosx x



 ; л) 
2 3
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sin

x dx
x




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cos
1 sin

x dx
x


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2. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

4. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот:

.

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .
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                   Да ги пресметаме определените интеграли:
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b) c)

d)

f) g) ğ)

h) ı) i)

j) k) l)

ç) e)

a)

Çalışma Alıştırmaları

1.	 Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayın:

2. Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

4. Belirli İntegralin Kısmi İntegralinin Alınması

Belirli bir integrali hesaplamayı, belirsiz bir integrali hesaplamaya eşdeğer olan bir ilkel fonksiyon 

bulmaya indirgiyoruz. Kısmi integrasyon en çok integral altındaki fonksiyon logaritmik, üstel veya 

trigonometrik olduğunda kullanılır. Belirsiz integralde kısmi integrasyon yöntemini zaten ele aldık:

Bu formül belirli bir integrale uyarlanır ve şu şekli alır:

Örnek 1  Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:
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а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
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( ) ( ) ( )
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12 2 2 2 2 2 2
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0 0 0

1 1 15 5 2 1
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx е xe dx− − − − −− = − − + = − − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .
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  
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 elde edilir .   

O halde:

elde edilir.
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. O halde

elde edilir. Eğer bunu ilk integralde yerine koyarsak şunu elde ederiz:
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2
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3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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b)

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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b) c) ç)

c) Kısmi integrasyon kullanarak, в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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 almakla:

elde edilir. 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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 integralini çözmek için tekrar kısmi integral alma kuralını uygulamamız 

gerekiyor, burada  

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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 olur.

eğer bunu ilk integralde yerine koyarsak şunu elde ederiz:

1
 
Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

Örnek 2          Aşağıdaki belirli integralleri hesaplayalım:

a) Kısmi integral alma kuralını uygularsak şunu elde ederiz: 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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 dx, 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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.  Buna göre:

elde edilir.

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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283

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

b) c) ç)

b) Kısmi integral alma kuralını kullanarak şunu elde ederiz: б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

 

Buna göre:

elde edilir.

c) Kısmi integral alma kuralını kullanarak şunu elde ederiz: 

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

 

O halde:

c)  Kısmi integral alma kuralını kullanarak şunu elde ederiz: 

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

 

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

 O halde

2
 
 Verilen belirli integralleri hesaplayınız:

Örnek 3   

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 

Пример 3 

283

belirli integralini hesaplayalım.
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 integralini çözmek için tekrar kısmi integral alma kuralını uygulamamız gerekiyor, burada 

şunu elde ederiz:

eğer bunu ilk integralde yerine koyarsak:

elde ederiz.

Çalışma Alıştırmaları

1.  Verilen integralleri hesaplayın:
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5. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез F од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

Слика 12

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
                   Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата 1y

x
= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1

      
a

Во случај кога функцијата f ( x ) е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 

негативна (слика 12).

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата F во случај кога функцијата f ( x ) е 
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак на апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.
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5. Düzlemsel Şeklin Alanı

Belirli integralin tanımından, negatif olmayan f(x) fonksiyonunun grafiği ve [a, b] aralığındaki x– 

ekseni ile tanımlanan eğrisel bir yamuğun alanını temsil ettiğini gördük (Şekil 11).

Şekil 11

Yani,  şekil 11’deki eğrisel yamuğun alanı için şunu elde ederiz:

 f(x) fonksiyonu negatif olduğunda, belirli integralin değeri negatif olacaktır (Şekil 12).

Şekil 12
Yani f(x) fonksiyonu negatif olduğunda şeklin alanını hesaplamak için, alan negatif olamayacağın-
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5. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез F од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

Слика 12

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
                   Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата 1y

x
= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1

      
a

Во случај кога функцијата f ( x ) е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 

негативна (слика 12).

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата F во случај кога функцијата f ( x ) е 
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак на апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

285

Örnek 1  

5. Плоштина на рамнински лик
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 eğrisi, apsis ekseni ve x = 1 ve x = 3 doğruları ile sınırlanan şeklin alanını 

hesaplayalım.

Şekil 13’te eğri ve iki doğru gösterilmiştir:
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Слика 13

Според претходното објаснување, за да ја пресметаме плоштината на обоениот дел 
добиваме:

3
3

1
1

1 ln ln 3 ln1 ln 3P dx x
x

= = = − = .

Да разгледаме сега како ќе ја пресметаме плоштината на фигура која е ограничена со 
графиците на функциите ( )1f x и ( )2f x на интервалот  , ,a b слика 14.

Слика 14

Ако со 1F го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )1f x , а со 2F
го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )2f x тогаш фигурата F

може да се претстави како разлика на криволинискиот трапез 1F со криволинискиот трапез 

2F . Од каде што можеме да заклучиме дека плоштината на фигурата F е еднаква на 
разликата на плоштината на криволинискиот трапез 1F и плоштината на криволинискиот
трапез 2F т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
.

b b b

a a a

P F P F P F f x dx f x dx f x f x dx = − = − = −   
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Şekil 13

Yukarıdaki açıklamaya göre, boyalı kısmın alanını hesaplamak için şunu elde ederiz:

Şimdi f₁(x) ve f₂(x) fonksiyonlarının grafikleriyle sınırlanan ve [a, b] aralığında bulunan bir şeklin 

alanını nasıl hesaplayacağımızı ele alalım (şekil 14).

Şekil 14

F₁ ile f₁(x) fonksiyonunun grafiğinin altındaki eğrisel yamuğu ve F₂ ile f₂(x) fonksiyonunun grafiğinin 

altındaki eğrisel yamuğu gösterirsek, F şekli F₁ eğrisel yamuğu ile F₂ eğrisel yamuğunun farkı olarak 

temsil edilebilir. Buradan F şeklinin alanının F₁ eğrisel yamuğunun alanı ile F₂ eğrisel yamuğunun 

alanının farkına eşit olduğu sonucuna varabiliriz, yani:
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                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 15) ограничена со 

параболите yxxy 2,2 22 == .

Слика 15

Параболите кои ја ограничуваат фигурата чија што плоштина треба да се определи се 
претставени на слика 15.  Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги 
одредуваат границите на интегрирање. Од 0,222 == yxyxy тогаш 

2 4

2 , 2 .
2 4
x xx x= = Од ( )4 3

1 28 0 8 0 0, 2.x x x x x x− =  − =  = = Значи пресечни точки се 

( ) ( ), , , .A B0 0 2 2 Плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата y x=2 2 е 

F xdx= 
2

1
0

2 .  А плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата x y=2 2 е 

xF dx= 
2 2

2
0 2

.  Па плоштината на фигурата што ја бараме е F F F= −1 2 , т.е

x x xF xdx dx x dx x x
   

= − = − =    − =   
   

  
22 2 22 2 3

0 0 0 0

2 42 2 2
2 2 3 6 3

.

                   Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 16) ограничена со 

параболата y x= 2 и правата x y+ =2 .

Пример 2

Пример 3
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Örnek 2   y² = 2x ve x² = 2y parabolleri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım (şekil 15).

Şekil 15

Alanı belirlenmesi gereken şekli sınırlayan paraboller şekil 15’te gösterilmiştir. İlk olarak,belirli integ-

ralin sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz.  
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 elde ederiz. 
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  Yani kesişim nokta-

ları A(0, 0), B(2, 2)’dir.  y² = 2x eğrisi ile sınırlanan eğrisel yamuğun alanı:
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 dir, x² = 2y eğrisi ile sınırlanan eğrisel yamuğun alanı ise:
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dir. Aradığımız 

şeklin alanı F = F₁ – F₂’dir, yani

Örnek 3   y = x² parabolü ve x + y = 2 doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 16).
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Слика 16

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интервалот по кој интегрираме. Го заменуваме y x= 2 во x y+ =2 и ја добиваме квадратната 

равенка .x x+ =2 2 Со решавање на квадратната равенка x x+ − =2 2 0 се добива дека

нејзини решенија се , .x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B−2 4 11 Плоштината 
на фигурата што ја бараме е:

( )
- - -

-

- - - - .| | |x xF x x dx x= = =
1 2 31 1 12

2 2 2
2

92 2
2 3 2

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 17) ограничена со 

параболата y x= − 22 и правата y x= .

Слика 17

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Го заменуваме y x= во y x= − 22 и ја добиваме квадратната равенка

Пример 4
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Şekil 16

İlk olarak, belirli entegralin sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz. 

y = x²  ‘yi   x + y = 2 denkleminde yerine  koyuyoruz ve x + x² = 2 ikinci derece denklemini elde 

ediyoruz. x² + x – 2 = 0 ikinci derece denklemini çözerek çözümlerin x₁ = –2, x₂ = 1 olduğunu 

elde ederiz. Yani kesişim noktaları A(–2, 4), B(1, 1)’dir. Aradığımız şeklin alanı:

Örnek 4  y = 2 – x² parabolü ve y = x doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım. 

(Şekil 17).              

Şekil 17

İlk olarak, integralin sınırlarını belirleyen kesişim noktalarının koordinatlarını buluyoruz. y = x’i  

y = 2 – x²  denkleminde yerine koyuyarak x² + x – 2 = 0 ikinci derece 
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.x x+ − =2 2 0 Со решавање на квадратната равенка се добива дека нејзини решенија се
, ,x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B− −2 2 11
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( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
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2 2 2
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92 2
3 2 2

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
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10 2 1 9 2 9 2 9 36
3

.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2 .

Пример 5

Пример 6
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denklemini elde ediyoruz. İkinci derece denklemi çözerek çözümlerin x₁ = –2, x₂ = 1 olduğunu elde 

ederiz. Yani kesişim noktaları A(–2, –2), B(1, 1)’dir.

Aradığımız şeklin alanını buluyoruz:

Örnek 5  y = 2x² + 1 ve y = x² + 10 parabolleri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 18).

Şekil 18
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 eğrileri ve x = 2 doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım 

(Şekil 19).
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Слика 19

Од слика 19 може да се види дека затемнетата површина од по x од 0 до 2 и дека горната 
крива е ,xy e= а долната крива е xy e−= . Пресечните точки на двете криви можеме да ги 
добиеме и од:

x x x
xe e e

e
−=  =

1

xe x x=  =  =2 1 2 0 0.

Оттука за плоштината имаме:

( ) ( ) ( ) ( ) .x x x xF е e dx е e е е е е е
е

− − − −= − = + = + − + = + −
2 2 2 2 0 0 2

20
0

1 2

Да се пресмета плоштината на фигурата (слика 20) ограничена со кривите

232 ,2 xyxy =−=

.

Слика 20

Пример 7
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Şekil 19

Şekil 19’dan x’in 0’dan 2’ye kadar hareket ettiği ve üst eğrinin y = ex, alt eğrinin ise   y = e–x  olduğu 

görülebilir. İki eğrinin kesişim noktaları şu şekilde elde edilebilir:

Buradan alan için şunu elde ederiz:

Örnek 7  y = 2 – x² ve y³ = x² eğrileri ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayalım (şekil 20).

Şekil 20
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Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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b)

c) ç)

İki eğrinin kesişimini buluyoruz ve kesişim noktalarını x₁ = –1, x₂ = 1 olarak elde ediyoruz. Şekil 
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 elde edilir.

Çalışma Alıştırmaları

1.	 y = x² ve y = √
–x  eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

2.	 y = x² + x + 3 eğrileri ve y = x + 7 doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

3.	 y = ln(x) ve y = ln²(x) eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

4.	
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3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

291

 
 eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

5.	

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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 eğrisi ve y = 0, x = e doğrularıyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

6.	

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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 eğrisi ve y = x doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

7.	 [a,b], f(x)≥0 eğrisi ve x = 1 doğrusuyla sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

6.  Modüler birime ait tekrarlama alıştırmaları

1.	 Nyutn–Laybnic formülünü uygulayarak verilen integralleri hesaplayınız: 

2.	 Yerine koyma kuralı yardımıyla  verilen integralleri hesaplayınız:
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в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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c) ç)

3.	 Yerine koyma kuralı yardımıyla  verilen integralleri hesaplayınız:

4.	 Kısmi integral alma kuralına göre, verilen integralleri hesaplayınız:

5.	 Kısmi integral alma kuralına göre, verilen integralleri hesaplayınız:

6.	 Kısmi integral alma kuralına göre, verilen integralleri hesaplayınız:

7.	 Verilen integralleri hesaplayınız: 

8.	 y =  2x2 + 1 ve y = x2 + 10 eğrileriyle sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.

9.	 y = 2x – x2    eğrisi ve  x + y = 0 doğrusu ile sınırlanan şeklin alanını hesaplayınız.
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Решенија: 
Модуларна единица 1 – Диференцијално сметање 

1. 

1. а) 22 , 10 =  =L m P m ,

 b)  21 , 10 =  =L m P m . 

2. а) 1 ,
11

 =f

 б)  2, =f  
  c)  3, =f  
 г) 2. =f  

3. а) ' 4,=y

б) ( )0' 2 за 2, ' 2 2 2 4,= = =  =y x x y
c) ( ) ( ) ( )0' 2 2 за 5, ' 5 2 5 2 6,= − = =  − =y x x y

 г) ( )
2

02
1' за 1, ' 1 2.+

= = =
xy x y

x
4. а) ( ) ( )' '3 1, 3 1+ −= = −y y

 б)  ( ) ( )' '2 1, 2 1,+ −− = − = −y y
  c) ( ) ( )' '0 0, 0+ −=y y не постои бидејќи за 0x , функцијата не е дефинирана 
 г) ( ) ( )' '5 , 5+ −=  = −y y

2. 

1. а) 4' 5 ,=y x  б)  37' ,
3

y x x=  c) 3 25' ,
3

y x= г) 6
5' ,y
x

= −

2. а) 411' ,
2

=y x x b)  3 3

7' ,
3

= −y
x x

c) 56' ,
5

=y x г) 5

1' .
5

= −y
x x

3. 

1. а) ( )' 4 ,=f x x  б)  ( )
34

1' ,
8

f x
x

= − c) ( )
3 2

1' ,f x
x

= г) 2 

2. а) ( )' 4 5,= +f x x    б)  ( ) 2 4
3 5

2 4' ,f x x x
x x

= − − +

  c) ( ) 2' 1 ,= + +f x x x г) ( ) 1' 3 .
2

= +f x
x
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Çözümler:

Modüler birim 1 – Diferansiyel hesaplama

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

ç)

ç)

ç)

c)

ç)

Yoktur çünkü x<0  fonksiyon tanımlı değildir
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3. а) ( ) 2 347' 14
4

f x x x x= − ;    б)  ( )
3 2

1 1' .f x
x x

= −

4. а) ( ) 1' 5,xf x e
x

= + −  б) ( )' 2 ln 2 5 4 ln 4,x xf x = + 

5. а) b) ( ) ( )' 2 ln 1 ,f x x x= + ( ) ( )2' 3 .xf x x e x= +

6. а) ( )
( )22

4' ,
1

= −
−

xf x
x

б)  ( )
( )

2

22

3 2 3' ,
1

x xf x
x

− − +
=

+

  c) ( ) 4
1 3ln' ,−

=
xf x

x
г) ( ) ( )

2

2
' .

−
=

x x
f x

x

4. 

1. а) ( ) ( )
42' 5 2 5 6 4 5 ,= + − +y x x x б)  ( ) ( )75 4' 8 2 5 2 ,y x x x= + +

  c) ( ) ( )45 3 4 2' 5 5 3 1 25 9 ,= + + +y x x x x г) ( )5' 6 .= +y m mx n

2. а) 2' 12 16 35,= − −y x x    б)  ( )( ) ( )22 2' 2 3 1 8 3 16 .y x x x x x= + − + − −

3. а)
2

' ,
1

=
−

xy
x

б)  

( )223

4' .
3 2 1

xy
x

=
−

4. а) 2 5' 2 ,+= xy e      б)  
1' 2 .
2

xy xe x = + 
 

5. 

1. а) 2
2' ,

2
= −

+
xyy

x y
б)  

2' ,
2
x yy

x y
+

= −
+

c) 
22' ,

1 2
yy
xy

+
= −

+
г)

2 3

2
3' .

3
x yy

xy
+

= −

2. а)
ln 2' ,

2
+ 

=  
 

x xy x
x

    б)  ( )2' 2 ln 1 ,xy x x= +

      c) 
( )

( )

2 22 2

32

11 1' ln ,
1

 −   + + = +        + 

x x xx xy
x x x

г)
1

2
1 ln' .− =  
 

x xy x
x

6. 

1. а) ( )1 xdy x e dx−= −   б) ( )
2

2 21
x

dy x e dx
−

= − 

2. а) 1,0001 ;    б) 0,001 ;     c) 3,00005 .

294

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b) f`(x) = x2 ex (3+x)

ç)

ç)

ç)

ç)
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7. 

1. a) 22y t = ;  б) 5' ty
t
+

= . 

2. a)
( )
( )

3

5

t t

t t

e e
y

e e

−

−

+
 =

−
;  б) 

( )2
3

6 3

1

1

t
y

t t

−
 =

−
. 

8. 

1. 

а) раcенка на тангента  2 1 0− + =x y
    раcенка на нормала  2 7 0+ − =x y
б) раcенка на тангента 24 33 0− + =x y
    раcенка на нормала   24 362 0+ + =x y

2. Точките на пресек се ( )2,0А и ( )2,0−B

( )2,0А

      раcенка на тангента  4 8 0+ − =x y
      раcенка на нормала  4 2 0− − =x y
( )2,0−B

     раcенка на тангента   4 8 0− + =x y
      раcенка на нормала  4 2 0+ + =x y

3. Точките на пресек e ( )3,8А

     раcенка на тангента   6 10 0− − =x y
      раcенка на нормала  6 51 0+ − =x y

4. Точките на пресек се
3 15,
2 4

 − 
 

А и 
1 1,
6 27

 − 
 

B

3 15,
2 4

 − 
 

А

раcенка на тангента   2 9 0− + =x y
раcенка на нормала   8 4 9 0+ + =x y

1 1,
6 27

 − 
 

B

раcенка на тангента   27 54 10 0− + =x y
раcенка на нормала   108 54 5 0+ + =x y
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b)

b)

b)

teğet denklemi

teğet denklemi

teğet denklemi

teğet denklemi

teğet denklemi

teğet denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

normalin denklemi

Kesişim noktaları

Kesişim noktaları

Kesişim noktaları

teğet denklemi

ve

ve



296

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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b)

c)

b)

d)

f)e)

10.
2.   a) x ∈  için artandır, ekstremum değerleri yoktur.

b)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için minimumu vardır.

c)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için maksimum, 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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  minimum.

ç)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.

296

, x ∈  için artandır, ekstremum değerleri yoktur.

d)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için minumum.

e) iki minim vardır:  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 ve 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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f)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için maksimum, 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için minimum.

g)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için minimum.

ğ)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
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1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 için maksimum, 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
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2

32
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3'' ,
16

= −y
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   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 minimum.

h)   

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
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1

x x
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x

−
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+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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  için maksimum,  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.

296

 minimum.

ı)    

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 için maksimum,  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 minimum.

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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11.

1.
a)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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1
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 aralığında fonksiyon konkavdır, 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 aralığında fonksiyon kon-

vekstir
.

b)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 ve 
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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 aralıklarında fonksiyon konkavdır, 
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,
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  aralığında fonksiyon 
konvekstir.

c)  
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10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 ve 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 aralıklarında fonksiyon konkavdır, (0, 1) aralığında fonksiyon kon-
vekstir.

ç)
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г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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5. Eşkenar uçğen

6. Kenari ile küp

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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2. (под а) , 1
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а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .
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c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
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25 35,
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г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
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− −  
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, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 
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3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 
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 .   Преcојна точка е 
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1 3,

2
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
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 e
, а конcексна cо 

10, 
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 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
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ç)	 Fonksiyon (–∞, –1) ve (1, ∞) aralıklarında konkav, (–1, 1) aralığında ise konvekstir.

2.	 (a şıkkı 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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  ödevinde x ≠ –1’i ekleyin)
a)	 Dönüm noktası yok.

b)	 Dönüm noktaları 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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 ve 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 
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 e e
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 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  
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’tür.
3.	

a)	 Fonksiyon (–1, 0) ve (1, ∞) aralıklarında konkav, (–∞, –1) ve (1, 0) aralıklarında ise 
konvekstir. Dönüm noktası (0, 0)’dır.

b)	 Fonksiyon (–1, 0) aralığında konkav, (–∞, –1) aralığında ise konvekstir. Dönüm nokta-
sı yok.

c)	 Fonksiyon (–∞, –3.41) ve (–0.58, ∞) aralıklarında konkav, (–3.41, –0.58) aralığında 
ise konvekstir. Dönüm noktaları (–3.41, 0.38) ve (–0.58, 0.19)’dur.

ç) Fonksiyon (2, ∞) aralığında konkav, (–∞, 2)  aralığında  konvekstir. Dönüm noktası 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
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 
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.
d) Fonksiyon 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
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13.  
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 aralığında konkav, 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .
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б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
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aralığında ise konvekstir. Dönüm 

noktası 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
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’tür.

e) (y = xln²x, x > 0 alıştırmalarında) Fonksiyon 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V
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 aralığında konkav, 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
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 
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c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
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 
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
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  aralı-

ğında ise konvekstir. Dönüm noktası 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
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4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,
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c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,
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, а конcексна cо 
10, 

 
 e e
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13.
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Модуларна единица 2 – Интегрално сметање

1. 1. a) ( ) lnF x x=    б) ( ) 3F x x= +

4. a) 3( ) 2F x x= + б) ( ) 1xF x e= +
2.

1. а)
3 1 3

3 1 ln 3

x
x C

+

+ +
+

;  б) lnx x C+ + ; в) 22 4 2
5 3

x x x C + + + 
 

; 

г) 8 158 ;
15

x C+ д) 3 2 342 3 4x x x C+ − + ; 

ѓ)
5 7

38 4 6
5 7
x xx x C+ + + + .

3.

1. а)
( )242 13

48
x

C
−

+ ;  б)
( )83 2 9

8
x x x

C
− + −

+ ;  в) 2ln 3 10x x C+ − + .

2. а) ( )6355 9
18

x x C− + ;  б) 
( )2

1

1
C

x
− +

+
; в) 3 31 8 27

8
x C+ + .

3. а) ln xe x C+ + ;  б) 4

1
4ln

C
x

− + ;  в) ( )
3

22 ln 1
3

x x C + + +  
.

4.

1. а) ( )2 2 2xe x x C−− + + + ;  б) ( )2 21 1
2

xe x C−− + + .

2. а)
2 2

2 21ln - ln
2 2 4
x xx x x C+ + ; б) ( )2 2 21 11 ln 1

2 2
x x x C− − − + .

6.
1.

а) 2  б) 28
3

в) е−1 г) 2
3

д) 1
2

ѓ) 3
5

2. а) 5ln 2
4

− ;  б) 65
4

− ;   в) 3ln 3
2
− ;      г) 4 14

3
e e− + . 

3. a) 0 ;  б) 256
21

.

7.
а) 20 б) 7

в) 
1

10
г) 

3
8
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b)
b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

c)

c)

c)

c)

c)

d)

d) e)

ç)

ç)

ç)

ç)

Modüler birim 2 – İntegral hesabı
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 д) 14
3

 ѓ) 232
3

е) 1.61  ж) 113
3

 з)
5ln
2

 
 
 

 ѕ) 
1 8ln
2 5

 
 
 

 и) ( )21 1
2

e e −  ј) 
6

6 18 36 7
7

−

8. 

 а) e+1  б) 
e
e
−
2

11 14

 c)  2  г) 
e

−
3

 д) 1 ѓ) ( )e+ 31 1 2
9

 е) 
2

9
e e

 ж)  1ln 2
2

−

9. 

1. 1
3

2. 32
3

3. e−3

4. 
−

1
2 3

5. 1
3

6. 7
6

7. e
e

+ −
1 2 . 

10. 

1. ab 24
3

299

b)

d)

d)

f)

f)

g)

g)

ğ) h)

i)

e)

e)

ç)
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2.

3

3. 

4.
2
3

5.
44

3

Модуларна единица 3 – Матрици (за сите струки)

1.
1. а) 2sin 2x− ; б) ( )pq q p− ;в) 22p ;    г) 0; д) 2 2 2nmp nm mp np+ + + ; ѓ)  0.

2. а) 6;     б) -127; в) 15.

3. а) 1 2/31, 2x x= − =  ;б) 1 20, 6x x= = ;в) 1 2 3
13, 2, 2
2

x x x= − = − = ;г) 0x = .

4. а) [ 2,2]− ; б) ( , 6] [ 3, )− −  − + .

2.
2.а) 0,   б) 0,   в) 0,   г) 0.

4.а) 5;   б) 4;   в) -7.

3.
1. a) (1,3,-2); б) нема решение; в) бесконечно многу решенија; г) (1,5,1).
2. а) (0,0,0); б) {( ,10 ,7 ) }М t t t t= − 

3. а) 1 2m m   − единствено, 1m = бесконечно многу и 2m = − нема решение;
б) 8m  − единствено и 8m = − бесконечно многу решенија.

4. а) 1(1, ,1)
2

− ; б) 1 1 3( , , )
2 4 4
− .

4.
1. 1, 2, 3, 4x y z u= − = = − = ;

2.
5 1 0

2 1 3
ТА

− 
=  − 

;

3. За 2а с= , при произволно с.
4. а) А е горно и долнотриаголна, скаларна и симетрична матрица;

б) В е горно и долнотриаголна, дијагонална и симетрична матрица;
в) С е горнотриаголна матрица;
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 Modüler birim 3 – Matrisler (her mesleğe ait)

b)

b)

b)

b)

b) çözüm yok

m ≠ 1 ve m ≠ –2 ise tek çözüm, m = 1 ise sonsuz sayıda çözüm ve m = –2 ise çözüm yok; 
m ≠ –8 ise tek çözüm ve m = –8 ise sonsuz sayıda çözümü vardır.

3.	 a = 2c için, herhangi bir c.
4.	 a) A, üst ve alt üçgensel, skaler ve simetrik bir matristir; 
	 b) B, üst ve alt üçgensel, köşegen ve simetrik bir matristir; 
	 c) C, üst üçgensel bir matristir.

b)
b)

b)

b)

b)

c) onsuz sayıda çözüm

c)

c)
c)

c)

d) e)ç)

ç)

ç)

ç)
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г) А е горно и долнотриаголна, скаларна и симетрична матрица т.е единечна 
матрица од ред 3. 

5. 

1.а) 
28 9 12 6
4 12 15 6

− − 
 − 

; б) 

25 2
9 6
12 6
5 3

− 
 
 
 − −
 − − 

; c) 

18 2
12 12
15 22

6 6

 
 − 
 
 − 

. 

3.а) 
4 98 135

12 7 38
21 54 92

− − 
 − 
 − − 

; б) 
33 30 15
18 44 66

4 183 159

− 
 − 
 − − 

; c) 
283 52 38

196 124 206
240 32 112

− 
 − − 
  

. 

5. DA, BC, CD, CA.
6. 

1.а) 1 2 21
3 14

А−  
=  − − 

; б) 1 0 11
4 54

В−  
=  − 

; c) 1 2 11
5 79

С −  
=  

 
. 

2.а) 1

3 3 21
1 0 1 0
3

0 0 3
А−

− 
 =  
  

; б) 1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

; c) 

1

10 13 3
1 1 3 4
43

47 31 27
С−

− 
 =  
 − 

. 

7. 

1.а)
70 63
42 847

Х  
=  
 

; б) 
15 191
6 1117

Х
− 

=  − 
. 

2.a)
12 4 37

1 0 8 4
24

0 0 6
Х

 
 = − 
  

; б) 
30 25 91

1 0 50 40
150

0 25 25
Х

 
 = − 
  

. 

8. 
1.(1, 3,-2); 2. (2,-1,3); 3. (3,-2,1); 4. (1,5,1).
9. 
1.(1, 3,-2); 2. (2,-1,3); 3. (3,-2,1); 4. (1,5,1);
5. нема решение; 6. бесконечно многу решенија.
10. 
1. a) 2b ; б) 40; 

3. 3 9 7( , , )
2 10 10

− .
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ç)  A, üst ve alt üçgensel, skaler ve simetrik bir matristir, yani 3. dereceden birim matristir.

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

a)

a)

a)

a)

5.  çözümü yoktur;            6.  Sonsuz çok çözümü vardır.
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4. а) 
10 11 30
3 2 27

1 1 8

− − − 
 − − 
 − 

; б) 
13 14
21 22

− 
 − 

; в) 
2 0 0

0 8 0
0 0 2

− 
 − 
 − 

; г)
4 21
3 12

− 
 − 

; д) 

2 1 6
3 2 9
1 1 4

− − − 
 
 
 − − − 

.

5. a)
22 141
29 1810

 
 − 

; б)
7 4 6
0 5 9
0 2 4

 
 − − 
  

.

7.
6 41
9 62
− 
 − 

.

8. (1,0,-2).
9. a) За 1, 2а а  − определен, за 1а = неопределен и за 2а = − противречен.
б) За  0а  определен со решение (1 , ,0)а а− ; б) за 0а = неопеделен.

10. а) противречен; б) неопределен; в) неопределен; г) (0,0,0); д) 5 8 4( , , )
11 11 11

− − ;

ѓ) (1,0,-4).

Модуларна единица 4– Аналитичка геометрија во простор

1.
1.а) 5 3 ;  б) 21;  в) 10(5 3 6)− .
2.110, 890.
5.а) 17; б) 14, 29 ; в) 330.

6.а) 450;  б)
5 5

2
.

7. (0,3,6), (0,-3,-6).

2.
1.а) 8; б) 16; в) 80.
2. 4 2 .
3. 15 квадратни единици.
5. а) (-9,-11,-3);  б) (-18,-22,-6);  в) (-90,-110,-30).
6. 13 .
7. 0,8689.
3.
3. 12 2 ;
4.343 кубни единици.

5.
3 41

41
единици.
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ç)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

c)

d)c)

15 birim kare

343 kübik birim

birim

9.     a) a ≠ 1 ve a ≠ –2 için belirli, a = 1 için belirsiz ve a = –2 için çelişki. 

        b) a ≠ 0 için (1 – a, a, 0) çözümü ile belirli; b) a = 0 için belirsizdir.

10.   a) çelişki;  b) belirsiz;  c) belirsiz;  ç) (0, 0, 0);  d) 
 e) (1, 0, –4).

Modüler birim 4 – Uzayda analitik geometrisi

–5
11

–8
11

–4
11( , , );
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6. 1 2
35 5( ,0,0), ( ,0,0)
12 12

S S . 

7. 1 22, 4m m= = − . 
4. 
1. 5 2 3 58 0x y z+ − − = ; , Σ, ΣP Q R  . 

2. 3 11 0x z− − = . 

3. a) минуcа низ координатниот почеток; б) паралелна со z - оската;  c) минуcа низ у-

оската; 

г) раcенка на Оyz  - рамнина;  д) паралелна со х-оската. 

4. 5x = . 

5. 3 0x z− = .

5. 

1. а) 1 2 2( , , ) 10 0
3 3 3

r  − − = ; б) 2 2 1( , , ) 4 0
3 3 3

r  − − − = . 

2. 1 2 2( , , ) 5 0
3 3 3

r  − − = . 

3. 
15 538 13 538 12 538( , , ) 0

538 538 538
r  − = . 

4. а) 2 1 2 2 0
3 3 3

x y z+ − + = ; б) 
14 14 3 14 14 0

14 7 14 7
x y z− + − = . 

5. а) не;    б) не;   c) да.

6. а) 0
5 1 2 2, ( , , )
6 3 3 3

p n= = − ;  б) 0
2 1 23, ( , , )
3 3 3

p n= = − .

6. 

1.а) 2010, , 4
3

a b c= = − = − ; б) 15 15, 3,
7 4

a b c= − = − = − . 

2. 6 2 2 0x y z− − + = ; 
3. a) 6 0x y z+ + − = ;  б) 15 4 4 35 0x y z+ + + = . 
4. 1m = . 
5. 14m = . 
6. 7m = − . 
7. 45V = . 
7. 
1. а)13 7 2 1 0x y z− − + = ; б) 15 3 19 0x z− − = . 
2.а) точките не се компланарни;  б) 2 3 0x y z+ − − = .
3. 3 6 2 15 0x y z+ − − = ; ниту една. 
8. 
1.а) се соcпаѓаат;  б) паралелни;  c) се сечат под агол 016  . 
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b)

b)

b)

b)

b)

b)
b)

3.  a) Koordinat başlangıcından geçer; b) z– eksenine paraleldir; c) y ekseninden geçer;

c) Oyz– düzleminin denklemi;   d) x– eksenine paraleldir.

5. а) hayır; b) hayır; c) evet

a) noktalar komplanar değildir; 

a) çakışık durumda;    b)  paraleldirler;    c) açılı olarak kesilir α ≈ 16°

hiçbiri

ç)
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2. 3 2 0x y z+ + = . 
3. 2 3 5 5 0x y z− − − = . 
4. 11 0x y z− + − = . 
9. 

1. 
6

6
. 

2. 1 5(0,0, ), (0,0, )
3 9

А В− . 

3. 
14
7

. 

4. 
26 278

139
. 

5. (0,8,0), (0, 10,0)А В − . 
10. 

1. 1 2 , 2 0; 1 , 2, 2 2
1 2

x z y x t y z t− +
= − = = − = = −

−
. 

2. 3 5 7; 3 3 , 5 2 , 7
3 2

x y z x t y t z t− +
= = + = − = − − = −

− −
. 

3. 110 10 7 0x z+ + = . 
4. 3 2 0x y z− − = . 

5. 1 2
3 2 4
x y z+ +
= =

−
. 

6. 1 3 1 3 5 62 , , 4
1 11 1 2 9 2 2

x z x y z x zy y+ + − − + −
= − = = = = − =

−
. 

7. 1 2 5 2 3 6 3 5 4 5 6 4, , ,
7 3 10 6 8 1 7 3 10 6 8 1

x y z x y z x y z x y z+ − − + + + + − − − + −
= = = = = = = =

− − − − − −
. 

11. 

1. 16 4 20( , , )
9 9 9

М − , 022  . 

2. Праcата лежи cо рамнината.

3. : 2 0x y z + + = , 6 1 11( , , )
7 3 6

М − .

4. : 2 0x y z − + = . 

5. 1 4 4:
2 5 3

х у zp + + −
= =

−
, (1,1,1)М . 

12. 
1.а) паралелни; б) разминуcачки.

2. 2 11
3 5

y zx − +
− = = . 

3. 2 = − , 060  , ( 3,5, 5)М − − . 
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Doğru düzleme üzerindedir

paralel; b) aykiridirlar
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4. 1 1 1
2 1 2

x y z− − +
= =

− −
. 

5. 2 3 4
4 6 7

x y z− − −
= =

− −
. 

13. 

1. 
28 17 14 13 28 89, , .

17 13 89

2. 
2 30

3
. 

3. 
1001013, .
35

4. 
37 166 .

166

5. a)
3 35

7
. 

14. 

1. 85 .
12

2. 0x z− = . 
3. 8 17 0x y− = . 
4. 2 3 6 6 0x y z+ + − =
5. 2 3 6 0x y z + − = . 
6. 5, 12а b= = − . 

7. 42 . 

8. 01 41 , 53
1 6

y zx − +
+ = = 

−
. 

10. 
13 2

6
. 

Модуларна единица 5 – Неопределен интеграл 

2. 

1. а)
3 1 3

3 1 ln 3

x
x C

+

+ +
+

;  б) lnx x C+ + ;    c) 

22 4 2
5 3

x x x C + + + 
 

;   г) 8 158 ;
15

x C+

3. 

1. а)
( )242 13

48
x

C
−

+ ;

б) 
( )83 2 9

8
x x x

C
− + −

+ ;
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b)

b)

Modüler birim 5 – Belirsiz integral

ç)



306

д) 
2
ln

xa ctgx C
a
+ + ; ѓ)

3 2 342 3 4x x x C+ − + ; e)
5 7

38 4 6
5 7
x xx x C+ + + + .

2.а) cos sinx x C− − + ;  б) ctg cosx x C− + + ; 

в) tg ctgx x C− + ; 

г)
2

4cos 5sin
6
x x x C+ + + ;    д) ctgx C− + .

в) 2ln 3 10x x C+ − + .

2. а) ( )6355 9
18

x x C− + ; б) 

( )2

1

1
C

x
− +

+
; в) 3 31 8 27

8
x C+ + .

3. а) ln xe x C+ + ;  б) 4

1
4ln

C
x

− + ; 

в) ( )
3

22 ln 1
3

x x C + + +  
.

4. а)
4 6sin sin

4 6
x x C− + ; б) 

2ln sin 3x C+ + ; в) 

3 7 112 4 2sin sin sin
3 7 11

x x x C− + + ;

г) ln tg
2
x C+

4.

1. а) ( )2 2 2xe x x C−− + + + ;  б) ( )2 21 1
2

xe x C−− + + .

2. а)
2 2

2 21ln - ln
2 2 4
x xx x x C+ + ; б) ( )2 2 21 11 ln 1

2 2
x x x C− − − + .

3. а) ( ) ( )4 2 3sin 12 24 cos 4 24x x x x x x C− + + − + ;     б) 
3 2

21 1ln ln 1
3 1 3 3
x x x x C

x
−

− − − +
+

.

4. а) 2cos 2 sin 2
4

xx x e C+
+ ; 

5.

1. а)

344
7

x x C+
б) 

4
1

2
C

x
− +

в) 

4 7 1027 927
4 7 10
x x xx C+ + + +

г) 5 17 34 12 44 24 4
5 17 3

x x x C− + + д) 74
4

4 4
7

x C
x

+ + ѓ) 
2

2
2
x arctgx C− +

е) ctgx x C− − +

2. а)
( )32 3 4

9
x

C
−

+ б)
( )3

2

15 5 2
C

x
− +

−
в)

1 2arctan
3

x C
x

+
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b)

b)b)

b)

b)

b)

b)

b)

b) c)

c)

c)

c)

c)

c)

d)

d)

d)

f)

f)

e)

e)

a)

a)

ç)

ç)
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г)

 

( ) ( ) ( )11 7 34 4 44 405 5 32 5
11 7

x x x C+ − + + + + д)* 2 ln 1x x C− + − +

3. а) 
( )2

1
2 1

C
x

− +
+

б) ( )6355 9
18

x x C− + c)
21

2 5 5
xarctg C+

г)

 

2 22 2ln 1
x x

e x e C
−

− − + + +

    

д) 21 1ln
4 1

x C
x

+
+

−
ѓ) ln | sin |x C+     

е) 5 7 91 2 1sin sin sin
5 7 9

x x x C− + +

   

ж) ln
2
xtg C+

4. а)
( ) ( ) ( )

3 23 3 3
3 3 ln 3

3 2
x x

x x C
+ +

− + + + + +

 

 

б)
( ) ( ) ( )99 98 97

1 1 1
99 1 49 1 97 1

C
x x x

− + +
− − −

c)

 

1 1cos 2 cos 4
4 8

x x C− − +

    

г) 2
1 ln cos

2sin
x C

x
+ +

5. а)
2 2

2 2x x 1ln ln
2 2 4

x x x C− + + б)  ( )2 2 21 11 ln 1
2 2

x x x C− − − +

c) ( )21 ln 2ln 2x x C
x

− + + + г) ( )2 21 1
2

xe x C−− + +

д)  ( ) ( )4 2 3sin 12 24 cos 4 24x x x x x x C− + + − +

Модуларна единица 6 – Определен интеграл 

1. 

1. а)2  б) 28
3

 c) е−1 

  г) 1  д) 2  ѓ) 1
2

 е) 2
3

  ж) 3
5

2. 
1. 

 а)20  б) 7 

 c) 
1

10
 г) 

3
8

 д) 
14
3

 ѓ) 232
3
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b)
b)

b)

b)

b)

d)

d)

d)

d)

d)

f)

f) g) e)

e)

Modüler birim 6 – Belirli integral

ç)

ç)

ç)

ç)

ç) ç)
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е)1.61  ж) 113
3

2. а) 5ln 2
4

− ;  б) 65
4

− ; в) 3ln 3
2
− ;

г) 4 14
3

e e− + .

3. a) 0 ;  б) 256
21

.

3.
1.

а) e+1 б)
e
e
−
2

11 14

в) 2 г)
e

−
3

д) 1 ѓ) ( )e+ 31 1 2
9

е)
2

9
e e

ж)  1ln 2
2

−
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