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Onsoz

Ders kitabi, 6ncelikle asagidaki mesleklerin temsil edildigi Kuzey Makedonya Cumhuriyeti’'ndeki
ortadgretim meslek okullarinin 4. sinifindaki 6grencilere yoneliktir: Jeoloji, madencilik ve meta-
lurji, insaat ve jeodezi, Grafik, Ekonomi, hukuk ve ticaret, Elektrik miihendisligi, Saglik ve sosyal
koruma, Tarim, balik¢ilik ve veterinerlik, Kisisel hizmetler, Makine muhendisligi, Trafik, ulastirma
ve depolama, Tekstil ve deri, Tekstil, deri ve benzeri Urlnler, Yiyecek—i¢cecek hizmetleri ve turizm,
Kimyasal ve teknolojik meslekler ve Ormancilik ve ahsap isleme, matematik dersi igin temel ders
kitabi olarak (se¢meli). Ama ayni zamanda igindekileri incelemek isteyen herkes igin bir edebiyat
eseri olarak da kullanilabilir.

Ders kitabi1 agagidaki modiiler Uniteleri kapsamaktadir:
1. Diferansiyel hesap (ekonomi meslegi/sektoriine yonelik);
2. integral hesap (ekonomi meslegi/sektori);
3. Matrisler (Diger tim meslekler/sektorler);
4. Uzayda Analitik Geometri (diger tiim meslekler/sektérler);
5. Belirsiz integral (diger tiim meslekler/sektorler);
6. Kesin integral ve uygulama (diger tim meslekler/sektorler).

Modyiler Uniteler, meslek liselerinde IV siniftan itibaren yukarida adi gegen mesleklere ait matema-
tik derslerinde uygulanmasi planlanan mufredata uygun olarak gelistirilmistir.

Her modiiler Gnite bir butiin olarak 6gretim Gnitelerine ayriimistir. Ogretim birimler, sadece bir 6gre-
tim birimi tarafindan islenmesi amaclanan malzemeyi incelemiyor. Ogretmen dilerse bunlari birden
fazla derste igleyebilir. Moduler tnite kapsaminda her 6gretim Unitesinde, yeni kavramlarin agik ve
net bir bicimde tanitildigi, bunlar arasindaki iligkilerin ve daha dnce 6grenilen kavramlarla iliskile-
rinin ortaya konuldugu 6zguil dgretim icerikleri islenmektedir. Ogrencinin yeni kavramlari benimse-
mesini saglayacak ¢dézumli ornekler ve problemlerle desteklenir. Her 6gretim Gnitesinin sonunda
6grencinin daha 6nce 6grendiklerini kontrol etmesine yardimci olacak bagimsiz ¢alisma ddevleri
verilmektedir. Her moduler Unitenin sonunda, moduler Unitede edinilen bilgilerin tekrarlanmasi ve
teyit edilmesine yonelik gorevler verilmektedir. Ogrencinin bu gérevleri basariyla tamamlamasi,
edindigi bilgilerin derinlesmesini saglayacaktir.

Ders kitabinin sonunda bagimsiz ¢alismaya yonelik gorevlerin kisa cevaplari yer almaktadir.
Her dgretim birimi ve her modiilerin tekrarlanmasi ve belirlenmesi igin alistirmalar. Ogrencinin dog-
ru ve basaril bir sekilde ¢ézdigu 6devin teyidi niteligindedir.

Son olarak, bu ders kitabinin, her 6grencinin yukarida belirtilen alanlardaki ortadgretim meslek
okullarinin dérdinci sinifinda 6grenim gérmesi amacglanan matematik dersinde gerekli malzemeyi
basariyla kavramasina yardimci olacagini i¢tenlikle umuyoruz. Bu ders kitabinin her égrencinin
matematige olan sevgisini daha da canli tutmasi veya uyandirmasi durumunda, biz yazarlar olarak
gurur ve mutluluk duyacagiz.

Yazarlar
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Modiiler Unite 1 — Diferansiyel Hesaplama
(ekonomi bolumu ogrencileri igin)



Bircok fiziksel olay degisken blyuklikler igerir — bir roketin hizi, para enflasyonu, belirli bir Grindn
satigsindan elde edilen ka&rdaki deg@isim, bir kultirdeki bakteri sayisi, elektrik sinyallerinin voltaji ve
daha birgoklari. Bu bolimde, fiziksel niceliklerin dedisim hizlarini incelemek icin kullanilan matema-

tiksel bir arag olan “bir fonksiyonun tirevi” kavramini gelistirecegiz.

1. Bir fonksiyonun tiirevinin tanimi

Ornek 1 > Y = 2X +1 fonksiyonunu ele alalim. Fonksiyonun X argiimani 0 ise, fonksiyonun

degeri (0) =2-0+1=1 olur. Su soru soruluyor: X arglimani 0’dan 2'ye degisirse fonksiyonun

degeri ne kadar degisir (Sekil 1)?

y(2)-y(0)=(2-2+1)-(2-0+1)=5-1=4.

Sekil 1
y = f(x) fonksiyonu (@,b) araliginda tanimii olsun ve X ve X, degerleri X bagimsiz degiskeninin
(a,b) araliginda degerleri olsun. f fonksiyonunun X, ve X, noktalarindaki degerleri y, = f(x ) ve

y, = f(x)) olur.



X arglimaninin degdisimi, yani [Xo, Xl] araligindaki arglimanin artisi AX =X, —X, ile tanimlanirken,

y = f(X) fonksiyonunun degisim (fonksiyonun artisi) su sekilde tanimlanir:

Ay = Af =Y1= Y%= f(xi)_f(XO)'

Sekil 2

AX=X —X, olduguna goére X =X, +AX gerekir. Buna gore fonksiyonun degderinin degisimi su se-

kilde yazilabilir: Ay = f (X, +Ax)— f (X,). Fonksiyonun degerinin degisimi Af bigiminde yazilabilir.

Ornek 2 > f(x)=2x*+1 fonksiyonunun X, = 0 ve X, = 2 ise Ax ve Af degerlerini bulalim.

Argimandaki artis ve fonksiyon degerindeki artis icin sunu elde ederiz:

AX=X—-%=2-0=2,
Af = (% +MX)— (%)= (0+2)—f(0)=f(2)-f(0)=(2-2°+1)—(2-0°+1)=9-1=8.

- f(x) = x2 + 2x + 3 fonksiyonu igin, X, = 1 ve X, = 2 ise, Ax ve Af degerlerini belirtiniz.

1
Ornek 3 > f(X)= 5 x> —3x+6 fonksiyonu igin herhangi bir X noktasindaki 4f degerini bu-

lalim.




Af = f (x+Ax)— f (x)

=%(X+Ax)2—3(x+Ax)+6—%x2+3x—6

= XAX + %(Ax)2 —3AX

1 1
Eger x = xo = 3 ve Ax = 1 yerine koyarsak, Af = 3'1+§‘12 -3-1= > elde ederiz.
-A$ag|daki fonksiyonlar igin Af”’yi bulunuz:
a) f(X) = x2 + 2, herhangi bir xo noktasinda.
X .
b) f(X)=—— xo=4vedx=2ise.
X+2
” 1
Ornek4 ) 3teki f(x)= 5 x> —3x+6 fonksiyonu icin, herhangi bir xo noktasindaki Af'yi bul-

duk. Ayni fonksiyon igin sunlari belirtecegiz:
a) Fonksiyon degerinin degisimi ile argiimanin degisimin oranini;
b) Ax — 0 iken, bolimdn limitinin degerini.

X = 3,5 icin limit degerini bulacagiz.

Af XAX+1(AX)2 —3AX
a) —/ — 2 =X+—-AXx-3.
AX AX 2

b) Iimgz lim (x+%Ax—3j:x—3.

Ax—0 AX AX—0

X = 3,5icin, lim ﬂz x—-3=3,5-3=0,5. dir.
Ax—0 AX
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Tanim 1: Eger y = f(X) fonksiyonunun degerindeki degisimin ile arglimanindaki xo € D, degisi-
mine oraninin limiti, argimandaki degisim 0’a yaklasirken sonlu bir degere sahipse, yani:
Af f (X, +Ax)— f(x,)

lim—=Iim
AX—=0 AX  Ax—0 AX

o zaman bu limit degerine Yy = f(X) fonksiyonunun xo noktasindaki (birinci) tiirevi denir ve
(o) ile gosterilir. Bir fonksiyonun tiirevini bulma islemine tiirev alma denir ve belirli bir xo

noktasinda birinci tirevi olan bir fonksiyona, o noktada tiirevlenebilir denir.

Eger fonksiyon y=f(X) seklinde verilmisse, tirevi genellikle y' veya 1'(X) ile gosterilir.

Ornek5 ) a) Y = 2x2 + 5x fonksiyonunun X = =1 ve X = 1 noktalarindaki ttirevini bulalim.
Ay = f (x+Ax)—f (x)= (2(x+Ax)2 +5(x+Ax))—(2x2 +5x) = AX(4x+5+ 2AX)

Su orani bulalim:

Ay  AX(4x+5+2AX)
AX AX

=4X+5+ 2Ax.

lim Ay _ lim (4x+5+2AX) =4x+5.

Ax—0 AX AX—0
y'(-1)=4-(-)+5-=1
y'(1)=4-1+45=9.

b) y = X8 fonksiyonunun herhangi bir X € R noktasindaki tirevini bulalim.

Ay = f(x+AxX) - f(X) = (x+ AxX)® - x* = Ax (3x2 +3xAx+(Ax)2)

3_y3 AX (3X% + 3XAX + (Ax)?
i &Y _ i OCHA =X X (A7) _
AX—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX

= lim[3x® + 3xAX + (AX)*] = 3x°.

Ax—0

11



- Verilen fonksiyonun tirevini belirtiniz: a) y=x?+1; b) y=x?+x
" X
Ornek6 > a) Y= VTR xeR\{-1} fonksiyonun tiirevini belirtelim.

X+AX X AX
X+ AX+1 x+1_(x+Ax+1)(x+1)’

Ay = f(X+AX)— f(X) =

AX
im AY _ i (Xx+AX+1)(x+1) _im AX 1 ~
M0 AX AxoD AX 50 AX((x+ Ax+1)(x+1)) (x+1)

b) y=+/Xx+1, x>-1 fonksiyonu igin sunu elde ediyoruz:
Ay

&Y e f (x+Ax)— f (x) im JOXHAX) +1—/x+1

Ax—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX
’ JXFAX)+L=VX+1 (X +AX)+1++/Xx+1
= lim :
x>0 AX J(X+HAX)+1+x+1

_ (x+Ax)+1—(x+1) . 1
= lim = lim
0 Ax(J(x+Ax)+1+\/x+1) AHO(4/(X+Ax)+1+\/x+1)
1

2x+1

X = —1 noktasindaki tirev mevcut degildir, ¢linkii bu deger icin belirsiz bir ifade elde ederiz.

1
- y= 3 x e R\{0} fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Tanim 2: Su

oo o+ AX) = (X)) ., . . (X, +AX)— (X))
f — I 0 0 f — I 0 0
()= lim A , F0q7) = lim, v

sonlu limit de@erler varsa, ki bunlar sirasiyla y = f(X) fonksiyonunun xo noktasindaki sol ve sag
tiirevleri olarak adlandirilir. Ancak ve ancak o noktada sol ve sag turevleri mevcutsa ve bunlar esit-

se, yani f"(xo") =f"(x0") oldugu durumda, y = f(X) fonksiyonunun xo noktasinda tiirevi vardir deriz.

12



Ornek7 ) f(x)=+/x fonksiyonu D; =[0,%) kiimesinde tanimli ve tanim kiimsine ait

her x # 0 noktasinda turevi vardir.

A
im &Y _ im f(x+Ax «/x+ x) —/x

Ax—0 AX Ax—0 Ax—>0

4/X+AX \/_«/x+Ax \/_
o mf

_lim (X+Ax)—X

AX"OAX(J (x+Ax) J_) AX"O(J (x+Ax) J_)
:m_

Eger X = 0 ise, Tanim 2 geregince ve fonksiyonun tanim kiimesine gore, fonksiyonun X = 0 nok-
tasinda sadece sag turevi mevcut olabilir. Onu hesaplayalim:
N AX 1

Fi(x) = lim et A= T06) iy V°+AX VO A=A VA L
Ax—0" AX Axao+ Ax—0"  AX AXx—0" \/& .

Limit degeri sonsuz oldugundan, X = 0’da sag tlirev mevcut degildir.

Teorem 1: Eger y = f(X) fonksiyonunun xo noktasinda bir tirevi varsa, o zaman Yy = f(X)
fonksiyonu xo'da sureklidir.

ispat: y = f(X) fonksiyonunun xo noktasinda bir tirevi oldugunu varsayalim. O zaman

f(x,) = A|imO f (% +AAX) — (%) mevcuttur. Y = f(X) fonksiyonunun xo noktasinda sirekli oldugu-
X—> X

nu gostermek igin, X“_)”Qo f(x) = 1(X) oldugunu géstermemiz gerekir.

ve x — xo = Ax degisimini kullanarak, x = xo + Ax oldugundan sunu elde ederiz:

SIORITCN

X=Xy X—X

Ilm[f(x)—f(xo)] —Xy)

lim [ f(x) = f(x,)] = lim £ (x) - f(%,) =0, oldugundan, lim lim (x) = f(X;) sonucu elde edili.

Yani fonksiyon xo noktasinda sureklidir.
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Teorem 1’in tersi genel olarak gegerli degildir. Ornek olarak, drnek 7’deki y=\/; fonksiyonunu
gosterebiliriz. Bu fonksiyon tlim tanim kiimesinde [0, o) stireklidir, ancak X, = O noktasinda trevi

yoktur.

Calisma Ahstirmalari

1. Bir dikdortgenin kenarlari 10 m ve 20 m’dir. Asagidaki durumlarda dikddrtgenin ¢evresindeki
ve alanindaki degisimi belirleyin:

a) Uzun kenar 1 m artarsa;  b) kisa kenar 0.5 m artarsa.

2. Su durumlarda 4y'yi hesaplayiniz:

a) f(x):—l, X, =1 Ax=0,1; b) f(x)=2x+5, x,=3, Ax=1;
X
c) f(x)=x*+5, %, =1 Ax=1; ¢) f(x)=+2x-1, x, =5, Ax=8.

3. Fonksiyonun tlrevini hesaplayiniz:
a) Yy = 4x — 3, X = 1 noktasinda; b)y = x2—3, xo = 2 noktasinda;
c)y = (X = 2)3 xo = 5 noktasinda; ¢)Y = (x2—1)/x, xo =1 noktasinda.

4. Fonksiyonun sol ve sag turevlerini belirleyiniz:

a) y = |x = 3|, xo = 3 noktasinda; b) y = |x + 2|, xo = —2 noktasinda;
3

c)y= x2, X = 0 noktasinda; ¢) Y =~X—5, x0 =5 noktasinda.

2. Temel Elementer Fonksiyonlarin Tirev Tablosu

Tanim yoluyla tirev belirlemek genellikle gok zaman alir ve ¢ok karmasik olabilir. Bu amacla, bu
ders Unitesinde, tlrev tablosu veya tablo tirevleri olarak bilinen bazi temel fonksiyonlarin tiirev-
lerinin bir listesini sunacagiz. Bir sonraki ders Unitesinde ele alacagimiz turev kurallari ve tablo
turevleri, toplama, carpma ve bdlme islemleriyle elde edilen temel fonksiyonlardan kaynaklanan
fonksiyonlarin tirevlerini bulmak icin bize bir arag sadlar.

Asagidaki érnegi inceleyecegiz:

Ornek1 ) f(x) = x2 ve f(X) = X3 fonksiyonlarinin tiirevlerini tanim yoluyla bulalim ve ardindan

f(x)=x", neN fonksiyonunun tirevinin neye esit oldugu sonucuna varalim.
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f(x)=x?

f(x+Ax)—f(x X+ AX)’ — X2 2 2 _x?
£1(x) = lim ()= F(X) _ g () =XF o o 2xAx+ X7 —x
AXx—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
_ AX(2x+Ax)
AX—0 AX
Demek ki, f'(X)=(X2)'=2X elde edilir.
f(x)=x°
, (XA = X3 3xPAK+ 3XAX + AXC — X
fr(x) = lim = T im
Ax—0 AX AX—0 AX
AX(3+BxAXHAXY)
= lim =3X°.
Ax—0 AX

() =(x*)'=3% elde edilr.
Simdi, genel durumda her N €N igin su sonuca varabiliriz:
f(x)=x" ise, f'(x)= (x“)' =nx"" gecerli olacaktir.
f(x) = c, c sabit say1 olmak lizere, sabit fonksiyon verildigi durumda ise:

100 = fim SO ) =€ e e

AX—0 AX AXx—0  AX

Demek ki, 1'(X) = ¢’=0dur.

Ornek2 ) Eide edilen formil yardimiyla su fonksiyonlarin turevini belirtecegiz:
a)fx)=x b)f(x)=x" ¢)f(x) =x¥

Verilen fonksiyonlarin turevlerini hesaplayoruz:

a) f'()=x'=Ix""'=1x" =1,
b) F'0)=(x")'=7x""=7x",
c) f(x) :(xm)':loxm’1 =10x°.

- Verilen fonksiyonun tlrevini belirtiniz:

a) f(x)=x" b)f(x)=x6; C)f(x)=x.
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f(x)=x", neR fonksiyonu igin, tiirevinin hesaplanmasi formiili her n€R igin (X”)' =nx"" dir.

Ornek3 > Asagidaki fonksiyonlarin tirevini belirtelim:

a) f(x)=vx, x>0; b) f(X)=X<3/;); c) f(x):i, X#0; g)f(x):%

f (X) =x", neR fonksiyonnun tiirevinin formiilii geregince sunlari elde edecegiz:

, X>0.

a) f'(x)=(&)’:(xijzlxi-lzlx—i=i

b) f(x):x(§&)=x~x;:x+3 = X3,

RN (0 N SO S S
g)f(x)_(\/;j [ j 2x 2x 2\/)(_3.

- Verilen fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:

a) f(x)=\/x—3, X>0: c) f(x)=x’Vx, x=0;
b)f(x):%, Xx=0 ; g)f(x)z%, X #0.

Ornek4 > f (x)=a*, a>0, a1 fonksiyonnunun tirevini tanima gére belirtelim.

oo FOEM-F(x) L a g a(av o)
f(x)‘AllTo AX ‘AllinoT:AlmT
. a¥-1
=a* lim )
MAX—0  AX

16



M

!

. a !
lim =Ina olduguna gore, f'(X):(aX) =a"Ina elde edilir. a = e ise, (ex) =e" elde

AXx—0  AX
edilir.
Omek5 ) f(x)=log,x, a>0, a#1 x>0 fonksiyonun tiirevini tnima gére belirtelim.
log X+ AX
f(X+Ax)—f(x log, (x+ Ax)—log, X a
£  fim L OEA) = F ) 100, (x+Ax)—log x o
AXx—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
log, 142 log, 14X
. X .| X X (1 x AX
=lim———=2=lim| =———=< |=lim| =—log, | 1+ —
Ax—0 AX Mx=0] X AX M-0{ X AX X

X X

= lim EIoga(1+&j& :Elim Ioga(1+gjAX :
X X

Ax—0| X X Ax—0

X

jim | 1og, [1+2 | | = 10g, e olduguna gére, T'(X) ==10g,e=—— elde ed
lim | log, +7 =log, e olduguna gore, = 9a ~Xina elde edilir.

1 , 1
(|09a X) =——— yani elimizde. a=¢€ durumundu sunu elde ediriz (In X) =—.
xIna X

ilerde, elemanter fonksiyonlarin tiirevler tablosu denilen tablo gésterilmistir:

1. (c)'=0, c=const 2. (0'=1
3. (xX")Y=nx"" neR 4. (a¥)=a*Ina
5. (e")' =¢" 6. (Iogax)':i,a>0,a;«r:1,XGIR+
xIna
b1 .
7. (Inx) ==, xeR
X

Calisma Alistirmalari

1. Uygun formul kullanarak su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:

1
a) y=x; b)yzxzé/;; C)Y=§/X_5; ¢) Y= 5 x#0.
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2. Uygun formul kullanarak su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:
a) y=xVJX, x>0; b)y:i,x;to; C)y:x\/x?,xzo;

1 . . _
Q)yzﬁ, X #0; dy y=3"; e) y=log, x, x>0.
3. Tiirev Alma Kurallar

Tanimyoluylatirevbulmakgenelliklegokkarmasikolabilir. Suanakadarbazitemelfonksiyonlarintirev-
lerinibelirledik. Temelfonksiyonlaryerine,dahacoktemelfonksiyonlardanaritmetikislemlerleeldeedilen
fonksiyonlarlakarsilasiriz. Fonksiyonun tirevinin belirli 6zelliklerini uygulayarak, temel fonksiyonlarin

turevlerinedayanarak, cokdahakarmasikfonksiyonlarintlirevinispetenbasitbirsekilde hesaplanabilir.

3.1. Bir Sabit ve Bir Fonksiyonun Garpiminin Tiirevi

Asagidaki teoremi sunacagiz:

Teorem 1: y = f(X) fonksiyonunun X noktasinda tlrevlenebilir bir fonksiyon oldugunu ve c’nin
bir sabit oldugunu varsayalim. O zaman C - f fonksiyonu da X noktasinda tirevlenebilirdir ve su
esitlik dogrudur:

(c- (X)) =c- f'(x).

ispat: Tirevin tanimindan sunu elde ederiz:

(c-f(x)) :Almc. f (X+AAX)2—C. f(x) ~clim f (X+AZ>Z_ f(x)

Ornek 1 > Asagidaki fonksiyonlarin tlrevini belirtelim:

a) f(x)=2x% b) f(x):%lnx, Xx>0; c) f(x)=5-2"

=c- f'(x). -

Tulrevler tablosundan ve Teorem 1’in uygulanmasindan sunu elde ederiz:

o)1)= (26 =2(¢) =2.3¢ =6
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(5-2*)' -5(2") =5-2"In2.

- Verilen fonksiyonun tlrevini belirtiniz:

a) f()=3x; b) f()=4Inx, x>0; c)f(x):%ex.

o
N
—_
—~
>
~
Il

3.2. Fonksiyonlarin Toplaminin Tirevi

Asagidaki teorem, iki fonksiyonun toplaminin tlrevine aittir.

Teorem 2: U = U(X) ve vV = V(X) fonksiyonlarinin X noktasinda tirevlenebilir fonksiyonlar ol-
dugunu varsayalim. O zaman U + V fonksiyonu da X noktasinda tlirevlenebilirdir ve su esitlik
dogrudur:

(U+Vv)'(x)=u'(x) +V'(x).

ispat: U = u(x) ve v = Vv(X) fonksiyonlarinin X noktasinda tiirevienebilir fonksiyonlar oldugunu
varsayalim.
Turevin tanimindan sunu elde ederiz:

(U+V)(x+Ax)—(u+v)(x) u(X+Ax)+Vv(x+Ax)-u(x)-v(x)

(0 (= fim ISy 5 =
m
_ lim u(x+Ax)—u(x) + lim V(X+Ax)-v(x) 00 +v(X).
AX—0 AX Ax—0 AX

Not: iki fonksiyonun farki, iki fonksiyonun toplami ile tanimlandigindan, yani (U — V)(X) = u(x) — v(x)
=u(x) + (-1)v(X) oldugundan, iki tirevlenebilir fonksiyon u = u(x) ve v = v(X) farkinin tiirev alma
kurali su sekilde ifade edilir:

(U—=v)'(x)=u'(x) - Vv'(x).

Ornek 2 > Asagidaki fonksiyonlarin tirevini belirtelim:

a) f(x)=2X+5x*; p) f(x)=3Inx++/x, x>0; c) f(x)=5¢"+¥x.

Teorem 2’den sunu elde ederiz:
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a) f'(x)=(2x° +5x2)’ = (2x3)' +(5x2)’ =6x2+10X;

b) f'(x):(BIn x+«/§)’ =(3In x)’+(\/§)r :§+%: 6;;&;

&) F'(x)=(5¢" + ¥x) = (5e") +(¥x) =5¢* -

33Yx?

Toplam kuralinin herhangi bir X noktasinda ¢ veya daha fazla turevlenebilir fonksiyon icin de ge-

cerli oldugunu belirtelim.

Ornek 3 ) f(x) = 2x2 + 3x + In X, X > O fonksiyonunun tiirevini belirtelim.

X)=(2x+3x+Inx)'=(2x3)"+ (3x)"+ (InX) "= 6x2 + 3 + 1/x.

- Asagidaki fonksiyonlarin tlrevini belirleyin:

a) f(xX) = 4x3 - 2x2 + 7x; b) f(x) = In x + 2x = 1/x, x > 0.

3.3. Fonksiyonlarin Garpiminin Tiirevi

iki fonksiyonun garpiminin tiirevi ile ilgili asagidaki teoremi ispatlayacagiz:

Teorem 3: U = U(X) ve V = V(X) fonksiyonlarinin X noktasinda tlrevlenebilir fonksiyonlar oldu-

dunu varsayalim. O zaman bunlarin UV garpimi da X noktasinda turevlenebilir bir fonksiyondur
ve su esitlik dogrudur:

UX)v(x)) =u"()v(X) +u(x)V'(x).

ispat: U = u(x) ve v = v(X) fonksiyonlarinin X noktasinda tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugunu
varsayalim. UV garpiminin fonksiyonundaki degisimi X noktasinda ele alirsak sunu elde edecegiz:

A(U(X) V(X)) = u(X+ AX)V(X + AX) —u(X)V(X) = u(X + AX)V(X + AX) —u(X)v(X + AXx)
+U(X)V(X + AX) —u(x)v(x) = v(X+ AX)[u(x + AX) —u(x)]
+U(X) [V(X+ AX) —Vv(X)] = V(X + AX) Au(X) + u(x)Av(X).

Turevin tanimindan sunu elde ederiz:
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AU(X)v(x)) lim V(X + AX)Au(X) +u(x) Av(x)
X A0 AX

_lim Au(X)v(X + AX) o lim u(x) Av(x)
Ax—0 AX Ax—0 AX

Ornek4 ) Su fonksiyonlarin tdrevini belirtelim:

a) f(x):(2x+5)(x2—3x+2); b) F(X)=5x*-e*;  ¢) f(x)=(x+1)-Inx, x>0.

UEIV(x)) = lim
[ |
=U'(X)v(X) +u(x)Vv'(x).

a) f(x)= (2X+5)(X2 —-3x+ 2) fonksiyonu icin U(X) =2X+5 ve V(X)=X*—3X+2 olsun. Fonksi-
yonlarin carpimina ait tlrev formulinden yararlanarak sunu elde ediyoruz:

f'(x)=u'(x)V(X) +u(x)v'(x)

t'(x)=
t(x)
t'(x)
t'(x)

b) f(x) =5x"-¢e” fonksiyonu igin, iki fonksiyonun ¢arpimina ait tlrev formalinden yararlanarak

(2x+5) (x*~3x+2) +(2x+5)(x* ~3x+2)
2(x* =3x+2)+(2x+5)(2x-3)

2X> —6Xx+4+4x* —6x+10x—15

6x* —2x—11.

sunu elde ediyoruz:

f'(x)= (5x2 )' e* +5x> (ex)'

f'(x)=10x-e* +5x°-e* =5xe* - (2+x).

c) f (X) =(X +1)-In X, X >0 fonksiyonu igin, iki fonksiyonun ¢arpimina ait tiirev formiiliinden ya-
rarlanarak sunu elde ediyoruz:

f'(x)= (x+1)' Inx+(x+1)(In x)'

f'(x)=1In x+(x+l)§

f'(x)= Inx+X—Jr1

- Su fonksiyonlarin tdrevini belirtiniz:

a) f()=(x"+2)(x*-1); b) f (x)=3x/x, x20; () f(x)=(x* +1)(x*-1).
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3.4. Fonksiyonlarin Bolimunun Turevi

Asagidaki teoremi sunacagiz:

Teorem 4: U = U(X) ve v = V(X) fonksiyonlarinin X noktasinda V(X) # 0 kosuluyla tlrevlenebilir

u
fonksiyonlar oldugunu varsayalim. O zaman — bdlimi de X noktasinda tirevlenebilir bir fonksi-
yondur ve su esitlik dogrudur: v

u(x) ’ U (X)v(X) —u(x)v'(x)
v(x) ) V¥ (%) |

ispat: U = u(x) ve v = v(X) fonksiyonlarinin X noktasinda V(X) # 0 kosuluyla tiirevlenebilir fonksi-

u
yonlar oldugunu varsayalim. X noktasindaki V fonksiyonunun degisimi i¢in sunu elde ederiz:

A(u(x)j_ U(X+AX) u(x) _ u(x+Ax)V(X) V(X +Ax)u(x)
v(X) ) v(x+Ax) Vv(x) V(X + AX)V(X)
_U(X+AX)V(X) =v(xX)u(x) +v(x)u(x) = v(x + Ax)u(x)
- V(X + AX)V(X)
~VO)[U(X+ AX) —u(x)] —u(X)[v(x + AX) =v(x)]
- V(X + AX)V(X) -
~ V(X)Au(x) —u(x)Av(x)
V(X AX)V(X)

Tarevin tanimi geregince,

o
(M) _im v(X) fim VOIAU(X) ~u(X)Av(x)

v(X) &0 AX &0 (X + AX)V(X)AX =
U V(X)) —u(x)v'(x)
v3(x) '
elde edilir.
Ornek 5 > Su fonksiyonlarin trevini belirtelim:
X x? -1
a) f(X)=—, x=-1,; b) f(X)=——, x=0.
X+1 X
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X :
a) f(x)= 1 fonksiyonunda u(x) = X ve V(X)= X + 1 olsun. iki fonksiyonun bélimiine ait ti-
rev formulunden yararlanarak sunu elde ediyoruz:

() = LM~V

VA (x)

'y _x’-(x+1)—x-(x+1)'
F) (x+l)2
f,(X):x+1—x_ 1

(x+1)°  (x+1)°
x* -1 . o . T
b) f(x)= N fonksiyonunu igin, Iki fonksiyonun bélimine ait tirev formilinden yararlanarak
sunu elde ediyoruz:

2 2
f,(X)=2x-x - X -2x+2x=§= 2

x* x X3
- Su fonksiyonlarin tarevini belirtiniz:
Calisma ahistirmalan
2X x—1
a) f(X)=——, x=+1; f(x)=—=, x=-1.
) T0=1"2 b) f(9="—
1. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:
a) 100 =2x; ) () =-2 4%, x>0
o) f(x)=3¥x; o) F(X)=2x+3.
2. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:
¥ x 1 1
a) f(x)=2x*+5x—6; f(X)=—-"—+——-—, x#0;
) (¥ b) f(X)=Z-F+ 7
X2 3
c) f(x)=x+?+§; g)f(x):3x+\/§,x20.
3. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:
a) f(x)=4x*Vx-x x\/;,xzo b)f(x):2\/;—3§/;,x20
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4. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:

a) f(x)=Inx+e*-5x, x>0; b) f(x)=2"+5-4%

5. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:

a) f(x)=x*Inx, x>0 b) f(x)=x%".

6. Su fonksiyonlarin turevini belirtiniz:

2 2
a) f(x)=X2+1,X¢il b)f(x):%;
X® — X“+1
2
c) f(x):lz](—3x, x>0; g)f(x)::—x.

4. Bilesik Fonksiyonun Tiirevi

f(g(x)) bigimindeki bir fonksiyona bilegik fonksiyon veya f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin bileskesi denir.
Ornegin, y =+/x*> —1 bigimindeki bir fonksiyon bilesik fonksiyondur. u(x) = X2 — 1 degisimini kulla-
narak, bilesik fonksiyon y = JJ bigimini alir.

Eger ¥ =(2x +l)4 bigiminde bir bilesik fonksiyonumuz varsa, U(X) = 2x + 1 degisimini uygulayarak,
bilesik fonksiyon Y = u* bigimini alir.

Ornek 1 > Asagidaki fonksiyonlari, yerine koyma yontemini kullanarak, daha basit bir bigimde
yazalim:

a) y = (x — 3)8 fonksiyonu, U(X) = X — 3 dénlistimu ile Y = u? bigiminde yazilabilir.

b) y = In(x2 — 3) fonksiyonu, U(X) = X2 — 3 déniisimi ile y = In U bigiminde yazilabilir.

c) y = e®**5) fonksiyonu, u(x) = 3x + 5 dénisiimii ile y = € bigiminde yazilabilir.

- Asagidaki bilesik fonksiyonlarin her biri igin:

u(x) i belirleyin ve fonksiyonu y = f(u) bigiminde yaziniz.

a) y=e", x>0; b) ¥ =3x+1,
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Bilesik fonksiyonun turev kurali asagidaki teorem ile verilecektir.

Teorem 1: U(X) fonksiyonunun xo noktasinda tirevlenebilir oldugunu ve f fonksiyonunun
uo = u(xo) noktasinda tiirevienebilir oldugunu varsayalim. O zaman bunlarin bilegkesi olan
(f = u)(x) =f(u(x)) bilesik fonksiyonu da xo noktasinda tiirevienebilirdir ve su esitlik gegerlidir:

(f(u(x)) = F/(Uux)Uu'(%):

ispat: Tirevin tanimindan sunu elde ederiz:

Au = u(xo + Ax) — U(xo) oldugundan, U(xo + Ax) = Au + uo elde ederiz. u sirekli oldugundan,

Ax — 0 oldugunda Au — 0 elde ederiz. O zaman,

U0 +A0) = FU0G)) _ - F(U0 +AX) = F(U0)) Uk + M)~ U(x,)

(f O’ = lim

AX o0 U (X, + AX) —U(X,) AX
_lim f(up +Au)—f(uy) lim (X +Ax) —u(Xy) _ (U, )u ().
Ax—0 AU Ax—0 AX

Yani, (f ° u)(x) = f(u(x)) fonksiyonu xo noktasinda tiirevienebilirdir ve su esitlik dogrudu
(FU()) = '(Up)u'(x,)-

Ornek 1 > Su fonksiyonlarin tirevini hesaplayalim:

a) y:(3x—4)4 b) Y=vx-1 c) y=3x*-4 c) y=e> d) y =g

a) y=(3x-4) b) ¥=x-1
u(x)=3x—-4, y=u* u(x)=x-1, y=u
y'=4u’-u'(x) y':%-u'(x)
y'=4(3x-4)’ - (3x—4)’ S SRR
y'=4(3x-4)’-3=12(3x-4)". ' Zini ( )1

y

= -l: .
20x—1 2Jx-1
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c) y=Vx'-4 c) y=e"
u(x)=x*-4, y=%u u(x)=-2x, y=e'
y'=— X)

Rl B ,
' 1 2 ' B
y =—'(X —4) ' a2X (_9) — _9a—2X
3@ y'=e?(=2)=—2e""
. 1 2X
y'= - - -2X = - =
35/(x —4) 313/(x —-4)
x2-3x

d y=e

u'(

u(x)=x*-3x, y=e"

e'-u'(x)
exz—Sx _(XZ _3X)|

— ¥ (2x-3) = 2xe* ¥ _ 3 3%,

yl
yl
yl

- Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:

a) y=(4x-3)"; b) y=e".
- Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz
a) y:(2xz+3x+1)ex; b) ¥ =(X+1)Vx* +1; c) y =3xe* ",

Calisma alistirmalan
1. Su fonksiyonlarin tirevini belirtiniz:
a) y:(2x2+5x—6)5; b) y:(x5+2x)8

g)y:(mx+n)6.

5
y

c)y= (5x5 +3%° +1)

2. Su fonksiyonlarin turevini belirtiniz:

a) y=(x+3)(2x-5)"; b)y:(x+2)2(x2—3x+1)

3
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3. Su fonksiyonlarin tlrevini belirtiniz:
a) y=+x*-1; b) y=3/2x*-1.

4. Su fonksiyonlarin tarevini belirtiniz:

a) y=e""; b) y = x%e**.

5. Kapali Fonksiyonun Turevi ve Logaritmik Turevler

Bu ders Unitesinde, ilk olarak fonksiyonun kapali bigimde verildigi durumlarda tirevin hesaplanma-
sini ele alacagiz. Kapali olarak verilen bir fonksiyonun tirevini bulma prosedur(, logaritmik ttrevler
olarak adlandirilan tirevin hesaplanmasinda kullanilabilir.

Kapali fonksiyon, Yy degiskeninin X degiskeni cinsinden ifade edilmedigi bir fonksiyondur.

F(x, y) = 0 kapali bigiminde bir fonksiyonun verildigini varsayalim, burada y = y(X) olarak X € (a, b)
araliginda tanimlanir ve X bagimsiz degiskendir. Fonksiyon kapali bigimde verildiginde Y’ yi X cin-
sinden ifade etmek bazen ¢ok zordur. Fonksiyonun tlrevi kapali yéntemle belirlenebilirse ¢ok daha
basit olurdu.

y = y(X) fonksiyonunun X € (@, b) araliginda turevlenebilir oldugunu varsayalim. Kapali bigimi,
her X € (&, b) icin F(X, y(X)) = 0 olarak yazabiliriz. O zaman bilesik fonksiyonun tirevini kullanarak

sunu elde ederiz:
FLO0y())+F'y(x y(x)-y'=0,

burada F',(X,y(x)) fonksiyonun X’e gore tiirevi ve F"' (X, y(X)) fonksiyonun X’e bagli olan y’ ye
gore turevidir. y " tlrevini ifade edersek, kapali olarak verilen fonksiyonun tiirevinin asagidaki formi-
le gbre bulunabilecegini elde ederiz:

__FL0y00)
F', (4 ()

Tuarevin dogrudan hesaplanmasi, verilen fonksiyonun her teriminin tirevinin hesaplanmasiyla yapi-
lir ve burada X'in bagimsiz bir degisken ve y’nin X degiskenine bagli bir fonksiyon oldugu dikkate
alinmahdir.

Kapali bir fonksiyonun tirevini hesaplama yontemi, érnekler araciligiyla en iyi sekilde incelenebilir.
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Ornek 1 > Asagida kapali bigimde verilen fonksiyonun tiirevini belirtelim.

X2+ 4x +y2=05,

Dogrudan tirev alarak sunu elde ederiz:

2x+ 4+ 2yy’=0.

Kapali olarak verilen F(X, y) = 0 fonksiyonunun turevini alirken, y = y(X) fonksiyonunun varligina
dikkat etmek gerekir. Bagka bir deyigle, y bagimsiz degisken X'e bagli olan bagiml bir degiskendir

ve ynin tlrevini almak aslinda bilesik bir fonksiyonun tlirevini almaktir.

Simdi sadece Y’ turevini ifade etmemiz gerekiyor. Yani sunu elde ederiz:

2yy'=-2x-4,
. —X=2
y = )
y
__X+2
y

Ornek 2 > Kapali bigimde verilen fonksiyonun tiirevini belirtelim.
X2+ Xy +y2=2.

Burada Xy ¢arpiminin tirevini bulmak igin iki fonksiyonun ¢arpiminin tirevi kuralini kullanacagimizi

belirtelim. Yani sunu elde edecegiz:
2x+(y+xy')+2yy'=0,
2X+ Y+ Xy'+2yy'=0,
y'(x+2y)=-2x-y

. 2X+Yy
X+2y
- Kapali bigimde verilen fonksiyonun tirevini belirtiniz:
a) X* +4x+y*=5 b) x* +2x+2y* =5,
c) Xy* +2xy+y =1, )X +Yy*+2=0.

Ders unitesinin baginda belirttigimiz gibi, kapal olarak verilen bir fonksiyonun tirevini, logaritmik
turev olarak adlandirilan tirevi hesaplamak igin kullanabiliriz. Logaritmik turev, bagimsiz degigkenin

hem tabanda hem de bir kuvvetin Usstinde oldugu durumlarda uygulanir.
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Ornek 3 > Y =X, X >0 fonksiyonunun tiirevini hesaplayalim. Bu fonksiyonun tiirevini bulmak

icin, Usde bulunan X’ten kurtulmamiz gerekiyor. Bu amagla, fonksiyonun logaritmasini aliyoruz:
Iny=1InX yanilny = x In x.
Ondan sonra, tlrevini aliyoruz:

iy':l-lnx+x-1

X ~y'=y(l+Inx)
) yani .
Y 1iinx y'=x*(1+Inx)
y
- Asagidaki fonksiyonlarin tarevini belirtiniz:
a) y=x"; b) y = x*.

Calisma Alistirmalari

1. Asagidaki kapali olarak verilen fonksiyonlarin tirevini belirleyin:

a) X’y +2x+y? =1 b) X2 +4xy+y* =0;
c) XY* +2x+Yy =4 )X’ +xy’=5=0.

2. Asagidaki fonksiyonlarin logaritmik ttrevini belirtiniz:

a) y=x"; b) ¥ =X

1+ % X_ 2
o y=|= | ¢y =x"

6. Diferansiyel Kavrami

Bir fonksiyonun turevinin varligi ile ilgili dnemli bir kavram, fonksiyonun diferansiyel kavramidir. Bu,

yaklasik hesaplamalar icin de kullanilabilir.

Tanim 1: y = f(X) fonksiyonunun xo noktasinda tlirevlenebilir oldugunu, yani y’(xo) = f"(x0)
tirevinin var oldugunu varsayalim. y ’(xo)Ax ¢arpimina y = f(x) fonksiyonunun xo noktasindaki
diferansiyeli denir ve dy(xo) veya kisaca dy ile gosterilir.

Yani, y = f(X) fonksiyonunun xo noktasindaki diferansiyeli dy(xo) = y '(xo0)Ax tir ve herhangi bir X nok-

tasinda dy = y 'Ax tir.
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Ornek1 ) a) f(X) = x* fonksiyonunun herhangi bir X noktasindaki diferansiyeli dy = 4x3/x tir,
cunku £7(X) = 4x3 tir.

b) y = X dogrusal fonksiyonunun tirevinin y’= 1 oldugu gergegini kullanarak, dogrusal fonk-
siyonun diferansiyeli igin dy = dx = y 'Ax = Ax tir, dolayisiyla dx = Ax tir. Bu nedenle, y = f(X)

fonksévonunun diferansiyelini dy = y ’dx seklinde yazabiliriz. Buradan tekrar y'= d_i sonucu gikar.
9y
y dx
lan bir baska tlrev isaretidir.

- Asagidaki fonksiyonlarin diferansiyelini belirtiniz:

a) y=xe*; b) y:In(x2+1).

(de y de X olarak okunur), bu ise Lagrange’inkinden farkli olarak Leibniz tarafindan taniti-

Eger y = f(x) fonksiyonu xo noktasinda tiirevlenebilirse, o zaman Ay = fxo + Ax) — f(xo) artigi ve
Xo noktasindaki dy diferansiyeli 4x — 0 oldugunda esdeger sonsuz kuguklerdir. Bu dzellik nede-
niyle, dy diferansiyeli Ay nin ana degeri oldugu soylenir, ¢link(i yeterince kiiglk |Ax| igin Ay = dy
oldugunu dusunebiliriz.

Bu 6zellik, |4x|'in kiiglik deg@erleri igin, Ay = fix + Ax) — f(X) = dy, yani f(x + 4x) = f(x) + dy for-
malU kullanilarak fonksiyonlarin degerlerini yaklasik olarak hesaplamak icin kullanilabilir.

Ornek 1 > D = R tanim araligina sahip Yy = X2 fonksiyonu igin, tanim araliginda herhangi
bir X noktasindaki diferansiyeli dy = 2xdx tir, glinkii y = 2X ‘tir. Fonksiyonun x; = 1 noktasindaki

diferansiyeli dy = 2dx tir. Fonksiyonun diferansiyelini kullanarak, 1,2%yi yaklagik olarak asagidaki
sekilde hesaplayabiliriz:
ik olarak, X =1 ve Ax = 1.2 -1 = 0.2 oldugu dy = 2x4x formliini kullanacag@iz. dy = 2x4x = 0.4

elde ederiz. Daha sonra, xo = 1 ve Ax = 1.2 -1 = 0.2 igin f(x + 4x) = f(X) + dy formaltni kulla-
nacagiz. f(x + Ax) = f(1.2) = f(xo) + dy = 1 + 0.4 = 1.4 elde ederiz. Yani, 1,2* ~1,4 elde edilir.

- Asagidakileri yaklasik olarak hesaplayiniz:

a) \J4,0002 ; b) In 2.003.
Calisma Alistirmalari

1. Asagidaki fonksiyonlarin diferansiyelini belirleyin:

XZ

2 3
a) y=xe™,; b) y=xe 2; C)yzlenx; g)y:x+2x

x+1

2. Asagidakileri yaklasik olarak hesaplayin:

a) §1,0003;  b)IN1,001;  g)+/9,0003.
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7. Parametrik Olarak Verilen Bir Fonksiyonun Tiirevi

y = Y(X) in stirekli bir fonksiyon oldugunu ve X = X(t), y = y(t) nint € (a, b) araliinda sirekli
fonksiyonlar oldugunu varsayalim. Bu durumda, Y = y(X) fonksiyonunun X = X(t), y = y(t), t e (a, b)
parametrik denklemleri ile belirlendigini sdyleriz.

Teorem 1: Eger X = X(t), y = y(t) t € (a, b) araliginda tiirevienebilir fonksiyonlar ise ve y’(t) # 0
ise, Y = Y(X) fonksiyonu da tirevlenebilirdir ve su esitlik dogrudur:

dy
& g yO_y
dx dx  x(t) x
dt

V'(x) =

ispat: t parametresinin At degisimi oldugunu varsayalim. O zaman X ve Y fonksiyonlari Ax ve
Ay degisimlerini alir, yani x + Ax = x(t + Af), y + Ay = y(t + A1), y + Ay = y(x + Ax). y = y(X)

fonksiyonunun tlrevi i¢in sunu elde ederiz:

y(t+At)-y(t)

oy i AY o Y(XHAX) -y (X) e Y(EHAD - () At _
y(x) = /I\>I<Ln0 AX AI>I(E>n0 AX B AI>I<£>nO X(t+At)—x(t) HTO X(t+At)—x(t)
y=In (x2 +1) At
jim YEFAD-y(@®) -
_ A0 At Yo
lim X(t+A)=x(t)  x'(t)
At—0 At

Ornek1 ) x = x(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(X) fonksiyonu icin y’(X)

i hesaplayalim:

Xt =t+3t+1,yt)=t-3t+1  b) x(t)=1f—tt3, y(t)

o3
1+t3

y'(t) 3t*-3 t*-1
x'(t) 3t*+3 t*+1

a) Teorem 1’de verilen formiile gére, birinci tiirev icin ¥ '(x) = elde edilir.

3t(2-t°)

Cy () t(2-1)

x'(t)_3(1—2t3) 1-2t°
(1+t3)2

b) »'(x)
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- X = X(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(X) fonksiyonu igin y ’(X) i he-
saplayiniz.
a) x=3t2+2t-3, y=2+2t-1; p)x=+t, y=4k.

c) x=2Int, y:%+8; ¢) Xx=2e"" y =212 +6¢.

Cahisma Ahstirmalari

1. "X = X(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(X) fonksiyonu igin y ’(X) i hesap-

layiniz.
ax=Int)+4,y=t+2; b)x=In(t+5),y=In(-t).

2. x =X(t), y = y(t) parametrik denklemleri ile verilen y = y(X) fonksiyonu igin y’(X) i hesap-

layiniz.

a) x:5(e‘+e‘t), y:3(et—e“); b) x=31-t, y=+1-3t

8. Teget Denklemi ve Normal Denklemi

Burada, bir fonksiyonun grafiginin teget ve normal denklemlerini belirlemede birinci tirevin uygula-

masini inceleyecegiz.

y = f(X) fonksiyonunun verildigini varsayalim. To(xo, y0) noktasinin fonksiyonun grafigine ait oldu-
gunu varsayalim. To(xo, y0) noktasindaki fonksiyonun grafiginin tegeti, fonksiyonun grafigine 7o
noktasinda degen bir dogrudur. Teg@eti t, ile gosterecegiz, buradaki indis, tegetin hangi noktada

oldugunu isaret etmektedir

Verilen bir noktadaki fonksiyonun grafiginin normali, o noktadan gecen tegete dik olan bir dogru-
dur. Normal genellikle p,. ile gosterilir, burada da indis normalin hangi noktada oldugunu isaret
etmektedir, sekil 4.
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Sekil 4 a)

Sekil 4 b)

To(xo, yo) noktasinda gizilen tegetin egimi katsayisi k, =tga dir (Sekil 4b). tgx trigonometrik fonk-

A —
e

AX X=X,
burada f5, To noktasindan gecen kesenin (BT dogrusu) X ekseninin pozitif yon( ile yaptigi agidir.

siyonunun tanimindan ve Sekil 4b’deki AToCT Uggeninden su sonuca varili

Dolayistyla y — yo = tgf - (x — xo0) elde edilir.
Ax azaldikga, yani 4x — 0 oldugunda, kesenin sapmasi tegetin sapmasina giderek daha g¢ok

yaklagir ve 4x = 0 igin kesen tedetle gakisacaktir.

O halde k. =tga=limtgs= lim XY — £/(x) gegerlidir
0 X—)XO X—)XD X_XO
Buna gére,
y=Yo=f I(Xo)(x_xo)

elde edilir ve bu egitlik tegetin denklemidir.
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. 1
Iki dogrunun dik olma kosulundan kp =——=—————oldugunu elde ederiz, dolayisiyla normalin

t (%)

denklemi igin

Yo yp =t (X=%,) elde edil
0 fl(xo) 0/ elde edllir.

Ornek 1 >y = 2x2 — X + 1 fonksiyonunun grafiginin A(1, 2) noktasindaki teget ve normal
denklemlerini yazalim.
Teget denklemi
y=Yo="T'(x)(x=%).
f'(x)=4x-1, f'(1)=4-1-1=3,

dolayisiyla tegetin denklemi igin,
y—2=3(x-1),
X—-y—-1=0< y=3x-1 elde edilir.

Normal denklemi

YYo= (X%,),
0 fl(xo)
1
~2=-2(x-1),
y-2=-2(x-1)
17
3y-7=0&y=-2x+_.
X+ 3y Sy 3x+3

Ornek 2 > y = 2x8 — 3X + 2 fonksiyonunun grafiginin A(1, yo) noktasindaki teget ve normalinin
denklemlerini yazalm.

A(1, yo) noktasinin ordinatini belirtiyoruz:
Yo=f(x)=21-31+2=1.
Tegetin denklemi su formdille verilir:
| y_yo = 1'(%)(x=x).
burada tegetin egimi X = 1 noktasindaki birinci tirevin degeridir, yani:
f'(x)=6x"-3, f'(1)=6-1"-3=3,

buradan verilen A(1, 1) noktasindaki tegetin denklemini belirtiyoruz:
y—1=3(x-1),
X-y-2=0<y=3x-2.

Normal denklemi
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Y=Yo=— f .(1XO)(X_X0)’

1
~1=—->(x-1),
y-1=-3(x-1)

1 4
X+3y-4=0y=—-X+—.
y y 373

1
Ornek 3 > Y= \/; fonksiyonunun grafiginin A[xo,ij noktasindaki teget denklemini ve normal

denklemini yazalim.

1
A(xo,zj noktasinin apsisini belirtelim.

1 1 1
f(xo)zi’ \/gzgi XOZZ-

Teget denklemi igin,
y—y,=f I(Xo)(x_xo)7
elde edilir. burada tegetin egimi X, :Z noktasindaki birinci turevin degeridir, yani:
f’(X)=i, f’(1j=i=i=}=l,
2% 4) L1, 11
11 4 2
buradan verilen A(ZEJ noktasindaki tegetin denklemi icin,
yllx1 iy x+1 Ide edili
-——= —— | yani Yy=X+— elde edilir.
> 2 yani 4 ili

11 ) , .
A| —,—= | noktasindaki normalin denklemi:

4’2
Y—Yo=— 1 (Xx=%,),

0 f'(%)

1

=1 x==
Y72 (X 4]

e

y= 7

- Verilen fonksiyonun grafiginin verilen noktasindaki tegetinin ve normalinin denklemini

yaziniz.

a) Y=-X"—2X, nokta 4(-2,y,);
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1
V2

b)y=X

Ornek4 ) y=3/x*-5x—8 fonksiyonunun grafiginin A(5, y,) noktasindaki tegetin denklemini

ve normalin denklemini yazahm.

, nokta A4(-1,)-

C6zum yontemi onceki drneklerdekiyle aynidir:
f(%)=f(5)=35?-5-5-8=3-8=-2,
. 511 5 :
f'(x) :{(x2 —5x—8)3} = §(X2 ~5x—8)° (X’ ~5x-8)

=%( 2 —5x—8)§(2x—5): 2X-5

33(x2—5x—8)2

F0)=1(8)= = =2

33/(52 -5.5-8)’ e 12

Teget denklemi: Normalin denklemi:

y=Yo=1'(%)(x=%), Y—Yo=——7—(X=X,),

5 (%)
y+2=-—(x-5),

12 y+2:—E(x—5)
5x—12y—-49=0. 5

12x+5y-50=0.
Ornek 5 > Y = X2 — 2X fonksiyonunun grafiginin X eksenini kestigi noktalardaki tegetin ve

normalinin denklemini yazalim.

Bu fonksiyonun grafigi bir paraboldir. Once X ekseniyle kesisim noktalarini bulalim:
y=0,x*-2x=0, x(x-2)=0=>x%=0,x,=2.

Yani A(0, 0) ve B(2, 0) noktalarindaki teget ve normalin denklemini belirtmeliyiz.
Fonksiyonun birinci tlrevini belirleyecegiz:

f'(x)=2x-2.

A(0, 0) noktasindaki teget denklemi: A(0, 0) noktasindaki normalin denklemi:

y=o =1 (%)(x-%), o= %)
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f'(0)=2-0-2=-2
y=-2X,
2x+y=0.

B(2, 0) noktasindaki teget denklemi:

f'(2)=2-2-2=2,
Y=Yo=1 '(Xo)(x_xo)’

y=2(x-2),
2x—-y—-4=0.

y=x
2 )

x—2y=0.

B(2, 0) noktasindaki normalin denklemi:

y—w=—f€%)0—&L
y—O:—%(x—Z),

y:—1x+L

Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerinin belirtilen noktalardaki teget ve normalin denklem-

lerini yazin:

a) y =+/x* =3 fonksiyonunun A(2, y,) noktasinda;

b) y=x*—-3x* fonksiyonunun A(2, y,) noktasinda.

Ornek 6 ) y = Xx3—2x2+ X — 2 egrisinin 7x — 4y + 28 = 0 dogrusuna paralel olan teget denk-

lemini yazalim. Degme noktalarinda normalin denklemini de yazalim.

Teget 7x — 4y + 28 = 0 dogrusuna paralel oldugundan, onlarin egimi aynidir.

7X—4y+28=0
4y =T7X+28

y=—X+7

k =

AN DN

f(ﬁj__1§ f(_lj__ﬁﬂ
2 8’ 6 216

k=f'(x)=3x*—4x+1,
3x? —4x+1:Z,
4

12x? —16x—3=0.
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3 1
Bu ikinci dereceden denklemin ¢ézumleri: X, = > ve X, = 5 dir.

Verilen noktada normalin Verilen noktada teget denklemi :
3 13 7 3 13 7
Al =,—= |vek=— i Al =, -= |vek =— i
(2 3 J 4 denklemi (2 3 ) 4 denklemi
—v. =k(x— 1
Y= Yo =k(x=%), Y=Yo == (X=%),
R Z(X_Ej
g 4" 2) y+E:_ﬂ(X_§j,
14x -8y —-34 =0, 8 7 2
7X—4y-17 =0, 32x+56y+43=0.
Verilen noktada normalin Verilen noktada teget denklemi :
7 .
B(—l , _ﬂj ve k = — denklemi: [—1 , —ﬂj ve K = — denklemi:
6 216 4 6 216
—Y, =k(x=%,), 1
y=Yo ( O) y—y0=——(x—x0),
87 1 ‘
216 4 6) y+ 28 _ 41
216 7 6
Demek ki, 4 (g , —%j ve B (—% \ —gTséj noktalarindaki tegetin ve normalin denklemini belirtmeliyiz.

- y = X3 + 3x2 — 5 egrisinin 6X + 2y + 3 = 0 dogrusuna paralel olan tegetin denklemini

yaziniz. Degme noktalarinda normalin denklemini de yaziniz.

Calisma Ahlstirmalari:

1. Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerinin belirtilen noktalardaki teget ve normalin denklemlerini
yaziniz:

a) y = x* — x2 + 3 fonksiyonunun A(1, 0) noktasinda;
b) y = x8 — 3x2 + 5 fonksiyonunun A(-2, yv) noktasinda.

2.y = 4 — x3 fonksiyonunun grafiginin X ekseniyle kesisim noktalarindaki teget ve normalin
denklemlerini yaziniz.

3.y = x?—1 egrisinin 6x —y — 10 = 0 dogrusuna paralel olan teget denklemini yaziniz. Degme
noktalarinda normalin denklemini de yaziniz.

4.y = 2x3 + 4x? — X egrisinin 2X + Yy + 4 = 0 dogrusuna dik olan tegetin denklemini yaziniz.
Degme noktalarinda normalin denklemini de yaziniz.
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9. Yiiksek Mertebeden Tiirevler

Yiiksek mertebeden bir fonksiyonun tlrevini tanimlamak icin, dnce y = f(x) fonksiyonunun

ikinci tiirevini tanimlayacagiz. y = f(X) fonksiyonunun D, kiimesinde tirevienebilir oldugunu varsa-

yalim, o zaman f”(X) tirevi D, tizerinde tanimli bir fonksiyondur.

ifadesine y = f(X) fonksiyonunun ikinci tirevi denir ve () ile gosterilir.
f7(X) = (f’(x)) veya y ”(x) = (v'(x))  olarak gosteririz.

Tamim 1: Eger f'(X) tiirev fonksiyonunun D, lizerinde birinci tiirevi varsa, o zaman (f*(x))”’

ikinci tirev f”(X) 'in daha fazla trevini alarak, fonksiyonun tgtinct tarevini (£(x)) "= f""(x)

elde ederiz. Ayni prosedurle, sonraki tlrevlerin varligi kosulu saglandidi surece dorduncu, besinci

vb. turevleri elde edebiliriz.

Ornek 1 > 'y = X° fonksiyonu icin sunlari elde ederiz:

y'=5x*, y"=20x%, y"=60x%, y =120x, y*® =120, y'® =0 ondan sonra her tirev 0 olacaktr.

Ornek 2 > y = X In X fonksiyonunun tiglinci tlrevini belirtelim.

y'=1-In x+x£:1+ln X,
X

y":(1+lnx)':1,
X

" X
Ornek 3 > y=x° |n£ fonksiyonunun ikinci tiirevini belirtelim:

y':3len§+x3g£

= 3x? In5+x2,
X 2 2

y"=6xln§+3x221+2x:6xln5+5x.
2 X 2 2

- Asagidaki fonksiyonlarin ikinci turevini belirtiniz:

a)y = xe¥; b) y = x2In x.
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X+1
c) Y =vx’-1; Q) y="22"

x-1

X_2 . n 1 I A H
- y=m fonksiyonu (X—2)y"+2yy'=0 esitligini sagladigini ispatlayiniz.

Calisma Ahstirmalari

1. Asagidaki fonksiyonlarin ikinci tirevini belirtiniz:

a) y=e"7% b) ¥ = In(x* +2x);
2X
o) Y=1, @’ c)y=x’Inx

4 3 2

d) y=vxJx; e)y=X7—X—+X—;

3 2
f) y=2x*+5x-3.

2. Asagidaki kapali fonksiyonlarin ikinci tirevini belirleyin:

a)x*-3x2+1-y=0; b)y + Xy + x2 = 2.
Jx ~Jx . " 1 1 1 L o o
3. y=e"" +e " fonksiyonunun Xy +E y "2 Y =0 denklemini sagladigini kanitlayiniz.

10. Fonksiyonlarin Monotonlugu ve Yerel Ekstremum Degerleri

Bir fonksiyon igin X, <% = f (%) < f (%) gegerli oldugu durumda, fonksiyon monoton artan
oldugunu, diger taraftan bir fonksiyon igin X, <X = f (Xo) > f (Xl) gegerli ise fonksiyon monoton
eksilen (azalan) oldugunu hatirlayalim. Fonksiyonlarin monotonlugunu sadece monotonluk tanimini
kullanarak incelemek bazen ¢ok zor olabilir. Bu modduler Unitede, bir tirevin yardimiyla fonksiyon-
larin monotonlugunu tanim kiimesinin bazi araliklarinda nasil basit bir sekilde belirleyebilecegimizi
gOrecegiz.

Teorem 1. —o0 <qg < b < +oo olmak Uzere, y = f(x) fonksiyonu (@, b) araliginda tiirev-
lenebilir oldugunu varsayalim.

1. y =1(x), (a, b) araliginda monoton artan ise, her X € (a, b) icin f’(x) > 0'dir;
2. y =1(x), (a, b) araliginda monoton azalan ise, her X € (a, b) icin f’(x)< O’dir;
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. , . F(x+4x)—-f(x)
ispat: y = f(X) fonksiyonunun biringi tiirevi (x)= AliTO Ax

oldugunu varsayarsak ve y = f(x) fonksiyonunun birinci tiirevinin taniminda x = xo ve x + Ax = x; i, yani

ile tanimlanir. Ax >0

. f —f(x
xo < x1 i yerine koyarsak, xo noktasindaki birinci tiirev su sekilde olacaktir: f '(XO) = Alln’!) w
X—> X

1.y = f(x)'in (a, b) araliginda monoton arttigini varsayalim. O zaman xo, x; € (a, b) icin
xo < x1 ise f(xo) < f(x:) olacaktir. Buradan f(x:) — f(xo) > 0 sonucu gikar. Dolayisiyla1

lim f (Xl) —f (XO)

AX—0 AX

>0 olur, dolayisiyla her X € (a, b) icin /’(X) > 0 dur.

2.y = f(x)in (a, b) araliginda monoton azaldigini varsayalim. O zaman xo, x: € (&, b) icin
xo < xi1 ise f(xo) > f(x:) olacaktir. Buradan f(x:) — f(xo) < O sonucu gikar. Dolayisiyla

lim f (Xl) — f (XO)

lim v >0 olur, dolayisiyla her X € (a, b) igin /’(X) <O olur. m

Teorem 1’deki ifadenin tersi de dogrudur.

Teorem 2: y = f(X) fonksiyonunun —0 < a < b < +o0 olmak tzere (@, b) araliginda tirevienebi-
lir oldugunu varsayalim.

1. Her X € (a, b) icin /() > O ise, y = f(x) (a, b) araliginda monoton artandir;
2. Herx € (@, b) icin /°(x) < Qise, y = f(x) (a, b) araliginda monoton azalandir.

Ispat: y = f(X) fonksiyonunun birinci tiirevi f’(x)= Alir_n)0 f(X+AAX)2 — 1)

ile tanimlanir.

Ax > 0 oldugunu varsayarsak ve Yy = f(x) fonksiyonunun birinci tlrevinin taniminda x = xo
ve x + Ax = x:’i, yani xo < x:’i yerine koyarsak, xo noktasindaki birinci tiirev su sekilde olacaktir:

()= tim 10D 10)

Ax—0 AX

1. Her X € (a, b) icin /’(X) > 0 oldugunu varsayalim. Birinci tirevin tanimindan su sonug

f(x+4x)— f(X)

gikar: A|)I(T0 . >0 Ax>0 oldugundan, f(x + 4x) — f(X) = f(x:) — f(x0) > 0,
yani f(x:) > f(xo) sonucu elde edilir, dolayisiyla y = f(X) fonksiyonu her X € (a, b) igin

monoton artandir.
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f(X+4x)— f(x)

2. Herxe(a,b)icinf"(xX) <Ooldugunuvarsayalim.Birincitirevintanimindan Ilm ~
sonucu elde edilir. Ax > 0 oldugundan, f(x + Ax) — f(x) = f(x:) — f(xo) <0, yani f(x:) <ﬂxo)

sonucu gikar, dolayisiyla y = f(X) fonksiyonu her X € (a, b) icin monoton azalandir. m

Ornek 1 > Y = X3 fonksiyonu igin birinci tirev y’ = 3x? > 0, vx € R'dir. Tirev her X € R igin

sifirdan biyik oldugundan, bu fonksiyon her X € IR icin monoton artandir (Sekil 5).

Sekil 5

Ornek 2 > Y = X2 — 2x + 1 fonksiyonunun artan ve eksilen araliklari belirtelim. Fonksiyonun
birinci tirevini buluyoruz: y’ = 2X — 2.
1. y’=2Xx-2>0e2(x-1)>0ex-1>0 e x> 1, yani fonksiyon (1, «) araiginda
artandir.
2. y=2Xx-2<0e2(x-1)<0ex-1<0esx <1, yanifonksiyon (oo, 1) araiginda
eksilendir.
3. y=2x-2=0o2(x-1)=0ex-1=0ox=1
Birinci tirev y’ = f”(X) = 0 oldugunda xo noktasina ekstremum (duragan) nokta denir. Ornegimiz-
de X = 1 noktasi ekstremum noktadir.

Ornek 3 > 'y = x3 — 3X fonksiyonunun artan ve eksilen araliklarini belirtelim. Fonksiyonun
birinci tirevini buluyoruz: y’ = 3x? — 3.

y'=3x%-3=3(x*-1)=3(x-1)(x +1).
Ekstremum (duragan) noktalari elde etmek igin sunu hesapliyoruz: y'=0 o 3(x - 1)(x + 1) =

buradan x; = 1 ve x> = —1 elde ederiz.
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Devam ediyoruz,
y'>0< (x—1)(x+1)>0< xe(—0,~-1)U(Lx).
Yani fonksiyon (0, —1) U (1, «) arahiginda artandir.

y' <0< (x-1)(x+1) <0< xe(-11).

Yani fonksiyon (-1, 1) araliginda azalandir.

y =x2—-1vey = x3—6x2+ 9x + 5 fonksiyonlari igin ekstremum noktalarini ve artan

ve eksilen araliklarini belirtelim.

a) y=x"-1 b) y=x°—6x*+9x+5.

2

Ornek 4 ) y= X 5 fonksiyonu igin artan ve eksilen araliklari belirtelim. Fonksiyonun birinci
X_

2X(x—2)—x*  x?—4x
tirevini hesapliyoruz: y'= ( ) =

(2 (2

Burada her X € IR\ {2} i¢in (X — 2)2 > 0 oldugunu fark etmeliyiz.

y'>0<= X(x—4)>0< xe(—0,0)U(4,0).

Yani fonksiyon (—«, 0) ve (4, <) araliklarinda artandir.

y'<0< x(x—4)<0< xe(0,4),

oldugundan, fonksiyon (0, 4) araliginda eksilendir.

- Asagidaki fonksiyonlar icin artan ve azalan araliklari belirtelim.
a) y=x%"; b) ¥ =V2x-X".
y = f(X) fonksiyonunun (&, b) araliginda tanimli oldugunu ve xo € (a, b) oldugunu varsayalim.

Eger xo'in dyle bir & komsulugu varsa ki, her X € (xo — &, xo + €) igin f(X) < f{xo) ise, f(X) fonksiyo-

nunun xo noktasinda yerel maksimumu oldugunu séyleriz (sekil 6).
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Sekil 6

y = f(x)'in (a, b) araliginda tanimli oldugunu ve xo € (@, b) oldugunu varsayalim. Eger xo'in

oyle bir € komgulugu varsa ki, her X € (xo — &, xo + &) igin f(X) > f(xo) ise, f(X) fonksiyonunun xo

noktasinda yerel minimumu oldugunu soyleriz (Sekil 7).

Sekil 7

Fonksiyonun yerel minimumu ve yerel maksimumu fonksiyonun yerel ekstrem noktalari olarak

adlandirilir.

y = f(X) fonksiyonunun yerel bir ekstremuma sahip oldugu xo noktasi, fonksiyonun tanim k-
mesini artan bir aralik ve azalan bir aralik olarak ayirir, yani & > 0 igin fonksiyon (xo — 8, x0) araliginda

artarsa (azalirsa), (xo, xo + 8) araliyinda azalir (artar).

Ornek5 ) f(x) = x2—4x + 2 fonksiyonunun yerel ekstremlerini belirtelim.

Oncelikle monotonluk araliklarini belirtecegiz. Sunlari elde ederiz: f(X) >0 2x-4 >0 X €
(2, ) ve bu aralikta fonksiyon artandir. f’(X) <0 & 2X—4 <0 © X € (—, 2) ve bu aralikta fonk-

siyon azalandir (Sekil 8). Yani X, = 2 noktasinda, birinci tlrev isareti negatiften pozitife degisir, bu

nedenle bu noktada fonksiyonun yerel bir minimumu vardir.
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Sekil 8

Teorem 3: y = f(X) fonksiyonunun (a, b) araliginda tirevienebilir oldugunu ve f(xo)'in

bir xo € (@, b) icin yerel bir ekstremum oldugunu varsayalim. O zaman f”’(xo) = 0’dir.

Ters ifade dogru olmak zorunda degildir, bu nedenle f”'(x0) = 0'in xo noktasinda yerel bir ekstremu-
mun varhgi i¢in gerekli, ancak yeterli bir kosul olmadigi sonucuna varabiliriz. Yani, verilen bir nokta-
da yerel bir ekstremumun varligini garanti edecek ek kosullarin belirlenmesi gerekmektedir. Ornek
olarak y = X3 + 3x fonksiyonunu ele alabiliriz. Bu fonksiyonun birinci tiirevi her zaman poxzitiftir, yani
y’'=3x2+ 3 >0, X € IR, bu da bu fonksiyonun tiim reel sayilarda monoton olarak arttigi anlamina
gelir. Bu, ne minimum ne de maksimum oldugu anlamina gelir. Ayni sekilde, y = X® fonksiyonu da
tim reel dogrultuda monoton olarak artar, bu da ne minimum ne de maksimum oldugu anlamina
gelir, ancak xo = 0 noktasinda f”(0) = O'dr.

Teorem 4: Yy = f(X) fonksiyonunun (&, b) araliginda tiirevienebilir oldugunu ve bir xo €
(a, b) noktas! icin sunlarin gegerli oldugunu varsayalim:

1. f’(XO) = 0,
2. f7(X), xo'in bir komsulugunda isaret degistirir,

o zaman f(x ), f(X) fonksiyonunun yerel bir ekstremumudur.

Yani, su tU¢ durum mimkuinddar:
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Eger /() isareti pozitiften negatife isaret degistirirse, fonksiyonun yerel bir maksimumu vardir.

f7(X) isareti negatiften pozitife isaret degistirirse, yerel bir minimumu vardir. isareti degistirmezse,

ekstremum degeri yoktur (Sekil 9).

Sekil 9

Ornek 6 ) 'tekiy = x3— 3x fonksiyonunun yerel ekstrem noktalarini bulalim.

(—o0, =1) ve (1, o) araliklarinda f’(X)> 0 pozitif oldugunu gérdik. (-1, 1) araligindaise f”(x) <0

negatiftir.

Yani, (—oo, —1) araliginda fonksiyon artar ve (-1, 1) araliginda fonksiyon azalir. X = —1 noktasinda,
birinci tlrev isareti pozitiftan negatife degdisir. Bu nedenle, bu noktada fonksiyonun yerel bir maksi-

3
mumu vardir, Ymx = T (-1)=(-1) =3(-1)=2.
Buradan fonksiyonun A (-1, 2) noktasinda yerel bir maksimumu oldugu elde edilir.

(-1, 1) araliginda fonksiyon azalir ve (1, ) araliginda fonksiyon artar. Yani X = 1 noktasinda, birinci
tlrev isareti negatiftan pozitife degistirir, bu nedenle bu noktada fonksiyonun yerel bir minimumu

vardir, Y, = f (1)=1°-3-1=-2.
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Demek ki B(1,—2) noktasinda fonksiyonun minimumu vardir (sekil 10).

Sekil 10

- Asagidaki fonksiyonlarin yerel ekstremum noktalarini belirtelim.

ay=x3-x2-x-1, b)y =-3x2-6x + 1.

Ornek 7 > yzg/xi2 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini belirtelim. Bu fonksiyon igin

tanim kiimesi tim reel sayilar kimesidir, yani D = R .dir.

2 1
yI: X5 ':EX75:—2
3 3¥x

y':i>0<:>xe(0,00), ny'=——=<0cxe(-x0,0),

2
3Yx 3Yx
Buradaki sorun, birinci tirevin X = 0 igin tanimlanmamis olmasidir, ancak 0 fonksiyonun tanim k-

mesine ait oldugundan, bu, fonksiyonun X = 0’da ekstremum degerine sahip olmayacagi anlamina

gelmez, bu durumda bir minimum vardir.

Bazen birinci tiirevin isaretini belirlemek kolay bir is degildir. ikinci tirevin uygulanmasiyla bu tiir prob-
lemler oldukg¢a basitlesir. Fonksiyonun xo noktasinin bir komsulugunda birinci ve ikinci tlrevlere sahip
oldugunu varsayalim. Birinci turevin yardimiyla fonksiyonun xo noktasinin bir komsulugunda artip
artmadigini belirledigimiz gibi, ikinci tirevin yardimiyla f”(X)'in artip artmadigini da belirleyecegiz.
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Xo noktasinda fonksiyonun bir maksimumu varsa, o zaman birinci tirevi f’(X), xo noktasi-
nin bir komsulugunda azalir. Bu, f”(X) fonksiyonunun tlrevinin negatif oldugu anlamina gelir, yani
(°(x)) "= f"(X) < xo noktasinin bir komsulugunda 0’dr.

Xo noktasinda fonksiyonun bir minimumu varsa, o zaman birinci tUrevif’(X), Xo noktasi-
nin bir komsulugunda artar. Bu, f”(X) fonksiyonunun turevinin pozitif oldugu anlamina gelir, yani
(f°(X)) =f"(X) > xo noktasinin bir komgulugunda 0'dir.

O halde asagidaki kurali ¢ikarabiliriz:

f(X) fonksiyonunun xo noktasinin bir komsulugunda birinci ve ikinci tirevleri strekli oldugunu ve
/(o) = 0 oldugunu varsayalim. O zaman fonksiyonun xo noktasinda yerel bir ekstremumu vardir ve:

1. Eger f(xo) < 0 ise, fonksiyonun yerel bir maksimumu vardir.
2. Eger f (o) > QO ise, fonksiyonun yerel bir minimumu vardir.

3. Eger /(o) = 0 ise, ekstremum degerini belirlemek igin ikinci tirevi kullanamayiz, bu

durumda fonksiyonun birinci tlirevinin isaretini inceleyecegiz.

Ornek 8 > ¥ = X3 — 3x2 fonksiyonunun yerel ekstremlerini belirtelim.

Birinci tirevi hesaplarsak ve 0’a esitlersek sunu elde ederiz:
y'=3x2-6x = 3X(x - 2),
=0 3XX-2)=0<x=0veyax =2,
yani fonksiyonun X = 0 ve X = 2 noktalarinda ekstremum degerleri olacaktir.
ikinci tiirevi hesaplayip degerlendirerek sunu elde ederiz:
y’=6x-6, Xx=0igin,y”’(0)=6-0-6=-6 <0,

yani fonksiyonun X = 0 noktasinda bir maksimumu vardir,y . =0®-3-02=0.

p(2)=6-2-6=6>0,
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yani fonksiyonun X = 2 noktasinda bir minimumu vardir,y = =23-3-22=8-12=-4.

-A§ag|daki fonksiyonlarin yerel ekstremlerini belirtelim.

a)y =x*+2x2-1; b) y = 3x2 — 5x3,

iki kez turevlenebilir fonksiyonlarin ekstremum degerlerini belirlemek icin asagidaki kurallari

kullandigimiz sonucuna varabiliriz:
1. Fonksiyonun birinci tirevi /'(X) belirlenir.
2. ekstremum noktalari belirlemek igin 1”(X) = 0 denklemi ¢ozuldr.

3. Ikinci tirev f(X) belirlenir ve her ekstremum nokta igin isareti incelenir.

X x!

Ornek 9 > Y= E—I fonksiyonunun ekstremum degerlerini belirtelim.

Birinci tlrevi hesaplayarak, 0’a esitlersek sunu elde ederiz:

y'=x—x}=x’x-1),

y'=0ex3(x-1)=0,
fonksiyonun X = 0 veya X = 1 noktalarinda ekstremum degerleri olacagi sonucu gikar.
ikinci tiirevi hesaplayip degerlendirerek sunu elde ederiz:

y”=4x3 = 3x%, x = 0igin, y ”(0) = 0, buradan elde edilen ekstremum nokta hakkinda higbir sey
¢clkaramayiz.

Ciinki,
y"(1)=1>0,

demek ki, fonksiyonun X = 1 noktasinda yerel bir minimumu oldugu sonucuna varilir,

11 1
X=1, Y (1)25—22—5

Ciinkd,
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y"(0) =0,
buna gore, X = 0 noktasinda fonksiyonun ikinci tiirev ile ekstremum olup olmadigini belirleyemeyiz.

Bu noktada birinci tirevin davranisini incelememiz gerekiyor.

x*>0 x*<0
{ < x € (1,+0)U(-0,0), yani fonksiyon mono-

J'()>0icin, XS.(X_1)>O<:>{X—1>OV x—-1<0
ton artandir.

x®>0 x*<0
{ = @XE(O,].), yani

(X) < Serleriicinise. f'(x)<0, x*-(x-1)<0< v
f(x) < 0 degerleri igin ise, (x) ( ) {x—1<0 <150
fonksiyon monoton eksilendir.
Fonksiyonun birinci tiirevi X = 0’da isaret degistirir, bu nedenle X = 0 noktasinda fonksiyonun yerel

bir maksimumu oldugu sonucu ¢ikar.

Calisma Ahlstirmalari

1. Asagidaki fonksiyonlarin artan ve azalan araliklarini belirleyin:

a) y=2x—x"+5 b) y =X +2x—3;

C)y:5x3—7x2+2; Q)Y =X +3x"+1;
2x-1 3x

dY=5ra e)y:x2+x+1’

f) y=Invl+x°.

2. Asagidaki fonksiyonlarin yerel ekstremum noktalarini belirtiniz:

a) Y=2X-9; b) X% —5x+3;
c)yzgs—x4+x3; ¢)y=x—6x*+12x-3
d) y=x>(x-1); e)y:x2+x—12;
f) y =x%%; 9) y=|nx+§;

X X2 -7
DY =t Y

3.f(x) = ax? — 4x + 2 fonksiyonunda a parametresini, fonksiyonun agagidaki kosullari

saglayacak sekilde belirleyiniz:

a) X = 2'de yerel bir minimumu; b) X = 4’te yerel bir minimumu.
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4. f(x) = ax® + bx? — 36x — 1 fonksiyonunda a ve b parametrelerini, fonksiyonun X = 3'te
yerel bir minimuma ve X = —2’de yerel bir maksimuma sahip olacak sekilde belirtiniz.

11. Fonksiyonlarin Konveksligi/Konkavligi ve Doniim Noktalari

Verilen trevlenebilir bir fonksiyonun monotonlugunu incelemek icin birinci tlirevi kullanabilecegimi-
zi gordiik. Benzer sekilde, ikinci tirevin yardimiyla verilen bir aralikta y = f(X) egrisinin “egriligini”

inceleyebiliriz.

Teorem 1: y = f(X) fonksiyonunun (@, b) arali§inda birinci ve ikinci tirevleri strekli oldugunu

varsayalim.
1. Her X € (a, b) icin /() < O ise, fonksiyonun grafigi bu aralikta konvekstir (digbi-
keydir).

2. Herxe€ (a,b)icin f”(x) > 0 ise, fonksiyonun grafigi bu aralikta konkavdir (igbiikey-
dir).

Bu teorem, y = f(X) fonksiyonunun grafiginin egrilik dogasini belirlememize yardimci olur.

(Sekil 11 ve Sekil 12)'de (a, b) araliginda tirevlenebilir olan y = f(X) egrisini ele alalim. M:(x:, f{x:))
ve M:(x2, f(x2)) egri zerindeki herhangi iki nokta olsun, dyle ki x: < x2 olsun. M ve M- noktalarin-
daki tegetler #; ve 2 dogrulari olsun, ve a: ve a2, tegetlerin X ekseninin pozitif yonu ile yaptigi agilar

olsun (Sekil 11 ve Sekil 12).
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Sekil 11

Sekil 11'de (@, b) araliginda konkav (igblkey) bir egri gosteriimektedir. X de@erinin artmasiyla,
karsilik gelen tegetin X ekseninin pozitif yonu ile yaptigi a¢inin da arttigini goézlemleyebiliriz, yani
X1 <x2= 01 < az [ (x:) = tgos ve f(x2) = tgoz oldugundan ve tga artan bir fonksiyon oldugundan,
f’(X)inde (a, b) Gizerinde artan bir fonksiyon oldugu sonucuna varilir, yani x; < xz2= f(xz) < f"(x2),
dolayisiyla f'(X) fonksiyonunun tiirevi (a, b) araliginda pozitiftir, yani f’(x) > 0.

Sekil 12

Sekil 12'de (@, b) araliginda konveks (digbiikey) bir egri gosteriimektedir. X degerinin artmasiyla,
karsilik gelen tegetin X ekseninin pozitif yonu ile yaptigi acinin azaldigini gézlemleyebiliriz, yani

X1 <X2= 01> .
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[ (x:) = tgau ve f(x2) = tga: oldugundan ve tga artan bir fonksiyon oldugundan, 1”(X)'in de (@, b)
araliginda artan bir fonksiyon oldugu sonucu gikar, yani x: < x2 = f(x:) > f”(x2), dolayisiyla f”'(X)
fonksiyonunun tiirevi (a, b) araliginda negatiftir, yani /’(x) < 0.

Ornek 1 > 'y = X3 egrisinin konkavlik ve konvekslik araliklarini belirtelim. Fonksiyonun birinci
ve ikinci tlrevleri y’ = 3x? ve y” = 6X’tir. y” = 6Xx > 0 & x > 0 oldugunda fonksiyon konkavdir.

Yani (0, o) araliginda egri konkavdir (ighlkeydir). y” = 6x < 0 & x < 0, yani (—o0, 0) araliginda
fonksiyon konvekstir (digbiikeydir).

Asagidaki fonksiyonlarin konvekslik ve konkavlik araliklarini belirtelim:

ay=x3-1; b) y = x3—6x2 + 9x + 5.

Ornek 2 > ¥ = X2+ 2InX egrisinin konkavlik ve konvekslik araliklarini belirleyelim.

Fonksiyonun birinci ve ikinci turevleri gsunlardir:

, 2 2 2xt-2 2(x*-1
T (Xz )

2(x2—1)

X2

=y">0s >0e x*-1>0< xe(—0,~1)U(l,+x)

2(x*-1) ,
:>y"<0c>T<0c>x ~1<0<xe(-11)

Fonksiyon (=<, —1) ve (1, «) araliklarinda konkavdir. Fonksiyon (-1, 1) araliginda konvekstir.

- Asagidaki fonksiyonlarin konvekslik ve konkavlik araliklarini belirtelim:

a)y = Inx, x € (0, ©); b) y=e.

Tanim 1: Egrinin konkav/konveks oldugu araligi konveks/konkav oldugu araliktan ayi-
ran egri Uzerindeki noktalara doniim noktalar denir.
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Demek ki, xo ddniim noktasinda, egri seklini konkavdan (igbiikey) konvekse (disbiikey) veya
tersine degistirir, bu da fonksiyonun xo Gzerinden soldan saga gecgerken isaret degistirdigi anlamina

gelir ve eger ikinci tirev varsa f”’(xo) = 0 olur. Tim bunlardan su sonuca varabiliriz:

y = f(X) egrisinin xo noktasinda bir ddniim noktasina sahip olmasi igin gerekli kosul

f’(x0) = 0’dir ve yeterli kogul ”(X)’in xo noktasinin bir komsulugunda isaret degistirmesidir.

Ornek3 ) y = x3— 3x2 + 5x — 1 fonksiyonunun grafiginin déniim noktalarini belirtelim.
y'=3x2-6x+5y"=6x-6=6(x-1)

y’'=06(x-1)=0e=x=1

Konkavlik ve konvekslik araliklari i¢in su sonuca varabiliriz:

y’>0x-1>0,x>1x€ (1 )
y’'<0ex-1<0x<lexe(-x 1).
X = 1 noktasinin bir komsulugunda, ikinci tiirev isaret degistirir.

y(1)=13-3:12+5:1-1 =2, o halde déniim noktasi P(1, 2) 'dir.

- Asagidaki fonksiyonlarin donum noktalarini belirleyin:

a)y=x3-x2-x-1; b) y = x*—3x2+ 1.
y = f(x) fonksiyonu ikinci tlrevi varsa, fonksiyonun déniim noktalari asagidaki adimlarla belirlenir:
1. 17(X) bulunur;
2. f7(x) = 0 denklemi ¢ozUlir;

3. f7(X)in isareti ddniim noktalarinin bir komsulugunda incelenir.

z 2X
Ornek 4 > Y= 21 fonksiyonunun dénum noktalarini belirleyelim.
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Yukaridaki adimlara goére, énce fonksiyonun birinci tlrevini belirtecegiz:

2(x* +1)—2x-2x 2 42-4¢ 22
(x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2 .

y:

Daha sonra fonksiyonun ikinci tirevini belirtecegiz: .

2

o X[ +1) =2(x +1)2x-(2-2¢°)
’ (x2+1)4

(3 +1)[ -4x (¢ +1) - 4x (2-2¢¢)
(% +1)4
_ —4x° —4X—8x+8% _ 4x° —12x
(x2 +1)3 (x2 +1)3 .

y:

Fonksiyonun ikinci tirevini 0’a esitleyerek sunu elde ederiz:
4x(x2 —3)
(x2 +1)3

x1=—\/3_,x2=0,x3=\/§.

y =0 4x(x*-3)=0

Ddéndm noktalarinin bir komsulugunda isaretin incelenmesiyle sunu elde ederiz:
X € (—o0, —3), £7(X) < 0 = fonksiyon konvekstir,
X € (-3, 0), /() > 0 = fonksiyon konkavdir,
X € (0, 3), £7(x) < 0 = fonksiyon konvekstir,
X € (3, ), £7(X) > 0 = fonksiyon konkavdir.

X = —\/3, x2 =0, x3 = \/§ noktalarinin solunda ve saginda fonksiyonun ikinci ture-
vi farkl isaretlere sahip oldugundan, bu noktalar donim noktalari oldugu sonucuna varilir.

a[—ﬁ‘Tﬁ}%(O,O),P{ﬁgj-

Elde edilen sonugclari daha iyi bir genel bakis igin tabloya yerlestirecegiz:
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() B [(BI] O [ @] | B[ (A

£ (x) - 0 T 0 - 0 +

f (x) konveks ~ @ konkav 0 konveks ﬁ konkav
2 2

Calisma Ahstirmalari

1. Verilen egrinin konvekslik ve konkavlik araliklarini belirtiniz:

a)y =2 -x2+5; b) y = 4x — 4x3 — 4;
c)y = 3x2—5x + 2; ¢)y = 2x*—12x2.
2. Verilen egrinin donum noktalarini belirtiniz:
X X
a y=——; b .
)Y x+1 ) x*+1

3. Verilen egrinin konvekslik ve konkavlik araliklarini belirttikten sonra donim noktalarini da

belirtiniz:
y X X #+1 y X -2 X #—1; In? 0
= ) - = ) 4 =XIn" X, X ;
2) X2 -1 b) x+1 0) ¥ ~
1
) y=x%" d) y=xe*, x=0; e) y=x"Inx, x>0.

12. Fonksiyonun Degisiminin incelenmesi ve Grafiginin Cizimi

y = f(X) fonksiyonunun grafigini gizmek igin, 6nce fonksiyonun grafiginin degisimini asagidaki adim-

larla analiz etmemiz gerekir:

1. Fonksiyonun tanim kiimesi;

2. Fonksiyonun cift/tekligi ve periyodikligi;

3. Fonksiyonun grafiginin koordinat eksenleriyle kesisim noktalari (sifirlar, y ekseniyle kesi-
simi);

4. Fonksiyonun asimptotlari;

Ekstremum degerleri ve monotonluk araliklari;

6. Donum noktalari, konkavlik ve konvekslik.

o

Fonksiyonun grafigini, fonksiyonun degisimini ve grafiginin sekli hakkinda elde edilen verilere da-
yanarak cizeriz. Belirtilen sema takip edilmek zorunda dedgildir.
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Verilerin kademeli olarak bir tabloya ve ayni zamanda koordinat sistemine girilmesi dnerilir.

Fonksiyonun 6zelliklerinin incelenmesi ve grafiginin gizilmesi birkag 6rnek tzerinden ele alinacaktir.

Ornek 1 >y = 2x%2 — 3x + 1 fonksiyonunun grafigini inceleyelim ve gizelim.

1. Fonksiyonun Tanim Kumesi
Fonksiyon her X € IR i¢in tanimlidir, dolayisiyla D, = R'dir.

2. Fonksiyonun Cift/Tekligi
f(—x) = 2(—x)2 = 3(—x) + 1 = 2x2 + 3x + 1 £ A(X).
Fonksiyon cift degildir:
f(—x) = 2(—x)2=3(-x) + L =2x2 + 3x + 1 = —(-2x2 — 3x — 1) = ().
Fonksiyon tek degildir. Yani fonksiyon ne cift ne de tektir.
3. Koordinat eksenleriyle kesisim noktalari

X ekseniyle kesisim (fonksiyonun sifirlari)
y=0, 2x*-3x+1=0, x :% ve X, =1.

1
X ekseniyle kesisim noktalari A(E,Oj ve B(1, 0)dur.

Yy ekseniyle kesisim
Xx=0,2-02-3-0+1=1.

y ekseniyle kesisim noktasi C(0, 1)'dir.

4. Fonksiyonun Asimptotlari
Yatay asimptot yoktur, ¢clinku:

y=limf(x)= Iim(2x2 —3x+1)= lim x2(2—§+i2j:oo.

X—>00 X—>00 X—>0 X X

Fonksiyon her X € IR icin tanimli oldugundan dikey asimptot yoktur.
Egik asimptot Y = kX + n seklindedir.

Cunku:

X—>00 X X—00 X

2
k= tim ) _ |im(—2X ‘3“1) o,

fonksiyonun grafiginin egimli asimptotlari olmadidi sonucu c¢ikar.

5. Ekstremum degerleri ve monotonluk araliklari
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y'=4x-3,
3
'=0,4x =3, X=—
y 4
y"=4>0.

3
Demek ki, X= 1 icin fonksiyonun yerel minimumu vardir,

3 3y .3 1
=Y = =2/ = | -3=+1=—-=.
Yonin y[4j (4j 1 5

1
D(g,—gj noktasi grafikte yerel minimum noktasidir.

Fonksiyonun monotonlugu igin sunlar su sonuca varilir:
. 3 3
y'=4x-3>0,4x>3, x> 2 yani X € Z,OO icin fonksiyon artandir.

3
y'=4x-3<0,4x<3, X< % yani X€ (—OO,ZJ icin fonksiyon azalandir.

incelemeyi tablo araciliiyla yaparsak sunu elde ederiz:

L ()

y' - +
s A

6. DonUim Noktalari ve Egrilik Araliklar

y”=4>0, her x € Rigin, egrinin doniim noktasi yoktur ve tim aralikta konkavdir (icbikeydir)
ve grafigi “U” seklindedir.
Fonksiyonun grafigi Sekil 13’te verilmigtir.

Sekil 13
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Ornek 2 > ¥y = x?— 4x3 fonksiyonunun degisimini inceleyelim ve grafigini gizelim.

1. Tanim kimesi
Fonksiyon her X € R i¢cin tamimhdir, dolayisiyla Df = R'dir.
2. Fonksiyonun cift/tekligi
f(—x) = (X)*— 4(-x)* = x* + 4x* £ AX).
Fonksiyon cift degildir.
f(—X) = (-X)*— 4(—x)* = x* + 4x® = —(—x* — 4x3) = —f(x).
Fonksiyon tek degildir. Yani fonksiyon ne ¢ift ne de tektir.

3. Koordinat eksenleriyle kesisim noktalari

X ekseniyle kesisim (fonksiyonun sifirlarr)
y=0x"—43=x3(x-4)=0, x: =0 ve x2 = 4.
X ekseniyle kesisim noktalari A(0, 0) ve B(4, 0)'dur.
Y ekseniyle kesisim
x=0,0-4-0=0.
y ekseniyle kesisim noktasi A(0,0)'dir.
4. Fonksiyonun asimptotlari
Yatay asimptot yoktur, ¢clinku:

X—00 X—00 X—0 X

y=lim £ (x) = lim(x* - 4°) = lim x‘{l—fj:w.

Fonksiyon her X € IR icin tanimli oldugundan dikey asimptot yoktur.
Egimli asimptot y = kx + n seklindedir. Clnkd:

= tim ) _ |im(ﬂj: lim (x° = 4x) = lim x3(1—fj:oo,

X—0 X X—00 X X—0 X—0 X
demek ki fonksiyonun grafiginin egik asimptotlari yoktur.

5. Ekstremum degerleri ve monotonluk araliklari
y'=4x>-12x* = 4x*(x—3)
=y =0<4x*(x-3)=0<x =0,%, =3
y" =12x —24x.

Fonksiyonun x; = 0 noktasindaki ikinci tiirevi igin y ”(0) = 12 - 02— 24 - 0 = 0 oldugundan, fonk-
siyonun x; = 0 noktasinda yerel bir ekstremuma sahip olup olmadigini sdyleyemeyiz.
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Fonksiyonun x2 = 3 noktasindaki ikinci tirevi igin y ”(3) = 12 - 32— 24 - 3 > 0 oldugundan, fonk-
siyonun x> = 3 noktasinda yerel bir minimumu oldugu sonucuna varilr,

Yoin = Y(3)=3"-4-3=-27.
C(3, —27) noktasi yerel minimum noktasidir.
Fonksiyonun birinci tlrevinin isaretini inceleyerek sunu elde ederiz:
y'=4x*(x—3)>0<(x—-3)>0,x>3, yaniX € (3, ) i¢in fonksiyon artandir,

y'=4x*(x—3) <0< (x—3)<0,x<3, yani X € (—oo, 3) icin fonksiyon azalandir.

incelemeyi tablo araciliiyla yaparsak sunu elde ederiz:

X (—00,3) (3, +oo)
y' - +
e A

6. DOnum noktalari ve egrilik araliklari
y"=12x* - 24x =12x(x-2),
y'=0<12x(x-2)=0= % =0vX, =2.
ikinci tirev y ”, x; = 0 ve x> = 2 noktalarindan gegerken isaret degistirir, glink(i

y7=12x2 - 24x = 12x(x - 2) > 0, X € (-0, 0) U (2, ©) yani bu araliklarda fonksiyon konkavdir
vey”=12x2-24x = 12x(x — 2) < 0, x € (0, 2) yani bu araliklarda fonksiyon konvekstir.

x1 = 0 ve X, = 2 noktalari igin sunu diyebiliriz:

y(0)=0°~4.0°=0,
y(2)=2*-4.2° =-16.

Doénum noktalart P;(0, 0) ve P2(2, —=16) dur.

Elde edilen sonuglari daha iyi bir genel bakis igin tabloya yerlestirecegiz:

X (—oo,O) (0,2) (Z,oo)
yn + - +
y konkav konveks konkav

Fonksiyonun grafigi Sekil 14’te gizilmistir.
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Sek. 14

3

X
Ornek 3 > Y= x2 _1 fonksiyonunun degisimini inceleyelim ve grafigini gizelim.

1. Tanim kiimesi:

X2 —120=x2 21= X # +/1 = x = +1,

Fonksiyon her X € R\ {1, 1} icin tanimlidir, dolayisiyla Df = IR \ {-1, 1} 'dir.

2. Fonksiyonun cift/tekligi

T ) M S SN

(_X)Z_l_ -1  x*-1

Fonksiyon tektir, bu da grafiginin koordinat baslangicina gore simetrik oldugu anlamina gelir.

3. Koordinat eksenleriyle kesisim noktalari

x ekseniyle kesisim (fonksiyonun sifirlarr)

61



y=0, —=0=>x*=0=x=0.
X° -1

X ekseniyle kesisim noktasi (0, 0)'dur.
Y ekseniyle kesigsim 0
x =0, 0)=——=0,
yO) =0
Kesisim noktasi (0, 0)'dir.

4. Fonksiyonun asimptotlari

X—>00 X—>00 X—o X

: : X3 X1 : 1 1 1
y_Ilmf(x)—Ilm( ; 1J_Ilm—3 11 =lim| =—— |= =5=
X

Dikey asimptot:

3 3 3
Iimf(x):lirp[ X j:nm%:"m (1+¢) e

x—1* XZ -1

Iimf(x)=1im[ X j: im%=lim(l.+—g)3:_oo

P SrloxP—1

3
lim f(x)=1li
Am, () mexz_J O CLeey -1 20 o (2+e)

lim f(x)= Iim( < J: lim _(_1_‘9)3_ I ) N

Xx—>-1" X—>-1"

Dikey asimptotlarin X = 1 ve X = —1 dogrulari oldugunu elde ediyoruz.
Egik asimptot y = kx + n seklindedir. E§im katsayisi ve sabit terimi belirleyerek sunu elde
ederiz:

X
2 3 3
<= tim 0 _ jim| =L | i X oimX Lo b
X—>00 X X—>00 X x—o| X% —X X—0 ¥ 1 1 1_0
2
X
NG X3 —x3+x X
n=Ilim(f(x)=kx)=Ilim —X |=1lim =lim =
X—)oo( ( ) ) X%w(Xz X—>00 X2_ X—>00 X2 _1
1
) -
—lim> | X 0 o
X—>0 ¥ 1 1 1—0
—2
X

Egik asimptot y = X dogrusudur.
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5. Ekstremum degerleri ve monotonluk araliklar igin

’ [ W j’ ’j?,)(z(x2 —1)—X32X 3x—3x% —2x*  x*-3x? XZ(XZ_B)
Y =3 = - -
x° -1

(Xz _1)2 (X2 _1)2 (XZ _1)2 - (X2 _1)2
elde edilir. Oradan
yV=0=x(x*-3)=0=x*=0vx*-3=0

yani,
x*=0<x =0

X2 —3=0 X* =36 X,y = +4/3.
oldugunu buluyoruz. Fonksiyonun ikinci ttrevi belirtilir:

, XZ(X2—3)’ x4—3x2, 2x(x2+3)
y' = = -

(x*-1) (-1 ] (-1

Fonksiyonun x; = 0 noktasindaki ikinci tiirevi igin y ”’(0) = 0 oldugundan, fonksiyonun x; = 0

noktasinda yerel bir ekstremuma sahip olup olmadidini sGvlevemeviz.

" 12/3
Fonksiyonun xz = \/3 noktasindaki ikinci turevi igin Y (\/5): 8\3/— >0  oldugundan,

fonksiyonun x2 = \/§ noktasinda yerel bir minimumu oldugu elde edilir,

Yo =y(ﬁ)=¥.

3V3
[\/éTJ noktasi yerel minimum noktasidir.

~123

Fonksiyonun x3 = — 3 noktasindaki ikinci tiirevi igin y"(—\/§) = e < 0 oldugundan,

fonksiyonun xs = —/ 3 noktasinda yerel bir maksimumu oldugu elde ediliir
3V3
L =y(\3)=-22.
Vo =Y(¥3) ===

3\3
—\/5,—7 noktasi yerel maksimum noktasidir.
X2 > 0 ve’(xX2 — 1)2 > 0 oldugundan, her x € R icin y’ > 0 oldugunda

X*-3>0=>Xxe (—OO, —\@)U(\@ 00) » fonksiyon artandir,

X’ —3<0=>xe (_J§ \/§> fonksiyon azalandir.

Fonksiyonun tek oldugunu goérdik, bu da fonksiyonun grafiginin koordinat baglangicina gére simetrik
oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, sadece X'in pozitif dederlerini inceleyebiliriz.
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incelemeyi tablo araciliiyla yaparsak sunu elde ederiz:

(03) [ (V2]
X2—3 - +
y' - +
y S el
6. DOnum noktalari ve egrilik araliklari
. 2x(x2+3)
(e
2
y"=o@—2x(x +3):O<:>2x(x2+3):0<:>x=0vx2+3:0

)

X2 + 3 = 0 denkleminin reel ¢oziimii yoktur, bu nedenle sadece X = 0 ve y(0) = 0 koordi-
natli nokta vardir. D6niim noktasi aday1 P(0, 0)'dir.

Daha iyi bir genel bakis ve basitlestirme igin, X2 + 3> 0, vx € D, oldugunu ve fonksiyonun tek
oldugunu g6z éninde bulundurarak bir tablo olusturacagiz:

(01 [ @)
X + +
(x2 —1)3 ) +
y" - +
y N U

Artik fonksiyonun grafigini gizebiliriz. Sekil 15’te sadece X'in pozitif degerleri igin grafik verilecektir.
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Sekil 15

Fonksiyon tektir, yani fonksiyonun grafigi koordinat baglangicina gore simetriktir ve sekil 16'da
grafigi gorebilirsiniz:

X+1

Ornek 4 y=In +2 fonksiyonunun degisimini inceleyelim ve grafigini gizelim.

1. Tanim kiimesi

X+2#06© x#-2,
. . x+1
Fonksiyon logaritmiktir, bu nedenle 2 >0= xe(—0,-2)U(-L). olmaldir.

Yani fonksiyon X € (—o0, —2) U (=1, o) i¢in tanimhdir, yani
D, = (-0, =2) U (-1, ).
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2. Fonksiyonun cift/tekligi

f(-x)=1In _))(H; =In ;_))((
— + J—

Tanim kiimesi simetrik olmadigindan, fonksiyonun ne ¢ift ne de tek oldugu sonucuna varabi-
liriz.
3. Koordinat eksenleriyle kesisim noktalari

x ekseniyle kesigimi (fonksiyonun sifirlari)

y=0, XL o1 X o 1o xs 25 0.x21,
X+2 X+2

bu da fonksiyonun sifirlarinin olmadigr anlamina gelir.
y ekseniyle kesisim

Fonksiyonun Y ekseniyle kesisimi vardir, glinkii X = O igin fonksiyonun degeri vardir:
1
0)=In—.
y(0) 5

1
y ekseniyle kesisim noktasi A| 0, |n5 "dir.

4. Fonksiyonun asimptotlari

Yatay asimptot:
1+1
y=tim f (x)=limi " Zjimin =X =i 1o
X—0 X0 X4 2 Xxow 1 2 1+0
+7
X

olduguna gore, y = 0 dogrusu yatay asimptot oldugu sonucuna varilir.
Dikey asimptot
Fonksiyonun tanimli olmadigi noktalardaki fonksiyonun limit degerini belirleyerek sunu elde

ederiz:

. . X+1 . -2—-c+1 . —1-¢

lim f(x)=lim In—==limIn———==Inlim = o0,
X——2" X——2" X+ 2 e—0" 2—c+2 0" —g

bu nedenle X = —2’nin soldan dikey asimptot oldugu sonucuna varilir.
. . x+1 . -l+e+1 . F3

lim f(x)=limIn—==limIn———==In lim —— = -,

X—>—1* e-0"  X+2 00 J4+eg+2 -0 1+ ¢

olduguna gore, X = —1'in sagdan dikey asimptot oldugu sonucuna varilir.
Egik asimptot yoktur, ¢linkii y = kx + n dogrusunda k katsayisi 0’'dir, yani:

X+1

In X+ 1
f(x X -1
c—timt %) i X+2:Iim|n(x—+1j :Inlim(1+—1
X—>00 X X—>00 X X—>00 X+2 X—>00 X+2/

. 1
lim

—Ine™ )
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5. Ekstremum degerleri ve monotonluk araliklari

Fonksiyonun birinci tlrevini belirliyoruz:

y‘:(ln x+1j’ B x+2( x+1]’ Cx+2 (x+1) (x+2)—(x+1)(x+2)

x+2) x+1\x+2) x+1 (x+2)2
X+2-x-1 1

(x+1)(x+2) (x+1)(x+2)

Fonksiyonun birinci tlrevinin degisimini incelemek icin su tabloyu olusturuyoruz:

(—0.-2) | (1)
X+1 - +
X+2 - +
y' + +

Fonksiyon tiim tanim kiimesinde (-, —2) U (-1, =) artandir, bu nedenle fonksiyonun ekstre-
mum degerleri yoktur. Ekstremum degerlerin olmamasi, tanim kiimesinin hicbir noktasinda birinci

tirevin 0 degerine sahip olmamasindan da anlasilabilir.

6. Donum noktalari ve egrilik araliklar

Fonksiyonun ikinci tlrevini belirliyoruz:

yll:((x+l)1(x+2)J' :(xz +éx+2j :((X2 +3X+2)1)’

—(2x+3)

(x2 +3x+2\)2'

=—1(x2+3x+2) (X +3x+2) =

Fonksiyonun ikinci tirevinin degisimini incelemek igin su tabloyu olusturuyoruz:

(= -2) | (1)
2X+3 - +
-1 _ -
y" ¥ -
y U N

Fonksiyonun grafigi Sekil 17°de verilmistir.
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Sekil 17

Calisma alistirmalari

1. Fonksiyonun degisimini inceleyin ve grafigini gizin:

a) y=x>—6x"+9x—4; b) y=x>—3x+2;
1 1-x*
C)y=1+x2; G)y:X2+1’
x> X
d) y:XZ—l, e)y:ma
P +2x-1, , 1
f)Y—T’ g) y=X ta

2. Fonksiyonun degisimini inceleyin ve grafigini ¢gizin:

1

a) y=x%"; b) y =e%;
y—ml' =X—-Inx
c) Nl ¢) Y= :
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13. Ekstremum problemlerini gézmek igin tiirevin uygulanmasi

Burada, pratik problemleri ¢gdzmek igin birinci ve ikinci tirevin uygulamasini ele alacagimiz érnekler
verecegiz.

Ornek 1 » Bir dikdortgenin gevresi 20 birim olsun. Alanin en blyik olmasi igin dikdértgenin
kenar uzunluklari ne olmalidir?

Dikdértgenin kenarlarini @ ve b ile gosterelim. Dikdortgenin gevresinin formdlinden L = 2a + 2b
oldugunu biliyoruz. Yani:

2a+2b=20>a+b=10=b=10-a.

Dikdortgenin alani P = a - b formili ile hesaplanir. b = 10 — a yerine koyarak sunu elde ederiz:
P(a):a(lO—a):lOa—az.
P'(a)=10—2a=O:> 2a=10=a =5.

Kenar uzunlugunun elde edilen degeri icin alanin en biyuk olup olmadigini kontrol etmek igin ikinci
trevi bulmamiz gerekir.

ikinci tiirev P”(5) = —2 < 0, yani herhangi bir noktada sifirdan kigUktir. a = 5 birim igin alanin
maksimum oldugu sonucuna variriz. b kenari b =10 —a = 10 — 5 = 5 birimdir.

Yani ayni ¢evreye sahip tium dikdértgenler arasinda, kenar uzunlugu a = 5 olan karenin en buyuk
alani vardir ve alan P = 5 - 5 = 25 birim karedir.

Ornek 2 > Bir dogru pargasinin uzunlugu 20 cm olsun. Dogru pargasi, iki parganin kiplerinin
toplami en kiiglik olacak sekilde iki pargaya bollnsun.

Dogru pargasinin kisimlarini a ve b ile gdsterelim.
a+b=20=b=20-a oldugunu biliyoruz.
Kiplerinin toplamini S ile gosterelim:

S=a*+b*
S(a)=2a° +(20—a)3.
S'(a)=3a%+3(20-a)’ (20—-a)'=3a>-3(20-a)’
=3a’ —3(400-40a+a’)=120a-1200
S'(a)=120a-1200 = 0= a =10.
$"(10)=120>0

Yania = 10 icin S en kiigiik degere sahiptir, bu nedenle dogru pargasinin kisimlari 10 cm ve 10 cm dir.

Ornek 3 » Kenarlari 15, 20 ve 25 olan bir dik tggenin igine, dikdortgenin iki kdsesi liggenin
hipotenlUsunde olacak sekilde bir dikdortgen yerlestiriimistir. Yerlestirilen dikddrtgenin maksimum
alani nedir?
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Uggenin koselerini A, B ve C ile, dikdortgenin koselerini ise P, Q, R ve S ile gosterelim (Sekil 18).

Dikdortgenin alani P=PQ -RQ dur. Sorunun kosulundan:
AB = 25 BC = 15, AC = 20, oldugunu biliyoruz ve dikddrtgenin kenarlarini PQ = ave RQ="h ile

gOsterelim. CM, ABC Ucgeninin hipotendsine indirilen yikseklik ve CN, SRC dcgeninin hipotenisine
indirilen yiikseklik olsun. PQ = a ve RQ= b arasindaki iliskiyi bulalim. Sekil 18'den sunu gériiyoruz:

AABC ~ ASRC. Ucgenlerin benzerliginden karsilik gelen kenarlarin orantili oldugu sonucu ¢ikar.

Sekil 18
AABC ~ ASRC,
AB CM
SR CN

Simdi CM i bulalim. ABC tiggeninin alani iki sekilde hesaplanabilir:

2 2
25.CM =15-20
Orantida yerine koyalim:
5_12
a CN

CN yi bulmak kaldi. MN =RQ oldugundan, CN , CN =CM — MN =12—RQ =12 b, dir.

25 12
a 12-b’

12a=25(12-b),
25
- 22(12-b).
a=pp12-p)
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Dikdortgenin alani i¢in sunu elde ederiz:

P=a-b=22(12-b)b,
12

P(b):f—g(le—bz).

Ondan sonra P(b) nin birinci tirevini bulalm:

25

P'(b)=2>(12-2),
P'(b)=0

25

—(12-2b)=0

EL )

b =6,
P"(s):_Z_:<o

Yani b = 6 icin dikddrtgenin alani maksimumdur. @ kenarini ve maksimum alanin bulunmasi kalrr.

a=2(12-6)=2,
12 2
25

P=ab=6-22=75.
2

Yani dik Gg¢genin igine bdyle yerlestirilen dikddrtgenin maksimum alani 751ir.

Ornek 4 > Kenari 8 cm olan kare seklinde bir karton pargasindan her kdsede birer kiigik kare

kesilir (Sekil 19'daki gibi) ve bu sekilde bir kutu olusturulur. Kutunun en biiyiik hacme sahip olacagi
boyutlari bulacagiz.

Kutudan kesilen karenin kenarini X ile gosterelim. Kutunun tabani 8 — 2X kenarli bir kare olacak,

kutunun ylksekligi ise X olacaktir (Sekil 19).
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Sekil 19

Kutu, dizglin bir doértgen prizmadir ve hacmi su sekilde belirtilir:
V=B-H=(8-2x)"-x
V (x)=(64-32x+4x7)- x = 4x°* ~32x" + 64X,

x igin kritik degeri (maksimum veya minimum deger), fonksiyonun birinci tirevi V(x)'i 0’a esitledigi-
mizde elde ederiz.

V'(x) =122 — 64x + 64

V'(x)=0

4(3x2—16x+16):0
4

X, = 5’ X, =4.

Ote yandan, kenar uzunlugu pozitif olmalidir, yani:
8-2x>0=-2x>-8= 2x <8 = x <4, yani X (0, 4) araigindaki degerleri alabilir. Buradan

4
tek ¢cozim X, = 3 tar.

Bu deger icin hacim maksimum mu? Kutunun taban kenarinin uzunlugu i¢in sunu elde ederiz:

V "(x) = 24x— 64,

\Y "(gj=24~§—64=32—64=—32<0.

4
X= 3 icin hacmin maksimum oldugu ve degerinin su oldugu sonucuna varabiliriz:

3 2
\Y 4 =4 4 -32 4 +64£=1024z38.
3 3 3 3 27

Kutunun taban kenarinin uzunlugu i¢in sunu elde ederiz:

8—2X:8—2§:ﬁ—§zgz5,33.

3 3
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Ornek 5 > Bir gida saklama kutusu Ureticisi, 1000 cm?® hacimli silindir seklinde konserve ku-
tusu yapmak istiyor. Silindir seklindeki konserve kutusunun maliyetinin en disuk olacagi silindirin

boyutlarini bulacagiz.

Sekil 20

Konserve kutusunun maliyetinin en digtk olmasi i¢in, silindirin ylzey alaninin en kugik olacagi
yaricap ve yukseklik degerleri bulunmalidir.

Silindirin ylksekligi h ve silindirin yarigapi r olsun.

Silindirin hacmi V = zr*h dir.

Hacim formUlinden r ve h arasindaki iligkiyi bulacagiz. Yikseklik, yarigap cinsinden su sekilde ifade

edilebilir:

7r*h =1000,
he 10020.
zr

Silindirin ylizey alani, tabanlarin alaninin (zr?) ve dikdortgenin alaninin (21rrh) toplamidir (Sekil 21):

Sekil 21

P=2r’z+2rrh,

1000

2

2000
+—.
r

P(r)=2r27z+2r7z 2rix

wr
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Simdi yiizey alani P(r) nin bir fonksiyonudur:
P(r)= 2r27r+@.

r
Yarigapin sifirdan biyuk (r > 0) olmasina dikkat edilmelidir

. Birinci tlrevi bularak sunu elde ederiz:

2000

r2

P'(r)y=4rz -

Ekstremum degerini bulmak icin birinci tlrevi sifira egitleriz:

- 20
r
ez 20
r
s 2000
N = ——
A
T

rzs,/@ ~5,41 cm.
T

Bu deger icin ylzey alaninin minimum olup olmadigini bulmak icin ikinci tirevi bulmamiz gerekir

4000

ré

P"(r)=4x+

P"(5,41)= 4z + 0
(5.41)

Yani » = 5,41 cm igin silindirin ylizey alani minimumdur. Yikseklik igin sunu elde ederiz:
1000 1000

h= = ~10,88 cm. O halde silindirin minimum yiizey alani:
at? x(5,41) yHeey

P =2r%z+2rzh~553,58 cm?.

Ornek 6 » Taban yarigapi 4 cm ve yiiksekligi 6 cm olan dik bir koninin igine maksimum hacimli
bir silindir yerlestirilmistir. Silindirin hacmini bulacagiz.
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Koninin yiksekligi H ve koninin tabaninin yaricapi R, silindirin yaricapi ve yliksekligi ise sirasiyla r
ve h olsun. Silindirin hacmi V' = zr?h’dir. Hacmin sadece bir degisken r veya h'ye bagli olmasi, yani

I veya h cinsinden ifade edilmesi gerekir.

Sekil 22
AB =R, PQ =r olsun ve C koninin tepe noktasi olsun. Sekil 22’den AABC ~ APQC oldugunu

ve kargilik gelen kenarlarinin orantili oldugunu goérebiliriz. Yani asagidaki oranti elde edilir:

“6-h'
6r =24—4h,
4h = 24— 6r,

h=6—§r
2

Simdi silindirin hacim formalinde yuksekligi yerine koyalim:

V(r):zzrz(6—gr),
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Birinci tirevi bularak sunu elde ederiz:
1 9 2
V'in=r 12r—Er :

Ekstremum degerini bulmak icin birinci tlrevi sifira egitleriz:

ﬂ(er—grzj:O,
2

12r—gr2 =0,
2

24r —9r% =0,

3r(8-3r)=0.

ri =0 veya r, :g oldugunu elde ederiz. Ancak 7; = 0 ise h da 0 olur ve bu en blytk hacim de-
gildir. Yani tek ekstremum degeri r, :2 cm icin elde edilir. Bu deger i¢cin hacmin maksimum olup

olmadigini gérmek icin ikinci tlrevi buluruz:

V'(r)=127-9rz = 37(4-3r),

\Y (§)= 37:[4—3§) =-127 <0.
3 3

Yani r= gcmigin silindirin hacmi maksimumdur. YUkseklik i¢cin sunu elde ederiz:

h=6-2.
2

w | o

=2 cm. O hagqlde silindirin maksimum hacmi:

2
V =zr*h= Zn(gj :@ cm®.
3 9

" 16
Ornek 7 ) Bir tisort Ureticisi, X adet yeni tisort satmak igin bir tigortin fiyatinin - p(x) :T
X

fonksiyonu ile ifade edilmesi gerektigini belirler.

Uretici ayrica X adet yeni tigortin Gretim maliyetinin C(X) = 20 + 1,5x fonksiyonu ile verildigini

belirler. Uretici, maksimum kar elde edecegi bir tisort fiyatini bulmak istiyor.

Toplam maliyet su sekilde hesaplanir:

C(X) = Sabit maliyetler + (Degisken maliyetler) - (Uretilen birim sayisi)

Toplam gelir su sekilde hesaplanir: R(X) = (Birim sayisi) - (Birim bagina fiyat)
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Toplam kér su sekilde hesaplanir: P(X) = Toplam gelir — Toplam maliyetler.
Maksimum kéri bulmak igin énce kéar fonksiyonu P(X)'in birinci tiirevini bulmamiz, yani P’(X) i he-

saplamamiz gerekir.

Ekstremum noktayi P’(X) = O denklemini gbzerek bulacagiz.

16
Birim basina fiyat p(x) fonksiyonu p(X) =—. ile verilir

X
X tigort tretmenin toplam maliyeti C(x) = 20 + 1,5x fonksiyonu ile verilir.

Toplam kar R(X)=X-p= lei =16 gy
Kér fonksiyonu:
P(x)=R(x)-C(x)
=16+/x —(20+1.5x)
—164/x —20-1.5x
=16+/x —1.5x—20.

Maksimum kari bulmak igin P(x)’in birinci trevini buluruz:
16 8

P'(x 15=—-15
=20 Jx
Ekstremum noktayi bulmak igin:
16
P'(x)=—=-15=0
=20
16
—==15
2x
3J/x =16
Jx =%=5.33

x =5.33% = 28,44 ~ 28.

Bu degerin maksimum olup olmadigini gérmek igin ikinci tlrevi buluruz:
8 j 4
P"(x)=| —=-15| =——.
0+ N

P"(X) negatif oldugu icin, 28 tigdrt tretildiginde kar maksimum olacaktir.
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Maksimum kar P(28) =16+/x —1.5x—20 = 22,66 dir.

Yani Uretici 28 tisort Urettiginde 2,66 para birimi maksimum kér elde eder.

16
Maksimum kari elde etmek icin bir tisortin fiyati P(X) = E =3 olmaldir.

Calisma Ahlstirmalari

1. 15 sayisini, carpimlari en buyulk olacak sekilde iki toplama ayirin.

10.

180 sayisini dyle iki toplanana ayir ki, ilk terimin karesinin iki kati ile ikinci terimin karesinin
U¢ katinin toplami en kiiguik olacak sekilde olsun.

Bir tiggenin kenari 10 cm ve yiiksekligi 4 cm’dir. Uggenin igine bir dikddrtgen yerlestirilmistir,
dyle ki iki kdsesi verilen kenar Gzerinde, diger iki kosesi ise Uc¢genin diger kenarlar Gzerin-
dedir. Dikddrtgenin kenarlarini, dikdoértgenin alani en blyuk olacak sekilde bulunnuz.
Kenarlari 10 cm ve 8 cm olan dikddértgen seklinde bir karton pargasindan, her késeden bir
kare kesilir ve bu sekilde acgik bir kutu olusturulur. Kutunun en blytk hacme sahip olacagi
boyutlari bulunuz.

Cevresi 15 olan tim ikizkenar Ug¢genler arasinda, en blyuk alana sahip tGi¢ggenin boyutlarini
bulunuz.

Bir kutu ureticisi, hacmi 500 cm? olan paralel yizIi seklinde bir kutu yapmak istiyor. Kutunun
maliyetinin en dislk olacagi paralel yGzlindn boyutlarini bulunuz.

4x2 + 9y? = 36 elipsinin igine, tabani elipsin biyiik eksenine paralel olacak sekilde en biiyiik
alana sahip bir ikizkenar tggen yerlestirilmistir ve Ug¢genin bir kdsesi de elipsin késesidir.
Uggenin alanini bulunuz.

Yarigcapi 6 cm olan bir kirenin etrafina en kiiglk hacimli bir koni yerlestirilmistir. Koninin
alanini hesaplayiniz. 1

Bir tirlintin talep fonksiyonu X === P +100, dur, burada p riinin fiyati ve maliyet fonk-
siyonu C(X) = x2 + 20x + 147'dir. Maksimum kari (kazanci) belirleyin.

(ipucu: Gelir fonksiyonu talep ve birim Griin fiyatinin garpimidir)

Bir sut drtnleri isletmesinin gunltk toplam maliyetleri ve gunlik toplam gelirleri sirasiyla

1
C(x)=30x+1000 veR(x)= “T00 x* +50X fonksiyonlari ile verilmistir. Maksimum karin

elde edilecegi glinltk Uretimi belirleyin. Maksimum kar ne kadardir?
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14. Modiiler uniteye ait pekistirme Alistirmalaria

1. Verilen fonksiyonun tirevini bulunuz:

a) Y = X —4, xo = 5 noktasinda, b)v= X22 + 3, xo = 1 noktasinda,

c)y = (2x + 1)2 xo = 2 noktasinda, ¢)y= X ):_3 , Xo = 1 noktasinda.
2. Uygun formilu uygulayarak fonksiyonun tlrevini bulunuz:

a) Y=2X4+§, b)y=X23/X_2,

C)y:(‘/XT c)y:%+2x3.
3. Fonksiyonun tdrevini bulunuz:

a) Yy=5x"—-4Inx, b) y =log, x+e* +3x*,

c) y=3"+5-¢", Y=1"z

d) y= Jx e)y:x—lnx.

1+\/§ X+Inx

4. Fonksiyonun tlrevini bulunuz:

a) y=Inx-cosx, b)Yy =2x°Inx,
In x In x
C)y=1+xz’ g)YZ?,
In x
d) y=1,2 e)y=(2x+1)e*,
X ex
7 Y= +3x-4)e’, 0 V="

5. Bilesik fonksiyonun turevini bulun:

a) ¥=(5x+7)", b) ¥ =¥2x*+3,

c) y =g~ q)y=In X,
d) yzln(\/;_‘lx_l)’ e)yzlnl—}-xz,
1-x°
f)y=ln,/i, )y=(2x+1)2ezx
1-2x 9
5)y=e”In2x, 0 y—e X

6. Fonksiyonun tlrevini bulun:

a) y= ex2+3x+4’ b) y = 3/2X2 +3,
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))y =X~ Qy=x".

7. Fonksiyonun ikinci tlrevini belirtiniz:

a) y:(5x+7)12, b)y:In(x2+2x),
1-x
=2x?—3x%*+5, =—,
c) y=2X X"+ c)Yy Tt x

8. Fonksiyonun monotonluk araliklarini ve ekstremum degerlerini belirtiniz:

X2 =5X+7 X
a) X_2 ! b)y—m,
c) y=(x-1)e*, Q) y=—X +6x-7.

9. Egrinin konvekslik ve konkavlik araliklarini belirleyin ve dénim noktalarini belirtiniz:

y= X* —5X+7 X
VT Ve
c) y=(x-1)e", Q) y=—X+6x—-7.
10. Fonksiyonun grafigini giziniz:
2y XZ ex

_ . = . - . — 2
a) y=rt g B)YEo i oY= ¢y =In(x? +1).
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Modiiler iinite 2 — integral hesabi
(iktisat alani icin)
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1. Belirsiz integral

Diferansiyel hesabin gorevi, verilen bir y = f(X) fonksiyonunun tiirevlerini bulmaktir. integral hesab,
tirev bulma probleminin tersi olan bir problemi ¢ézer. Bu problem aslinda tlrevi bilinen fonksiyonu

bulmaktir. Bu nedenle, integral hesabi diferansiyel hesabin ters islemi olarak anlasilir.

Tanim 1: (a, b) araliginda tanimli bir f fonksiyonu verilmis olsun. (@, b) araliginda tanimh
J'(x) =f(x), x € (a, b)

olmak tizere her tirevlenebilir F fonksiyonuna f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu denir.

4

m X
Ornek 1 > f(x)=x%, xeR fonksiyonu icin, F (X) = 7 XeR bir ilkel fonksiyondur, ¢lnk

F'(X)Z(X—AT =x* = f(x), x e Rdir.

4

x* _
Halbuki, F;(X)= 7+5, X € R fonksiyonunu incelersek, bu fonksiyon icin de

4 '
X

F’(x):(7+5) =x*=f(x), xeR gegerlidir.

Buradan asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 1: F(X), (a, b) araliginda f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. O zaman
C € R herhangi bir sabit olmak tizere F(x) + C fonksiyonu da f(x) fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonudur.

ispat: Teoremdeki ifade, F(X) ve F(X) + C ’nin f(X) fonksiyonuna esit olan ayni birinci tiireve sahip
olmasindan kaynaklanmaktadir.

(F(x)+C) =(F(x) = f (). -

Teorem 2: F(X) ve G(X), (a, b) araliginda f(x) fonksiyonunun farkl ilkel fonksiyonlari ol-
sun. O zaman G(X) fonksiyonu igin G(x) = F(x) + C, C € IR gecerlidir.
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ispat: Eger F(X) ve G(x), (a, b) araiginda f(x) fonksiyonunun farkli ilkel fonksiyonlari oldugu du-
rumda su esitlik elde edilir:

F'(x)=f(x), G'(x)=f(x), xe(a,b).
H(x) = G(x) — F(X) olsun, buradan su sonug elde edilir:
H'(x)=G'(x)—F'(x)=f (x)- f(x)=0.
H’(xX) = 0 i¢in, H(X) = C oldugunu biliyoruz, bu nedenle
C=G(X) - F(x), yani G(x) =F(x) +C,Ce R
elde edilir.

Verilen bir fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulma islemine integral alma denir. Bu islem, fonksiyonun

tlrevini bulma iglemine, yani tiirev almaya ters bir islemdir.

Ancak, tirev almada bir fonksiyonun benzersiz bir sekilde tanimlandigini gérdik, bu integral almada
gegcerli degildir. Bunu Ornek 1’de de gorduik.

Teorem 1’den, her fonksiyonun sonsuz sayida ilkel fonksiyona sahip oldugu sonucuna varabiliriz.

Ayrica, Teorem 2’den, verilen bir fonksiyonun tim ilkel fonksiyonlarini bulmak yerine, bunlardan
herhangi birini bulmanin yeterli olduju sonucuna varabiliriz. Sadece bir ilkel fonksiyon bulunursa,
digerlerinin hepsi bir C sabiti eklenerek elde edilir.

Fonksiyonun tim ilkel fonksiyonlarinin kiimesini su sekilde gosterebiliriz:

{F(X) +C|C ER}.

Tanim 2: Verilen bir f fonksiyonunun tim ilkel fonksiyonlarinin kiimesine belirsiz integral
denir.

Fonksiyonun belirsiz integrali

f f(x)dx

su sekilde gosterilir.
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Buna gbre, I f (x)dx={F (x)+C|C e R} veya kisaca _[ f (x)dx=F(x)+C, C € R yazabiliriz.
Tanim 2'de f(X) integrand veya integral altindaki fonksiyon olarak adlandirilir ve f(X) dX integral

altindaki ifade olarak adlandirilir.

Yine j f (x)dx=F(x)+C, C € R ifadesinde C sabiti, integral alma islemi sabiti olarak adlandirilir.

X

' a
Omek2 ) (a*) =a"Inaoldugundan, g fonksiyonu &', a>0,a1. ‘inilkel fonksiyonudur.

+C, a>0,a#1 yazabiliriz.

X

a
Bu nedenle Ia"dx =
Ina

- Asagidaki fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulunuz:

a) f(x)=e*; b)) f(x)=x".

Verilen bir fonksiyonun sonsuz sayida ilkel fonksiyonu olabilecegini gérdik. Ancak, her fonksiyonun
ilkel fonksiyonu yoktur. Her surekli fonksiyonun ilkel fonksiyonu oldugunu vurgulayabiliriz.

(a, b) araliginda tanimh verilen bir f fonksiyonu igin bir ilkel fonksiyon varsa, o zaman fonksiyonun
(a, b) araliginda integrallenebilir oldugunu séyleriz.

Matematigin ilkel fonksiyonlari belirleme, yani integralleri hesaplama ve bunlarin uygulamalari ile
ilgilenen kismina integral hesabi denir.

Belirsiz integral kavramini geometrik olarak agiklamak istersek, onu ilkel fonksiyonlarin kimesi
olarak tanimladigimiz igin, belirsiz integralin dizlemde ilkel fonksiyonlarin grafikleri olan ve integral
egrileri olarak adlandirilan bir egri kimesini temsil ettigini sdyleyebiliriz.

Verilen bir A(xo, y0) noktasindan gegen integral egrisini bulmak igin, noktanin koordinatlarini y = f(X)
+ C’ye yerine koyarak integral alma islemi sabitini elde ederiz, yani

vo = F(xo0) + C, buradan C = yo — F(x0).

O zaman A(xo, y0) noktasindan gegen gerekli integral egrisi y = f(X) + yo — F(xo0) denklemine sa-
hiptir.
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Asagidaki drnekleri inceleyecegiz:

Ornek3 > F(X):%In 1ix

y fonksiyonu f (x)=

T fonksiyonunun f(x) fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldugunu gosterecegiz.

F(x):%ln

1+X

fonksiyonunun tlrevini alirsak sunu elde ederiz:
1-x

-4

” 1
Ornek 4 > f (X) =X’ +ﬁ fonksiyonunun grafigi A(1, 2) noktasindan gegen F ilkel fonksi-
yonunu belirtecegiz.

1+x
1-x

1+x

1-x

11 (1+xj_£l—x'l—x+l+x_ 1
2 1+x (1-x)°  1-x*

.- . -

(F) =[5

1-x

1 4
f(x)=x° +$ fonksiyonunun ilkel fonksiyonu F (x) =XI+2x/§ , gUnk:

HON EREI

4

dir. A(L, 2) noktasinin koordinatlarini F(x)= X?+2\/§ yerine koyarak

1 9
F(l)=—+2J1=2
elde edilir. Yani A(1, 2) noktasindan gegen gerekli integral egrisi

4
y = f(X) + yo — F(x0) denklemine sahiptir, yani y = X?+ ZJ_—%.

Calisma Ahstirmalari

1. Asagidaki fonksiyonlar icin birer ilkel fonksiyon bulunuz:

a) f =1, #0; -
) f(x) x X b)f(x) o
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1
fonksiyonu, f (X) =T fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu
X +a

2. F(x):ln‘x+ X +a’

oldugunu gosterin.

3. Dogru olup olmadigini kontrol edin:

JJXde——JJ_dx

3 -[xln X 2In? X+C; b)J.\/X+1+

4. f fonksiyonunun, grafigi A(O, 2) noktasindan gegen F ilkel fonksiyonunu belirtiniz:

a) f(x)=3x%; b) f(x)=e*

2. Belirsiz integralin Temel Ozellikleri ve Temel integraller Tablosu

Belirsiz integralin tanimindan asagidaki 6zellikler elde edilir.

Teorem 1: f fonksiyonu (a, b) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun, o zaman
asagidakiler gecerlidir:
1. Belirsiz integralin tlrevi, integral altindaki fonksiyona esittir, yani eger
ff(x) dx =f(x) + C, C € Rise, o zaman
(ff(x) dx)’ = A1), X € (a, b).
2. Belirsiz integralin diferansiyeli, integral altindaki ifadeye esittir, yani eger
ff(x) dx =f(x) + C, C € Rise, o zaman
d(ff(x) dx) = f(x) dx, x € (a, b).
3. llkel fonksiyon f(X)'in diferansiyelinin belirsiz integrali, f(x) + C, C € R'ye esittir, yani

f df(x) = f £(x) dx = f f(x) dx = f(x) + C, x € (a, b).

ispat: 1. F fonksiyonu, (@, b) araliginda f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olsun, yani
[fydx=fx)+C CeRr

0 zaman: ([f(x) dx) "= (f(x) + ) '=/"(¥) = f(x) dir
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2. F fonksiyonu, (@, b) araliginda f fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun, yani
ff(x) dx =f(x) + C,CeR.
O halde: d(ff(x) dx) = d(f(x) + c) = f/"(x) dx = f(x) dx, x € (a, b) dir.
3. F fonksiyonu, (@, b) arahginda f fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun, yani
ff(x) dx =f(x) + C, Ce R.
O halde: f df(x) = f £(x) dx = f f(x) dx = f(x) + C, X € (a, b) elde edilir. n

Teorem 1, tirev alma ve integral almanin ters iglemler oldugunu gdsterir.

Belirsiz integrali hesaplarken, asagidaki teoremlerde verilen 6zellikler gegerlidir:

Teorem 2:

1. Eger f ve g fonksiyonlari (@, b) araliginda integrallenebilirse, o zaman toplamlari
(f + g) ve farklari (f — g) de (@, b) araliginda integrallenebilir fonksiyonlardir ve asa-
gidaki gecerlidir:

f (F(X) £ g(x)) dx = f f(x) dx + f g(x) dx, x € (a, b).
2. Eger f fonksiyonu (a, b) araliginda integrallenebilirse ve k € IR \{0} ise, o zaman

k - f fonksiyonu da (a, b) araliginda integrallenebilirdir ve agagidaki esitlik gecerlidir:
fk - f(x) dx = kff(x) dx, x € (a, b).

ispat: 1. Diferansiyel hesapta d(f(x) £ g(x)) = df(x) £ dg(x) gegerlidir. Bu esitligin her iki tarafininin
integralini alirsak sunu elde ederiz:

[d(f) + 909) = [(dfx) * dg(x)).
Teorem 1’in 3. 6zelligini kullanarak sunu elde ederiz:
[(df(x) £ dg(x)) = [d((x) + g(x)) = () + g(x) = [df(x) + [dg(x).

2. d(fk -f(x) dx) = kd(ff(x) dx) oldugundan ve Teorem 1’in 2. 6zelligini kullanarak sunu
elde ederiz:

d( f k - f(x) dx) = k f f(x) dx. m
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Teorem 2’'de kanitlanan &zellikler, temel integral alma kurallari olarak da bilinir.

Belirsiz integralin tanimi ve temel tlrevler tablosuna dayanarak, temel integraller tablosunu ya-

zabiliriz.

— a+l
1. jdX_X+C 2. Ixadx::—1+c,(a¢—l)
+

3. IeXdX:eX+C 4. JaXdX:a—+C,(a>0)
Ina

5. J.ldx=ln|x|+C
X

Belirsiz integralin temel 6zelliklerini ve temel integraller tablosunu kullanarak birkag érnek ¢ézecegiz:

Ornek 1 » Asagidaki belirsiz integralleri gozelim:

a) jx6dx; b) I(x2+3x—1)dx; c) J'xi/;dx; c) j(2X+5*)2dx.

a) Temel integraller tablosunu, yani ikinci temel integrali kullanarak sunu elde ederiz:

X7

Ixﬁdx:7+C.

b) Temel integraller tablosunu ve fonksiyonlarin toplaminin ve farkinin integral alma kuralini kulla-

narak sunu elde ederiz:

I(x2 +3x—1)dx:jx2dx+_[3xdx—jdx=Ix2dx+3_[xdx—_[dx:§+Cl+3§+3cz—x—C3 =

X3 2 X3 X2

X
=~ 132 _x+(C,+3C,-C.)==—+3" —x+C.
3 2 (Ci+3C,-Cy) 3 2

c) Once integral altindaki fonksiyonu déntistirecegiz ve ardindan ikinci tablo integralini kullanacagiz:

1 " 4 X%” X% 3 3
J.xi/gdx=fx-x3dx=fx 3dx=_|.x3dx= +C=—+C:—§/x_7+C=—x2§&+C.
ﬂ+1 7 7 7
3 3

c) integral altindaki fonksiyonu bagka bir sekilde yazarsak sunu elde ederiz:
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j(z*+5X)de=j(22*+2-2*~5X+5“)dx=j(4*+2-1o*+25*)dx=
4 +210X + 25° +C
In4 In10 In25

:j4de+2j10de+j25de:

Daha basit bir yazim igin sonuca birden fazla sabit yazmayacagiz, bunun yerine dogrudan en sona

bir sabit yazacagiz.

- Belirsiz integralleri gozun:

oo,y s (2

X

b)

Ornek1 ) Verilen belirsiz integralleri hesaplayiniz:
1 XX +2 e +1

4 3 . .
a) J(x \/x+x\/x+—xzjdx, b) ‘[—XS ax; C)-[e 1

Temel integral alma tablosunu ve integralleme kurallarini kullanarak sunu elde ediyoruz:

a)
3T
I[x —\/;+X\/_+—jd [ x2+xg+x de:)g—x—;+§+)i—ll+C:
2 3
X° 3,
g e
b)
_ 2 -2 2 _ _
J-\/X4+X)3(4+2dX:J'\/(X ;—3X ) :J-xz;l(_3x2dX:J-(§+X_5]dXZ|n|X|+)i_;+C:
1
=In|x|—m+c.
c)
X X 2X _ AX
Ifx :11dx=j(e +1)£?+1 - +l)dx=I(e2X—ex+1)dx=j(e2)xdx—jexdx+jdx=
(ez)x 2X
—W—e +Xx+C = e"+x+C
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- Verilen belirsiz integralleri gozunuz:

a) Jde; b) | 1—% Vx/xdx .
X

10*

Calisma Alistirmalari

1. Verilen belirsiz integralleri gbzinuz:

a) J.(X‘/é+\/§x)dX; b)j%dx; c)f%dx;

c)J dex; d) j(%+%—%]dx; e)J(2+x2)3dx.

3. Yerine Koyma Yontemi

Belirsiz integralleri gozmek igin belirli yontemler (integral alma teknikleri) uygulamak gerekir. En basit
integraller, daha dnce ele aldigimiz tablo ve temel 6zellikleri uygulayarak ¢ézilur, ancak bu integral
alma tim durumlarda uygulanmasi mimkin degildir. Daha karmasik belirsiz integralleri ¢c6zmek
icin kullanilan temel ydntemlerden biri, degiskeni yeni bir degiskenle degistirme veya yerine koyma
yontemidir.

Bu ybntem, baslangi¢ integralini tablo integraline indirgeyerek basitlestirecek yeni bir degisken-
le X degiskenini degistirmeyi ifade eder.

Yerine koyma ydntemi asagidaki teoremde verilmigtir:

Teorem 1: f, (a, b) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun ve ¢, (o, f) arahgini (a, b)
araligina egleyen tlrevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman asagidaki esitlik gecerlidir:

x=p(t) igin, [ (x)dx=[1(p(t)}'(t)dt gir
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ispat: F fonksiyonu f fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. O zaman tanima gére
ff(x) dx =1f(x) + C, Ce R, x € (a, b) gegerlidir. @(t) = F(p(t)), t € (o, p) fonksiyonunu tanim-

layacagiz.

® fonksiyonunun tirevini alirsak @ '(t) = F'(p(t)) - ¢ (1), t € (o, p) elde ederiz.

Buradan @ fonksiyonunun f(¢(t))@’(t) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugu sonucuna variriz.

Bu ise, belirsiz integralin tanimindan su sonuca varacagimiz anlamina gelir:
f flp()p (1) dr = &(t) + C = F(p(1)) + C.

Eger x = ¢(t) alirsak, o zaman:

f flp®)e (1) dr = &(t) + C = F(p(1)) + C =1(x) + C.

Yerine koyma yontemi kullanilarak, integral altindaki fonksiyonun bir kismi yeni bir degiskenle de-
Gistirilir. x = @(t) yerine koyma igleminin yapildigi bir kural olmadigini vurgulamaliyiz. Ayrica, eski
fonksiyonun diferansiyeli yeni degiskenin diferansiyeli cinsinden ifade edilmelidir. Amag, kolayca
coziilebilen bir veya daha fazla tablo integrali elde etmektir. integral ¢dziildiikten sonra, yerine koy-

may! kullanarak baslangi¢ degiskenine geri ddnmemiz gerekir.

Asagidaki 6rnegi inceleyecegiz:

Ornek 1 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozelim:

a)J.(5—2x)4dx; b)j(xd—xg; C)J.i—de; C)_[mTXdX-

_2)

a) Bu integrali gozmek igin binom formiiliini kullanabilir ve integral altindaki (5 — 2x)#fonksiyonunu

genisletiimis bicimde yazabilir ve ardindan tablo integrallerini kullanarak ¢dzebiliriz. Ancak bu yontem

daha fazla zaman alir. Bu nedenle, yerine koyma yéntemini kullanacagiz.

t =5 — 2X yerine koyma islemini yapiyoruz, buradan dt = —2dx veya fonksiyonun diferansiyelini

dt
yeni degiskenin diferansiyeli ile ifade edersek dx = ) elde ederiz.

16, (=20

Buradan, [(5-2x) dx=[t (_—dtj:—ijt“dt:——.—m - +C elde edilir
2 )" 2 2’5
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b) Cok benzer sekilde a) sikkinda ¢ozilen belirsiz integrale uygulanan yontem, t = X — 2, dt = dx

yerine koyma iglemini kullaniyoruz.

j dx = —jt%L=—+C—- £+C:———£—7+C_
(x-2 2t 2(x-2)

c) Bu 6rnekte, 6nceki iki drnege benzer sekilde, 1 =1 yerine koyma islemini kullaniyoruz.
X
1 eX ¢ t i
——dx=dt, buradan J.—de = —je dt=—€e"+C=-e*+C elde edilr.
X X

d) In(X) = t yerine koyma iglemini kullanarak, 1dx =dt, den sunu elde ederiz:
X

2

j'”—xd _jlnx—dx jtdt_— :"‘T"+c_

- Verilen belirsiz integralleri cbzunuz:

a) _[ ; _H‘" 7x *dx ; C)I

5x+4’

Ornek 2 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozelim:

3 [yaihnie o) [

2x+2

1-x* 1-x L
e +e
a) integrali gbzerken In]f—x— —%dt elde
ederiz. Sonug olarak
1 1+x 1 1t 1+x
FIn=—dx=—[tdt=>-=+C== |2 +C.
1-x 1-x 2 2 2 1-x

b) Bu integrali gdzmek igin iki yerine koyma iglemi kullanacagiz:

X

X X 2
— Ik yerine koyma islemi ile g2 =t, Eeidx = dt, dx:gdt, e* :[eZ] —t2 elde edilir.
2 t

integral su hale dénusur:
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dx dt dt
I~ xzzjt(t+t2)=zjt2(l+t)=
_ I1+1t+tt J-( 1;:t 1t+t)}1t=2j'(t£2 1—+t} _ J‘{ o 14t tJdt:
_ZJL 1+t t(1t+t)}dt:Zj(t_z—%+(lit)jdt—ZJ‘(t‘Z—%jdHZJ'—dt =(*),

s=t+ 1, ds = dt yerine koyma islemini kullanarak I ) dt integrali elde edilir ve onu ¢ctzersek

sunu elde ederiz:
-1
(*) = Z(t—l— Int|+ In|s|j+C =(**),

buradan, énceki yerine koyma igslemlerine geri donerek sunu elde ederiz:

(**)=2 —ix—ln e2|+1In e2+4+c.

eZ

e2+4 +C=-2e2-x+2In

Not: integrali tablo integraline indirgemek icin bazen yeni bir degiskenle birkac kez yerine koyma
islemi yapmak gerekebilir.

1
Ornek3 > I—dx belirsiz integralini cdzelim.
xInxIn(Inx)

N 1
Once In(X) = t yerine koyma iglemini kullaniyoruz, buradan ;dx =dt elde ederiz ve ardindan bir

kez daha In(t) = u yerine koyma iglemini kullaniyoruz, buradan :t—Ldt =du elde ederiz.

Bdylece integral i¢in sunu elde ederiz:
_[ —I—dt du—ln|u|+C:In‘In|t”+C:
xInx In In x

:In‘ln‘ln|x|H+C.

Ornek 4 > Bir GrGnln Uretiminin marjinal maliyetleri, Q Uretim seviyesi olmak Uzere

eQ
g (Q)= e 13 fonksiyonu ile verilmigtir. Sirket 2 birim Uretiyorsa, toplam maliyetler 2 para biri-

midir. Toplam ve sabit maliyetleri belirleyecegiz.
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Eger toplam maliyet fonksiyonu C(x) ile verilirse, burada X tretilen birim sayisidir, 0 zaman marjinal
maliyetler toplam maliyetlerin tirevi olarak hesaplanir:

C,(x)=C'(x).
Yani marjinal maliyetlerden toplam maliyetleri belirlemek icin sunu elde ederiz:

c(Q)=]¢, (Q)dQ=[c, (Q)i = dq.

e?+3

integrali yerine koyma yéntemini kullanarak gézecegiz:
t
t=e°+3<= dt=e%dQ < dQ = d—Q buradan:
e

eQ
e?+3

c(Q)=]c,(Q)da=[c, (Q)da=]

dQ=j%=|n|t|+C=|n e +3[+C.

Sirket 2 birim Urettiginde toplam maliyetlerin 2 para birimi olmasindan, C sabitinin degerini bulacagiz.
C(2)=2 yani2=1Inle2+ 3|+ C=>C=2-In|e? + 3| =-0.341.

Yani toplam maliyet fonksiyonu su sekilde verilir:

C(Q)=In|e®+3|-0,341.

Sabit maliyetler, sirketin baslangicta sahip oldugu ve Uretim seviyesiyle iligkili olmayan maliyetlerdir:

C(0)=In|e®+3]|-0,341~1,046.

- Marjinal gelir fonksiyonu Rg(p)ze2p+1 ile verilir, burada p bir GrGndn fiyatidir. Toplam

gelir fonksiyonunu belirtiniz.

Calisma Ahstirmalari

1. Verilen belirsiz integralleri ¢bzinuz:

(2x+3)dx

D [x(¢ 3 e ) f(ac-2x (o ex-o) e ofir o

2. Belirsiz integralleri gozunuz:

2

a) J.(x2 —3RIX°-9xdx; ) J. xdx Q) Ix—zdx.

(l+ x2) (1+ x2) (8x*+27)3

94



3. Belirsiz integralleri ¢ézunuz:

& 41 In(x+\/1+x2)

1
a)J.eX+XdX; b)jxlnsxdx; c)_[ iy dx.

Q
e
4. Bir GrGnun Gretimi icin marjinal maliyetleri, Q Gretim seviyesi olmak Uzere Cg (Q): Q12

fonksiyonu ile verilmigtir. Sirket 4 birim Uretiyorsa, toplam maliyetler 3 para birimidir. Toplam ve sabit

maliyetleri belirtiniz.

4. Kismi integral Alma Yéntemi

Degisken degistirme ydntemi, daha genis bir fonksiyon sinifinin belirsiz integrallerini hesaplamak
icin yeterli degildir. Genellikle integral altindaki fonksiyon, bir fonksiyonun ¢arpimi ve bagka bir fonk-
siyonun diferansiyeli seklinde yazilir, ancak bu durumda integrali tabloya indirgemek icin degisken
degistirme yapilamaz.

Bu nedenle, belirsiz integralleri ¢cozmek icin bagka bir ydnteme basvuruyoruz, bu da kismi integral
alma ydntemi veya parcalar halinde integral alma islemi yontemidir.

Kismi integral alma formalUu asagidaki teoremde verilmistir:

Teorem 1: Eger u(X) ve v(x) fonksiyonlari (a, b) araliginda tiirevienebilir fonksiyonlar ise, o

zaman su kismi integral alma formuli gecerlidir:

I (x)V'(x)dx =u( _[v "(x)dx.

ispat: F:(a,b) >R, (a, b) araliginda u(x)v’(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. ilkel

fonksiyonun tanimindan, F’nin siirekli bir fonksiyon oldugu ve F'(Xx)=u(x)v'(x), xe(a,b)\A
A c (a, b) ayrik alt kimesidir. U(x) ve V(x) fonksiyonlarinin tirevlenebilirligi nedeniyle, u(x)v(x)
fonksiyonunun da (@, b) araliginda sirekli oldugu sonucuna varilr.
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Buradan G(x) = u(x)v(x) — f(x) fonksiyonunun da (@, b) araliginda strekli oldugu sonucuna varilir.
Turevini alirsak sunu elde ederiz:

G'(x)=u"(x)v(x)+u(x)v'(x)—u(x)v'(x)=u"(x)v(x).

Buradan G(X) fonksiyonunun (&, b) araliginda u ’(x)v(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugu ve

su ifadenin gegerli oldugu sonucu elde edilir:

F(X) = u(x)v(x) — G(x).

Buradan Iu( V' (x)dx = u IV u’ (X)X . formiilii elde edilir.

Kismi integral alma islemi formulind su sekilde de yazabiliriz:

fu dv = uv—fvdu.
u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin segimi belirli kurallara gére degil, sezgisel olarak yapilir.

u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin segimi yanligsa, integrali basitlestirmek yerine, baslangigtakine gére
¢bzulmesi daha karmasgik hale getirir.

Ornek 1 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozelim:

a) J'xe*xdx; b) fln xdx .

a) integrali gdzmek igin asagidaki sekilde kismi integral alma islemi kullanacagiz:

U = X'i secelim. Birinci tiirevi hesaplayarak, yani tiirev alarak du = dx elde ederiz. integral altindaki
—-X

ifadenin geri kalani dv’dir, yani dv = e dX tir. Buradan entegral alma islemiyle V = J.e’xdx =-e

elde ederiz.

Kismi integral alma islemi formulinde yerine koyarak sunu elde ederiz:

J'xe*xdx =—xe "+ J'e*xdx =—xe "—-e " +C.
b) integrali g6zmek icin asagidaki sekilde kismi integral alma islemi kullanacagiz:

u = In(x)’i segelim. Birinci tirevi hesaplayarak, yani tiirev alarak du :ldx elde ederiz. integral
X
altindaki ifadenin geri kalani dv’dir, yani dv = dX'tir. Buradan entegrasyonla vV = fdx = X elde ederiz.

Kismi integral alma iglemi formulinde yerine koyarak sunu elde ederiz:
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Iln xdx = xIn x—jx-ldx=xlnx—jdx=xln X—x+C.
X

- Belirsiz integralleri gozunuz:

a) Ixzexdx; b) Ixz Inxdx; ¢) Ieixdx.

Ornek 2 ) Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozelim:

a) _[e”'”de; b)j(x2+x)ln(x+1)dx.

Her iki integrali de kismi integrasyon ydntemiyle ¢ézecegiz:

a) Eger u=x=du=dx, dv=e'dx=v= jexdx =¢” olur, kismi integrasyon formiiliinde yerine
koyarak sunu elde ederiz:

je”'”xdx = Iexe'”xdx = j xe*dx = xe* —jexdx =xe*—e*+C.

b) Baslangig integralinde énce yerine koyma yontemini kullanirsak. X + 1 = t, dx = dt, sunu elde

ederiz: f (x2 + X)In(x + 1) dx = f ((t—1)2+t—1)In(t) dt = f (2 - t)In(t) dt.

1 t3 t2
Kismi integrasyon yontemini kullanarak, U =Int= du =¥dt' dV:(tz—t)dt:V:E—E, sunu
elde ederiz:
3 2 3 2
_[(tz—t)lntdt:(t——t—jlnt—j(t——t—j}dt:
3 2 3 2t
3 2 3 2
_a- Int—ljtzdt+lftdt:2t U nt-Ler e -
6 3 2 9 4

3 2

200 30D sy L a4 L xa 1) 0 =
6 9 4
1)°-(2(x+1)-3
=(X+) (2(x+1) )In(x+1)—1(x+1)3+1(x+1)2+C=
6 9 4

2
Z(X+l) '(Zx_l)In(x+1)—1x3—ix2+1x+c.

6 9 12 6
- Verilen belirsiz Integralleri ¢6zinuz:
a) [ xIn(x* -1)dx; b) J'e&dx.
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Calisma Alistirmalari
1. Verilen belirsiz integralleri ¢ozinUz:
a) j x%e *dx: b) I e dx .
2. Verilen belirsiz integralleri ¢6ziinliz:
2 Inx\’
a) jxln xdx;  p) j(Tj dx .
3. Verilen belirsiz integralleri ¢c6zinuz:
a) J‘eixdx; b)szlnxdx.
4. Verilen belirsiz integralleri ¢ozunuz:

a)jlnxdx; b)JxIn(x—l)dx.

5. Belirli integral Kavrami

Belirli integral kavrami, matematikte ve diger teknik bilimlerde temel bir kavramdir. ilk olarak hangi
problemin ve hangi fikrin integral kavramina yol agti§ini gérelim. integral hesaplama yénteminin,
diferansiyel hesaplama yontemlerinden ¢cok daha 6nce var oldugunu vurgulamaliyiz. Antik mate-
matikgi Arsimet'in MO 3. yiizyilda integral hesaplama yéntemini kullandidi bilinmektedir. Paraboliin,
iki kdsesi parabol Uzerinde ve diger iki kdsesi X ekseni tUzerinde bulunan dikdortgenin alanini 2:1
oraninda iki alana boldugunu biliyordu. Temel olarak integral kavramina, egrisel bir yamugun alanini
belirleme problemi yol agmustir. ilk olarak, 17. yiizyilin ikinci yarisi ve 18. yiizyilin ilk yarisinda yasa-
mis olan biylik Aiman matematikgi Leibniz ve ingiliz matematikgi Newton’un birbirinden bagimsiz
olarak ulagtigi fikri, yani yontemi sunacagiz. Verecegimiz tanim 19. ylzyilda Alman matematikci
Riemann tarafindan verilmis ve kullanacagimiz gosterim 19. ylzyilda Fransiz matematikci Fourier

tarafindan tanitiimistir.

Egrisel yamuk ile, X ekseni, y = f(X) verilen negatif olmayan bir fonksiyonun grafigi, X € [a, b], ¥
eksenine paralel X = a ve X = b dogrular arasinda bulunan diizlemin kismini kastediyoruz. Ama-

cimiz egrisel yamugun alanini belirlemektir (sekil 1). Fikir, [, b] araligini birkag alt araliga bélmek,

bdylece egrisel yamugun alanini, yaklasik olarak hesaplayacagimiz dikdortgenlere bolmektir.
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A x=a x=b
B~
A —
0 a b =
Sekil 1

Tanim 1: [a, b] dogru parcasinin bir béliimii, asagidaki gibi Xo: %41+ X,_1: X, sonlu sayida
bir nokta kiimesi olarak
A=Xy <X <.<X 4 <X =Db.

ifade edilebilir.

Yani bu [@, b] dogru pargasi sonlu sayida dikdértgenlere béliyoruz.

&= Xg, X1, Xp, Xg1 %41 X1 X1 X7, X5 Xg =0, noktalarini inceleyelim (Sekil 2).

Sekil 2

A, =% =Xt ile Pinci kismin uzunlugunu gésteriyoruz. Yani bunlar tiim kisimlarin uzunluklaridir. Ve

en blylk alt kismin uzunluguna esit olan boliim ¢api kavramini tanitiyoruz, yani d (P) = r1n_ax Ay

Daha sonra, P kismin bir boliminiin Pz bélimiinden daha ince oldugunu sdyleriz, eger P> C P; ise,

yani P; b6limi P2z boliminden daha fazla nokta iceriyorsa. Bu, 6rnegdin x; ve x;+; noktalari arasindaki

noktaysa, yeni bolimin 6nceki bolimden daha ince olacagi anlamina gelir (Sekil 3).
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Sekil 3

Yani bir bolim, baska bir bélimden daha fazla nokta iceriyorsa daha incedir. Simdi bu segmentlerin

her birinde bir nokta segecegiz: & € (x;, x;). Ornegimizde bu noktalar &, &, ..., & dur (Sekil 4).
Bu noktalarda y = f(¢;) fonksiyonunun degerini hesaplayacagiz. Fonksiyon [a, b] araligindaki her
noktada surekli oldugundan, f(&) vardir. Yani y: = f(&), ..., yo = f(&) ve bu degerleri fonksiyonun
grafiginde isaretleyecegiz (Sekil 4).

Sekil 4

Simdi her aralik igin kenarlari Ax; ve (&) olan bir dikdértgen olusturacagiz. Ornegimizde bu tir

Sekil 5
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dokuz dikdortgen olusturacagiz (Sekil 5).

Dikddrtgenin uzunlugu, ilgili kismin uzunluguna esit oldugunu ve dikdértgenin genisligi fonksiyonun
noktalardaki degerine esit oldugunu biliyoruz. Dikdértgenleri H, ile gdsterelim. Her dikddrtgenin

P(11)=1(&)A, -

alanini
P(S)=T1(&)A, +T(&)A, +...+ T (&)A,,
9
P(S)=2T(5)A,.
i=1
seklinde ifade edebiliriz. Tim bu dikdértgenlerin alanlarinin toplami:

olacaktir. Bu alan noktalarin secimine bagl oldugu agiktir. Noktalardan herhangi birini hareket etti-
rirsek, ilgili dikdértgenin alani da degisecektir. Ancak iddia edebilecegimiz sey, bu egrisel yamugun
alaninin dikdoértgenlerin alanlarinin toplamina yaklasik olarak esit oldugudur.

X3 ten x s araligina bir 54 nokta daha eklersek ne olacagini gérelim ve & noktasini segip bu noktada
fonksiyonun degerini belirleyelim. Simdi xs ten &’ segmenti igin bir dikdortgen olusturacagiz. xs
ten x+ segmentindeki dikdértgen yerine, x; ten x’4 ve x’4 den x+ e kadar n iki dikdortgen olacaktir.

(Sekil 6).

Sekil 6

Mevcut béliime bir nokta daha eklersek ne sonuca varabilecegimizi gorelim. ilk olarak, tim bu
dikdértgenlerin alanlarinin toplaminin egrisel yamugun alanina daha yakin (daha dogru) bir degere
sahip oldugunu fark edebiliriz. Varilabilecek bir diger sonug ise yeni bolimin (daha ince bélimin)

capinin énceki bolimin ¢apindan kigik veya esit olmasidir. Baska bir deyisle, bélime ne kadar ¢ok

nokta eklersek, segmentlerin maksimum uzunlugu o kadar kic¢ulur, ancak tim dikdortgenlerin alani

101



egrisel yamugun alanina o kadar yaklasir. Simdi sezgisel olarak, bélimun ¢api ne kadar kigukse,
yani bolimuan ¢api sifira yaklastikga, bu dikddrtgenlerin alanlarinin toplaminin egrisel yamugun
alanina keyfi olarak yaklasacagi acgiktir. Bu, asagidaki tanima yol agar.

Tanim 2: f: [a, b] — IR fonksiyonu verilmis olsun. P degeri [a, b] segmentinin herhangi bir bo-
[Gma olsun ve & her alt segmentten birer tane olmak tzere keyfi olarak secilmis noktalar olsun.

o()=21(5)A,

Toplamina verilen P bélimii ve & noktalarinin segimi igin f fonksiyonunun Riemann integral
toplami olarak adlandirilir.

Tanim 3: f: [a, b] — IR fonksiyonu, [a, b] segmentinde Riemann anlaminda integrallenebilirdir,
eger asagidaki gibi bir I gercek sayisi igin:

lim o(f)= lim > 1(&)A, =1

d(P)-0 4(P)>0 4
gecerli ise, yani
(Ve >0)(35>0)(vP)(V&)(d(P)<d=o(f)-1]<e&)
ifadesi gecerli ise, | sayisi

I:Tf(x)dx

ile gosterilir ve f(X) fonksiyonun a sinirindan b sinirina kadar belirli integralini isaret etmek-
tedir. A sinirina integralin alt sinir, b sinirina ise integralin tist siniri denir. f(X) fonksiyonuna

integral altindaki fonksiyon denir, dX ise X bilinmeyeninin diferansiyelidir, yani P bélimuindeki
alt kisimlarin uzunlugunu gdsterir.

Belirli integral aslinda egrisel bir yamugun alanini hesaplamak i¢in kullanilir, ancak teknikte ve ma-
hendislikte bagka uygulamalari da vardir. integralin aslinda sonsuz sayida terimin toplami oldugunu
bilmek ¢ok dnemlidir. Bu nedenle integralin gosterimi aslinda toplam anlamina gelen “uzatiimig S”dir.
Sonug olarak, belirli integral sonsuz sayida terimin toplaminin limit degeridir.
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Asagida, kanitlamadan bir teorem verecegiz, bu da integrallenebilir fonksiyonlarin ve belirli integ-

rallerin 6zellikleriyle ilgilidir:

Teorem 1: f(x) ve g(x) fonksiyonlari [a, b] arali§inda integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve a, 5

€ R olsun. O zaman af(X) + fg(X) fonksiyonu [a, b] araliinda integrallenebilirdir ve agagidaki
Ozellikler gecerlidir:

(1) Tf(x)dx:—if(x)dx;
(2) _Tf(x)dx:o;

(3) j(a f(x)+ﬂg(x))dx:ajf(x)dx+ﬁjg(x)dx;

b c b

@) [ f(x)dx=]f(x)dx+ [ f(x)dx.

a a c

Son teorem, belirli integralin taniminin dogrudan uygulanmasiyla kolayca kanitlanir.

1
Ornek 1 ) Idx integralini hesaplayalim.
0

1
f(x) = 1 fonksiyonu [0, 1] araliginda sureklidir, buradan IdX ‘in var oldugu sonucu gikar.
0

integrali hesaplamak igin verilen arali§i agagidaki sekilde kisimlara bélebiliri:

p:o1 2 N1
n'n

——, 1 parcalarin her birinin uzunlugu 1’dirve Iimlzo dir. & noktalarini, pargalarin
n n

n—oo n

ii+1
sag sinirinin degerine esit olacak sekilde segiyoruz, érnegin i’'inci parga igin {—,—} ‘i secgiyoruz ve
n n

i+1 . - . :
&= e 1=0,1...n—1 ‘i seciyoruz. Karsilik gelen toplamlar igin sunu elde ederiz:

-

a(f):n71-%:1.

Il
o

n—w

;
Ilma(f):1, oldugundan, .[dX=1 sonucuna varabiliriz.
0
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1
Ornek 2 ) .[xdx integralini hesaplayalim.
0
1

f(x) = X fonksiyonu [0, 1] araliginda streklidir, buradan jxdx ‘in var oldugu sonucuna varilir. integrali
0

hesaplamak icin verilen araligi asagidaki sekilde bdlecegiz:

P:O,l,g,...,n—4,1 Bdlmelerden her birinin uzunlugu 1’dir ve Iim1=0‘d|r. & noktalarini, ki-
nn n n o
i+
simlarin sag sinirinin degerine egit olacak sekilde segiyoruz, 6rnegin i'inci segment igin [—,—}
n n
‘i segiyoruz ve &, = i, i=0,1,...n—1" segiyoruz. Karslilik gelen toplamlar igin sunu elde ederiz:

n
i1 1 Z142+..+n n(n+1) n+1
'H:Z _ L

e n? 2n’ 2n

elde edilir.

Olduguna gére: limo(f) =1Iim(1+1) :%

2 nox n
1 1
Buradan su sonuca varabiliriz: JXdX = >
0

Belirli integrali tanimina goére hesaplamak karmasik olabilir. Bir sonraki derste, belirli integrali he-

saplamay! kolaylastiran Newton—Leibniz formuli verilecektir.

6. integral Hesabin Temel Teoremi
Burada, Newton—Leibniz formUll olarak da bilinen integral hesabin temel teoremini ele alacagiz.
Belirli integralin 6zelliklerini de ele alacagiz.

Belirli integrali tanimladigimizda, [a, b] araliginda sirekli ve negatif olmayan bir f(X) fonksiyonunun
verildigini varsaydik. Ayrica, belirli integralin altinda, f(X) fonksiyonunun grafigi, X ekseni ve X = a

ve X = b dogrular (Sekil 7) ile tanimlanan egrisel yamugun alanini anladigimizi séyledik.
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Sekil 7

Tanim geregi integral, sonsuz sayida kiguk dikdértgenlerin alanlarinin toplamini temsil eder:

b
I—I|m2f ) A% = lim o (f )={f(x)

n—oo

X € [a, b icin F( jf t)dt fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon icin [a, b] araliginda siirekli

oldugu ve [a, b] araliginda f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugu gecerlidir. Bu, f(X) fonksiyo-

nunun F (X) = J. f (t)dt +C olarak da tanimlanabilecegdi anlamina gelir, burada C herhangi bir sabittir.

a

Son esitlik, @'dan X'e kadar sinirlari olan f(t) fonksiyonunun belirli integralinin (bu fonksiyon f(x) ile

aynidir, sadece degiskenin farkli bir gésterimine sahiptir), X € [a, b] oldugunda bu egrisel yamugun

alanini 6lgen bir fonksiyon oldugu anlamina gelir (Sekil 8).

Sekil 8

F ile, egrisel yamugun X € [a, b] araliginda bir kisminin alani belirlenir. X'i artirirsak F alaninin da

artacagi, X'i azaltirsak F alaninin da azalacagi agik¢a gorilmektedir (Sekil 9).
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Sekil 9

Buradan f(X) fonksiyonunun artan oldugu sonucuna varabiliriz. C sabitinin degerini belirlemek kalir.

Bunun i¢in X = a alacagiz ve sunu elde edecegiz:

F(a)=|f(t)dt+C=0+C=C,

D Sy

a

: .[f(t)dt integralinin O’a esit olacag! aciktir, cinku egrisel yamuk yerine sekil bir dogru parcasi

olacaktir (Sekil 10).

Sekil 10

Ote yandan, X = b alirsak sunu elde ederiz:

F(b)=

D — T

f(t)dt+C=S+C,
bu da F alani tiim egrisel yamugun S alanina esit olaca@i anlamina gelir (Sekil 7). Eger C = F(a) alir-

sak sunu elde ederiz:

S=|f(x)dx=F(b)-F(a).

D ey T

Son formul Newton-Leibniz formiili olarak bilinir. Bununla birlikte agagidaki teoremi ispatlamis

oluyoruz.
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Teorem 1: (Newton-Leibniz Teoremi) Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise ve F
onun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise, o0 zaman asagidaki esitlik gecerlidir:

f (x)dx=F (b) - F (a)

D —— T

(1)

Bu teoreme integral hesabin temel teoremi denir ve (1) esitligine integral hesabin temel kurali

veya Newton—-Leibniz formiilii denir.

Newton—Leibniz formull, belirsiz ve belirli integraller arasindaki iligkiyi verir ve bu sayede belirli
integralin hesaplanmasini blyiik 6lgtide kolaylastirir. f fonksiyonunun [a, b] araligindaki belirli integ-
ralini hesaplamak igin, onun bir ilkel fonksiyonunu bulmak ve [a, b] araligindaki artisini hesaplamak
yeterlidir. Yani belirli integralin hesaplanmasini, bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgiyoruz, bu da belirsiz

integralin hesaplanmasina esdegerdir.

b
Ornek1 > IX”dX, neR,0¢[a,b]. integralini hesaplayalim.

iki durumu ele alacagiz:

n+1 n+1

n # —1 oldugunda, jx”dx=: 1+C . dir. Bu durumda X" fonksiyonunun ilkel fonksiyonu -~
+ +

fonksiyonudur, bu nedenle:

n+1 b

X :bn+1_an+1 _ 1 (bn+1_an+1)
n+1, n+1 n+1 n+t '

b
Ix”dx=

) { dx R ) . |
n = -1 oldugunda, J.Y elde ederiz. .fy =Inx+C oldugundan, X > 0 icin sunu elde ederiz:
a

b
dx b
'[—zlnx|g=Inb—Ina=In—.
X a

a

2
- J.X3dx belirli integrali hesaplayiniz.
1
Ornek 2 > Asagidaki belirli integralleri ¢ozelim:
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a) j'(3—2x)dx b) i(%+erdx.

Belirli integralleri c6zmek icin Newton—Leibniz formulind kullanacagiz.

a) f(s 2x)dx—(3x—%j

0

2 2
3'2—2 2" |- 3‘0—2 0 =6-4=2.
o 2 2

b) Karsilik gelen belirsiz integrali gbzerek sunu elde ederiz:

J‘(l+e"jdx=ln|x|+ex+c.
X

Buradan belirli integral icin sunu elde edecegiz:

j.( j In|x|+e )::

- Verilen belirli integralleri ¢bztnuz:

1

a) z[(2x+3ex —gjdx; b)sz(x3+1)dx.

0

In3+ed—e.

Calhisma Ahstirmalari

1. Verilen belirli integralleri ¢6zinlz:

5) o )

2
a) jxdx, e'dx,
0

oe—

¢) j\/;dx, _2[12 e) j.é/x_zdx.

2. Verilen belirli integralleri ¢6zindz:
1

0 P20y g g (2o

1 0 2
3. Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 2 X6
a) jx7dx; b) Jgdx.
-1 -2
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7. Belirli integrallerin Yerine Koyma Yoéntemi ile Géziimii

Newton—Leibniz formiline goére belirli bir integrali hesaplamak, belirsiz bir integrali hesaplamaya
esdeger olan bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgenir. Belirsiz integralde, su formule indirgenen yerine

koyma ile integrasyon ydntemini zaten ele aldik:
JF(x)dx=[f(e(t) d(o(t) =] f (o(t)'(t)dt.

Burada x = ¢(t) yerine koyma islemini tanittik.

Ornek 1 » Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

a) j.(x+2)3dx; b)j.e”ldx.

a) t = X + 2 yerine koyma islemini yapiyoruz, buradan dx = dt elde ederiz. Tanitilan yerine koyma
ile, degiskenle ilgili olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinir-
lar, X = =1 oldugundat =-1+ 2 =1 ve X =1 oldugunda t = 1 + 2 = 3’tir. Tanitilan yerine koyma

ve yeni tanitilan degisken icin hesaplanan yeni sinirlar ile integral su sekilde ¢ézulur:

1 3 3 4 4
j(x+2)3dx=jt3dt=1t4 SN )
4 ) 4|, 4 4

b) x + 1 =t, dx = dt yerine koyma iglemini yapiyoruz. Tanitilan yerine koyma ile, degiskenle ilgili
olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinirlar, X = =2 oldugunda

t=-2+1=-1veXx=0oldugundat=0 + 1 = 1'dir. Buradan sunu elde ederiz:

0 1 1 1

Ie”ldx:J‘e‘dt:et —e-et=e—-.

2 O - €
-Verilen belirli integrali hesaplayalim:

3 2

I 2X 1 b) J‘ezx”dx.

2 1

Ornek 2 > Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:
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2
dx
; b) | ———.
-3 ) ! (2x+1)°
a) t = x — 3, dx = dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Tanitilan yerine koyma ile, degiskenle ilgili

olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinirlar, X = 4 oldugunda
t=4-3=1veX=>50ldugundat =5 -3 = 2'dir. Buradan sunu elde ederiz:

1 21 2
—dx:j—dt: Int| =In2-Inl1=1In2.
t 1

4X_3 1

b) t =2x + 1, dt = 2dx = dx = (1/2) dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Tanitilan yerine koyma
ile, degigkenle ilgili olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni si-
nirlar, X = 0 oldugundat=2 -0+ 1 =1ve X =2 oldugundat =2 - 2 + 1 = 5'tir. Buradan sunu
elde ederiz:

5

¢ dx 171 11 1 1 2
D B I
o (2x+1)" 29t 2 t|, 10 2 5
- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:
1

1 dx dX
a) ; b) | —— .

! (3x+1)° !(4x—3)2

Ornek 3 ) Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

a) j\/l+_xdx; b) 'gfxi/l—_xdx

0

a) V1+x =t, x=t*—1, dx = 2tdt yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini

da degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t = 1 ve X = 3 oldugunda t = 2'dir. Ve

sunu elde ederiz:

2 4 2 .2 2 14
j\/1+xdx:2jt2dt=§t3‘l :5(8—1)=?.
0 1
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b) t=31-x,t> =1-x, dx=-3t°dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirla-
rini da degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 1 oldugunda t = 0 ve X = 9 oldugunda t = —2'dir.

Ve sunu elde ederiz:

9

l'xg/l__xdx - :f(l_ﬁ)t(—stz)dt = :|'2(3t6 —-3t° Jdt = (%_a_j

0 4

2 3(-2)" 3(-2)

0 7 4

=3-16(—§—1 :w:%'%_
7 4 28

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 4 1
a) 1\3/2x+1dx; b) I\/Zx—de; C)J‘x\5/x+2dx.
2 0

0

Ornek 4 ) Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

X _ ¢ 2x-5
oo™ P s

a)t = x2 + 1, dt = 2x dx yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da

degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t = 1 ve X = 1 oldugunda t = 2’dir. Ve sunu
elde ederiz:
2 1 1
=—-=+1 =1.
122 4

rooX 1edt 1 (1
[T Y
Loy 2ie 2
b) X2—5x + 6 =1, (2x — 5) dx = dt yerine koyma iglemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirla-

1

rini da deg@istirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = —1 oldugunda t = 12 ve X = 0 oldugunda t = 6’dir.
Ve sunu elde ederiz:
6
1
dx = [Zdt=Int

6
=In6-Inl12= In(ij: In(lj:—lnz.
-1 12 12 12 2

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 2 1 2
2 [Loa by [ X2
o 1+ X o XT+2x+1

T 2x—5
x* —5X+6
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Ornek 5 > Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

JZ. b)je e
1X+2\/7 0 3ex-f-:?b

a) X —1 = t2, dx = 2t dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da de-
gistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 1 oldugunda t = 0 ve X = 2 oldugunda t = 1'dir. O halde
sunu elde ederiz:

2 1 1 1o,
J dx =I : 2t dt=j22t+2_2dt=jz(t )CIt ZI _
1 X+24x—1 t“+1+2t t“+1+2t 5 (t+1) t+1)
t1 2 [
=2[ ——dt —2j >=2In(t+1)] +—=—| =In4-1,
o t+1 (t+1)° O t+1],

b) t® =¢* +3, 6t°dt =e*dx yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da

degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t =4 ve x = In(2) oldugunda t = {/5tir.
O halde sunu elde ederiz:
6,5

In2 _x lx 3
je € +3dx=6j‘t6dt=—e =
0 7|

Je*+3 i

2(5%—4%).

Teet-1
J ————— dX belirli integrali hesaplayiniz.
, € +2

Asagida, belirli integralleri daha kolay ¢6zmek icin kullanabilecegimiz bazi 6zellikler verecegiz.

1) f(x) fonksiyonu bir tek fonksiyon olsun, yani f(—x) = —f(X). Simdi su integrali hesaplayalim:

j: f (x)dx = j (x)dx+':[ f (x)dx.

—a

Once J dX integralini ele alalim. t = =X, dt = —dX yerine koyma islemini yapiyoruz, bu nedenle
mtegralln sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor: X = —-a,t =ave X =0, t = 0. Sunu elde ederiz:

f (1)t ~ [ F (x)ax

sinirlan deg|§t|rmekle 0

if(x)dx:fff(—t)(—dt) = jf —dt) =

tek fonksiyon

D — O
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Elde edileni ilk integrale koyarsak:

1f(x)dx:if(x)dx+':|'f(x)dx:—:[f(x)dx+:[f(x)dx:o_

elde edilir. Buradan, integral altindaki fonksiyon tek ise ve integral arali§i sifira gére simetrik ise,

integralin degerinin sifira esit oldugu sonucuna varabiliriz.

1
Ornek6 > Ix3dx =0 oldugunu ispatlayalim.

-1 .
f(xX) = X3 fonksiyonu tek fonksiyondur ¢iinki f(=x) = (-x)® = —x8 = —f(X). integral aralg: sifira

gore simetrik oldugundan, integralin degeri sifirdir. Bu integral igin sifira esit oldugu kolayca kontrol

A

1
Jx3dx=x— =— 7 =-—_~=0.
] 4

edilebilir:
2) Simdi de belirli integrallerin gozumunde bize yard|m0| olacak baska bir 6zelligi ele alalim. f(X)

jf()dx—_[ x)dx+j (x)dx.

—a

bir ¢ift fonksiyon olsun, yani f(=X) = f(x). Simdi su integrali hesaplayalim:

Once I dx integralini ele alalim. t ==X, dt = —dx yerine koyma iglemini yapiyoruz, bu nedenle

—f (x)dx = jif (x)dx.

sinirlari degismesiyle 0

—a

jaf(x)dx:

0

= [f(t)(-d)=

¢ift fonksiyon a

D ey O
—h
VanmS

m'—.o

integralin sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor: X =—-a,t=avex=0,t=0.

elde edilir. Bunu ilk integrale koyarsak sunu elde ederiz:
a 0 a a a a
I f(x)dx = j f (x)dx+j f (x)dx=j f (x)dx+j f (x)dx=2j f (x)dx.
_a -a 0 0 0 0

Son formult geometrik olarak su sekilde yorumlayabiliriz: Fonksiyon cift ise grafigi Y eksenine gore

simetriktir, bu nedenle X = a ve X = 0 dogrular arasindaki seklin alani, X = 0 ve X = a dogrulari
arasindaki seklin alanina esittir, bu da yukaridaki formalt gerektirir.
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1
2
Ornek7 I x2dx = 3 oldugunu ispatlayalim.
O

f(X) = X2 fonksiyonu gift fonksiyondur giinki f(—X) = (—x)? = x2 = f(X). integral araligi sifira gére
simetrik oldugundan, integralin degeri i¢in sunu elde ederiz:

3 L
_[xzdx 2_|'x2dx 2-— :Z.
3|, 3
- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:
a.) 2 X5 , b) 3 .
j—dx j 2x*dx
-2 2 -3
Calisma Alistirmalari
1. Asagidaki belirli integralleri hesaplayin:
a) j(x+ 2)” dx b) j(3x+1)2 dx ) jL
1 , 0 , ¢ 0 (3X + 2)2 ,
1 dx 4 10
c) I—B d) J\/;dx, e) J\/2x+5dx,
0 (X + 1) 1 2
1 2x—1 2x +4
5/(5x +1)” dx, X—dx
f) _! ( ) g) ,!‘ \/; g '[X +4x+5
2 X 1 2541 In5 >< [ex
h dX! | e “ dx,
) _!.9_ X2 ) ,('J’ ) J’ ex L2

2. Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:
1

2 X6
a) | x"dx; ~dx..
) fl b) j; 3
8. Belirli integralin Kismi integralinin Alinmasi

Belirli bir integrali hesaplamayi, belirsiz bir integrali hesaplamaya esdeger olan bir ilkel fonksiyon

bulmaya indirgiyoruz. Kismi integrasyon en ¢ok integral altindaki fonksiyon logaritmik, Ustel veya

trigonometrik oldugunda kullanilir. Belirsiz integralde kismi integrasyon ydntemini zaten ele aldik:
f udv =uv - Jvdu

Bu formil belirli bir integrale uyarlanir ve su sekli alir:
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j)-u(x) V'(X)dx = u(x)v(x) |: — .Tv(x) u'(x)dx

Ornek 1 » Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

a) j'xexdx; b) Jl.(x2 —5)e‘2xdx; c) j(xz +3x—l)exdx .
0

0 0

a) Kismi integrasyon kullanarak, u=x=du=dx, dv=edx=v=e*, O halde:

z :2e2—(e2—e°):e2+1.

Jz.xex dx = xexz—j'eX dx:(2e2—0e°)—eX
0 0

elde edilir.

_ox 1 5
b) Kismi integrasyon kullanarak, U=x’—5=>du=2xdx, dv=edx=v= _Ee 2, yerine koy-

makla:

(X ~5)e ™ dx=——(x" ~5)e ™

1 1
1+£I2xe’2X dx=£2—§+jxe’2X dx .
0 29 e’ 2 3

O ey

1
elde edilir. J‘Xe_2X dx integralini cozmek igin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz gere-
0

1
kiyor, burada u=x=du=dx, dv=edx=v= —Ee‘zx O halde
1

1
1+1J‘e’2X dX:—le_2 +1Ie_zxdx
o0 29 2 29

-2X

1
J‘xe‘2X dx = 1 Xe
0 2

——le’2 —le’2X ' —le’2 —l(e’2 —1)
2 4 0 2 4
:—Ee’2 +1,
4 4

elde edilir. Eger bunu ilk integralde yerine koyarsak sunu elde ederiz:
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c) Kismi integrasyon kullanarak, U = x* +3x—-1= du =(2x+3)dx, dv=e*dx=v=¢* almakla:

1

[(x* +3x-1)e* dx = (x* +3x-1)e*|, j(2x+3)e dx =3e+1- j2x+3 )e* dx.

o] 0

1
elde edilir. J(2x+3)ex dx, integralini cozmek icin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz
0

gerekiyor, burada U=2x+3=>du=2dx, dv=e*dx=Vv=¢" olur,

1
I(2x+3)ex dx =(2x+3)e”

0

2je dx = 5e — 3— 2¢” —5e 3-2e+2=3e—1,

eger bunu ilk integralde yerine koyarsak sunu elde ederiz:

j(x2 +3x—1)e* dx =3e+1—j(2x+3)e* dx=3e+1-(3e-1)=2.
0

0

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

2

a) jxe‘xdx; b) J-(x2 + 2X+1)exdx.
0

1

Ornek 2 » Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

In x

a) _[—dx b)jx3ln(2x)dx; c)ej.lln(x+1)dx
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1
a) Kismiintegral alma kuralini uygularsak sunu elde ederiz: u = In x, du = 1 dx, dv=—=dx,v= 2\/; ,
X

Ix

Buna gore:

In x s 12dx 2 4
j d:Z&Inx‘l—.!'—dx:4ln4—_[ﬁdx:4In4—4\/§‘1:4In4—4:4-(ln4—1).

X
elde edilir.

4
dx X
b) Kismi integral alma kuralini kullanarak sunu elde ederiz: U=In2x,du=—, dv= xidx, v = T

X
Buna gore:
4 4 4 4 4 4 4
jx3ln(2x)dx:x—ln2x L x“-ldx:X—Ian —ijx3dx
> 4 2 4 X 4 2 4
4 4 404
“Einax| =X L (4t ing-24In4)- 2 (44~ 2*)=184In2-15.
4 2 4 16
elde edilir.
d
c) Kismi integral alma kuralini kullanarak sunu elde ederiz: u=1In(x+1), du = x_j-(l , dv=dx,v=x.
O halde:
e-1 el e-1 X
_[In(x+1)dx=x|n(x+1)| — | —=—dx= e 1Ine
5 0 o X+1 0
—e—-1- X—Jrld S —e—-1- [x| In|x+1|)| }=e—l—[(e—l—o)—(lne—lnl)jz
o X+1 5 X+1 0

:e—l—e+1+lne:1.

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

a)?lenx; b)jl?(—3xdx; C)T(x2+x)ln(x+1)dx.

. ) 2 1 1 1
Kismi integrasyon kullanarak sunu elde ederiz: U=In“X, du=2In X-; , dv = FdX, V= e Sunu
elde ederiz:
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e 2 e e
.[In de:—lln2x| +2J.izlnxdx=—1+2.[izlnxdx,
X Lo9X e 11X

2
1

X

e
1
f? In xdX integralini cdzmek igin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz gerekiyor, burada
1
sunu elde ederiz:

u:lnx,du:idx, dv:%dx,v:—l.
X X X

> +_[i2dx:—l—le:—l—1+1:—g+l,
1 X e xt e e e

_[iln xdx:—llnx
1 X X

1

eger bunu ilk integralde yerine koyarsak sunu elde ederiz:

€ 2 e
J.In—zxdx=—1+2.|.izln xdx:—1+2[—g+1J:—§+2.
T X e X e e e
Calisma Ahstirmalari
1. Verilen integralleri hesaplayin:
1 2 1
a) [(2x+1)erdx; b) [(3x+5)e™dx; o) [(x* +3x—1)e*dx;
0 1 0
1 e €
0) _[(x2 —2)e"dx; d) _[In xdx; e)sz In xdx;
0 1 1
4 1
f) I\/;Inxdx; 9) len(x2+1)dx.
1

0

9. Duzlemsel Seklin Alani

Belirli integralin tanimindan, negatif olmayan f(x) fonksiyonunun grafigi ve [a, b] araligindaki x—

ekseni ile tanimlanan egrisel bir yamugun alanini temsil ettigini gordiik (Sekil 11).
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Jx)

Sekil 11

Yani, sekil 11°deki egrisel yamugun alani i¢in sunu elde ederiz:
b

P(F)=jf(x)dx.

Va

f(X) fonksiyonu negatif oldugunda, belirli integralin degeri negatif olacaktir (Sekil 12).
Sekil 12

P(F):‘jf(x)dx.

Yani f(X) fonksiyonu negatif oldugunda seklin alanini hesaplamak igin, alan negatif olamayacagin-
dan, pozitif bir sayi elde etmek igin belirli integralin degerini mutlak deger isaretine koyacagiz.

” 1
Ornek 1 > Yy =— egrisi, apsis ekseni ve X = 1 ve X = 3 dogrulari ile sinirlanan seklin alanini
X

hesaplayalim.

Sekil 13’te egri ve iki dogru gosterilmistir:
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Sekil 13

< | =

dx=1In|x| =In3-In1=In3.

3
"]

Yukaridaki aciklamaya goére, boyali kismin alanini hesaplamak icin sunu elde ederiz:
Simdi f:(X) ve f2(X) fonksiyonlarinin grafikleriyle sinirlanan ve [a, b] araliinda bulunan bir geklin

alanini nasil hesaplayacagimizi ele alalim (sekil 14).

Sekil 14

Frile f1(X) fonksiyonunun grafiginin altindaki egrisel yamugu ve F: ile f2(X) fonksiyonunun grafiginin
altindaki egrisel yamugu gosterirsek, F sekli F; egrisel yamugu ile F2 egrisel yamugunun farki olarak
temsil edilebilir. Buradan F seklinin alaninin F; e@risel yamugunun alani ile F> egrisel yamugunun

alaninin farkina egit oldugu sonucuna varabiliriz, yani:
b

P(F)=P(7)-P(7) = 1,000 100 [ 1,00-1 (0o

a
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Ornek 2 ) 1 y2 = 2X ve X2 = 2y parabolleri ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim (sekil 15).

Sekil 15

Alani belirlenmesi gereken sekli sinirlayan paraboller sekil 15'te gdsterilmistir. ilk olarak,belirli integ-

ralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz. y* =2x=>y =+/2x,y >0

2 4
dan /2x =X?, 2X =XT. elde ederiz. X' -8x=0< x(x3 —8) =0 x =0, X, =2. Yani kesisim nokta-

lart A(O, O), B(2, 2) dir. y2 = 2X egrisi ile sinirlanan egrisel yamugun alani:
2 2 X2

F =J.\/ﬂdx dir, X2 = 2y egrisi ile sinirlanan egrisel yamugun alani ise: F, :I?dx_ dir. Aradigimiz
0 0

seklin alani F' = F; — F2dir, yani

2 2X2
F :J'\/ﬂdx—_[?dx

0 0

1l
oc—,n

(- tefagt

Ornek 3 > Yy = X2 parabolli ve X + Yy = 2 dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim
(Sekil 16).
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Sekil 16
ilk olarak, belirli entegralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz.
y =X? ‘'yi X+ Yy =2 denkleminde yerine koyuyoruz ve X + x? = 2 ikinci derece denklemini elde
ediyoruz. X2 + X — 2 = 0 ikinci derece denklemini ¢gozerek ¢ozimlerin x; = —2, x> = 1 oldugunu
elde ederiz. Yani kesisim noktalari A(=2, 4), B(1, 1)'dir. Aradigimiz seklin alani:

- le-noe)o-of ] X1 -5

-2

Ornek 4 > Y = 2 — X? parabolii ve Y = X dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim.
(Sekil 17).

Sekil 17

ilk olarak, integralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz. y = X'i
y = 2 — X2 denkleminde yerine koyuyarak X? + X — 2 = 0 ikinci derece denklemini elde ediyoruz.
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ikinci derece denklemi ¢cdzerek ¢dziimlerin x; = —2, x> = 1 oldugunu elde ederiz. Yani kesisim
noktalari A(-2, -2), B(1, 1)dir.
Aradigimiz seklin alanini buluyoruz:

X3 9

! 1
F= :|'2 —x* = x)dx = 2x| 3|_2—?|_2:§.

Ornek 5 > Yy = 2X2+ 1 vey = X%+ 10 parabolleri ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim

(Sekil 18).
Sekil 18

=36.

0

1 o ke Hx? 2 9\dx=2 [(— (X
F—j(x2+10 2X 1)dx_.|.( X +9)dx—2'(|;( x2+9)dx_2( 3 +9x]

-3 -3

ik olarak, integral alma araliginin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz.
Denklemleri esitlersek 2x2 + 1 = x2+ 10 © x2 =9 & x> = £3 elde ederiz. Aradigimiz seklin alani:

Co6zimde, her iki fonksiyonun da gift (y— eksenine gére simetrik) oldugunu kullaniyoruz.

Ornek 6 > y=e",y=e" egrileri ve X = 2 dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim
(Sekil 19).
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Sekil 19

Sekil 19’dan X’in 0’dan 2'ye kadar hareket ettigi ve Ust egrinin y = €*, alt egrinin ise y = €™ oldugu
y y

- 1
=" e =—
e

e =1<=2x=0<x=0.

gorilebilir. iki egrinin kesisim noktalar su sekilde elde edilebilir:

(ex —e’x)dx=(eX +e’x)z =(ez+e’2)—(e° +e0):e2+€iz—2.

F =

O e N

Buradan alan icin sunu elde ederiz:

Ornek 7 > ¥y =2 —Xx2ve y® = x2 egrileri ile sinirlanan geklin alanini hesaplayalim (sekil 20).

Sekil 20
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iki egrinin kesisimini buluyoruz ve kesigim noktalarini x; = —1, x> = 1 olarak elde ediyoruz. Sekil
1 2 3 5

20'den F =J' 2% -3 |dx=| 2x- X 3y
he! 3 5

1

_23 Ide edili
15 - ©lde edilr.

-1

Calisma Ahlistirmalari

L Yy=x2vey= \/7 egdrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

N =

. Y =X2+ X+ 3 egrileri ve y = X + 7 dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

w

. Y =1In(X) ve y = In¥(X) egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

1 x?
4. Y 1452 Ve y =? egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.
In?x . . 5 .
5. Y= . egrisi ve y = 0, X = e dogrulariyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.
1
6. Y :7 egrisi ve Yy = X dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

7. Y=€', y=€" egrileri ve X = 1 dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

10. Donel Cisimlerin Hacmi

Belirli integral yardimiyla bir cismin hacmi hesaplanabilir. Devaminda, belirli integral yardimiyla bir
doénel cismin hacminin nasil hesaplanabilecedini gosterecediz. Belirli integralin tanimini kullanarak
doénel cismin hacmini hesaplama formiiliiniin nasil elde edildigini gésterecegiz. f, [a, b] araliginda

surekli bir fonksiyon ve her X € [a, b] icin f(X) > 0 olsun.
[a, b] arahigindaki f(X) egrisinin altindaki egrisel yamugu X ekseni etrafinda dondirerek K

donel cismini elde ederiz (Sekil 21).
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Sekil 21

Doénel cismin hacmini yaklasik olarak hesaplamak igin, belirli integralin taniminda yaptigimiza benzer
sekilde, [a, b] araligini bir P bélimiyle n alt segmente bélecegiz. [x;, x;+:] alt segmentine odakla-

nacagiz. ¢ € [x;, x;+1] noktasini segecegiz ve bu noktada f(&) fonksiyonunun degerini belirleyecegiz.
(& f(©)) noktasindan X eksenine paralel bir dogru gizecegiz. Bu egrisel yamuk X ekseni etrafinda

doénduginde bir dénel cisim elde ederiz (Sekil 22).

Sekil 22

Ancak (¢, f(¢)) noktasindan gegen ve X eksenine paralel olan dogruyu da déndirecegiz. Aslinda

doénel egrisel yamugun hacmini silindirin hacmiyle yaklasik olarak hesaplayacagiz (Sekil 23).
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Sekil 23
Bu silindirin hacmi V; = f(&)  Ax;dir, burada Ax; = x;+: — Ax; silindirin yiiksekligi, f(&) ise yarigapidir.

Dedigimiz gibi, [a, b] araligini n alt segmente boéldik ve i = 0, ..., N=1 icin [x;, x;+:] araliklarindaki

n
tum silindirlerin hacimlerini toplarsak sunu elde ederiz: Z f? (f. )ﬂAXi [a, b] araliginin bélimi ne
kadar klgUk olursa, silindirin hacmi ile ele alinan alt seé:rlnentteki [x;, x:+/] donel silindirin pargasi
arasindaki fark da o kadar klguk olur, dolayisiyla n — o0 i¢in son toplamin K dénel cisminin hacmi
oldugunu disunebiliriz. Bu, f3(X) 7 fonksiyonu igin bir Riemann toplamidir. Bu Riemann toplaminin
limit degeri var oldugunda, dénel cismin hacmi de var olacaktir. Buradan dénel cismin hacmi icin

su formul gecerlidir:

V(K):j.fz(x)ndx=7rjl f2(x)dx.

Teorem 1: f fonksiyonu [a, b] arali§inda stirekli ve her X € [a, b] igin f(X) >0 olsun. O zaman [a,
b] araligindaki egrisel yamugun X ekseni etrafinda déndirilmesiyle elde edilen K dénel cisminin

hacmi suna esittir:

V(K)=7Z’If2(X)dX.

a

: - .4, , 3 . :
Ornek 1 Kdrenin hacmi gr 7 ‘ye esit oldugunu gdsterelim.

Kire, X? + y2 = 12 gemberinin X ekseni etrafinda donduriimesiyle elde edilir. X2 + y2 = r? denkle-

minden Y2 = 12 — X2 elde ederiz.
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Sekil 24

Kurenin hacmini hesaplamak igin sadece st yarim dairenin (kirmizi ile isaretlenmis) dénuisini ele

alacagiz ve sunu elde edecegiz:

e el 2 [0y 3o o] 2]

Ornek 2 > Y = 9X — X2 egrisinin X ekseni etrafinda dondurilmesiyle elde edilen cismin hacmini

hesaplayalim.

y = 9X — X2 fonksiyonunun grafiginin X ekseni ile kesisim noktalari 0 ve 9'dur ¢lnki
IX-x2=0=x(9-x) =0 x;: =0, x> =9. Dondlrme ile Sekil 25'te verilen sekil elde edilecektir.

Sekil 25
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O halde hacim igin sunu elde edecegiz:
V= 7zj.(9x— xz)2 dx = 72'.?[(81X2 —18x° + x“)dx =7 81%3|Z—18XZ4|2+%5|Z

0
:7{27-93——~94+—}=1968,37r.

1
Ornek 3 > y= ” egrisive Yy = 0, X = 1, X = 4 dogrulari ile sinirlanan diizlemin X ekseni etra-
finda donduriimesiyle elde edilen cismin hacmini hesaplayalim.

(Verilen egri ve dogrularla sinirlanan ve X ekseni etrafinda dénen sekil Sekil 26a’da verilmistir. Hacmi
istenen cisim ise Sekil 26b’de verilmistir.)

Sekil 26a) Sekil 26D)

Ornek4 ) y = x2 paraboliiniin 0 <y <4 araliginda y ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle elde
edilen cismin hacmini hesaplayalim.

Parabolin dondirilmesiyle elde edilen cisme paraboloid denir. Verilen sinirlamalarla érnegimizdeki
paraboloid Sekil 27°de gosterilmigtir.
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Sekil 27

Burada donmenin Y ekseni etrafinda oldugunu vurgulamaliyiz, bu nedenle Y ekseni etrafinda dénme

b
yapildiginda yukaridaki formiil su sekilde uyarlanacaktir: V (K)= 7Z'J- x*dy.
Yani sunu elde ederiz: )

4 4 2 2 2
\% :ﬂszdy:ﬂj. ydy=72'y—|4:7l'£4——0—J:872'.
0 0 2 0 2 2

Ornek5 > y:1 ! ~ egrisi ve Yy = 0, X = =1, X = 1 dogrulari ile sinirlanan cismin y ekseni
+X

etrafinda dondurilmesiyle elde edilen cismin hacmini hesaplayalim.

1 1
Egrinin denkleminden X° == -1 elde ederiz. Dénel cismin hacmi, y € [0,5} icin X = 1 dogrusunun

1 1
y ekseni etrafinda dondurulmesiyle elde edilen donel cismin hacmi ile Xt ==-1, icin VG[EJ}

egrisinin y ekseni etrafinda dondirtlmesiyle elde edilen dénel cismin hacminirytoplaml olacaktir. -

Sekil 28a’da donel cismin dondurtlmesiyle elde edildigi sekil, Sekil 28b’de ise donel cismin kendisi

verilmistir.

Sekil 28a) Sekil 28D)
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1 ! : 1 1 1 1 ,
;—1 dy |=x y|o+(ln|y|—y)|% 272'[5—|n§—§j=ﬂ'[—|nzj=ﬂ'(—|n2 )z;rlnz.

Cahisma Ahstirmalari

2 2

1. a—+y——1 elipsinin X ekseni etrafinda dondurilmesiyle elde edilen cismin hacmini hesapla-

b2
yiniz.

2. y2=X-1parabolii ve y = X — 2 dogrusuyla sinirlanan cismin X ekseni etrafinda donduriiimesiyle

elde edilen cismin hacmini hesaplayiniz.

3. y2=2(x—1) paraboliniin 1 <x <3 arali§inda X ekseni etrafinda déndiriimesiyle elde edilen

cismin hacmini hesaplayiniz.

4. X2 +y2=1ve X%+ 2y?2 = 1 egrileriyle sinirlanan cismin X ekseni etrafinda dondurllmesiyle

elde edilen cismin hacmini hesaplayiniz.

4
5. y= % egrisi ve Y = X, X = 4 dogrulariyla sinirlanan cismin X ekseni etrafinda dondirilmesiyle
elde edilen cismin hacmini hesaplayiniz.

11. Modiil Unitesinin pekistirme alistirmalari

1. Verilen belirsiz integralleri ¢bzinuz:

a) [4/xdx b)j%dx C)j(3+x3)3dx Q)JJ;_f—aJXTHdX

J~2X—3

x* -1
dx; —dx;
g)~[2+3x h)I\“/x+5 ) 1-x X

2. Newton-Leibniz formulunu kullanarak verilen integralleri hesaplayiniz:

2

a) Ti‘/x_?’dx, b) jisdx,
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2
1 1
c) I(F+x3)dx, g)j2x4+3x2+1
1 0

3. Yerine koyma ile integral alma islemi yardimiyla integralleri hesaplayiniz:

w

% —In2
a) '([(ZX +l)h b) E[ \1—e?dx.

2
dx ! 3
c) | —— 1-x%),
4. Yerine koyma ile integral alma islemi yardimiyla integralleri hesaplayiniz:
1
a) I(ex-—l)Aexdk, 6) j
0 l+ X

5. Kismi integral alma igslemi ydntemi yardimiyla integralleri hesaplaylnlz:

1
a) szjsdx

1
b) j x*e**dx.
0

6. Kismi integral alma iglemi yontemi yardimiyla integralleri hesaplayiniz:
4

a) jxln(sz—l)dx b) J'(Zx—l)ln xdx

2
7. Kismi integral alma iglemi yardimiyla integralleri hesaplayiniz:
e—2 2
a) J' In(x+2)dx b)jln(x+\/x2+1)dx
0 -2
8.y =2x2+ 1vey = x2+ 10 egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

9.y = 2X — X? egrisi ve X + Yy = 0 dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

10. Yy = X egrisi ve Y = 8 ve X = 0 dogrulariyla sinirlanan cismin Yy ekseni etrafinda dondiiriiimesiyle
elde edilen cismin hacmini hesaplayiniz.

11. Yy = 2 — X2 egrisi ve Y = 1 dogrusuyla sinirlanan cismin X ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde
edilen cismin hacmini hesaplayiniz.

00 . . _ g iy

——— ile verilir, burada X Uretilen birim sayisidir. 10 birim
40x +1

uretilip satildiginda toplam maliyet 1000 “dir, yani C(10) = 1000. Toplam maliyet fonksiyonunu

12. Marjinal maliyet fonksiyonu C (X) =

bulunuz.
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Modiil Unite 3 — Matrisler

(Diger tum meslekler igin)
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Nispeten geng bir matematik alani olarak kabul edilen Lineer Cebir adli matematik disiplini-
nin baslangici, determinantlarin tanitilmasi ve uygulanmasina kadar uzanir. Baslangigta dogrusal
denklem sistemlerini cézmek icin kullanilan determinantlarin tanitilmasi ve uygulanmasina dayanir.

1693'te Aiman matematikgi Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646—1716) galismalarinda determinant-

lar kullanmistir ve Isvigreli matematikgi Gabriel Cramer (1704—1752) 1750'de dogrusal denklem
sistemlerini ¢ézmek icin Cramer kuralini ortaya koymustur. Daha sonra Alman matematikgi Johann

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) dogrusal denklem sistemlerini g6zmek igin Gauss eliminasyon
yontemini tanitmigtir. Matris kavrami ilk olarak ingiliz matematikgilerin calismalarinda ortaya ¢ik-

migtir. Bu terim 1848’de James Joseph Sylvester (1814—1897) tarafindan tanitilmistir. Matrislerin

garpimi ve ters matrisin bulunmasi Arthur Cayley (1821-1895) tarafindan tanimlanmistir.

1. ikinci ve Ugiincii Dereceden Determinant Kavrami

Birinci sinifta ikinci dereceden determinantlarla tanistik. Burada onlari tekrar hatirlayacagiz ve tgln-
cu dereceden bir determinant tanimlayacagiz.

ikinci Dereceden Determinant

Tanim 1: ikinci dereceden determinant, a1b2_ azb1 ifadesinin kare biciminde bir gdste-
rim semasidir, yani

burada a:, az, bi, b: iki satir ve iki stituna dagitilmis gercek sayilar veya ifadelerdir.

5
3

-2
1‘:5-1—3-(—2)=5+6=11.

Ornek 1 > Verilen ikinci dereceden determinanti hesaplayalim:

Asagidaki ikinci dereceden determinantlari hesaplayiniz: a)

2

0 a b
-3 1

b ¢

[»
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" X 2X _
Ornek 2 > 3 X‘ZO denklemini X bilinmeyenine gore ¢ozelim. llk olarak, determinanti
X 2x
hesapliyoruz: 3 x| X“ —6X ve x2—6x = 0 denklemini elde ediyoruz, géziimlerix; =0, x> = 6°dir.
. o e ) x-2 4
X bilinmeyenine gore denklemleri ¢ozinlz: a) =0; b) =
—X 3 xX+2
Ornek 3 >0 esitsizligini X bilinmeyenine gore ¢dzelim. Determinanti hesapliyoruz:
X
X 2x ., o
3 x|” X" —6X ve x2 — 6x > 0 esitsizligini elde ediyoruz, bu X € (-0, 0] U [6, oo) icin dogrudur.
. o . o ) x-=2 4
X bilinmeyenine gore verilen esitsizlikleri ¢ozlinliz: a) <0; b) >0.
-x 1 3 Xx+2

Ugiincii Dereceden Determinant

Tanim 2: Ugiincii dereceden determinant,
aibzcs + axbsci + asbicz — aibscz — azbics — asbzc: ifadesinin kare bir gosterim semasi-
dir, yani

a a g
bl bz b3 = a1b2C3 + a2b3cl + aSbICZ - a1b3C2 - a2b103 - aSbZCl
G C G

burada ai, az, as, bi, bz, bs, c1, c2, ¢3 Ug satir ve Ug sltuna dagitilmis gergek sayilar
veya ifadelerdir.

Gergek sayllar ai, az, as, b1, bz, bs, 1, ¢z, c3 veya ifadeler determinantin elemanlari olarak adlandi-
rilir. as, b2, ¢3 elemanlari ana kdsegenin elemanlaridir ve as, bz, ¢: elemanlari Giglincii dereceden
determinantin yan kégegeninin elemanlaridir. Determinantin hesaplanmasi (formlii ezberleme-

mek icin) bazi kurallar yardimiyla yapilir:
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Sarrus kurali ve liggenler kurali, agsagida sunacagimiz kurallardir:

Sarrus Kural: Uclincii dereceden determinantin ilk ve ikinci situnlari semada dérdiinci ve
besinci sttunlar olarak yazilir. Ana kdsegenin elemanlarinin ve ana kosegene paralel iki kdsegenin
elemanlarinin ¢arpimlari hesaplanir ve hesaplamalara «+» isaretiyle dahil edilir. Yan késegenin

elemanlarinin ve yan késegene paralel iki kdsegenin elemanlarinin garpimlari hesaplanir ve «—»
isaretiyle dahil edilir, yani:

Ornek 4 > Uclinct dereceden determinanti Sarrus kurali ile hesaplayalim:

1 -1 0|1 -1
0 2 -30 2=12:0+(-1)+(-3)-1+0-0-(-2)-0-2-1-1-(=3) - (-2) = (-1)-0-0=-3
1 2 0|1 -2

Asagidaki ucincl dereceden determinantlari Sarrus kurali ile hesaplayiniz:

2 3 1 a 1 1
a) -2 0 1; b)I-3 -1 b
7 -5 4 -a ab 4

Ucggenler Kurali: Determinantin elemanlari tiggenlerin kdseleri olarak kabul edilir. Ana kdse-
genin elemanlarinin ve bir kenari ana késegene paralel olan iki Uggenin kdseleri rolindeki
elemanlarin garpimlari hesaplanir ve hesaplamalara “+” isaretiyle dahil edilir (mavi renkle gos-
terilmistir). Yan kdsegenin elemanlarinin ve bir kenari yan késegene paralel olan iki Giggenin
koseleri rolindeki elemanlarin garpimlari hesaplanir ve hesaplamalara “-” isaretiyle dahil edilir
(kirmizi renkle gosterilmistir), agagidaki semaya gore:
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Ornek 5 > Uggenler kuralina gére ugiincii dereceden determinanti agagidaki semaya gére
hesaplayalim:

1 -1 0
yani, [0 2 —3[=1.2:0+(-1)-(-3)-1+0-0-(-2)~0-2-1-1-(-3) - (-2) = (-1)-0-0=-3
1 2 0

- Asagidaki tglincu dereceden determinantlari Gi¢ggenler kural ile hesaplayin:

2 3 1 a 1 1
-2 0 1; -3 -1 b|.
a) 7 -5 4 b) -a ab 4

Elde edilen ¢bzumleri 4. sorudaki ayni determinantlarin ¢ézimleriyle karsilastiriniz!

Determinantlari verilen satir veya sutunun elemanlarina gore determinanti acarak da ¢ozebiliriz.
Bu kurali géstermeden énce minér ve cebirsel tiimleyen olmak Uzere iki terim tanitacagiz. Uglincii
dereceden determinanti A ile gosterecegiz ve elemanlarini bir a harfi ve determinanttaki satir ve
sutuna gore elemanin konumunu indis olarak gostererek de temsil edebiliriz (a22'nin indisi 22’dir,

bu da ikinci satir ve ikinci stitunda oldugu anlamina gelir):

a, 4, a;
A=lay, ay ay

Qa3 dyp  dgy

Tanim 3: A Gglncu dereceden bir determinant olsun ve rastgele segilmis 1 <i,j<3

indisleri igin i—inci satir ve j—inci siitundaki elemanlar atlanir. 4; sayisina a; elemanina
karsilik gelen A'nin minéri denir.
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Tanim 4: Uglincl dereceden bir determinantta a; elemaninin cebirsel tiimleyeni,
a;* = (=1)" 4; sayisidir.

Uglincl dereceden determinantlarin hesaplanmasi, bir satirinin (sitununun) elemanlarina ve

bunlarin karsilik gelen minérlerine gore determinantin acilimiyla yapilabilir.

Teorem 1: Uglincli dereceden A determinantinin degeri, i—inci satirin (j—inci stitunun)
elemanlarinin karsilik gelen cebirsel timleyenleriyle garpimlarinin toplami olarak elde
edilebilir, yani:

A=ay-a;+a, &, +a, a;, 1<i<3 (A=a,-a, +a, 2, +a,-a,, 1<j<3).

ispat: Tamamen keyfi olarak {igiincii siitunu seciyoruz ve j = 3igin A =a,; -8, + 8y, - 855 + 8y - Agg -
oldugunu kanitlayacagiz. Tanim 2’den, Gglincu dereceden determinant:

A =4,y Qg + Ay Ayl + Qg3 Ay — 0y Uy — Q1pQgy g — Ay3Uy Ay = Ay3(A Ay — Aygplly) —

N () 4y ay  dp|
— Ay (@ a5y — Ay, ) + a5y (ayy G,y — A0, ) = ayg —dy +dg; =
) A3 dgyp dy Ay
= Q3 Q3 Ty Ay T g3 Ay
i=1,2,3vej =1, 2igin de benzer sekilde ispatlanir. [

Ornek 6 > Uglincii stituna gére agilan liglincii dereceden determinantin degeri:

1 -1 0
0 2 1 -1 1 -

0 2 -3=0 —(-3)- +0- ~3.(-2+1)=-3
1 2 1 2 o 2

1 2 0

Ornek 5'teki determinantin degeriyle karsilastirin. Ne sonug gikarirsiniz?

- Ornek 6’daki determinanti su sekilde agarak hesaplayiniz:

a) ikinci satira gore  b) birinci stituna gore.
ikinci dereceden determinantlarda oldugu gibi, (igiincii dereceden determinantlarla da denklemleri

ve esitsizlikleri ¢dzebiliriz.
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- X bilinmeyenine gére denklemleri ¢ozinuz:

X+2 2 2 x+2 1 1
2 Xx+2 2 |=0; 2 x-2 1=0.
a) |2 2 x+2 b)| 3 1 1
- X bilinmeyenine gore esitsizliklerii ¢bzlnuz:

x-1 2 3 x 2 2

1 2 -1|<5+x; 0 1 -1>3-x.
a) b)

0 0 x+ -2 0 5

Calisma Alistirmalari

1. Asagidaki determinantlari hesaplayiniz:

2sinx 3 P q _ 2,

sin2x  cosX p° q -1 p+Q

a b+d 1 n+2 2 2 1 cosx cosx
c)lb d+a 1; d| 2 m+2 2 e)|cosx 1 1

d a+b 1 2 2 p+2 cosx 1 1

2. Asagidaki g¢lncl dereceden determinantlari bir satir veya slituna gore agarak hesaplayiniz:

1 5 -1 7 5 -1 0 2 -1
a0 3 -6; b1 2 -6; c)|0 -3 -f
1 4 1 -1 -4 1 1 4 1

3. X bilinmeyenine gore verilen denklemleri ¢b6ziniuz:

x-1 1 x-1 1
2| =0; b) =x-2;
x+1 (x+1) 5x+1 x+
3 0 x+3 x> 0 1
03 2 (x+3)*|=0; c) X 2 -1=3x.
3 3 (x+3)° 0 3 0
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4. X bilinmeyenine gore su esitsizliklerii ¢ézliniz:

-1 1 X+3 x+3 1
a) <2-x; b) x+3 2 1>0.
x+1 x+ 3 43 1
X

2. ikinci ve Ugiincii Dereceden Determinantlarin Ozellikleri

Burada ikinci ve Uglinct dereceden determinantlarin 6zellikleri verilecektir. Bazi 6zellikler hem
ikinci dereceden hem de Uglincu dereceden determinantlar icin aynidir, bu nedenle bu 6zellikler
yalnizca bir kez verilecektir.

1° Bir determinantta iki satir (stitun) yer degistirirse, determinant isaret degistirir.

ay &
a ' a ?| =a,a,, —a,,8,, ikinci dereceden determinant icin, iki satir yer degistirirse
21 22
a, a
2 " -aLa, —a,a,, =—(a,8,, —a,a,)=— % %2 Geterminantin isareti degisecedi aciktir.
a’ll a12 a21 a22
a; &y Y3

Uglincli dereceden determinant A=lay ay, ay icin ikinci ve Uguncu sutunlar yer
Uy dzp Ay

degistirdiginde 1° 6zelligini kontrol ediniz.

z 1
Ornek 1 ) ]1: 2+3=5 determinantinda satirlar yer degistirirse sunu elde ederiz:

3 2

3 2
‘1 ]J =-3-2=-5. Agikga gorillyor ki determinant isaret degistiriyor.
1 0 O
b) |-2 3 0|=-15 determinantinda birinci ve tiglincii stitunlar yer degistirirse sunu elde
-1 1 -5
0 0 1
0 3 —2/=15. Agikga gorillyor ki determinant isaret degistiriyor.
-5 1 -1
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1 0

-

hesaplayin. Ne sonug c¢ikarirsiniz?

determinantinda iki stitunun yerini degistirin ve ardindan iki determinanti da

1 0 1

b)|1 5 -2|determinantinda ikinci ve Gglincl satirlarin yerini degistirin ve ardindan iki determinanti
-3 1 -1
da hesaplayin. Sonu¢ nedir?

2° Bir determinantta iki farkli satirin (stitunun) karsilik gelen elemanlari birbirine esitse,
determinantin degeri sifirdir.

Birinci ve ikinci satirlarinin karsilik gelen elemanlari esit olan Gglinci dereceden bir determinant
icin, bu determinantin degeri sifirdir, yani:

8, &, aj

Ay Gy Q| = Oy OypQag + Qyy Ay + G030y — A130p0; — AgyCy3ay; — Ay ay05 =0

Q3 Az dy

iki stitunun karsilik gelen elemanlari esit oldugunda ikinci dereceden bir determinantta

2° ozelligini kontrol ediniz!

’

Ornek 2 a) ki satirin karsilikli elemanlari esit olan

.
7‘ =—35+35=0 degeri sifira esittir.

b) ikinci ve (iglincii siitunlarin karsilik gelen elemanlari esit olan determinantin degeri sifirdir, érnek

1 -1 -1
olarak |5 2 2|=-8+4+20-4+8-20=0
-2 -4 -4
1 1 1 _1 _2 - I e
Hesaplayiniz: a) 5 5 b) [ 2 5| COzUmi aciklayiniz.
1 -1 -2

3° Bir determinantta iki satirin (stGtunun) karsilik gelen elemanlari orantiliysa, deter-
minantin degeri sifirdir.

Birinci ve ikinci satirlarinin karsilik gelen elemanlari orantili olan G¢lncu dereceden bir determinant
icin sunu elde ederiz:
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8, a, aj

kay kay,  kays| = kaya a5 + kayag,a, + kay,a5a4) — kaya,,a,) — kag,ag,a,, —kayya,,a,, = 0.

s
- iki stitunun karsilik gelen elemanlari orantili oldugunda ikinci dereceden bir determinantta

3° ozelligini kontrol ediniz!

-5 -10
- a) 1 5 ‘ =-10+10 =0 dir, ¢linkd birinci ve ikinci satirin elemanlari orantilidir:
- _ -10
1 2
1 -2 -

by -3 6 3|=6-6+6-6=0, dir, cunklU birinci ve ikinci sttunun elemanlari orantilidir:
1 2 0

1_=2_1
-3 6 3
5 10 S
Hesaplayiniz: a) 1 2 b) -3 6 1]|.C6zimu aciklayiniz!
1 -2 1

4° Bir determinantta bir satirdaki (stitundaki) tiim elemanlar sifira esitse, determinantin
degeri sifirdir.

4, a,

ikinci satirin elemanlar sifira esit olan, ikinci dereceden determinant 0 =0 dir.

ikinci stitunun elemanlari sifira esit olan (iglincii dereceden bir determinantta 4° 6zelligi

kontrol ediniz.

-5 -2 1
5 0
- ‘ 1 0‘, 1 2 3| determinantlarinin degderi sifirdir, ¢linki ikinci dereceden
0O 0 O

determinantta ikinci sttunun elemanlari sifirdir ve tG¢lncl dereceden determinantta Gglincl satirin

elemanlari sifirdir.

1 0 -
- Hesaplayiniz: a) ) 2‘ b) -3 0 1|.Co6zimi agiklayiniz!
1 0 1
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5° Bir determinantin, bir satirin (sttunun) tim elemanlari ayni k sayisi ile carpilip elde edilen
carpimlar baska bir satirin (stitunun) karsilik gelen elemanlarina eklendiginde degeri degismez.

ikinci satirin karsilik gelen elemanlari ayni k sayisi ile carpilip birinci satirin karsilik gelen

elemanlarina eklenen ikinci dereceden bir determinant icin sunu elde ederiz:

ail.l + ka12 a12 + ka22

= (311 + kaiz)azz —a, (a12 + kazz) =a,8y — ka12a22 —a,d),; — ka12a22
a5, ay

8, 4,

=8y, — a8, =
Ay Ay

determinantin degeri degismez.

- Uclincii satirin karsilik gelen elemanlari ayni k sayisi ile carpilip ikinci satirin karsilk
gelen elemanlarina eklendiginde Uglncl dereceden bir determinantta 5° 6zelligi kontrol ediniz.

Ornek5 > a) !

j =2+3=5 determinantinda ilk satira ikinci satirin 3 ile garpiimis

3
1+3.-3 -1+2-3] 10 5
elemanlarini eklersek: 3 5 = 3 9 =20-15=5 ilk determinant ile ayn1 degere sahip

bir determinant elde ederiz.

1 2 3
b) [0 -1 —2/=1determinantinda ikinci siituna Gglinci sttunun -5 ile garpiimis elemanlarini ek-
0 0 -1
1 2+3.(5) 3| |1 -13 3
lersek 0 -1+(-2)-(-5) —-2/=[0 9 -2/ =-9+10=1 ilk determinant ile ayni degere sahip
0 0+(-)-(5 -1 o 5 -1

bir determinant elde ederiz.
1 : o 1. Lo
determinantinda birinci sGtunun — ile ¢arpilmis elemanlarini ikinci sutuna

e 3

ekleyin ve ardindan iki determinanti da hesaplayin. Ne fark ediyorsunuz?
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1 0 1

1 5 -2| determinantinda lglinci satira birinci satirin 0,5 ile garpilmis karsilik gelen eleman-
b) -3 1 -1

larini ekleyin ve ardindan iki determinanti da hesaplayin. Ne fark ediyorsunuz?

6° Bir determinanti, verilen bir k sayisiyla garparken, determinantin bir satirinin (situ-
nunun) elemanlari ayni k sayisi ile garpilr.

ikinci satirinin elemanlari ayni k sayisi ile ¢arpilmis tigiincli dereceden bir determinant icin

sunu elde ederiz:
a; &, A

Kay, kay, kay|=kay ;a5 + kay,ag,a,; + kay,ay5a — kay,a,,a5 —kag,a .00, —kay,a,,a,, =

8, 8, a5

= K (@@, @55 + Gy Qgy Q5 + G103 — Q3005051 — AgyCyaQy) — Ay Ay,a55) =K |ay, @y, Gy
Q3 dzp A

yani degeri ilk determinantin k sayisi ile ¢arpilmis degerine esittir.

ikinci stitunun elemanlari ayni k sayisi ile garpildiginda ikinci dereceden bir determi-
nantta 6° 6zelligi kontrol ediniz.

1 3
Ornek 6 >2"_5 4‘=2'(4+15)=38 ve

21 2-3 |2 6
= 4=8+30=38 oldugundan

-5 4| |5
1 3 (21 23 )
5 4 |5 4 oldugu aciktir.
1 0 1 1 -3.0 1
-3/1 5 -2 u |1 -3.5 -2| determinantlarini hesaplayiniz. Ne fark ediyor-
sunuz? -3 1 -1 -3 -3.1 -1

7° Bir determinantin bir satirinin (stitununun) her elemani iki toplananin toplami ise, determinant
iki determinantin toplami olarak ifade edilebilir. Belirtilen satirdaki (stitundaki) ilk determinantin
elemanlari ilk toplananlar, ikinci determinantin elemanlari ise ikinci toplananlardir, diger satirlar
(sUtunlar) ise ilk determinant ile aynidir.
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Aslinda,
at+e b+f
c d

e f

=(a+e)d—c(b+f)=(ad —bc)+(ed - fc) = e dl

a b
c d

ikinci stitunun elemanlart iki toplanandan olusan ticlincii derece bir determinantta 6zellik

7° yi kontrol ediniz.

1+3 0 O 4 0 O 1 0 0 3 0 0
Ornek 7 >1+0 5 —2|=|1 5 -2/=8dir. |1 5 -2(=2,|0 5 -2/=6 olduguna
-3-1 1 0 |4 1 O -3 1 0 -1 1 0

1+3 0 O 1 0 0| |3 0 O
gore, aciktirki |1+0 5 -2(=|1 5 -2/+/0 5 -2|.

-3-11 0 -3 1 0| -1 1 O

determinantlarini hesaplayin. Ne fark ediyorsunuz?

1+2 3|1 3/]2 3
-5+3 4'|-5 4|3 4

8° Ucglincli derece bir determinantin bir satirinin (stitununun) elemanlari, diger iki satirin

(sttunun) karsilik gelen elemanlarinin lineer kombinasyonlari ise, determinantin degeri sifirdir.

kla12 + k2a13 alz a13
- 3° ve 8° dzelliklerini kullanarak sunu gésterin: (K@, +K,a,; @, a,[=0

kla32 + k2a33 a32 a33

& 8, a, 0 O
0 @&, ax|seklinde determinantlar iist iiggensel, a,, a, 0] seklindeki determinantlar

0 0
85 Ay Az Ay

ise alt iggensel determinantlardir.
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8, ap a; a, 0 0

— — | o ' ..
- 0 8y @y|=ayayay ve |8y 8, 0 |=auayas! oldugunu gosterininz!
0 O

8g3 3 dp dgxm
111
Daha sonra, st Uggensel hale dénustirilen determinantlarin ézelliklerini kullanarak 0 1 2 de-
terminanti hesaplayiniz. 1 01

Cebirsel tamamlayicilar igin su 6zellik dogrudur:

9° Uglincl derece bir determinantta, herhangi bir satirin (stitunun) elemanlarinin baska bir
satirin (sttunun) elemanlarinin karsilik gelen cebirsel tamamlayicilari ile garpimlarinin toplami

sifirdir.

&, d,
- A Y A Uclincu derece bir determinant icin, Gguncu satirin elemanlarinin ilk
aSl a32 a33

satirin elemanlarinin karsilik gelen cebirsel tamamlayicilari ile carpimlarinin toplami sifir olup ol-

madigini kontrol ediniz, yani @3,dy; + d5a;, +agay; =0 !

Calisma Ahstirmalari

1. Sunlari kontrol ediniz:

ka, @, a; a; a, a;

a4y i a, ap Ay Ay, .
9 0 O =0 b)| =" L) [kay @y, aul=klay ay, A
Ay dyp a4y
kag, a; asg Ay 8y Ay
a;, d, a, [,tka, a,+ka, a;t+kay
Q) A Ay Apl= ay, ay, Ay ?

8y 83 g 8y 8 84

2. Determinantlarin 6zelliklerini kullanarak hesaplayiniz:
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)2 4 | a-b ac—bc. 1 j{ i 21;
8 -16/’ e+l cac?| 9 ) '
2 4 11 1

3. Determinantlarin 6zelliklerini kullanarak sunu kanitlayin:

sin(x+Yy) sinXxcosy+cosxsiny

cos(X+Yy) COSXCosy—sinxsiny

cos2a sin‘a  cos’a 1 2 3 1 2 3
b)[cos2p sin® B cos® 5| =0; )| a b c [=la b ¢!
cos2y sin®y cos’y a+p b+q c+r| |[p q

4. Bazi determinant 6zelliklerini kullanarak, asagidaki tglinct dereceden determinantlari Gst

Ucgen veya alt Gicgen forma donustirerek hesaplayiniz:

1 -1 2 3 11 1 51
a) |2 0 1; b)[-1 4 2 ; c)2 3 2.
0 1 1 1 11 2 4 3
8, &, &y
5.8 8 3| Uglincl dereceden determinant igin a,,a;; + a,,a,, + az,a;, =0 oldugunu ka-
8 8y 8y
nitlayiniz!

3. Ug bilinmeyenli ii¢c dogrusal denklem sistemini ¢ozme ve ¢6-
zum kimesi hakkinda tartisma

Daha &nce, iki bilinmeyenli dogrusal bir denklem ve ¢6zim kimesi ile iki bilinmeyenli iki dogrusal
denklem sistemini ve bunlari gozme ydntemlerini tanidik. iki bilinmeyenli iki dogrusal denklem siste-

mini gozmek igin yontemler olarak, yerine koyma yontemini, zit katsayilar yontemini, grafik yontemini

ve Cramer kurallarini (ikinci dereceden determinantlar yardimiyla gézme) belirtmistik. Burada, (¢
bilinmeyenli 4¢ dogrusal denklem sistemini tanitacagiz ve d¢uncl dereceden determinantlari bunu

¢ozmek igin kullanacagiz. Ug bilinmeyenli (i¢ dogrusal denklem sistemini gézmek igin tigincli de
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receden determinantlarli kullanmak, aslinda Cramer kurallarini kullanmaktir.

Tanim 1: Ortak ¢dzUmleri aranan g bilinmeyenli Gi¢ dogrusal denklem kiimesine g
bilinmeyenli li¢ dogrusal denklem sistemi denir.

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
aX+by+cz=d,

Burada al’a2’a3’bl’b2’b31cl’c21c3'dl’d2’d3ER dir. ai’a21aS’b1’b2’b31C11C2’c3 sayilarina bi-

linmeyenlerin katsayilari, d;, d2, ds sayilarina ise sistemin serbest terimleri denir.

Bu sistem sekline G¢ bilinmeyenli G¢ dogrusal denklem sisteminin normal veya genel sekli de-
nir.

Esasen, u¢ bilinmeyenli i¢ dogrusal denklemin bir baglacindan bahsediyoruz.

Ug bilinmeyenli (i¢ dogrusal denklem sisteminin ¢éziimi asagidaki tanimda verilmistir:

Tanim 2: Ug bilinmeyenli li¢ dogrusal denklem sisteminin ¢éziimii, sistemdeki tic denk-

lemin de dogru ifadelere déniistiigu her bir sirali mimkin Uglii gergek sayi (xo, yo, zo) dir. Bu
ax+by+cz=d,

iclii igin q@,X+b,y+C,z=d, sistemin her lic denklemi gergek say! ifadesine déniisir, yani
aX+hy+c,z=d,

a,X, + b1yo +CZy = d1
aX, +b,y, +C,z,=d, .
X, + bsYo +C3Zy = d3

Cdzimle ilgili olarak sunlar dogrudur:

Sistem, tek bir ¢éziime sahip olabilir (sistem belirllidir), ¢éziimii olmayabilir (sistem celigkidir)

veya sonsuz sayida ¢dziimii olabilir (sistem belirsizdir).

Cogu zaman sistemler genel bicimde verilmez, ancak izin verilen matematiksel dénisimlerle

donusturtlmeleri gerekir.
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Bu nedenle su bilgiler dnemlidir:

Uc bilinmeyenli (ic dogrusal denklemli iki sistemin, ayni tanim alaninda olmak (izere bir sistemin
her ¢6zUmu diger sistemin de ¢ézumu ise , o halde sistemler denktirler.

Sistemdeki herhangi bir denklem, ona denk bir denklemle degistirildiginde, verilen sisteme denk
bir sistem elde edilir.

Uc bilinmeyenli i¢c dogrusal denklem sistemi, genel bicimde degilse, verilene denk sistemler
kullanilarak normal (genel) bigime indirgenebilir.

Ug bilinmeyenli li¢ dogrusal denklem sistemi normal bicimde verilmis olsun:
ax+by+cz=d,
a,Xx+b,y+c,z=d, .
axX+hy+c,z=d,

X, Y ve Z bilinmeyenlerinin oniindeki a:, az, as, b1, bz, bs, c1, ¢z, ¢3 katsayilari ve di, dz, ds serbest

terimleri asagidaki determinantlar olusturur

a b ¢ d b ¢ a d ¢ a b d
A=la, b, ¢|,A,=d, b, ¢,|,A =|a, d, CJ|,A,=[a, b, dy.
a; by c d, b, ¢ a, d; ¢ a, by d,

X, Y, Z bilinmeyenlerinin éniindeki a:, az, as, bi, bz, bs, ci, c2, cs katsayilarindan olugan A de-
terminantina sistemin determinanti denir. Kalan tg¢ Ax, Ay, Az determinantlarina ise sirasiyla

X, Y, Z bilinmeyenlerinin determinantlari denir.

Su ifade dogrudur:

ax+by+cz=d;
a,X+b,y+c,z=d, tg¢ bilinmeyenli Gi¢ dogrusal denklem sistemi A, A,, Ay, A, determi-
aX+hby+c,z=d,

nantlari ile ¢ozulebilir. Sistemin tek ¢éziimii ancak Cramer kurallari olarak adlandirilan

A A

A
y=—2,72="2A#0 durumunda elde edilir.
A A A
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ax+by+cz=d, aX, +0y, +¢,z, =d,
(xo, o, Zo) Uigllisii { 8,X+Db,y +¢,z = d, sistemin bir ¢cdzimii olsun, yani { 8%, +B,Yo +¢,Z, = d; dogru
aX+by+cz=d, a;X, + by, +C52, = d;

ifadeler olsun. ilk denklemi a; elemaninin a; cebirsel tamamlayicisi ile garpiyoruz. ikinci denklemi
* . . " . . . * .
a: elemaninin @, cebirsel tamamlayicisi ile garpiyoruz. Uglincl denklemi as elemaninin as cebirsel

tamamlayicisi ile ¢arpiyoruz. Ardindan onlari toplamakla sunu elde ediyoruz:

a, (ayx, +by, +czg) +ay(ayxy +byyo +¢,20) +az(axy +byy, +c3z,) = aydy +a,d, +ayd,

Uclincli dereceden determinantlarin ézelliklerinden 10. Ozelligi ve ilk dgretim birimindeki Teorem

1’i kullanarak sunu elde ederiz:

X, (a,a, + a,a, + aa;) + v, (a,b, + a,b, + ab,) + z, (a,¢, + a,c, + a,c;) =a,d, +a,d, +a,d,

A 0 0 A,
yani, Xo- A= Ay.

Ayni sekilde, denklemleri ikinci situndaki elemanlarin cebirsel tamamlayicilari ile ¢arparak
Yo A = Ay elde edilir ve denklemleri Gglncu sutundaki elemanlarin cebirsel tamamlayicilari ile
carparak zo: A = AZ elde edilir. Sonunda, g bilinmeyenli (¢ dogrusal denklem sisteminin bir ¢6zim

X-A=A,
olan (xo, Vo, zo) sayi Gglistinin | Y-A=A, sisteminin de bir ¢6ziimi oldugu elde edilir. Buradan su
Z-A=A,
formiileeri elde edi xAXyAyzAZ
ormuleeri elde ediyoruz: X, =—,Y,=—,Z,=—
y 0T AT AT )

ax+by+cz=d,
(xo, Vo, zo) sirali Giglintin herhangi bir Gigli oldugundan, | a,X+b,y+¢,z =d, sisteminin her
ax+by+cz=d,
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X-A=A_

A, A A
¢ozlmi | y-A=A, sisteminin de ¢dzimuddr, yani (XXXVXZJ bir tek ¢ozimddr.
Z-A=A,
Ornek 1 > Ug bilinmeyenli tic dogrusal denklem sistemi igin:
2X+y-2=0
X-2z=-3
Sy+z=2
Determinantlar sunlardir:
2 1 -1 0 1 -1 2 0 -1 21 0
A=11 0 -2=14, A =-3 0 -2=14A =1 -3 -2=0,A,=]1 0 -3=28
0 5 1 2 5 1 0 2 1 0 5 2
o Ax Ay AZ ™ . . e -
Cramer kurallarina geregince: X :X =1, y:X =0,z :X: 2 elde edilir. Sistemin ¢ézimi (1,

0, 2) siral say Gglisudr.

- Cramer kurallari ile Gg¢ bilinmeyenli G¢ dogrusal denklem sistemini ¢cozinulz:

X—-y=2
X+2=8
y—-2z=-5
ax+by+cz=d, X-A=A,

,X+b,y+¢,2=d, g¢ bilinmeyenli tic dogrusal denklem sistemi | YA =4, sistemi ile denk oldu-
aX+by+cz=d, Z-A=A,
Junu gordiik. Ug bilinmeyenli Gi¢ dogrusal denklem sisteminde A = 0 olsun
Ug bilinmeyenli tic dogrusal denklem sistemi igin A = 0 olsun. Bu durumda iki alt durum mimkindur:
X-A=A
a) Ax, Ay, Az determinantlarindan en az biri sifirdan farkliysa, érnegin Ax # 0 ise, y-A=A,
Z-A=A,

sistemde X-0= AX bicimini alir, bu ise bir ¢eliskidir. Buradan tg¢ bilinmeyenli G¢ dogrusal

151



denklem sistemi ¢eliski oldugu sonucu elde edilir.

b) Eger AX = Ay = Az = 0 ise, Ug¢ bilinmeyenli G¢ dogrusal denklem sistemi sonsuz sayida ¢6zime
sahip olabilir veya celigki olabilir.

Gergekten de, bir denklemin tiim katsayilari ve serbest terimi sifirise, o denklem0-x+0-y+0-2=0
bigimini alir. Bu, her sirali sayi G¢listinin bu denklemin bir ¢6zimu olacagdi anlamina gelir. O zaman,
sonsuz saylda ¢dzlime sahip olabilen veya ¢eliskili bir sistem olabilen, Ug¢ bilinmeyenli iki dogrusal
denklemden olugan bir sistem elde ederiz. En az bir denklemdeki katsayilardan en az biri sifirdan

farkliysa da ayni durum elde edilir.

ax+by+cz=d,
- A=4=4=4,= 0 oldugu a,x+b,y +c,z=d, sistemde a: # 0 oldugunu varsayarak,

aX+hy+c,z=d,
sistemin sonsuz sayida ¢6zlime sahip oldugunu veya celigkili oldugunu kanitlayiniz!

Su ifade dogrudur:

Ug bilinmeyenli tig dogrusal denklem sistemi, 4 = Q ise ya sonsuz sayida ¢ézimdi vardir (belirsiz

sistemdir) ya da ¢6zimu yoktur (geliskili sistemdir).

Simdiye kadar sdylenenlere gore, asagidaki Cramer teoremini verebiliriz:

Teorem 1 (Cramer kurali): a) Ug bilinmeyenli ti¢ dogrusal denklem sisteminin determinant sifirdan
A

A
farkliysa, yani 4 # O ise, bu sistemin bir tek ¢zimu vardir ( sistem beIIidir) X= XX’ y= Xy, L= XZ

b) Sistemin determinanti 4 = Oise ve 4 #0 vAy #0v 4 #0ise sistemin ¢oziimi yoktur (sistem

celigkidir).

c) Sistemin determinanti 4 =Qiseve 4 =0 /\Ay =04, =0ise sistemin sonsuz sayida ¢6z{imii

vardir veya ¢6zimu yoktur (sistem belirsizdir).

Ornek 2 > a) Su g bilinmeyenli Gi¢ dogrusal denklem sistemi verilmistir:
3Xx+y—-3z=0
y=-3
X—2y—-2=2
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3 1 -3 0 1 -3
Sistemin determinanti A={0 1 0{=0 dir. Ancak A,=|-3 1 0|=-15#0 olduguna gére,

1 -2 -1 2 -2 -1
sistem geliski oldugu anlamina gelir. Gergekten de, sistemin birinci ve Uglinci denkleminde y = —3
X—7Z=
yerine konuldugunda, celigkili bir sistem olan { 5 sistem elde edilir.
X—2=-—
3X+y—-3z=-1
y=-1
X—-2y—2=2
b) Ug bilinmeyenli (i¢ dogrusal denklem sistemi verilmistir:
3 1 -3
Sistemin determinantt A=|0 1  0|=0 dir. Halbuki 4, = 4, = 4, = 0 determinantlari da sifirdir.
1 -2 -1
Bu, sistemin sonsuz sayida ¢ézime sahip oldugu veya celiskili oldugu anlamina gelir. Sistemdeki
3x-3z=0
birinci ve Uglincli denklemlerde Y = —1 alirsak, { 3 sistemi elde edilir ve bir denkleminin

gereksiz oldugu yani z = X elde edilir. X = ticin Z = { elde ederiz. Buna gore, bu sistemin ¢ozii-
mundn (t, -1, t), t € R siral cifti olarak alinabilecegi anlamina gelir, yani sistemin ¢6zim kiime-

siM = {(t, -1, ) | t € R} dir.

c) Ug bilinmeyenli Gic dogrusal denklem sistemi verilmis olsun:

3X+y-3z=-1
6Xx+2y—-6z=2.
9x+3y—-9z=2
31 -3
Sistemin determinanti; A=[6 2 —6|=0 dir. Ancak a4,= Ay =4,= 0 determinantlari da sifirdir.
9 3 -9

Bu, sistemin sonsuz sayida ¢dziime sahip oldugu veya cgeliskili oldugu anlamina gelir. ikinci denklemi

3X+y-3z=-1
2'ye bolersek, agikga geliskili olan ti¢g bilinmeyenli Gig dogrusal denklemden olusan: {3x+y—-3z =1

3(Bx+y-3z2)=2
sistemi elde ederiz.
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- Ug bilinmeyenli (ic denklemden olusan asagidaki sistemleri ¢bziiniiz:

X—y+z=5 X—y+z=1
a) {2x—2y+2z=10; b) { —3x+3y-3z=2.
X+y—-z2=-2 X+y—-z2=-2

ax+by+cz=0

Serbest terimleri sifir olan s &,X+b,y+¢,z=0 Uc bilinmeyenli U¢ dogrusal denklem sistemine,
aX+by+c,z=0

ti¢ bilinmeyenli li¢ dogrusal denklemden olugsan homojen sistem denir.

a b ¢ 0 b ¢ a 0 ¢ a b 0
A=la, b, ¢|,A,=0 b, ¢,[,A,=]a, 0 c,,A,=|a, b, O
b, c, 0 b, ¢ a, 0 c a, b, O

Homojen sistem asagidaki determinantlari olusturur:
Uclincii dereceden determinantlarin ézelliklerinden AX = Ay =AZ = 0 oldugu aciktir. Cramer teoremine

gore, A# 0 ise sistemin bir tek ¢oztmU vardir ve bu ¢6zim sifir (trivial) ¢ézim (0, 0, 0)dir. Bu sistemin
sifirdan farkli ¢oztmleri de vardir ve bu ¢oézimler icin asagdidaki Teorem 2 dogrudur:

Teorem 2: Ug bilinmeyenli tic dogrusal denklemden olusan homojen bir sistemin sifirdan farkli

¢dzUmleri, ancak ve ancak sistemin determinanti A = 0 ise vardir.

ax+by+cz=0

ispat: {@,X+Db,y+¢,2=0 g bilinmeyenli tic dogrusal denklemden olusan homojen sistemin si-
aXx+byy+c,z=0

firdan farkli bir (xo, yo, zo) ¢dzUmu olsun. A # 0 igin, Cramer kurallari Gg bilinmeyenli ¢ dogrusal

denklemden olusan homojen bir sistem igin yalnizca sifir ¢géziimi (0, 0, 0) verir ve sifirdan farkh bir
¢6zUm oldugu varsayimina celigki olusturur. Bu nedenle, A = 0.

ax+by+cz=0
a,X+b,y+c,z =0. g bilinmeyenli (i¢ dogrusal denklemden olusan homojen sistemin A = 0 olsun.
ax+by+c,z=0
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Cramer teoremi c) bu sistemin sonsuz sayida ¢dziimi oldugunu gésterir ya da geliskilidir. Bu sistemin
sifir ¢dzimune sahip oldugu g6z 6nline alindiginda, geliskili bir sistem olamaz. Sistemin sonsuz

sayida ¢6zumi oldugu elde edilir.

3X+y—-3z=0
Ornek 3 > 1y=0 Uc bilinmeyenli G¢ dogrusal denklemin homojen sistemin determi-
X-2y—-2=0
3 1 -3
nantit A=0 1 0[=0dr
1 -2 -1
. e . 3x-3z=0 B
Sistemin birinci ve tgtncl denkleminde Y = 0 alirsak, 0 elde edilir. Burada denklemler-
X—Z=

den biri gereksizdir. Z = X alindiginda X = tigin Z = t elde ederiz. Buna gore, bu sistemin genel
¢ozuminin (t, 0, t), t € R sirali ¢ifti olarak alinabilecedi anlamina gelir, yani sistemin ¢6zim kiimesi

M ={(t, 0, t) | t € R} dir.

- Ug bilinmeyenli (i¢ dogrusal denklemden olusan asagidaki homojen sistemlerin tim

¢ozUmlerini bulunuz:

X+2y+3z=0 X+2y+3z=0
a) {2x—-3y—-4z=0; b)12x—2y=0
3X+y-z=0 y+z=0

Gozum kumesiniyle ilgili inceleme

Ug bilinmeyenli ti¢ dogrusal denklem sisteminin ¢6ziim kiimesinin incelenmesini, determinantlar ve
Cramer teoremi kullanilarak, érnek ve alistirmalar aracihgiyla, birinci yilda iki bilinmeyenli iki dogrusal
denklem sisteminin ¢6zum kimesinin incelenmesinde oldugu gibi yapilacaktir.

Ornek 4 > Uc bilinmeyenli tic dogrusal denklem sistemi igin:

ax+y+z=1
X+ay+z=2
X+y+az=2
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a parametresine gore ¢b6zumina tartisacagiz. Sistemin determinanti:

a 1 1
A=|1 a 1|=a*+2-3a=(a—1)*(a+2) dir. Diger li¢ determinant ise:
1 1 a
1 11
A, =2 a 1l=(a-3)(a-1),
2 1 a
a 1 1
Ay =1 2 1l=(a-D(a-1),
1 2 a
a 1 1
A, =11 a 2/=(a-1)(2a-1).
1 2
a-3
Sistem, 4 # 0 yani a # 1 A a #—2 oldugunda tek bir c6zime sahiptir ve bu ¢oziim: X = m

2a-1

=———=2, yani ¢cozUmdi sirali G¢lisuddr.
Y= an@rz S ¢

( a—3 2a-1 2a—1
(a-D(a+2) (a-D(a+2) (a-D(a+2) )

Sistem, 4 = 0 yania = 1 va=-2 oldugunda ya ¢tziime yoktur ya da sonsuz sayida ¢éztime vardir.

X+y+z=1
a = ligin, determinantlan Ax =4y = Az =0 dir. Sistem {x+y+2z=2 seklindedir ve denklemlerden
=2
X+y+z=1 X*y+2
sistemini elde ederiz ve ilk denklemden z = 1 — X — y elde ederiz.
X+y+2=2

Bu denklemi ikinci denklemde yerine koyarak 0 - X + 0 - y = 1 elde ederiz, bu da geliskidir. Yani

biri gereksizdir. Yani: {

sistem celiskili bir sistemdir, yani ¢6zimu yoktur.

= -2 igin AX = 15 # 0 determinanti, bu durumda sistemin ¢éziimii yoktur.

- a parametresine bagl olarak, su sistemin ¢ézimuna inceleyiniz:

X+y+z=1
ax+4y+z=1
6X+(a+2)y+2z=1
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Bazi sistemler, uygun yardimci bilinmeyenler tanitilarak tg¢ bilinmeyenli Gi¢ dogrusal denklem siste-
mine donustardlebilir ve bu sekilde ¢ozilebilir.

Ornek5 ) Su sistemde:

2 3 1
—_— +==9
X—2Z Yy+2X 2z
1.2 3 4
X—2Z Y+2X 2
A R P
X—2 Y+2X 2

1 1 1
V= ,W —_ o . . o .o - _
X — 7 Y+ 2% 7 yardimci bilinmeyenleri tanitilarak tg¢ bilinmeyenli G¢ dogrusal denklem

2u-3v+w=9
denolugan qu+2v—-3w=-6 sistem elde edilir. Cramer kurallari ile bu sistemi gozerek (1, -2, 1)
4X—-5v—-2w=12

¢6zUmUna elde ederiz. Yardimci bilinmeyenlere geri dénersek, ¢ bilinmeyenli (¢ dogrusal denk-
Xx-z=1

1
lemden olusan | y+2z = _E yeni sistem elde ederiz.

z=1
5
Bu sistemi Cramer kurallari ile ¢ézerek (2, - ,1) ¢cdzimuni elde ederiz, bu da verilen sistemin

¢OzUmuddr.

3 6 1
X+y—z y+x x-—z

. ) 6_4+1—3
Verilen sistemi ¢ozun(z: X+y-2z y+x x-z

15 2 3
+ +

X+y—-2Z Yy+X x—z:5
Calisma alistirmalarni
1. Asagidaki denklem sistemlerini ¢6zinUz:
2X-3y+z=-9 X+y+z=1 X—y+z=-1 X+2y—-52=6
a) 45x+y-2z=12; b) 12X+2y+22=3 ;¢)iX+y—-2=2 ) {-2X+y+2z=5 -
Xx—2y-3z=1 3X-5y+2z=-1 —-5x+5y—-52=5 —3x+3y—-4z=8
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2. Ug bilinmeyenli ti¢ dogrusal denklemden olusan asagidaki homojen sistemleri ¢dziin:

X+y+z=0 X—2y+3z=0
a) «2x-3y—-4z=0; b) <2x+3y—4z=0.
3X+y—-z=0 3X+y-z=0

3. m parametresinin degerine bagl olarak, asagidaki sistemin ¢ézUmunu tartisin:

mx+y+z=1 X—y+z=1
a) {X+my+z=m ; b) { —4x+5y—2z=1
X+y+mz=m? 2X+y—mz=1-2

4. Yerine koyma yaparak asagidaki sistemleri ¢ozin:

23,1, SO S, S
X Yy z X—-2y x+y+z y-z+1
a) EE_FE%__Ei;z-—G; b) 1 + 3 - ! =2 .
X y z y—z+1 X-2y X+y+z
1.3 2. p L% 0
X Yy z X—2y X+y+z y-z+1

4. Matris Kavrami

Matris kavramini tanimlayalim.

Tanim 1: M, n € N dogdal sayilar olsun ve m - n gercek sayi o sekilde verilmis olsun ki,

%jj € R,i=12,.,m, j=12,..,n m satir ve n situnlara yerlestirilmis olsun

a; 4d, ... Q
d,, Ay, ... Ay,
a a a

ml m2 mn

Bu dikddrtgen semaya M X N bigiminden matris veya m X N — matris denir, a; gergek sayilari-
na matrisin elemanlari denir.

Matrisleri genellikle buyuk basin Latin harfleriyle gosteririz ve Tanim 1’de verilen gosterim yerine,

matrisi kisaca A = [a;]__~ olarak da yazabiliriz.
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Bir matris, elemanlarinin degerleri ve bu matris icindekielemanlarinin konumlari biliniyorsa ta-
mamen bellidir.

Bir matristeki a; elemaninin konumundan bahsettigimizde, i—inci satirda ve j—inci situnda, yani i—inci

satir ve J—inci sttunun kesisiminde oldugunu soyleriz.

1 -2 0 . . 0 1 2 -3
Ornek 1 > A= matrisi 2 x 3 boyutlu 2 satir ve 3 situndan olusur, B =
-1 4 2 -1 0 0 2

matrisi ise bigcimindedir ve 2 X 4 boyutlu olarak 2 satir ve 3 sutundan olusmustur.

- Asagidaki matrislerin boyutunu belirtiniz:

1 0 2
At o] o -2 Cg;
2 3) PPTg 3 g [9C"

45
2 5 4

Tanim 2: A= [a;] ve B=[b;] _  ikimatris, ayni m X n boyutlu ve karsilik gelen elemanlari

esitse, yanitimi=1,2,..,m,j=1, 2, ..., nigin a; = b; ise matrislere esittirler denir.

Ornek 2 > A ve B matrisleri ayni boyutlu ve ayni elemanlardan olustuklarina ragmen birbiri

1 2 2 1
esit degildir ¢inku elemanlarin konumlari ayni degildir: 4A=|{0 -1|#|0 -1|=B elemanlar
1 1 1 1

karsilikli olarak ayni konumda olmalidir. A matrisindeki 1 sayisi 1. satir ve 1. situn konumunda
bulunurken, B matrisinde 1. satir ve 2. situn konumunda bulunur.

- iki matrisin esit olmasi igin X ve Y bilinmeyenlerini belirtiniz:
x 1 -2 1
A= B = :
0 y+1 0 3
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Tanim 3: Tum elemanlari sifira esit olan m x n bigcimindeki matrise m X n boyutlu sifir matris
denirve O_ (veya O_ ) olarak gésterilir.

Tanim 4: m = 1 olan (yani 1 X n biciminde olan ve sadece bir satiri olan)
[a: az as ... an]

matrisine, satir — matrisi denir, sadece bir siitunu olan (m x 1 biciminde olan)

matrise ise siitun — matrisi denir.

Tanim 5: A, m X n matrisi olsun. A'nin satir ve siitunlarinin yerlerini degistirerek elde edilen

matrise transpoze matris denir ve AT ile gésterilir.

A=[aj],, ise A= [ay] . dir.

1 2

" _ 1 3 0

Ornek 3 ) 4=13 4 matrisinin transpozu A" = matrisidir.
0 -4 2 4 4.

3x2

Transpoz matrisi icin teorem 1 dogrudur:

Teorem 1: Herhangi bir A matrisi igin (AT)T =A d.

ispat: Ozellik, Tanim 5'ten gerekir. A = [a;]
drr.

“ls 5 0 4 matrisi igin (AT) = A esitligini kontrol ediniz.

ise AT =[] dir. AT=[q;]  iseAT=[aq;] =A

mxn
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Tanim 6: Satir sayisi situn sayisina esit olan, yani m = n olan matrise (n — ci derece) kare

a22, - ann elemanlari

matris denir. n —ci derece bir kare matris olan A = [ay] matrisinin a,,,

Anin asal kosegenini olusturur. @, a, ., ..., & elemanlari ise yedek kosegeni olusturuyorlar.
1 egeri=j § . _ - .

Tanim 7: & = _ . . kosulunu saglayan n —ci dereceden En = [e] matrisine n —ci de-
0:egeri# | v

receden birim matris denir.

2 3 4
Ormek4 > a) A=| 3 -2 1 | matrisi 3. Derece bir kare matristir.
-4 1 0

Asal kdsegenin elemanlari 2, —2, 0’dir ve yedek késegenin elemanlari 4, -2, —4'tar.

b) ikinci dereceden birim matris su sekildedir:

ot
E,= .
01

- a) 4. derece bir kare matris 6rnegdi veriniz ve asal ve yedek kdsegenlerin elemanlarini

yaziniz.

b) Uglinct dereceden bir birim matrisi yazin!
Bazi kare matrisler:

1. Asal kdsegenin «altindaki» tim elemanlari sifira esit olan bir kare matrise st liggen matris

denir, veya daha dogrusu, tim 7 > j icin a, = 0 olan bir matristir, yani

Gy G Gz ... Oy

0 a, a, ... a,
0 0 ag ... a,

nn

2. Ana kdsegenin “Ustlindeki” tim elemanlari sifira esit olan bir kare matrise alt iggen matris
denir, yani tim 7 < i¢in aij = 0 olan bir matristir, yani
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a, 0 0 0

ay Gy 0 0

Az Ay ds 0
_anl Any  Gpg --- dp i

Bu iki matris tiru, ortak bir adla iiggen matrisler olarak adlandirilir.

3. Hem alt hem de Ust G¢gen olan bir matrise kosegen matris denir, yani:

a, 0 .. 0
0 a, 0
0O 0 .. a

nn

4. Kdésegen matrisin kdsegenindeki tim elemanlar birbirine esitse, boyle bir matrise skaler mat-

d: ako i=]
., veya

ris denir, yani: a; = {O i |
: aKo

5. AT = Aise, A'ya simetrik matris denir, A" = —A ise, A matrisine ters simetrik (antisimetrik)

d 0 ... 0
0d .. o0
0 0 .. d

matris denir.

6. ATA= AA'=E ise, A matrisine ortogonal matris denir.

1 2 8 -3 2 0 00
0 5 -6 -1 -1 -3 00
Ornek 5 ) a)A= 00 2 3 matrisi Ust Gggen matristir, B = 5 3 4 0 matrisi
0 0 0 -2 -1 8 3 7
1 0 0 O
alt iggen matristir, C = 02 00 matrisi ise kdsegen matristir
’ 0 0 6 O '
0 0 0 7
-5 0 0 O
b) A= 0 = 00 matrisi skaler matristir.
0 0 -5 0
0O 0 0 -5
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2 3 -4 0 1 0

c)A=| 3 -2 1 | matrisisimetrik bir matristir, A=| =1 0 3| matrisi ise ters simetrik matristir.
-4 1 0 0 30

- a) Uglincii dereceden bir (ist liggen matris ve bir alt liggen matris drnegi veriniz!

b) Birim matris ve sifir kare matrisler ne tir matrislerdir?

0O 1 4
c) A=|1 -2 1| matrisi simetrik mi yoksa ters simetrik midir?
4 1 O

Calisma ahistirmalan

X—y 2y z u
1. A=| 1 —z-u|ye B={Z+U X | matrisleri verilmis olsun. X, Y ve Z nin hangi de-
X—z z y  X—y

gerleri icin matrisler esittir?

-5 2
2. A=|1 -1| matrisiicin Ayi belirtiniz!
0 3

a c
3. 4= L . 3} matrisinde A = AT olacak sekilde a ve C var midir?

4. Asagidaki kare matrisler ne tir matrislerdir:

4 0 1 00 111 1 0O
a)A:{O }; byB={0 2 0|, ¢)C=|0 3 3| ¢)D=/0 1 0.
a
0 0 3 0 01 0 01
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5. Matrislerle islemleri

Matrislerde belirli islemler tanimlanabilir. Yapilan iglemler sunlardir: bir matrisi bir sayiyla carpma,
matrisleri toplama ve matrisleri garpma.

Bir matrisi bir sayiyla ¢carpma

Tanm1:a€RVveA= [a;,-]mxn, i=1,2,..,m =12, .. nolsun. Bir a gercek sayisi-
nin A matrisi ile garpimi, A matrisi ile ayni boyutta (yani m x n boyutlu) bir matristir, aA ile

gosterilir ve elemanlari @ € IR sayisinin A matrisinin karsilik gelen elemanlari ile garpimidir,

yani:
aA = [Cl,‘j]mxn
0 1
Ornek 1 > —2 gercek sayisinin A= 2 3 ikinci derece kare matrisi ile carpimi, A matrisi gibi
0 1 -2-0 =21 0 -2
ikinci derece kare matrisi olan matristir, yani —2- 4 =-2- = =
. -2 3 -2-(-2) -2-3 4 -6
dir.
1 2 2
1 3 1
Hesaplayiniz: a) —- ; b) 6| |.
211 0
> 6 2

Bu islem icin su teorem 1 dogrudur:

Teorem 1: A ve O matrisleri m x n sirasindan ve a € IR olsun. O zaman asagidaki 6zellikler
dogrudur:

N0-4=0, i)a-0=0,ii) 1-A=A, v) (-1) - [as] . =[-a] .. i=12,
WM j=12,..,n

ispat: A = [aij]mxn ve O = [O]mxn, i=1,2,...,mj=1,2, .., nherhangi bir m X n matris olsun.

0) 0 gercek sayisinin A matrisi ile carpimi
0-A=0[q]=[0-a]=[0]=0

O, sifir matristir.
a-0,,=a-[0]=[a-0]=[0]=0,,

(ii) Herhangi bir a gergek sayisinin sifir matrisi O ile garpimi

O, sifir matristir.
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(i) 1 gergek sayisinin A matrisi ile garpimi A matrisidir:
1-A=1[a5] = [1 " ay] = [as] = A
(iv) —1 gercek sayisinin A matrisi ile garpimi

1A=L [al,, = [ @] = Fal,, dr

mxn

Tanim 2: (-1) - A matrisine A matrisinin toplamaya gére tersi denir ve —A ile gosterilir.

rnek 2 > A= 3 6 2 matrisinin toplamaya gore tersi I R matrisidir.
- Verilen matrislerin toplamaya gore tersini vaziniz:
-1 2 3 1 2 3}

a)A{—s o} ) B=1, 5 6

Matrislerin Toplami

Matrislerde toplama islemi agagidaki tanim 3’te tanimlanmigtir:

Tanim 3: A= [a;]  ve B=[b;]  olsun,buradai=1,2,..,m,j=1,2,..,n. AveBmat-
rislerinin toplami, elemanlari A ve B’nin karsilik gelen elemanlarinin toplami, yani ayni konumda
bulunan elemanlarin toplami olan m x n matrisidir:

A+ B = [a; + by]

mxn

Tanim 3’e gére, sadece ayni boyuttaki matrislerin toplanabilecegdi sonucuna varabiliriz. iki matrisin
cikariimasi, birinci matrisin (ilk terim) ikinci matrisin (ikinci terim) toplamaya gore tersi ile toplanma-

siyla gercgeklestirilir, yani A — B = A + (—b) dir.
1 2] [3 -3] [-1+3 2+(-3)] [2 -1
A+B= + = = ,
-3 0 3 6 -3+3 0+6 | |0 6

, 12 3 -3
Ornek 3 ) 2 satir ve 2 siitunlu olan 2. dereceden 4 = {_3 olve B= {3 5 } kare matrislerin

toplami

matrisidir, yani topladigimiz A ve B matrisleri gibi ayni 2. dereceden kare matristir.
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4 1 0 2 B 0 4 -1
= n — . P ,
3 -5 1 3 2 1 matrisleri igin A + B ve B + A'yl hesaplayiniz.

Ne fark ediyorsunuz?

Teorem 2: A, B, C ve O matrisleri m x n boyutlu ve a, b € IR olsun. O zaman asagidaki
Ozellikler dogrudur:

1) A+B=B+A4; 2) A+(B+C)=(A+B)+C; 3) A+O=4;
4) A+(-A4)=0; 5) (a+b)A=a4+b4; 6) (ab)A=a(bA);
7) a(A+B)=ad+aB; 8) (aA) =aA"; 9) (A+B)' =A"+B'.

Ispat: A=|a; | . B=[h| . C=[c], 1=12..Mmi=12..,mj=12.,n, mxn
boyutlu matrisler ve a, b € IR olsun.
1) Gercgek sayilarin toplami igin degisme 6zelligi uygulanmasiyla, matrislerin toplami i¢in degisme

Ozelligi dogru oldugu gosterilir,
a+B=lay | +[b]  =[a+h ] =[b+ey] =[n]  +a],, =B+4.
2) Gercgek sayilarin toplami icin birlesme 6zelliginin kullaniimasiyla, matrislerin toplami igin birlesme
Ozelligi dogru oldugu gosterilir,
B+ C=([ay]  +[t5] )[ei],, =[a+ti],, +[ei],, =[@+b)re;]
=la;+by+c) | =[] (bl +[C;]n )= A+(B+C).
3) A matrisi ile sifir matris O’nun toplami bize tekrar A matrisini verir, yani:
A+0=[a;] +[0] =[a;+0] =[a;] =4.
4) A matrisi ile toplamaya gore ters olan matrisinin toplami sifir matris tir, yani:
A+(-4)= [“ij ]mxn * [_au‘ ]mxn - ["ij + (g )]mxn =[0],,,=0.

5) Herhangi a, b gergek sayilari ve herhangi A matrisi icin, gercek sayilarda toplama lizerinde ¢arp-
ma isleminin dagiima &zelligini uygulanarak sunu elde ediyoruz:

(@a+b)4=(a+b) 'I:aij :Imxn = [(a +b)- a; :Imxn =[a- a; +b- aij]mxn =[a- aij]mxn +[b- aij]mxn =
= a’[aij]mxn +b'[aij]mxn =a-A+b-A.
6) Herhangii a, b gergek sayilari veherhangi A matrisi igin, gergek sayilarda carpma igleminin bir-
lesme 6zelligini uygulanarak sunu elde ediyoruz:

(@-b)-A=(a-b)-[a;| =[(a-b)-a;] =[a-(b-a)]y,=a"[b-a],.,
Za'(b‘[aij])mxn =a-(b-A)

7) Herhangi a gergek sayisi ve herhangi A ve B matrisleri icin, gercek sayilarda toplama Gzerinde
carpma isleminin dagiima 6zelligii uygulanarak sunu elde ediyoruz:

a-(4+B)= a-([aij :Imxn +|:bij :Imxn ) =a- [aij +b; o [a (ay +bij):|mxn =la-aylp, +la - bjlna =
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—a[a;| +a|b| =a-A+a-B.

8) Herhangi bir a gergek sayisi ve herhangii A matrisi igin, aA= [a'aij ]mxn ifadesinden sunu elde

ederiz: (aA)" = [a'ajijl
sonucu elde edilir..

ancak 8A =|:a'ajil] - de dogrudur. Buradan (aA)’ :[a'aji] 0 aA’

nxm? X nx

9) Herhangi A ve B matrisleri icin, matrislerin toplanmasi ve transpoze matris tanimlarina gore,

sunlar dogrudur: A’ :[aji] B’ :[bji]nxm

nxm

A+B=[a] b ] =[a+b] .
(A+B)" =[a;+b; | A +B' =[a;+b;]

nxm

Buna gore, (A+B)" = A" +B" sonucu elde edilir.

1 -1
Ornek 4 > A=|0| ve B=|-3| matrisler igin, 3A — 2B matrisi icin sunu elde ediyoruz:
3 3
1 -1| |3

34-2B=3|0|-2|-3|=|0|+| 6 |=|6
3 3 9| |6
1 -1
- A=|0| ve B=|-3| matrisleri ve reel sayilar 2 ve -5 icin, teorem 2'deki dzellikleri

kontrol ediniz.

Matrislerin Carpimi

iki matrisin garpimi igin asagidaki tanim 4’ veriyoruz:

Tanim 4: A:[aii]mxn’ i=12,...m,j=L12,..Nnve B:[bij e 1=12,..,n j=1,
2, ..., kolsun. A ve B matrislerinin carpimi, C :[Cij:lmxk A=12,...,m,j=12,.,Kve
G =ay-b+a, b, +..+a,-b,=>a, b, i=12..,mj=12..k
s=1

olmak tizere A * B = C matrisi olarak anlasilacaktir.

Tanimdan, matrislerin garpimi yapilmasi igin, ilk matrisin (ilk garpanin) siitun sayisinin ikinci matrisin
(ikinci garpanin) satir sayisina esit olmasi gerekir ve her C;; elemaninin (yani konumu ij olan elema-
nin) su sekilde oldugu matrislerin garpilabilecegi agiktir: i—inci satir ve j—inci stitunun kesigimi (yani
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matris—garpiminin ij—inci elemant), birinci matrisin i—inci satirindaki elemanlarin ikinci matrisin j—inci
sutunundaki kargilik gelen elemanlarla ¢arpilmasi ve ardindan ¢arpimlarin toplanmasiyla elde edilir.

1 0
Ornek 5 > 2satirli ve 2 siitunlu 4= {2 _3J kare matrisi ve 2 X3 boyutlu 2 satirh ve 3
2x2

2 -1
-3 0

1 O 0O 2 -1 0O 2 -1
RETEEREEE
-3 2x2 3 3 0 2x3 -9 13 -2 2x3

e 1.satirile 1. stitun: 1 - 0 + 0 - 3 =0, C matrisindeki a:; elemant;

. 0
Sutunlu B = [3 } matrisinin carpma islemi, agagida verilen kurala gore yapilhr:
2x3

N

e 1. satirile 2. stitun: 1 -2 + 0 - (=3) = 2, C matrisindeki a2 elemant;

e 1. satirile 3. stitun: 1 - (=1) + 0 - 0 = -1, C matrisindeki a3 elemant;

e 2. satirile 1. situn: 2 - 0 + (=3) - 3 = -9, C matrisindeki a2 elemant;

e 2. satirile 2. situn: 2 - 2 + (=3) - (=3) = 13, C matrisindeki a2 elemani;

e 2. satirile 3. stitun: 2 - (-1) + (=3) - 0 = -2, C matrisindeki azs elemani.

1 0 2 10
A= 3 _5 1|ve B=| 1 2| matrisleriigin, C=A*B matrisini belirtiniz.

-3 0

Matrislerin ¢carpimi icin asagidaki teorem 3’U kanitsiz olarak verecegiz:

Teorem 3: a € IR olsun. O zaman asagidaki 6zellikler dogrudur:

1) m x n matris A ve n X k matris B igin, a(Ab) = (aa)B = A(ab),

2) m x nmatris A, n X k matris B ve k % | matris C igin, A(Bc) = (Ab)C, (birlesme 6zelligi);
3) m x n matris A, n X k matris B ve Cigin, A(B + ¢) = AB + AC, (sol dagilma &zelligi);

m % n matris A ve B, n x k matris C icin, (A + b)C = AC + BC, (sag dagiima 6zelligi);

4) m % n matris A, n % k matris B igin, (AB)" =BT A".

ispati, matris garpiminin taniminin ve gergek sayi islemleri 6zelliklerinin kullaniimasiyla kolay gos-

terilebilir.
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-AB BA'’y1 hesapl A_1zB_1oo—1_
ve yI esapaylnlz. a) —3 _3, —2 _2 3 11

1 0 -1 0
A:{ ]B:{ _3]AB=BAmld|r?

Genel olarak, matrislerin garpimi igin degisme 6zelligi gecerli degildir, yani AB # BA'dir.

1 0 -1 0 1 7
A= 2 _3|’ B= 2 _3 C= 5 0 matrisleri ve 6 gergek sayisi igin, teorem

3’teki ozellikleri kontrol ediniz.

Matrisin Kuvveti
Matrislerin ¢carpimi islemini kullanarak, bir matrisin kuvvetini tanimlayacagiz.
Bir kare matris A igin, A - A carpimini A2ile, yani A - A = A?ile kisaca gosteriyoruz.

A-A-A=A -A2=A2. Acarpimini Adile, yani A - A - A = A3 vb. kisaca yaziyoruz.

Tanim 5: Her A kare matris igin, A nin kuvveti diye adlandirilan A" tanimlanabilir (burada n
negatif olmayan bir tam sayidir) 4° = E, A’ = A ve timevarmile A"=A""-A, n> licin
tanimlanabilir.

A° = E kuvvetinde E, A matrisi ile ayni dereceden birim matristir.

1 0 0 1 4
- Verilen A4 ={ ) _3}; B=|1 -2 1| matrisleriicin, A2 ve A3, (i hesaplayiniz.
4 1 O

Tanim 6: A? = E ise, A'ya involiitif matris denir.

Tanim 7: A2 = Aise, A'ya idempotent matris denir.

-A ve B matrislerinin invol(tif veya idempotent veya ikisi de olup olmadigini kontrol ediniz.
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Calisma ahistirmalan

1 0 0 -1 -1 3 0 -1 5 0 3 -1
1. A= , B= ve C= matrisleri igin, sunlari

2 -2 3 1 2 -2 4 1 0 -2 3 1
hesaplayiniz:
a) 54—3B+4C; b) (-24)" +(3B-4C)"; c) 5C" -34" +4B".
2. 1. ahgtirmada verilen matrisler i¢cin asagidakilerin dogru olup olmadigini kontrol ediniz:
a) (A+B)+C=A+(B+C); b) A+C=C+A'!
1 2 3 4 5 7 0O 1 O
3.4=| 0 -1 -2|,B=|6 -2 0 |.C={2 5 -8|matrisleriicin sunlar hesaplayi-
-3 0 4 -1 3 4 1 -1 0
niz:
a) 54—3BC; b) 4" -(3B-4C); c¢) (4C)" —(3BC)" .

4. 3. aligtirmada verilen matrisler icin asagidakilerin dogru olup olmadigini kontrol ediniz:
a) BC=CB; b) A-(C+B)=AC+AB; ¢)(AC)B=A(CB)!
1 0 0 -1 123 Lo 1 7 ,
5. Verilen A= , B=|0 -1 -2|,C=|1 2|ve D= matrisler-
2 -2 3 1 50
-3 0 4 -3 0
den hangileri garpilabilir? Mevcut carpimlari hesaplayin! Ardindan B2 ve D3 { bulunuz!

6. Su matrislerden hangilerinin involutif ve hangilerinin idempotent oldugunu kontrol ediniz:
01 1

A0 1] |1 2]
a)—lo. b)—OO, c)C=0 0 1
0 00

6. Tersinir ve Ters Matris

Bu bélimde kare matrisleri inceleyecegiz.
ik olarak bir kare matrisin determinanti kavramini tanitacagiz.

a, a, ... a,
a, a, .. a L .

A= 2 7% 2n | kare matrisi icin determinantin tanimi sudur:
anl anZ ann

&y 8y, ... A &y 8y, ... A,

detA=det| |22t %2 v || |82 82 oo &

8y &y, .- @&
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iki kare matris A ve B’nin determinantlari igin sunu séyleyebiliriz: det(Ab) = det A - det B.

Singtiler (tekil) olmayan (ters gevrilebilir, invertibl) matris kavramini tanitmadan énce asagidaki

alistirmayi ¢ézmeye calisiniz.

1 2 -3 1 -2 7
- A4=10 1 2 |ve B=|0 1 -=2|matrisleri icin, AB ve BA'yI hesaplayiniz.
0 0 1 0O 0 1

Tanim 1: A kare matrisi igin, A ile ayni boyutlu bir B kare matrisi varsa, dyle ki AB = BA = E ise,

A'ya tersinir (singiiler (tekil) olmayan, invertibl) matris denir.

Asagidaki Teorem 1 dogrudur:

Teorem 1: Tersinil (tekiI olmayan, invertibl) bir A matrisi igin, ters matrisi 47 bir tek olarak tanim-

lidir.

ispat: A singiler olmayan (tersinil) bir matris olsun. O zaman onun bir tek ters matrisi vardir. A
matrisi igin iki ters matris B ve C oldugunu varsayalim. AB = BA = E ve AC = CA = E sonucu

cikar. Yani B = BE = B(Ac) = (Ba)C =EC =C.

Matris singuler olmayan degilse, onu singiiler matris olarak adlandiriyoruz.

Ornek 1 > a) Sifir matrisi singller matristir.

b) Birim matris singller olmayandir (kendinin tersidir), yani EE = E oldugundan E = E*dir. Kontrol
1 2||x X+2Z y+2u 1 0
AA_]' = . y = y = = E .
1 3|}z u X+3z y+3u 01

A_12 ....A—l_Xy
c) =11 3 matrisi igin, =1, ters matrisini

ediniz!

esitligi ile bulacagiz.

X+2z=1 X=23
y+2u=0 y=-2 .

oradan da elde edilir.
X+3z=0 z=-1
y+3u=1 u=1

ol Y e e ol 23 e
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demek ki, 47! :{ 3

} oldugunu elde ederiz.

ikinci dereceden bir matrisin ters matrisi. ikinci dereceden bir matrisin ters matrisini Ornek 1

a b

X
c)'de oldugu gibi buluruz. 4= [C } matrisi icin, 4 = [z lﬂ ters matrisini A4’ = E esitligi ile

d
bulacagiz.
AA*lza b.x y:ax+bz ay +bu :1 OZE_
c dl|z u cX+dz cy+du 0 1
d
X =
ad —hc
ax+bz=1 y b
_ T a b
ay+bu Oeldeedilir,oradanda ad=be o\ e edili Diger taraftan A:‘ ‘=ad—b0¢0 dur.
cx+dz=0 ___ ¢ c d
cy+du=1 ad —be
a
u=
ad —bc

b

d} matrisinin A7 ters matrisi su sekilde olacaktir:

1 [d b
CdetA|l-c a |

A"in var olmasi igin det 4 # 0'in gerekli ve yeterli oldugu sonucuna varabiliriz.

a
Buna gore 4= L

" 1 -1
Ornek 2 > B :{0 2} matrisinin determinanti det B = 2 # 0’'dir. Bu ise, B matrisinin ters

matrisinin var oldugu anlamina gelir. O halde, ters matris igin:

po_ 1 [d ] 1[2 1] |*
CdetB|-c a| 2|0 1_0

NI~ N

elde edilir.

3 2
-A:{ 5 6} matrisinin ters matrisini bulunuz.
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Ugiincii dereceden bir matrisin ters matrisi. Elemanlari A matrisinin karsilikli kofaktérleri-

a; A, a;
ne esit olan matrisi olusturalim. Yani, A=la, a, ay, Uc boyutlu kare matrisi olsun ve
* * * aSl a32 a33
a;, &, aj
A =l8,; @, & olsun. Bu sekilde A matrisinin @; elemanlarina karsilikli kofaktdrlerden
a3 8 Ay

a; = (—1)”in,- elde edilen matrise A matrisinin kofaktor matrisi denir. Transpozesine, ek matrisi
diyecegiz ve adjA = (A")" ile gbsterecegiz.

Devaminda, bir kare matrisin tekil olmamasi icin bir kriter ve ters matrisi hesaplamak icin bir formdal
verecek iki teorem ifade edilecektir.

Teorem 1: Her kare matris A igin, A-adjA=adjA- A=(det A)-E dogrudur.
Teorem 2: A kare matrisi, ancak ve ancak det 4 # O ise tekil olmayan bir matristir. Bu durumda,
ters matrisi

A=t Ay =L adja
det A det A

ile buluruz.

Yani, bir A kare matrisi verildiginde, 4 i hesaplamak icin dnce det A’yi hesaplariz ve sifirdan fark-
liysa, bir tersi vardir demektir ve elemanlari ek matrisinin uygun elemanlarina esit olan, A determinant
degerine bolinmus matristir.

- A-adjA=adjA- A=(det A)-E ! esitligini kanitlayiniz!

1 2 -3
Ornek 3 > A=| 0 1 -2 |matrisiicin det A=230 dir. Yani, ters matrisi vardir. Karsilikli
-1 0 1

kofaktorler icin sunlari elde ederiz:

* + 1 * + 0 _2 * + O 1
a11 = (_1)1 ' 0 1 ‘:ll a12 = (_1)1 ? _1 1 ‘: 21 a13 = (_1)1 : _1 0‘ :1;
. L2 -3 ) L1 -3 . 12
aZl = (_1)2 ' O 1 ‘ = _2’a22 = (_1)2 ? _1 l ‘: _21 a-23 = (_1)2 * —l 0‘ = _2’
2 -3 1 -3 1 2
* _ _1 3+1 — _1, * — _l 3+2 — 2’ * — _1 3+3 :1
o R N S
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1 2 1
Karsilikli gelen ek matris 4 =| -2 -2 =2 | olacaktir.

-1 2 1
_1 1
, 212 13
Buna gore ters matris A*l:m(A*)T:— 2 -2 2|=|1 -1 1]olur.
1 -2 1 1 1
- 1 =
L2 2

-1 2 -3

-B: 3 5 0 | matrisinin ters matrisini varsa bulunuz.
1 -4 1

Teorem 3: A ve B ayni boyutlu iki tekil olmayan (tersibilir) matris olsun. O zaman asagidaki
Ozellikler dogrudur:

NA=(UA")" 2) (Ab)vardir ve (Ab) ™ = B4 "dir.

ispat: A ve B ayni mertebeden iki tekil olmayan (tersibilir) matris olsun.

1) A=AE = A (AT ) = (A (AT =E(AT) = (A7)

2) A ve B matrisleri tekil olmayan ve det 4 # 0, det B # 0 dogrudur. Normal olarak, AB matrisi vardir

ve det AB = det A - det B # 0 (AB matrisi tersibildir), yani (Ab)  vardir. Buna gére
AB(B'A)=ABB)A'=AEA=AA'=E
(B'A)AB=B(A'A)B=B'EB=B'B=E

elde edilir. Buradan da (Ab) / = B4 sonucu elde edilir.

1 0 O 1 0 -1
- A= 2 3 0|nB=| 2 3 0 |matrisleri verilmis olsun. Matrislerin tekil olup
-1 -2 1 -2 0 1

olmadigini kontrol edin! Ardindan Teorem 3'teki 1) ve 2) 6zelliklerini kontrol edin.

Calisma ahistirmalari

1. Asagidaki matrisler i¢in ters matrisleri bulunuz:
a) A= -1 2| B S -1 Co 7 -1
“ls o2 PFTL o) 9975 o

2. Asagidaki matrisler icin ters matrisleri bulunuz:
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1 3 7 1 4 -1 -1 6 -1
a A=|0 3 0|; b)B=|5 3 0|; c)C=|-5 3 -1
0 01 -3 2 1 4 7 1

1 5 5 1
3. A :{ } ve B ={ } matrisleri icin (Ab) ? = B4 esitligini kontrol ediniz.

3 -2 -2 4
1 3 7

4, A=|\0 -3 4| matrisiicin A = (47) esitligini kontrol ediniz!
0 0 1

7. Matris Denklemlerinin Cozimui

Simdiye kadar farkli cebirsel denklemleri ¢ézdlinlz. Burada matris denklemleri olarak bilinenlerle
tanisacagiz. Matris denklemleri, bilinmeyenin bir matris oldugu denklemlerdir. ilk adimda, genellikle X
ile gosterilen bilinmeyen matris ifade edilerek matris denklemi ¢ézilUr ve ikinci adimda, ézellikle-
rine dikkat edilerek matrislerle islem yapilir. Asagida, A, B, C... matrislerinin ikinci veya tglncl
dereceden kare matrisler oldugu ve bilinen matrisler rolint oynadigi ve X matrisinin bilinmeyen
kare matris oldugu matris denklemleri 6rnekleri verecegiz. iki keyfi A, B kare matrisinin garpimi igin
degisme 6zelligi gegerli olmadigindan, matrisli bir esitligi carptigimizda soldan mi yoksa sagdan mi

carptigimizi vurgulayacagiz.

Ornek 1 ) Asagidaki matris denklemlerinde X matrisini ifade edecegiz.
a)A-X =B/-A"soldan b)X - 4= BI-A"sagdan
At 4-X=4"B X-4-A4"=B-4"
EX=A"B XE=B-A"
X=4"B X=B-4"

c)4-X-B=C/-A" soldan
A 4-X-B=4"-C
EX-B=A"-C
X-B=A"-C/-B"sagdan
X-B-B'=4"'.C-B*
XE=4"-C-B™
X=4"CB™
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Bir matris denklemini ¢ézerken, bir ters matrisin de hesaplanmasi gerektigi aciktir.

1 3 7 1 4 -1
Ornek 2 »A=|0 3 0|ve B=|5 3 0 | matrisleriicin BX = A + E matris denklemini
0 0 1 -3 2 1

asagidaki sekilde ¢ozecegiz:
BX = A+ E[-B ™ soldan

B'.BX=B"'(4+E)
EX=B"(4+E)
X =B"'(4+E).

Ardindan, B matrisinin B~/ ters matrisini buluyoruz, yani:

3 6 2
B —3—16 -5 -2 -5
19 -14 -17
Buradan:
3 6 2 1 37 1 00
X=B'(A4+E)=——|-5 -2 -5 0 3 0(+(0 1 O
19 -14 -17(((0 0 1| |0 0 1
3 6 2 2 37 6 -15 25
X:-% 5 2 5|0 4 0|=—1|-10 —23 -45
19 -14 -17|1|10 0 2 38 1 99

A_—lZB_l—l C—29 ) ' _ _
- I3 51"°T|lo 21712 3 olmak Uzere, verilen matris denklemleri X

bilinmeyenine gore ¢6zinlz:

a) A-X =28, b) X-A=5B; c) A-X-B=C; ¢) CX=A4-B,;

1 -2 7 1 0 O 1 -2 0

- A=/0 3 -3|,B=|-5 -3 0|, C=|0 3 -4| olmaklzere, verilen mat-
0O 0 1 -2 2 =2 0 1 1

ris denklemleri X bilinmeyenine gére ¢6zunuz:

a) A-X=B; b) X-A=5B; c)A4-X-B=C,; ¢)CX =A-B;
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Yerine koyma kullanarak daha karmasik matris denklemlerine daha birkag 6rnek verelim.

Ornek 3 > a) A X —B = X + E matris denkleminden X matrisini ifade edelim.
A-X-X=B+E
(A—-EYX =B+E
C

CX =B+E[-Csoldan
X=C'(B+E)
X =(4-E)YY(B+E)
b) XB + C = x + A matris denkleminden X matrisini ifade edelim:
XB-X=A4-C
X(B-E)=4-C
B
XD = A-C/-D*sagdan
X=(4-C)D™
X=(4-C)(B-E)"

c) X’A(B + €)' = B! matris denkleminden X matrisini ifade edelim:
X'A(B+E)"'=B"/-Xsoldan
XX 'AB+E)'=XB™
A(B+E)™ =XB™|-Bsagdan
ABB+E)'B=X
X=AB+E)"'B

-1 2 1 - 2 9
4 :{ 3 _5} , B= L 2 } C= {_2 3} matrisleri i¢in a), b) ve ¢) matris denklemlerindeki X mat

risini Ornek 3 ’te oldugu gibi hesaplayiniz.

- Verilen matris denklemlerini X e gére ¢ézunuz:

1 2 3
a) (A-2E)X+E)=Aegerd=|0 -1 -2|;
0 0 1

1 2 2 5
b) (XA ) =X"+Begerd= B= .
) (X47) 5 eger {3 4} {3 —10}
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Calisma ahistirmalan

1. Verilen iki boyutlu kare matrisler igin, matris denklemlerini X bilinmeyenine gére ¢6zln(iz:

a) X 'AB=B"A" o3 A—F Z}B—{_Z 5]
= egerd = b= .

5 -4 -3 -1
a . 1 2 -2 5 11
b) AX " +B=CX "egerd= ,B= ,C = .
5 -4 -3 -1 2 3

2. Verilen ¢ boyutlu kare matrisler igin, matris denklemlerini X bilinmeyenine gére ¢ézunuiz:

1 2 3 1 2 3

a) (B+E)"AX'=A"egerd4=|0 -1 —2|,B=[0 2 -4|;
0 0 1 00 3
1 2 3 2 2 3

b) (B+3E)X—-E)=Aegerd=|0 1 -2|,B=|0 2 -4|.
01 1 00 3

8. Ug Bilinmeyenli Ug Dogrusal Denklem Sisteminin Coziimii

Ug bilinmeyenli (ic dogrusal denklem sistemini Cramer kurallari yardimiyla ¢6zebilecegdimizi zaten
gorduk. Boyle bir sistemi matris denklemi yardimiyla ve Gauss eliminasyon yontemi yardimiyla da
¢cOzebiliriz. Asagida matris denklemi ile ¢ozumu agiklayacagiz ve Gauss eliminasyon yontemi ile

¢6zUmu bir sonraki 6gretim birimine birakacagiz.

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,.
aX+by+c,z=d,

Su Ug bilinmeyenli (¢ dogrusal denklem sistemi verilmis olsun:

a b ¢ X d,
A=la, b, ¢, |,X=|y|,B=|d,
a3 b2 C2 z d3

Bu sisteme dayanarak, asagidaki matrisleri olusturuyoruz:

Buna gore verilen denklem sistemini matris bi¢ciminde sdyle yazabiliriz:

AX =B.
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Evet, bu sekilde olusturulan matrislerin AX garpimini hesaplayip B matrisi ile esitledigimizde verilen
denklem sistemini elde ederiz.

A matrisine sistemin matrisi diyoruz. Bu matrisin tekil olmadigini varsayalim (det A # 0). O zaman
AX = B matris denkleminin x = 4~/B’ye indirgendigini zaten gordlk, yani ters matris bulma form-
[Un0 kullanarak bilinmeyen matrisi

X :iade-B.
det A

elde ediyoruz.

Not: Sistemleri ¢dzmek icin, matris denklemi sadece sistemin matrisi tekil olmayan bir matris ol-

dugunda kullanilir.

Ornek 1 > Verilen (i¢ bilinmeyenli ti¢c dogrusal denklem sistemini AX = B matris denklemiyle
X+y+z=1
2X—y—-5z=-2
X—y+z=3
¢cOzelim
1 1 1 x 1
Sistemin matrisi A=|2 -1 5| ve satir matrisleri X = v |,B=|-2| dir. A matrisinin tersi
1 -1 1 7 3
-6 -2 4
a1 -7 0 7
14 dir
-1 2 -3
1

X =A"B=|-1|glde edilir. O halde, sistemin ¢éziimi (1, -1, 1) sirah Ggli sayilaridur.
1

- Matris denklemi yardimiyla verilen G¢ bilinmeyenli Gi¢ denklem sistemini ¢6ziiniz:

X+y+z=1 2X+y—-2=0
a) 12x-y-57=-2; b) 4 x—2z=-3
X—y+z=3 Sy+z=2
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Calisma alistirmalar

Matris denklemi ile asagidaki sistemleri ¢ozunuz:

2Xx—-3y+z=-9 2X—-y+z=8 X—2y+3z=10 X+2y—-52=6
1.95x+y-22=12; 2. Jx+2y=0 ; 3. 94x+y-2z=8; 4. | 2x+y+27=5"-
Xx—-2y-3z=1 3x-y=7 2Xx+3y+5z2=5 —3x+3y—-4z=8

9. Gauss Eliminasyon Yontemi

Birinci yilda 6grenilen iki degiskenli iki dogrusal denklem sistemine uygulanan temel donugumler,

denk sistemler elde etmek icin U¢ degiskenli ¢ dogrusal denklem sistemlerine de uygulanir. Bunlar:

a) Denklemlerin yerlerini degistirmek;
b) Denklemlerden birini sifir olmayan bir sayiyla garpmak;
c) Bir denkleme, sifir olmayan bir sayiyla ¢arpilmis baska bir denklemi eklemek.
Genel bigimde G¢ bilinmeyenli ti¢ dogrusal denklem sistemi verilmis olsun:
ax+by+cz=d,
a,x+hb,y+c,z=d,
aX+by+cz=d,

Ug bilinmeyenli ¢ dogrusal denklem sistemini ¢dzmek igin Gauss ydénteminin 6zi, denklemleri
belirli sayilarla carparak ve diger denklemlere ekleyerek belirli bilinmeyenleri ortadan kaldirmak ve
bir bilinmeyen icin bir ¢dzim elde etmektir. Daha sonra, diger bilinmeyenlerin degerlerini bulmak

icin geriye dogru ilerleriz. Sistemdeki bu islemler, temel dontugumlerle yapilir.

X+y+z=1
Ornek 1 > Verilen 12X —Y —5z = -2 {i¢ bilinmeyenli (ic dogrusal denklem sistemini gdzmek igin
X—y+z=3

Gauss yontemini sunalim:

1) ilk denklemi —2 ile garpip ikinci denkleme ekliyoruz ve ilk denklemi —1 ile garpip tiglincii denkleme

ekliyoruz.
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X+y+z=1 X+y+z=1
2Xx—-y—-52=-2/R(-2)+R, < {-3y-7z=—4.
X—y+z=3/R(-1)+R, -2y =2

ik ve Gglincti denklemlerden X bilinmeyenini eledik. Ancak lglincli denklemden z'yi de eledik.

2) Uglinct denklemi —2'ye bélerek Y icin ¢6zimi elde ediyoruz:

X+y+z=1 X+y+z=1
—3y-72=-4 < -3y—-7z2=-4.
-2y =2/:(-2) y=-1

3) y 'nin degerini birinci ve ikinci denklemlere yerine koyuyoruz ve ikinci denklemi —7’ye bdlerek z

bilinmeyeninin degerini elde ediyoruz:

X+z2=2 X+2=2
—Tz=-7/:(-TY=<: z=1
y=-1 y=-1

4) z bilinmeyeninin degerini birinci denklemde yerine koyarak X bilinmeyeninin degerini elde edi-

X+2=2 x=1
z=1 << z=1.

yoruz:

Sistemin ¢ozuma (1, -1, 1)'dir.

Ug bilinmeyenli (i dogrusal denklem sistemi normal (genel) bigimde degilse, Gauss yontemini

uygulamak igin sistemi normal bicime getirmemiz gerekir.

- Uc bilinmeyenli asagidaki (ic dogrusal denklem sistemini Gauss ydéntemiyle ¢dziiniiz:

2X—-y+2=38 X+2y—52=6
a) {x+2y=0 ; b) 1 —2Xx+y+2z=5 .
3X—-y=7 —-3x+3y—4z=8

Gauss eliminasyon ydntemiyle, verilen bir sistemin sonsuz sayida ¢6zime sahip olup olmadigini

veya tutarsiz olup olmadigini belirlemek de mimkuanddar.
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X-y+z2=2

Ornek 2 > a) 15x+y+z=16 sistemini Gauss eliminasyon yontemiyle ¢cdzelim:
X—-3y+z=-12
X—-y+z2=2 X-3y+z=-12 X-3y+z=-12 X-3y+z=-12
5x+y+2=16 < <5x+y+z=16/R(-5)+R, < {16y—-4z=76/:4<=< 4y—-z=19
X=3y+z=-12 X—y+z2=2/R(-3)+R, 8y—2z=38/:2 4y-z=19

Son sistemde, tG¢lncl denklemin gereksiz oldugu ve sistemin sonsuz sayida ¢6zimu oldugu aciktir,
yaniy =t,t ERicinz =4t— 19, x =7 —telde edilir. ozim kiimesi M = {(7 —t, t, 4t— 19) | t € R}'dir.

X—-y+z2=2
b) {5x+y+z=8 sistemini Gauss eliminasyon yéntemiyle ¢6zelim:
X—-3y+z=-12
X—-y+z=2 X=3y+z=-12 X-3y+z=-12 X=3y+z=-12
5x+y+2=8 < <5x+y+2z=8/R(-5)+R, = 16y-4z=68/:4 <= 4y —-z=17
X—-3y+z=-12 3X-y+z=2/R(-3)+R, 8y—-2z2=38/:2 4y-z=19/R,(-D)+R,
X=3y+z=-12
= 4y -7 =17
0-y+0-z=2

Sistemin son denklemi celigkili bir denklemdir. Yani bu denklem sistemi aykiridir.

2X—-y+z2=3 X+2y—-52=6
a) <4x-2y+2z=6; b) {—2x—-4y+10z=8.
6x—-3y+3z=9 3x+6y—4z=8

- Gauss yontemiyle Ug bilinmeyenli asagidaki ti¢ dogrusal denklem sistemini ¢cézinuiz:

Calisma ahstirmalan

Gauss yontemiyle Ug bilinmeyenli asagidaki ti¢ dogrusal denklem sistemini ¢éziniz:

2x—-3y+z=-9 2Xx—-y+z=8 x—2y+3z=10
1. ¢5x+y-2z=12; 2. X+2y=0 3.{4x+y—-2z=8 ;
Xx—2y-3z=1 3x-y=7 2x+3y+5z=5
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X+2y-5z2=6 X+y+z=1 X—y+z=-1
4. 1 2x+y+2z=5: 5.32x+2y+2z2=3 ; 6. ix+y-z=2
—3x+3y—-4z=8 3X—-5y+2z=-1 —-5x+5y-52=5

10. Modul Unitesinin tekrar i¢in aligtirmalar

1. Asagidaki determinantlari hesaplayiniz:

2 1 3
) a a+b 0ls 3 2
a : )
a-b a
1 4 3

2. Determinantlarin dzelliklerini kullanarak sunuispatlayiniz:

a+bx a+bx ¢ a b ¢ 1 p gw
a)|d+ex d+ex fl=@1-x)|d e f|; b)L g wp/=(q—p)(w-p)(w-Qq).
g+hx g+hx m g h m 1 w pqg

3. Cramer kurallarini kullanarak asagidaki sistemi ¢éziniz:

X—-2y+z=-1
W—2X+y-32=0.
3X-2y+z2=2
1 o -2 -1 -6 1 2 3
4. A:L’ _4] B={3 2 9|, C=|{3 2 0| matrisleri verilmis olsun.
-1 -1 4 -1 -1 -1
Hesaplayiniz; @) 3C—45; b) A°; c) —2BC; ) A d C*
5. Asagidaki denklemlerden bilinmeyen X matrisini belirtiniz:
S22 Wl Elh g
-3 4 5 4 01
-1 -1 -1 -1 -1 -1

6. A ve B ayni boyutlu iki tekil olmayan matris olsun ve AB = BA olsun. AB™ = B*A ve
A~B = BA™ oldugunu ispatlayiniz.

1 -2 0 -2
7. A= {3 _4] B= L _4} matrisler icin, XA™'B = A1+ E matris denkleminden bilin-

meyen X matrisini bulunuz.

183



2x—-3y+z=0

8. 1-3x+4y—-2z =1 sistemini:

SX+y+4z=-3

a) Matris denklemiile b) Gauss eliminasyon ydntemiyle ¢6ziiniiz

9. Parametrelere bagl olarak agagidaki sistemlerin ¢ézUmunu inceleyiniz:

ax+y+z=1
a){X+ay+z=1,;
X+Yy+az=1

10. Asagidaki sistemleri ¢o6zlnuz:

2x+y+z=4

a) < 4x+2y+2z=5;

6x+3y+3z=10

x+y=0
¢):2x—-2y=0 ;
-x—-2z=0

ax+ay+(a+lz=a
ax+ay+(a-1)z=a
(a+D)x+ay+(2a+3)z=1

x+y+z=4 x—y+2z=0
b) <4x+4y+4z=16; c)42x+3y—-z=0;
2X+2y+22=8 3X+2y+z=0
2 3 . 1 0
X—-2y y+2z 2x—-z+y
x+y=1
O . S —— ){2x-2y=2
o X—2y y+2z 2x—z+y R B
—-Xx—-z=3
5 1 4
+ + =-3
X—=2y y+27 2X-2+Yy
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Modiil Unitesi 4 — Uzay Analitik Geometrisi
(Tum diger meslekler icin)
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Analitik geometri, geometrinin cebir kullanilarak incelendigi matematik alanidir. Analitik geo-
metride geometrik sekiller, analitik olarak yani cebirsel denklemlerle temsil edilerek iki boyutlu ve g
boyutlu Kartezyen dik koordinat sisteminde ele alinir. Analitik geometrinin kurucusu, “Geometri” adli

eseriyle Fransiz matematikgi René Descartes (1596—1650) olarak kabul edilir. “Yéntem Uzerine Séy-
lem” (1637) adl eserinin (i¢ ekinden birinde, geometri ve cebir arasinda sentez igin genel yénteminin

uygulamasini sunar. Ancak, Fransiz matematikgi Pierre de Fermat'in (1601-1665) mektuplarindan,
analitik geometri fikrinin Descartes’in eserinin yayinlanmasindan énce de var oldugu gorilmektedir.
Her hallkarda, analitik geometrinin ortaya ¢ikisi modern matematigin baslangici olarak kabul edilir.

Bu modiil Unitesinde, tglincl yilda zaten 6grenilmis olan vektérler arasindaki carpimlari (skaler,
vektorel ve karma garpim) hatirlayacagiz. Daha sonra, diizlemde zaten 6grenilmis olan Analitik
Geometri'yi uzay Analitik Geometrisine genigletecegiz.

1. Vektorlerin Skaler Carpimi

Bu boélimde, iki vektor arasindaki skaler carpimi hatirlayacagiz. Ancak, vektorlerin skaler car-
pimindan énce, dik U¢ boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde vektor, vektér koordinatlari ve nokta
kavramlariyla ilgili bazi temel tanimlari hatirlayalim.

Tanim 1: Vektor, ug noktalarindan hangisinin baglangig, hangisinin bitis (uc) oldugunu bildigimiz
bir dogru pargasidir. Her vektdr t¢ elemanla tanimlanir: uzunluk, yén ve dogrultu.

Tanim 2: Ayni dogru tzerinde veya paralel dogrular Gzerinde bulunan vektorlere kolineer (dog-
rudasg) vektorler denir.

Tanim 3: Bir noktaya yerlestirildiginde ayni diiziemde bulunan vektorlere komplanar (diizlem-
sel) vektorler denir.

Dik koordinat sistemi (uzaysal), sabit bir O noktasi ve ona bagl ti¢ karsilikli dik ve esit uzunluktaki

i, JT,lZ vektord ile tanimlanir. Uzunluklari birim 8I¢i olarak segilir H = m =lk|=1 A, 17,12 vektorleri

ort veya taban vektorleri (birim vektérleri) olarak adlandiriliyorlar.
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Yarigap vektor @, baslangici dik koordinat sisteminin O koordinat baglangicinda ve bitimi herhangi
bir A noktasi olan bir vektordir. @ yarigap vektoriiniin koordinatlari ve bitis noktasi A’nin koordi-
natlari ile aynidir, Sekil 1.

aplikat ekseni

ordinat ekseni

apsis ekseni

Sekil 1

Herhangi bir a yarigap vektori (tek olarak belli) su sekilde temsil edilebilir:

d=xi+yj+zk=(x2).

a= (X,y,Z) yarigap vektorinin koordinat bicimi, her vektore sirali bir gergek sayi Uglisunun eslik
ettigi anlamina gelir. Bitis noktasi A(X, Y, Z) de ayni koordinat bigimine sahiptir. Yani, bir noktanin
koordinatlari, yarigap vektérinin koordinatlaridir.

a = (a1, az, as), b = (b1, b2, bs) koordinat bigimlerinde verilen vektorler ve A € IR skalerleri
icin, koordinat biciminde vektdrlerin toplami ve koordinat biciminde bir vektoriin bir gercek sayi
ile carpimi iglemleri su sekilde tanimlanir:

d+b=(a+b,a,+b,,a,+b,) id=(1a,1a,,1a,)

Baslangig noktasi A(a:, az, as) ve bitis noktasi B(bs, b2, bs) olan herhangi bir AB vektorinin
koordinat bigimi 48 = (b, —a,,b, —a,,b;—a;) dir.
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A(ai, az, as) ve B(b1, bz, bs) noktalariyla tanimlanan AB dogrusu tizerinde bulunan ve AB dog-
ru pargasini A oraninda bélen M(X, Y, Z) noktasinin koordinatlari su formdllerle bulunur:
= a+Ab  a,+1b, . a, +Ab,

1+4 1+ 4 1+4

Ozel olarak, AB dogru pargasinin orta noktasi olan M(X, Y, z) noktasinin koordinatlari su for-
mullerle hesaplanir:

X=a1+b1, =a2+b2’22a3+b3

2 2 2

iki vektoriin skaler carpimini tanimlamaya gecelim:

Tanim 4: ki @ ve b vektdriiniin skaler garpimi, .6 e 6pojot @-b =|5|"5"COSO! sayisidir;
burada a, a, 6 vektorleri arasindaki acidir ve |5| ve ‘b‘ siraslyla a ve b vektorlerinin uzunluk-
laridir.

Ornek1 ) |d|= 5‘5‘ =4 siddetlerine (modiillerine) sahip iki @ ve b vektdrii ve aralarindaki

acisi o = 30° icin skaler ¢carpim sudur:

i-b =|al-|p|-cosa =5-4-cos30° = 2o§:10\/§

- |67| 211‘5‘ =6 siddetlerine sahip d@ ve b vektérlerinin skaler carpimini ve aralarindaki
o. = 150° agisini hesaplayin!

Tanim 4’ten, iki vektdr arasindaki skaler gcarpimin asagidaki gibi olabilecegi aciktir:

— vektorler arasindaki agi dar ise skaler garpim pozitif sayidir;

— vektorler arasindaki agi genis ise skaler garpim negatif sayidir.

Skaler ¢carpimin 6zelliklerini ve uygulamalarini hatirlayalim.
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Teorem 1: Herhangi a, b vektorleri icin asagidakiler dogrudur:

0 5.h_ s=_0ub—-0v3 | b
1" ab=0<4ada=0vb=0va.lb; yani Te. ‘a‘:\/ﬁ_

2° a-a=laf’

jabl]

Teorem 2: Herhangi d,b,¢ vektorlerinin skaler carpimi ve herhangi A € IR skaleri igin, asagida-
ki 6zellikler dogrudur'

1° =
( ) &)-b=a-(4b);
3 a(b+c)=a-b+a-c
Teorem 3: Iki sifir olmayan a, b vektorii icin, COSar = ;'rﬁ‘ dogrudur; burada «a, vektoérler ara-

sindaki acidir. |

Orek2 > |Pl=4.1d=2 ve aralarindaki agi @ =<(p,d) =60 olan

d=4p-3G, b =5p+ 2§ vektorlerinin skaler carpimini hesaplamak igin, skaler carpimin ézellik-

lerinden yararlaniyoruz:

a-b=(4p-3d)-(5p+2q) =20| p° +8p-G-15G- p—6/q[’
=20|p* +8p-G-15p-G-6|q[’=20| p[*-7p-G—-6|q[’
=20-4°-7|p|-|G|cosa—6-2>=320—7-4-2-cos60° — 24
=320-28-24 =268

- |p|=7.]d| = 2 ve aralarindaki agi & = 120° ise, @ = p+2G, b =3p+ 2§ vektorlerinin

skaler carpimini hesaplayiniz!

Ornek 3 > Ornek 2'deki a, b vektorleri arasindaki [ acisini bulmak igin Teorem 3'teki

a-b =268 skaler carpimi zaten hesaplandi, ancak Teorem 1 ve 2° yi kullanarak vektérlerin mo-
dlllerini hesaplayalim.

QJl
O'l

cos B = form0lUn{ kullanacagiz.

jab]
o
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|aff=a-a=(4p—3G) =16| p|* —24p-G+9|G[?°=16-42—24| p|-|§|-cosar +9- 2>
=256—24-4+36 =232

b-b=(5p+2G)>=25|p|> +20p-G+4|G[?=25-42+20| p|-|G|-cosc +4-22

=400+20-4+16 =496

b

Demek ki,
268 268

J232 7496 258431

cos B = ~0,79= f~37,81°.

- 6| =7.]d| =2 ve agi o =<¢(P, 0) =120° ise @ = p+2G, b =3p+ 2§ vektorleri arasin-
daki 8 agisini hesaplayiniz!
Sekil 1°deki ortlar (birim vektorleri) igin sunlar dogrudur:

ii=] j=k-k=Li-J=j-i=i-k=k-i=]-k=k-j=0

Skaler carpimin koordinat bigimi icin asagidaki 6zelliklerin dogru oldugunu zaten biliyoruz:

Teorem 4: Koordinat bigiminde verilen d = (al.az,ag;),g =(by,b,,b;) vektorlerinin skaler carpi-

m d-b=a b +a,-b,+a,-b, sayisidir.

Teorem 5: Herhangi a,b vektdril icin sunlar dogrudur:

(1) Vektériin uzunlugu: |a| = \/a12 +a, +a, ;
abtabrab
\/alz_'_azz_'_agz -\/b12+b22+b32

(3) iki @,b # 0 vektdriin dik olma (ortogonallik) kosulu: a:b; + azb: + asbs = 0.

(2) iki vektor arasindaki agi: Cosa =

Skaler garpimin koordinat bigimi yardimiyla, iki nokta A(x:, x2, x3), B(y:, y2, y3) arasindaki d me-
safesini de bulabiliriz. AB vektrinin koordinat bigiminin AB =y, —X,, y, X, ¥, —X; ) oldugunu

zaten biliyoruz. Bu iki nokta arasindaki uzaklk su formulle hesaplanir:

2 2

d :E:‘E‘:\/(yl—xl)z+(y2 —x,) +(ys—x3) .
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Ornek4 ) a)Koordinatlari ile verilen @ = (3,2,-3),b = (7,0,-5) vektdrleri icin skaler carpim
G-b=3-7+2-0+(-3)-(-5) =21+15=136 dir. Aralarindaki aci o’ yI da hesaplayalim:

36 36
\/32 +2% +(=3)? -\/72 +0% +(-5)? V2274

CoOSa = =0,89 = o =27,13°.

b) Koordinat bigiminde verilen @ = (0, =3, 2) vektériniin uzunlugunu hesaplayalim:

| =J0? + (-3) + 22 =\9+4 =13,

c) A(2, -3, 1), B(-2, 3, —4) noktalari aralarindaki uzakigi hesaplayalim:

d = (-2-2)2 + (3+3)? + (—4—1)? = /(-4)* +(-9)* + (-5)? =~/122.

a) Koordinatlari ile verilen @ = (1,2,3),b = (-4,2,-3) vektdrlerin skaler carpimini ve
aralarindaki a acisini hesaplayiniz!
b) d=(=15-2)! vektsriintn uzunlugunu hesaplayiniz!

c) A(1, -2, -1), B(5, -6, 0) noktalar arasindaki uzakli§i hesaplayiniz.

- a=(5,-2,3),b=(-1, 0, 2) vektorleri bir karenin kenarlari olup olmadigini kontrol ediniz.

Calisma ahstirmalari

—

1. Hesaplayiniz: 1@ |=5.|5 |= 2 ve aralarindaki aci o =% ise, a)da-b;

b) (@ —b)(d+b); c) (2@ —3b)-5b
2. |P|=8,|d|=1ve P.0 vektsrieri arasindaki agi & =% ise d=p—2G, b=2p—3G yek-
torlerinin skaler carpimini hesaplayiniz. Ardindan, a,b vektorleri arasindaki aclyi bulunuz!
3. Herhangi a,b vektori icin sunu kanitlayin:

a) @) (2a—b)(2a+b)=4|al —|b [ b) (@+b)° —(G—b)* =4a-b .
4. Kanitlayin: Bir eskenar dortgenin kdsegenleri birbirine diktir!
5. a=(1, _2’_3)’5 =(2,0,-3) vektorleri icin sunu hesaplayin:

a) d,b b)|dl,|b| c) Aralarindaki a agisini

a,b vektorleri ortogonal midir?
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6. AABC Uggeninin koselerinin koordinatlart A(3, -2, 1), B(-1, -2, 4), C(-4, -2, 0) veril-
mistir. Sunlari bulunuz:

a) Ucgenin C késesine ait i¢ acgisin,
b) Uggenin AB kenarina karsilik gelen kenar ortayin uzunlugunu.

7. a=(3,-2,1) vektori verildiginde, yz —diizlemi lizerinde bulunan @ L X,| X |= 35 olmak

Uzere X vektdriinin koordinatlarini bulunuz.

2. Vektorlerin Vektorel Carpimi

iki vektoriin vektdrel carpiminin tanimini hatirlayalim.

Tanim 1: Dogrudas olmayan d,b vektdrlerinin vektorel carpimi,asagidaki 6zellikleri saglayan
C=axb vektorudiir (sekil 2);

(i) c vektdrinin dogrultusu, @, 5 nin bulundugu diizleme diktir;
(i) a,b vektorleri ve C =axb vektorii sag el tigliisii olusturur;

i) © el s et € =(E - Bene i e ans &5 vamEr

arasindaki acidir.

21!

=)

a

Sekil 2

axb disinda vektorel garpimi isaretlemek icin kullanilan bir diger gosterim de [@ﬂ’dir.
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Blyuklikleri |6_i|=1, ‘5‘=4, aralarindaki aci o :% olan a,b vektorleri icin

Ornek 1 >

¢ =& xDb vektdrinin modiliini hesaplayalim:
e T o=l |7l i 3
|c|:|a><b|:|a|-‘b‘-sma:1-4-S|n%:4§_2\/§,

- |a] = 1, |b] = 6 modiillerine sahip @,b vektorlerinin vektérel carpiminin moddiliinii ve
aralarindaki a = 120° acisini hesaplayiniz!

Vektorel carpimin 6zelliklerini ve uygulamalarini hatirlayalim.

Teorem 1: Herhangi d,b,¢ vektorlerinin vektorel carpimi ve herhangii 4 € IR skalerleri
icin asagidaki dzellikler dogrudur:

14 Lb =[axb| =[] |b;

2° Gxb=0& d=0vb=0va,b dogrudastir
Faxb=—(bxa);

4 j(axb)=(Ad)xb =ax(Ab);
5°ax(b+C)=axb+axc, (d+b)xc=axc+bxc.
Teorem 2: d,b vektorleri tizerinde cizilen paralelkenarin alani

P :‘éxﬁ‘ dir.

Sonug: d,b vektorleri tizerinde cizilen Ug¢genin alani

1. -
PZE‘aXb‘ dir.
Teorem 3: iki vektdriin vektdrel garpiminin koordinat bigimi
- a a P k
a’=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3)eaxaz[2 2| 2 ai‘,‘ai ZJzai 2 a
b2 b3 b3 bl bl b2 b b
b b, b dir.
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Ornek2 ) |P|=4.|d|=2 vearalarindakiaci @ =<(P,q) =60° olan @ =4p—3G, b =5p+2§
vektorlerinin vektorel garpiminin moduli asagidaki gibi hesaplanir:
axb =(4p—30)x(5p+26)=20px p+8pxG—15Gx p—6Gxq
=8pxq+15pxq=25px%q
|axb |=25| P|-|q|sina =25-4-2-sin60° =100+/3.
|B|=7.1d|=2 ve @ =<(P,q) =120° ise @ = p +24, b =3p+24 , yektorlerinin vektorel

carpiminin modulini hesaplayiniz!

Ornek 3 ) a) Koordinat bigiminde verilen @ = (1,-1,0), » = (0, 1, 0) vektérlerin vektérel garpimi:

P J K
axb=1 -1 0/=—k =(0,0,-1)
010 dir.
b) @=(1-10),b =(0,-1,0) vektérleri iizerinde cizilen paralelkenarin alani

lavRkl_ e _
P_|a><b|_ D" =1 pirim karedir.

- Koselerinin koordinatlari A(3, 2, -5), B(1, —4, 3), C(=3, 1, 0) olan 4ABC iiggeni-

nin alanini hesaplayiniz. Ardindan, tiggenin BC kenarina karsilik gelen yiksekliginin uzunlugunu
hesaplayiniz.

Calisma alistirmalari
1.Hesaplayiniz: |d| =4, |5| = 272 vearalarindakiagia =45° ise,a) | @ x b | ;b) (d@ —b) x (d@ + b):
¢) 2d —3b)x5b .
2. |a|=4, |1;| =3 ve d-b=16 ise @b vektorlerinin | @xb |'sini hesaplayiniz.

3. B, vektorlerinin |P| = 4.|d] =3 ve a = <%(p, ) =30° acilariicin @ = p+2§,b = 3p +§ vek-
torleri Gzerinde cizilen Gggenin alanini hesaplayiniz!

4. Herhangi a,b vektori icin sunu kanitlayiniz:
a) (2d—-b)x(2d+b)=4dxb; b) 2ax(d+b)=2dxbh.
5. d=(2,-3,5),b =(-1,0,3) vektsrleri icin sunu hesaplayiniz:

a) dxb; b) (G—b)x(d+b);c) (2d—3b)x5b!
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6. Koselerinin koordinatlart A(3, -1, 2), B(1, 2, -1), C(2, 5, —6), D(4, 2, -3) olan ABCD

paralelkenarinin yuksekligini hesaplayiniz.

7. @=(2,3,-5),b =(2,0,3) vektérleri arasindaki aci icin, sin o ‘yi hesaplayiniz.

3. Vektorlerin Karma Garpimi

Uc vektor arasindaki bir diger carpimi hatirlayalim.

Tanim 1: 4,b,¢ (¢ vektorin karma garpimi (dxl;)-é' skalerine diyoruz.

Karma garpim (é,b,é) ile gosterilir.

Vektorlerin karma ¢arpimi ve uygulamasiyla ilgili birkag¢ teoremi hatirlayalim.

Teorem 1: a4,b,c vektorleri tarafindan olusturulan paralel yizlinin hacmi
v :‘(é'bva)“dir.

Karma carpimin isareti, a,b,¢ vektorleri sag el Ucli olusturuyorsa pozitiftir. Vektorler a,b,¢ so
Uclu olusturuyorsa karma carpimin isareti negatiftir.

Sonug: a,b,c vektorleri tarafindan olusturulan tetrahedronun hacmi
v ——‘ ab, 5 ‘dll’
Teorem 2: Herhangi d,b,¢ vektori icin (é, 5,6) =0 ancak ve ancak d,b,¢ vektorleri kompla-

nar ise dogrudur.

Teorem 3: Herhangi &= (ai'aZ’aS)’B = (bl,bz,b3),6 :(C1’CZ’C3) vektorl igin karma carpimin
koordinat bicimi asagidaki formulle verilir:

& a &
(a.b,c)=(axb)-c ZZ Zscl e IR c3:|o1 b, bl.
1 2 C3
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Ornek 1 > a,b,¢ sag el Uglu vektoérinin karma carpimi, burada C vektérii a ve b vektorlerine
diktir ve | @ |=6,|b |=5,| ¢ |=1 igin 30°’lik bir agI yaparlar:

(3,5,6)=(| al-|b|sin <(a,6))-|6|cos<(ax5,e) =6-5sin30°-1-1=15

Sag el vektor ugliisii, ax b ve € vektdrlerinin ayni yonde oldugu anlamina gelir.

a) d,b,¢ vektdrleri karsilikli olarak birbirine gére dik ve |d |=3,1b |=4,| € |= 2 modiilleriyle

bir sag el vektor Gglisi olusturuyorsa, d,b,¢ vektdrlerinin karma carpimini hesaplayiniz.

b) a=7, b =3, ¢ =5 temel kenarlarina sahip bir kiipiin hacmini hesaplayiniz!

Ornek 2 > a)d=(2,1,1),b =(-2,-3,0), €= (0, 1, 1) vektorleri igin karma garpim sudur:

2 1 1
(5,5,6):—2 3 0=—6-2+2=-6
0 1 1

b) a)ya=(2,1,1),b=(-2,-3,0), ¢ =(0, 1, 1) vektérleri igin bu {ig vektor lizerinde insa edilen
paralel yiizliiniin hacmi V = ‘(516’6)"dir. Karma garpim (5,6,5) =—6'drr.
Buradan V = |-6| = 6 birim kiip oldugu sonucu gikar.
c) Ayni g d= (2,1,1),5 =(-2,-3,0),c =(0,1,1) vektorl Gzerinde insa edilen tetrahedronun hacmi
. ~ . 1 .

V= g‘(a,b,c)‘ = 6-6 =1 birim kuptdr.

a)a=(1,2,1),b =(3,4,-2), €= (=2, 0, 4) vektorleri iizerinde insa edilen diizgiin
dortylzlGnan hacmini hesaplayiniz.

b) A(l, 2, 1), B(3, 4, -2), C(-2, 0, 4), S(1, 2, 3) kdse noktalarina sahip diizgln dértylizIinin
hacmini hesaplayiniz.

Ornek 3 > i=(2,3,-1), b =(1,-1,3), ¢=(1,9,-11) vektorleri komplanardir ¢iinkii
karma carpimlari sifirdir, yani:
2 3 -1
(ab.c)=ft -1 3|=22-9+9-1-54+33=55-55=0.
1 9 -1
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- i=(2,1,1),b=(1,2,3), C =(=2, 1, -1) vektorleri lizerinde bir paralel yiiz insa edilip

edilemeyecegini kontrol ediniz!

Calisma ahstirmalarni
1. Herhangi @ = (a1|a21a3)’b :(blvbzabg)’e = (C11C2vc3) vektori igin,
(é, b, 6) = (5 C, é) = (*, a, 5) : (é, b, 6) = —(3’,6, 5) esitliklerin dogru oldugunu kanitlayiniz.
2. (@+b,c,d)=(a,c,d)+(b,c,d) oldugunu kanitlayin.
3. C vektdri a ve b vektorlerine dikse ve a ve b vektorleri aralarinda 45°lik bir acl yaplyorsa,
|a|=3,b|=4,/C|=2 modilleri iin sag el @,b,¢ vektor iiglistiniin karma garpimini hesap-

layiniz.

4. ‘EI‘ =7 temel kenarina sahip bir kiipiin hacmini vektorleri kullanarak hesaplayin.

5. a=(-1,0,1), b =(=3,4,-2), C = (=2, 1, 0) vektérleri lizerinde insa edilen paralel yiiz-
[inUn yUksekligini hesaplayiniz.

6. Taban késeleri A(1, 2, 1), B(3, 4, -2), C(-2, 0, 4) olan bir diizgiin dérty(zIinin hacmi
15 birim kip olsun. Tepe noktasinin X ekseni Uzerinde oldugu biliniyorsa, tepe noktasinin
koordinatlarini bulunuz!

7. a=(m, 0, 1), 5 =(=2,4,1), C=(=2, 1, 0) vektorleri komplanar ise m parametresinin
degerini hesaplayiniz.

4. Diizlemin Genel Denklem Bigimi

Oxyz, uzay Kartezyen dik koordinat sistemi olsun. ilk olarak, bir noktasi ve diizleme dik olan sifir

olmayan bir vektorle tanimlanan X diizleminin denklemini belirleyecegiz.

Sekil 3
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Mo noktasi ve sifir olmayan fi vektori verildiginde, verilen Mo noktasindan gecen ve verilen i
vektoriine dik olan benzersiz bir diizlem vardir. Mo noktasi T, yaricap vektori ile tanimlansin, sekil

3. X dizleminin keyfi bir M noktasi I yaricap vektori ile tanimlansin. M noktasinin £ diizleminde

hareket ettirimesiyle MoM =T —T; vektori degisir, ancak yine de her zaman i ‘ye dik kalir (gUinkd
MM X diizlemi Gzerindedir), yani i L MM ki karsilikli dik vektorin skaler carpimi 0’dir, yani

A-M,M =0 veya N-(F-1)=0. Bu kosul, X diizleminin her M noktas tarafindan karsilanir ve
eder M noktasi X diizleminde degilse, bu kosul ihlal edilir. Bu nedenle, noktalarin diizleme ait olma
ozelligi ile ifade edilir.

Bu nedenle, bu kosulu X diizleminin vektorel formda denklemi olarak almak dogaldir.

Tanim 1: 7o vektorii Mo noktasinin yarigap vektori ve v vektori M noktasinin yarigap vektori
oldugunda,

n-(r-r)=0

denklemi X diizleminin vektorel denklemi olarak adlandirilir.

Mo (% ¥0:20)» M (X, Y. 2) noktalan, fi=(AB,C), A2+B*+C? =0 vektori, T, =X, YorZ),

I'=(X,Y,2) yarigap vektorleri ve M M = (x—x,,y— Yo,z —2,) vektori kendi koordinat bigimlerine
sahiptir.

¥ diizleminin N-(F—1) =0 vektérel denklemi analitik bir ifadeye, yani
A(x —x0) + B(y — yo) + C(z — z0) = 0 koordinat bigimine de sahiptir.

Tanim 2:
Alx—x0) + B(y —y) + C(z—20) =0

bigimindeki diizlem denklemine, Mo(xo, Yo, zo) noktasindan gegen ve verilen fi = (A, B, ¢)

vektoriine dik olan diizlemin skaler denklemi denir.

Ornek1 ) My(1, 3, -5) noktasindan gecen ve i = (-2, 5, 1) vektdriine dik olan X diiz-
leminin denklemini yazalim. A(x — x0) + B(y — yo) + C(z — z0) = 0 denklemine gére,
—2(x—=1) +5(y—3) + 1(z + 5) = 0’dir. Son esitlik 2Xx — 5y —z + 8 = 0 bigimine dénustirilebilir
ve bu X diizleminin denklemi olarak kabul edilebilir.
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- A(5, -3, 7) noktasindan gegen ve i = (7, =8, 10) vektériine dik olan X diizleminin

denklemini bulunuz.

Duzlem denkleminin koordinat bi¢imi asagidaki bicimde donusturilebilir:
Ax+By+Cz+ D=0,

burada D = —Axo — Byo — Czo'drr.

Tanim 3:
Ax+By+Cz+D=0

denklemi, kendisine dik olan n = (A, B, c) vektorine sahip bir diizlemin genel denklem bigimi
olarak adlandirilir.

Diizlemin genel denkleminde A, B, C ve D katsayilari gergel sayilardir. Yani, bunlardan her-
hangi biri sifira esit olabilir ve dik Kartezyen koordinat sistemindeki konumuna gére dizlemin ézel
durumlarini elde ederiz:

1. D = Qise, dlizlemin genel denklemi AX + By + Cz = 0 bigimini alir. Bu,X =0,y =0,z =0'1n
bir ¢6zUmU oldugu anlamina gelir, bu nedenle bu durumda dizlem koordinat baslangicindan geger.

2. A = 0 ise, diizlemin genel denklemi By + Cz + D = 0 bigimini alir. Bu, i = (0, B, C)
vektoriine dik olan bir diizlemdir. Ancak i = (0, B, C) vektori i = (1, 0, 0) ortuna diktir, bu nedenle
bu diizlem X eksenine paraleldir. Ek olarak D = 0 ise, diizlemin genel denklemi By + Cz = O bigi-
mini alir. Bu dizlem X eksenine paraleldir ve koordinat baglangicini icerir. Baska bir deyisle, bu tam
olarak X eksenini igeren dizlemdir.

3.A=B = 0ise, diizlemin genel denklemi Cz + D = 0 bicimini alir. Bu, K = (0, 0, 1) ortuyla
kolineer olan n = (0, 0, C) vektoriine dik olan bir diizlemdir. Yani, bu, X ekseni ve Y ekseni tarafin-
dan olusturulan diizleme paralel bir diizlemdir. Ozel olarak, bu durumda D = 0 ise, OXy koordinat
duizleminin denklemini temsil eden Z = 0 bigimindeki denklemi elde ederiz.

- Ax+Cz+ D=0, Ax+D=0, Ax+By+D =0 veyax =0,y =0 durumlarini inceleyiniz.

Simdiye dek yapilan incelemelerden su sonuca varabiliriz:
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A, B veya C katsayilarindan herhangi biri sifir oldugu durumda, diizlem bu katsayiya “karsilik
gelen” koordinat eksenine paraleldir.

Bu katsayilardan tam olarak biri sifir degilse, dizlem karsilik gelen eksene diktir, yani diger iki
eksen tarafindan tanimlanan koordinat diizlemine paraleldir.

Ornek2 ) 2x -z + 5 = 0 denklemli diizlem Y eksenine paraleldir ve 62 — 7 = 0 denklemli
diizlem zZ— eksenine diktir, yani OXy diizlemine paraleldir.

Asagidaki denklemlerle verilen dizlemlerin konumu nedir?

a)x+y=0 b)2x+y-z=0 c)-2y +3z=4

Calisma ahistirmalan

1. B (8, 3, —4) noktasindan gegen ve fi = (5, 2, —3) vektoriine dik olan X diizleminin denk-
lemini bulunuz. Ardindan, P(7, 5, 4), Q(1, 0, 2), R(0, 29, 0) noktalarinin X izerinde olup

olmadigini kontrol ediniz.

2. Uzayda A(-2, -1, -3), B(0, 3, —5) olmak zere iki nokta verilsin. AB dogru pargasinin orta
noktasindan gegcenve N = (1, 0, —3) vektorine dik olan X dizleminin denklemini bulunuz.

3. Asagidaki denklemlerle verilen dizlemlerin durumu nedir?
a) Xx—-2y+2=0; b) X+y=2; c)3x—-4z=0; ¢)x=0;
d) y—z-2=02

4. A (5, 0, -3) noktasindan gegen ve Oyz diizlemine paralel olan X diizleminin genel denkle-

mini bulunuz.

5. B (-1, 3, —3) noktasindan ve Yy ekseninden gecen X dizleminin genel denklemini bulunuz.
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5. Duzlem Denkleminin Normal Sekli

n_LX vektoriyle bir X dizlemi ve r yarigap vektérine kargilik gelen keyfi bir M_ noktasi veril-

mis olsun (dik vektor koordinat baglangicindan diizleme dogru yonlendirilir). M0 noktasi sekil 4’te
gorildiugu gibi uzayda dik bir Kartezyen koordinat sisteminde O koordinat baglangicindan p > 0

. n
mesafesinde bulunur. O zaman f vektériine karsilik gelen birim vektor N, Zﬁ’dir. O koordinat

baslangicindan X diizlemine olan p uzakligi, agikga T yarigap vektoriiniin My birim vektoru Gzerin-
. L r-n, . . .
deki izdiislimidir, yani o T-€. P =Pl 1= I T =1Ny_Oradanda M, I — P =0 denklemi elde edilir.
0

Sekil 4

Tanim 1:
M- F—p=0

denklemine X diizleminin normal vektor denklemi olarak adlandirilir. Burada i L X birim
vektord ve p koordinat baglangicindan dizleme olan uzakhigidir.

Koordinat baglangicindan gegen X dizlemi igin p = 0 oldugu agiktir.
r Z(X1 Y,Z) ve No 2(005051005,3,0057) vektorlerinin koordinat bigimleri icin, burada a, S

ve y sirastyla OX, Oy ve Oz koordinat eksenleriyle Ny vektdriinin agilaridir, f-F—p=0 diizlem
denkleminin normal vektor bigimi bigimine dontsturaltr.

xcoso+ycosp+zcosy—p=0
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Tanim 2:
xcosa+ycosf+zcosy—p=0

denklemi, o birim vektoriniin Ox, Oy ve Oz koordinat eksenleriyle sirasiyla a, ff ve y agilari
yaptigi ve p’nin koordinat baslangicindan diizleme olan uzakligi oldugu X diizleminin normal
denklem bigimi olarak adlandirilir.

Ornek 1 » X —Y + 32— 5 = 0 dlizlemine paralel olan ve koordinat baslangicindan 7 birim

uzaklikta bulunan dizlemin normal vektor bigimini yazalim. Verilen X —y + 3z — 5 = 0 dlzlemine

dik olan vektér, istenen diizleme de diktir ve i = (1,—1,3)’tur. Birim vektor

My :i: \/ﬁ,_\/ﬁ,&/ﬁ ve p = 7 dir. O zaman normal vektor bigimindeki denklem
|A| 11 11 11

r'(\/1_1,—\/ﬂ,3x/ﬂ)—7 =0 oldugunu buluyoruz.
11 11 11

- n=(1,2,3) vektoriine dik olan ve koordinat basglangicindan gecgen bir dizlemin normal

vektor bicimini yaziniz.

Bir diizlemin normalinin iki zit ortu oldugu distnildiginde, fio = (cos a, cos f, cos ) ve

—ny = (cos(z — a), cos(z — ff), cos(x — 7)), Sekil 4’'e gore, X diizleminin iki normal denklem bigi-
minin oldugunu elde ederiz, dyle ki (—1) ile garparak bir denklemden digerine gegilir.

Bu nedenle, AX + By + Cz + D = 0 genel denklemi ile belirli olan bir £ diizleminin normal sekli
Ax+By+Cz+D 0

+4/A? + B* +C?

olacaktir. Burada biiyiikligt v/ A? + B +C? olan n=(A,B,C) normal vektéridir. Paydadaki
karekokiin 6niindeki isaret, serbest terim D’nin genel denklemdeki isaretinin tersi olarak segilir,

boylece birim vektoriin yoni dizlemden koordinat baglangici O’ya yonlendirilmesi saglanir.
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Ormek2 ) a) %x —% y+ % z—5=0 duzlem denkleminin normal bigiminde, diizleme dik olan

.1 22
birim vektori Mo = (51_?5) ve koordinat baglangicindan uzaklik p = Stir.

b) 4x — By —z — 1 = 0 genel bigiminde verilen diizlem, normal bigimde

242 542 a2 42
42

y— =0 dir, burada dizleme dik birim vektor
21 42 42
f, = (Zm,— 5/42 = \/E) ve koordinat baslangicindan uzaklik p=—_— dir.
21 42 42 42

- Genel bicimde verilen agagidaki dizlem denklemlerini normal bigimde ifade ediniz:

a)2x+3y-2z+3=0 b)x—y+3z-5=0

Calisma ahstirmalari

1. Asagidaki 6zelliklere sahip bir dizlemin normal vektor denklemini yaziniz:
a)n = (1, 2, -2) vektorine dik ve koordinat baglangicindan 10 birim uzaklikta.

b) N = (-4, —4, 2) vektériine dik ve koordinat baglangicindan 4 birim uzaklikta.

2. X-2y+ 2z - 15 = 0 dizlemine paralel ve koordinat baglangicindan 5 birim uzaklikta
olan bir diizlemin normal vektér denklemini yaziniz.

3. A(1, 2, 3), B(-2, 5,-4), C(0, -1, 5) dogrusal olmayan ti¢ noktadan gegen ve koordinat
baslangicindan gecen bir dlizleme paralel olan bir dizlemin normal vektér denklemini
yaziniz.

4. Genel bicimde verilen asagidaki dizlem denklemlerini normal bicimde ifade edin:

a)2x+y-2z+6=0 b)x—2y+3z-2=0

5. Asagidaki normal bicimde ifade edilen diizlemlerden hangisi dogrudur?

g2—1:0.
3 2
6. Normal bicimde verilen asagidaki duzlem denklemlerinde koordinat baslangicindan uzakligi

2 2
a) 5x+y-z+3=0; b) §x+3y—gz—4:o; c) %X_gy_

ve normal vektorlerini bulunuz:
a) 1x+gy—gz—§=0; b) 2x—ly+gz+3=0.
3 3 3 6 3 3 3
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6. Duzlemin Eksen Pargalari Cinsinden Denklemi

Tum katsayilarin sifirdan farkli oldugu, yaniA #0, B#0, C#0, D#0olan X: AX+By+Cz+D=0
duzleminin genel denklem bigimi verilmis olsun. Bu durumda denklemi su sekilde de yazabiliriz:

ﬂ+ﬂ+gzl

-D -D -D
yani

X y z

5 oD

A B C
a—_E b—_E C—_E §+X+E—1 . -

A B’ C allrsak,a b o denklemi elde edilir.

Tanim 1:

5_’_!_}_5:1

a b c

denklemi, diizlemin eksen parcgalari cinsinden denklemi diye adlandirilr.

“Eksen pargalari” terimi, geometrik olarak verilen dizlemin OX, Oy ve Oz koordinat eksenle-
rinde kestigi dogru parcalarini temsil eden sifir olmayan @, b ve ¢ dogru parcalarindan gelir, Sekil 5.

v

Sekil 5

Bu pargalar negatif de olabilir. Sekil 6’da apsis ve ordinat eksenindeki pargalarin negatif sayi oldugu
bir durum verilmistir, yania = b = -2.
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Y

Sekil 6

Duzlemin eksen pargalari seklinde déntsimu, dizlemin genel denklem bigiminin dénusturilmesiyle
elde edildigini zaten gordiik ve ayni seyi asagidaki Ornek 1 ile sunacagz.

Ornek1 > Genel bicimde verilen

5x-3y+2z-15=0,

Diizlemde, A=5#0,B=-3#0,C=1+#0, D =-15# 0'dir. Eksen pargalari bigimine déns-
tirme islemi asagidaki sekilde yapilir:

5x-3y+2-15=0

5x-3y+z=15/:15

%_3_y+i :1
15 15 15
X ¥, 2 4
3 5 15
- Asagidaki dizlem denklemlerini eksen parcalari bigiminde ifade ediniz:
a)3x—-4y+3z+7=0 b)4x-3y—-6z+12=0

X y z
Y. diizleminin eksen pargalari bigimindeki denklemi g*‘g"‘g =1 a#0,6#0,c#0 g|syn. T diizle-

minin eksen pargalari biciminden genel bicime dénustirtlmesi:

Xe Y Z 1/abc
a b c

bex +acy + abz = abc
bcx +acy +abz—abc=0

yani AXx+By+Cz+D =0,

burada A = bc, B = ac, C = ab, D = —abc dir.

205



Verilen dizlem denklemlerini genel bicimde ifade ediniz:

X 'y z .. X y z
——=+—-=1; ——=——=1
V7572 1743
2 4
" Xy
Ornek 2 » Eksen pargalari cinsinden 2-54‘5—2 =1 quzlemi verilmis olsun. Burada eksen
pargalari a = 2, b = 3, ¢ = -1 dir. Denklemi genel bicime dénistirelim.
XY ,-1/8
2 3
3X+2y—-6z2=06

3X+2y-6z2-6=0

buradaA=3,B=2, C=-6,D =-6"dr.

Ornek3 ) A(2, 1,-5) ve B(-2, 0, 3) noktalarindan gecen ve X ve z koordinat eksenlerinde
esit parcalar kesen X diizleminin denklemini olusturalim. Yani, @ = C. Bu durumda denklemin eksen

parcalari cinsinden denklemi su sekilde yazilabilir:
1 + X + E =1
a b a

A € ¥ olduguna gore, koordinatlari eksen pargalari cinsinden olan denklemi saglamaktadir:
2 1 5

—+=———=1/-ab
a b a
2b+a-5b=ab
a—3b=ab.
_—2+9+§:1/'Cl
a b a
a=1.

B € ¥ olduguna gore, koordinatlari eksen pargalari cinsinden olan denklemi saglamaktadir:

a-3b=ab 1-3b=>b b=
= =
a=1 a=1

A

a=

Su sistemi ¢dzeriz:
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Xy
Buna gore, X diizleminin eksen pargalari cinsinden denklemi €: I"’T"’I =1 dir.

4

- A(8, -3, 2) noktasindan gegen ve koordinat eksenlerinde esit pargalar kesen diizlemin

denklemini yaziniz.

Calisma alistirmalari

1.

Asagidaki dizlemlerin koordinat eksenlerinde kestigi parcalari belirleyin:

a)2x—-3y—-52-20=0 b) 7Xx +5y+4z+15=0

. Koordinat eksenlerinde a =—2, b = ¢ = 1 pargalari kesen bir diizlemin denklemini yaziniz.

a) A(1, 2, 3) noktasindan gegen ve koordinat eksenlerinde esit pargalar kesen diizlemin

denklemini yaziniz.

b) A(1, 2, 3) ve B(-1, -2, 4) noktalarindan gegen ve Yy ve Z koordinat eksenlerinde esit

parcalar kesen dizlemin denklemini yaziniz.

(2 —=m)x — 3y — 5z — 15 = 0 dizleminin denklemindeki m parametresini, diizlemin koor-

dinat eksenlerinde kestigi parcalarin toplami 7 olacak sekilde belirleyiniz.

(2m — 3)x — 3my + 2z — 10 = 0 diizleminin denklemindeki m parametresini o sekilde

belirtiniz ki, dizlemin X ve Z koordinat eksenlerinde kestigi pargalarin ¢arpimi 2 olsun.

(1 —m)x + 2y + 5z — 20 = 0 dlzleminin denklemindeki m parametresini o sekilde belirtiniz

ki, dizlemin koordinat eksenlerinde kestigi parcalarin ¢carpimi 100 olsun.

2x — 10y + 5z — 30 = 0 dizlemi ve koordinat diizlemleri tarafindan olusturulan dizgin

dortylzlGndn hacmini hesaplayiniz.
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7. U¢ Noktadan Gegen Diizlemin Denklemi

M, M>ve M; dogrusal olmayan Ui¢ nokta verilsin. Diizlem tzerinde olan M, M>ve M; noktalarinin

yarigap vektorlerini sirasiyla EEE olarak gosterelim ve keyfi bir M noktasinin yaricap vektérini

I olarak gosterelim, Sekil 7. M\M =r—n,M\M;, =r> -, M\M; =1, — 1, yektorleri X diizlemi
Uzerinde bulunuyorlar, yani bunlar komplanar vektorlerdir, bu nedenle onlarin karma ¢arpimi sifirdir,
(F—n,n-n5-0)=0.

Sekil 7

Tanim 1:
(F-r,hL-f5-1)=0

esitligi, dogrusal olmayan ¢ noktadan gecgen bir diizlemin vektorel denklem bigimini temsil
eder.

Duzlemde bulunan dogrusal olmayan noktalart Mi(x1, y1, z1), Ma(xz, y2, z2) ve Ms(xs, s, z3) koordinat-
lari ile ifade edersek, yaricap vektorleri de ayni koordinatlara sahip olacaktir, F. = (Xi ' Yin g ) , 1=1,2,3

Diizlemin keyfi bir noktasinin koordinat bigimi M(X, Yy, z) ve yarigap vektori FZ(X, y,Z)’dir.

r—r,r2—n,5—1n vektorleri koordinatlarla verilir:

MM =r—r=(X=X,Y—-Y¥,2—2), MM, =F2—1 =(X, =X, Y, =¥, 2, — Z,),

M1M3=E_?1=(X3_ley3_y1’z3_zl) :

Buna gore, dogrusal olmayan ¢ noktadan gecen dizlemin vektérel denklemi koordinat bigiminde
su sekilde ifade edilir:

X=X, Y-V, -1

X=X Yo=Y, Z,-7y|=0,

X3=X Ya— Y1 237
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burada FZ(XJ’Z), E:(Xi,yi,zi), i=1,23. tr.

Tanim 2:
X=X Y=Y L—1,
X=X Yo=Y 2,-2|=0

X=X Ys—=Y1 23— 7

denklemi, Mi(x1, yi, z1), Ma(x2, y2, z2) ve Ms(xs, ys, z3) dogrusal olmayan ii¢ noktadan
gecen bir diizlemin denklemi olarak adlandirilir.

Ornek 1 > Mi(0, -1, 2), M:(1, -2, -1) ve M5(3, 1, 0) dogrusal olmayan (¢ noktadan gegen

dizlemin denklemi:

x-0 y+1 z-2 X y+1 z-2
1-0 -2+1 -1-2/=0<1 -1 -3|=0.
3-0 1+1 0-2 3 2 -2

dir.
Uglincii dereceden determinanti ¢ozmekle
2x-9(y+1)+2(z-2)+3(z-2)+6x+2(y+1)=0
8x-7(y—-2)+5(z-3)=0
8x—-7y+5z2-1=0.
Elde edilir. Dolayisiyla bu dizlemin genel denklemi:
8x—-7y+52-1=0

olarak elde edilir.

-M1(1, -1, =3), M:(-1, 2, 0) ve M;s(-5, -2, 1) dogrusal olmayan g noktadan gegen
dizlemin denklemini yaziniz.

Calisma ahstirmalari

1. Asagidaki t¢ noktadan gecen duzlemin denklemini yaziniz:
a) M;(0,1,-3), M,(1,2,0), M,(-1,-2,1);
b) M, (-2,4,-10), M,(14,5), M,(0,2,0).

2. Verilen noktalar komplanar olup olmadigini yoklayiniz:
a) A(1, 2,-3), B(3,2,2), C(4,51), D(-4, -3, 1)
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b) A0, 1,-2), B(1, 0, -1), C(1, 1, 0), D(2, -1, 0)
Cevap evet ise, bu dizlemin denklemini belirtiniz.

3. A4ABC/A(L2,0),B(3,0,-3),C(5,2,6)/ diizleminin denklemini yaziniz. Ondan sonra
M(-1, 2, 3), N(2, 1, -3), S(0, =2, 1) noktalarindan herhangi biri bu diizleme ait olup
olmadigini belirtiniz

8. iki Diizlemin Karsilikli Durumu

iki diizlemin karsilikli durumlari su sekilde olabilir: iki dizlemr birbirine paralel olabilir, (cakisabilir
veya ortak noktalari olmayabilir) veya kesisiyorlar.
2 Ax+By+Cz+D, =0

2, :AXx+B,y+C,z+D, =0
Genel bicimde verilen iki dizlem alalim:
n=(A,B.,C) nL1Zve n,=(A,B,C,), n, LZ,.

Bu duzlemlere dik olan vektorler sunlardir:

Diizlemler Arasindaki Agl. iki diizlem kesistiginde, & = «(Z,%,) acisini olustururlar. Bu aci as-
linda normal vektorleri arasindaki agidir, & = <1i(ﬁ1, ﬁz) . Iki diizlem arasindaki agl olarak a ve T — «

iki agidan kiigliguinu kabul ederiz. Kligiik agi olarak 1, ve i, arasindaki a agisini alalim, Sekil 8.

Sekil 8
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o. agisini i, N, vektorlerinin skaler garpimi ile hesaplayabiliriz, yani:

n-n
A, -n, = ||n,|-cosa Buradan COSa = |—ﬁ11| X %2 | Olarak a agisini elde ederiz. Dik durumda n, ve
n, vektorlerin koordinat bigimini kullanirsak, su formil elde edilir:
|AA, + BB, +C,C,|
\/A12 + B12 +C12 \/A22 + B22 +sz

iki diizlemin kesisimi bir dogrudur, bu sekil 8’'de agikca gdriilmektedir.

COSa =

iki diizlemin dik olma kosulu. ki diizlem kesissin ve aralarindaki agi a = 90° olsun. O zaman 1, i,

dik vektorlerin skaler garpimi sifirdir, yani 0, -f, = 0. Dik vektorlerin skaler ¢garpiminin koordinat
bigimini kullanarak 4:4: + B:B> + C:C> = 0 elde ederiz.

n=(AB,C), n L% ven,=(A,B,C,), n, L%, icin,
AiA> + BB, + C:C>=0

esitligi, iki 27 ve 2> diizlemlerinin dik olma (ortogonallik) kogulunu temsil eder.

iki diizlemin paralellik kosulu. iki diiziem paralel oldugunda, 2 || 2>, normal vektérleri de para-

leldir, T, ||7i,, Sekil 9.

Sekil 9
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Sekil 9'dan agikga gorilebilir ki, Ny, N, normal vektorleri kolineer vektorlerdir. O halde A olmak tize-

re dyle bir gercek sayi var ki, " = 2N, . Koordinatlarini kullanarak A = AA,, B, = 1B,,C, = AC, elde

dilir. Burad BB k
ediir. buragan -, — 5 T~ T Sonucu c¢ikar.
AZ BZ CZ
A_B_G_,
A2 2 2

esitligi, Hl=(A1151,C1), n L3 v rT2=(Az7Bz,C2), n, L%, olan iki Z: ve 2 diizleminin pa-

ralellik kosulunu temsil eder.

D _
Paralellik kosulu saglanirsa ve Fl=ﬁ ise, iki duzlem cakisir, % =2, Paralellik kosulu
2

D
saglanirsa, ancak El # A ise, iki diizlemin ortak noktasi yoktur, £; N X, = @.
2

Ornek1 > X,;:3x-3y+9z-2=0veX,: X—Yy + 3z—2 = 0 diizlemleri paraleldir, 2, || Z,
.. .3 3 9 P .
clnki 1°1°3 #1Ancak, 21: 3X—=3y +92- 6 =0 ve X,: X—Yy + 32— 2 = 0 dlzlemleri gakiglktir,

Y, =23,¢lnki -=—=—-=—. Oteyandan, 21:4x+2y+z2-2=0veX;:x+y+22-1=0

Flw
W
n Wlo
lecn

1
. . i e S
duzlemleri kesisir, ¢iinki 171732 dir.

Asagidaki duzlemlerin kargilikli durumlarini belirtelim.

aA)LiiX—-y+z2-2=0,2:x-y+3z2-2=0 b)X;:X-y+2z-2=0,Z,:x-y+z-2=0
c)LiiX=-y+z-2=0,2:x-y+z-1=0

Omek2 DY :x-y+z-2=0veX;:x+y+2z-1=0 dizlemlerinin kesisim agisi a'y!
belirleyelim. Normal vektorleri n, =(1,-11), n L%, ve n? = (1,1,2), nj 1 %, dir. Yukaridaki for-
mule gore sunlar elde ederiz:

1-1-11+1-2| 22 AH2 2
JP+ ()2 +02 2+12+22 36 32 6 3

cosSa = = a~62°.
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- 2X—3y+2-2=0vex+y+2z+ 3 =0 duzlemleri arasindaki a agisini belirtiniz.

Ornek 3 > M(1, -1, 0) ve N(2, =3, 1) noktalarindan gegen ve X,:2x—y + 32— 10 =0 diiz-

lemine dik olan X, diizleminin denklemini bulaim. M €ZX,: A(x-1)+ B(y+1)+Cz =0

NeZX :4(2-1)+B(-3+1)+C-1=0 dir. Dik olma kosulundan X; L X2 icin
2A — B + 3C = Q'dir. Sunlari elde ederiz:

A-2B+C=0 C=2B-4 C=2B-4 C=-3B
= = =
24A-B+3C=0 24A—-B+6B-34=0 ~-A+5B8=0 A=5B

B =1 alirsak, C = -3 ve A = 5 elde ederiz. Diizlemin denklemi sbyle olacaktir:

Xi:5x+y-3z2-4=0

- M(1, -1, 0) noktasindan gegen ve 3., : 2X —y + 3z — 10 = 0 diizlemine paralel olan

2 dizleminin denklemini yaziniz.

Calisma alistirmalari

1. Asagidaki iki dizlemin karsilikli durumunu belirleyin:
a) 2, :3x—-4y+z-1=0,%,:6x-8y+22-2=0;
b) X, :3x—4y+z-1=0,%,:6x-8y+2z-5=0;

c) %, :3x—4y+2z-1=0,%, : x—2y+z-1=0.
Kesisen dizlemler igin kesisim agisi a’y1 bulunuz.

2. Koordinat baglangicindan gegenve X1: X-y+2—-1=0,X;:x+y—-22-3=0 diz-
lemlerine dik olan X dizleminin denklemini yaziniz.

3. M(1, -1, 0) ve N(2, 3, —2) noktalarindan gegen ve X1:2X + 3y — z — 2 = 0 dlizlemine dik

olan X, diizleminin denklemini yaziniz.

4. N(2, 3,-2) noktasindan gegen ve X,: X — y + z = 0 diizlemine paralel olan X, diizleminin

denklemini yaziniz.
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9. Bir Noktanin Bir Duzleme Uzakhigi

Bir noktanin bir dizleme olan uzakligini belirlemek igin, bir dizlem denkleminin normal vektor bigi-

mini elde etme yaklasimini kullanacagiz.

e Bir noktanin bir dizleme olan uzakligi nedir?

Bu sorunun cevabi, noktanin diizleme olan en kisa uzakhigidir. Ty = (xo, yo, zo) yarigap vektoriine sa-
hip X diizleminde keyfi bir Mo(xo, yo, zo) noktasive N1 L X, i = (A, B, C) vektorii olsun. M;(x1, y1, z1)
noktasina ve M; noktasinin X diizlemine olan uzakligini hesaplamak istiyoruz. ¥ = (xs, ys, z1) ya-
rigap vektoriine sahip M:(x:, yi, z:) noktasi igin, 2 diizlemi Gzerindeki M; izdiisimini buluyoruz.
O halde

MM =OM —OM, =7 ~7, = (%, = Xo, "1 = Y01 21— %) dir.

M(x;, y1, z1) noktasinin X diizlemine olan uzakligi, ¥ — T vektériiniin n vektéri izerindeki izdiisii-

muddar.

d = MM, =| prﬁ(F_’%) |:

JA? +B? +C?
_ | Ax +By, +Cz, — Ax, — By, —Cz,| |Ax +By,+Cz +D|

A+ B?+C? JA?+B?+C?

Sekil 10

Tanim 1: N1=(AB,C), 1 LX. olmak tizere M(xs, y1, z:) noktasinin X diizlemine uzakligs
| A +By, +Cz, +D|

JA? + B? +C?

d

formuliyle hesaplanir.

Bir noktanin bir diizleme olan uzakliginin d = 0 oldugu aciktir. Nokta diizlem Uzerinde bulunuyorsa,
uzaklik d = 0 dir.
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Ornek 1 > Verilen A(-1, 2,-3), B(0, 5, -2) ve C(-1, —1, 1) noktalarindan gegen diizlemin
denklemini belirtelim:

X+1 y—-2 z+3
1 3 1 [=12(x+1)—-3(z+3)+3(x+1)—4(y—2)=15x—-4y—-3z+14,
0 -3 4

yani 15X — 4y — 3z + 14 = 0. O halde M(1, 1, —1) noktasinin diizleme uzakhg:

| A% +By,+Cz,+D| _ |15—4+3+14| 28 14+/10

d = = = H
JA 1 B2 1C? J225+16+19 540 25 9

M(1, 0, —=2) noktasinin A(-1, 2, 3) noktasindan gegen ve X — 2y + z — 4 = 0 dlizlemine
paralel olan duzleme uzakligini hesaplayiniz.

Ornek2 ) 2x —y — 2z — 2 = 0 diizlemine paralel ve bu diiziemden 4 birim uzaklikta olan bir

dizlemin denklemini olusturalim.

Verilen 2X —y — 2z — 2 = 0 dlizlemi ile paralel olan ve belirlenmesi gereken diizlem arasindaki uzak-
g1 bulmak igin, verilen diizlemden keyfi bir nokta alacagiz. M(1, 1, 0) noktasi 2x-y—-2z—-2=0
dizleminden bir nokta oldugunu varsayalim. Verilen uzakhktan sunlari elde ederiz:
_|A-1+B-1+C-0+D|  |A+B+D|

=4
VA’ +B*+C? VA’ +B*+C?

A B C

d

Diizlemlerin paralelliginden 2 1 _2  elde ederiz, buradan A = 2k, B = -k, C = —2k.

k=1ise, A=2,B=-1, C =-2elde ederiz.

2-1+D
Verilen uzakliktan sunlari elde ederiz: ﬁ =4 &1+ D|=12 < D, =11; D, =-11 Byradan,

verilen kosullari saglayan iki diizlem denklemi 2X -y -2z + 11 =0ve 2X -y -2z —-11 = 0 elde

ederiz.

2Xx -3y +z2—-4=0ve 4Xx - 6y + 22 — 5 = 0 iki paralel diizlem arasindaki uzakligi

hesaplayiniz.

215



Calisma ahistirmalan

1.
2.

A(-1, 2, 3) noktasinin X — 2y — 3z — 3 = 0 diizlemine olan uzakli§ini hesaplayin.

X—2y—-32-3=0ve3x+Yy-z+ 6 = 0 dizlemlerinden esit uzaklikta bulunan z ek-
senindeki bir noktay!i belirleyiniz.

x-1 y+2 z-3
A(—l, 2, 3) noktasindan gecgen ve 3 = 2 = 1 dogrusuna dik olan diizlemden

koordinat baglangicina olan uzakhgi hesaplayiniz.
ABCD / A(1, 2, -3), B(0, 1, 2), C(-3, 0, -1), D(1, -1, —2) / diizglin dértylzlinin A
kdsesinden indirilen yuksekligin uzunlugunu hesaplayiniz.

X + 2y — 22 + 2 = 0 dizleminden 5 birim uzaklikta bulunan y eksenindeki bir noktayi

belirleyin.

10. Uzayda Dogrunun Denklemleri

Burada uzayda dogru denklemleri verilecektir: bir dogrunun denkleminin parametrik bigimi, bir dog-

runun denkleminin kanonik bigimi, iki noktadan gegen bir dogrunun denklemi ve kapali olarak verilen

bir dogru (iki diizlemin kesisimi olarak).

Bir dogru denkleminin vektorel bigimi

Uzayda bir p dogrusu, sifir olmayan a vektoriine a # 0 paralel ve ro yarigap vektortne sahip keyfi

bir Mo noktasindan gegsin. p dogrusunun denklemini elde etmek igin, p dogrusundan r yaricap

vektoriine sahip bir M noktasi seciyoruz, Sekil 11.

Sekil 11

Sekil 11’e gore, @ vektorinin MM vektoriiyle kolineer oldugunu goriyoruz, yani 6yle bir t skale-

ri var ki,

M,M =t-a. Buna gore, M noktasinin yarigap vektéri icin,

F=OM =OM,+M,M =F, +t-&.
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Tanim 1:

=l
I
S
+
—
jsbl}

esitligi, 2 ¢6 vektorline paralel ve ro yaricap vektorline sahip keyfi bir Mo noktasindan gegen

bir dogrunun vektorel denklem bigimidir; burada t bir skalerdir. a vektoérine dogrunun tasiyici

vektorii (tasiyici) denir.

Bir dogru denkleminin parametrik bigimi

F=T,+t-@ dogrusunun vektdrel denklemive @ =(8,,8,,8;), 1o =X Y5 Z,) ve T =(X,¥,Z) vek-
torlerinin koordinat bicimlerini kullanarak sunlari elde ederiz:

(X, Y, 2) = (%o Yor Zo) +1- (&, ;. 85) -

Elde edilen X=X,+at,y=Y,+a;t, Z=2,+a;st denklemleri, P dogrusunun koordinat bicimindeki

denklemleridir.

Tanim 2:
X=X, +at
y:yo"|'a2t
Z=17,+a;t

denklemlerine, @ = (aq_, a21a3) vektoriine paralel ve Mo(xo, yo, zo) noktasindan gegen bir dogrunun

parametrik denklem bicimi denir; burada t bir skalerdir.

Ornek 1 >: a= (—1,1,2) vektoriine paralel ve Mo(2, 0, —3) noktasindan gegen bir dogrunun
X=2-t
y=t
z=-3+2t

parametrik denklem bicimi su denklemlerle verilir:

- a= (1, —27—3) vektorine paralel ve koordinat baglangicindan gegen bir dogrunun para-

metrik denklemini yaziniz.
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Bir Dogru Denkleminin Kanonik Bigimi

a: 70, az #0, as # 0 igin bir dogrunun parametrik denklem bigimi olan denklemlerin kiiglk bir d6-
nusumayle, dogrunun yeni bir denklem bicimi elde edilir. Kliglik dontsum, t skalerini G¢ denklemden
de ifade etmek ve sag taraflarini esitlemektir:

(XX YW 22

a a, 8

0

Tanim 3:

X=% :y_yo :Z_Zo
el a, e

esitligine, a = (a1|a21a3) vektoriine paralel ve Mo(xo, yo, zo) noktasindan gegen dogrunun ka-

nonik denklem bi¢imi denir; burada t bir skalerdir.

Bir dogrunun kanonik denklem bigciminde, dogrunun tasiyici vektoru a’nin koordinatlari olan ai, az, as
ile bolundugu gorulmektedir.

Asagidaki soru ortaya ¢ikmaktadir:
« a vektdriniin koordinatlarindan biri sifir oldugunda bir dogrunun kanonik denklem
bicimi ne olur?

Taslyici vektor a’nin koordinatlarindan biri sifirsa, yani a;, az, as'ten biri sifirsa, érnegin a; = 0,

a># 0, as # 0 ise, dogrunun kanonik denklem bigimi sudur:

Ornek 2 > : Mo(1, -1, 5) noktasindan gecen ve a = (1,4,0) vektériine paralel olan p dogrusunu
Kartezyen dik koordinat sisteminde gdsterelim, Sekil 12.
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Sekil 12
Denklemin parametrik bigimi x =t + 1,y =4t -1, z = 5tir.

+1
Denklemin kanonik bigimi X—l=yT, z-5=04r,

b) a= (—4,3,—1) vektoriine paralel ve Ms(—2, -3, 1) noktasindan gecen bir dogrunun parametrik

denklemi
X=-2-4t
y=-3+3t
z=1-t dir.

. _ ... X+2 y+3 z-1 .
Dogrunun kanonik denklem bigimi ise = = ‘dir.

—4 3 -1
- a= (1, -2, —3) vektorune paralel ve koordinat baslangicindan gecen bir dogrunun kanonik

denklem bigimini yaziniz.

iki noktadan gegen dogru denklemi

t dogrusu M:(x:, yi, z1) ve Mz(xz, y2, z2) noktalarindan gegsin, sekil 13. O zaman t dogrusu

a=MM, = (Xz XY, Yy~ Zl) vektoriine paraleldir ve M:(x:, yi, z:) noktasindan geger. Bu

dogrunun kanonik bigimi:

X=X _ Y=Y _2-1
X=X Yo=Y Z,-%4

dir.
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Sekil 13

Tanim 4:

X=X _ Y-y, _2-%4

X, =X Yo=Y Z, =1,

denklemi, Mi(x:, yi1, z:) ve Mz(xz, 2, z2) noktalarindan gecen dogrunun denklemidir.

Ornek3 ) : Mi(2, -1, 2) ve M>(1, -2, 0) noktalarindan gegen dogrunun kanonik denklemi

X—2 y+1 z-2
-1 -1 2

dir.

- ABCD/A(1,-2,-3),B(2,3,-6), C(-3,5, 4), D(-5, -6, 4) / dértgeninin B kdgesinden

gecen ve ABCD dortgeninin AC késegenine paralel olan dogrunun denklemini yaziniz.

Kapal sekilde verilen dogru (iki diizlemin kesisimi bigiminde)

Paralel olmayan iki dizlemin karsilikli durumunu incelerken, bu dizlemlerin bir a¢i olusturdugunu
ve kesisimlerinin bir dogru oldugunu séylemistik. iki paralel olmayan diizlemin kesisimi bir dogru
oldugundan (Sekil 14), bu bicimi bir dogru denklemi olarak kabul edebiliriz:
Ax+By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D,=0
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Sekil 14

Tanim 5:

Ax+By+Ciz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

bigimindeki dogru denklemine kapal dogru denklemi (bir dogrunun genel sekli) de-
nir. Burada X:: Aix + Biy + Ciz + D1 = 0 ve X2: Aox + B2y + Coz + D2 =0 para-
lel olmayan iki duzlemdir.

Kapali bicimde verilen herhangi bir dogru denklemini, dogrunun iki dizlemin dikey vektérlerine dik
oldugunu bilerek, bir dogrunun kanonik denklem bigimine donuUstirebiliriz. Bu nedenle, iki dikey

vektodriin vektdrel carpimini, ayni zamanda onlara dik olan tasiyici vektdri olarak alabiliriz. islem

C B

s Al‘, ‘Al s }t 0
C, Al |A B
Burada M = (A,B,C)) L%, ve n, = (A,.B,.C,) L2, iki diizlemin dikeyl vektorleridir. Sistemdeki
iki denklemi de saglayan bir Mo(xo, Yo, Zo) noktas! bulunabilir, yani Mo dogru Gzerinde bir noktadir,

asagidaki gibidir:

Dogruya paralel olan vektdr sudur:

- — — (|B, C
a:nlxnzz[ .

BZ CZ ,

bu nedenle dogrunun kanonik denklem bi¢imi sudur:
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X=X _ Y=Y _ 274
B, C| [C, Al |A B
B, C, G, Al |A B,

Ornek 4 » Kapali sekilde verilmis olan

_{x—2y+32+4:0

S5X+4y—-z+2=0

p dogrusunun kanonik seklini belirtelim.

Bu dogruya paralel olan vektorl belirtelim.

. ﬁ_(—z 3]H3 1||1—2
a=nxn, = : :

= (~10,16,14) .
4 ' |-1 55 4

Dogru tzerinde bulunan Mo(0, Y, Z) noktasi iki diizlemin de denklemini saglar:

—-2y+3z+4=0 —2y+12y+6+4=0 y=-1
= =
4y-7+2=0 z=4y+2 z2=-2.

yani Mo(0, —1, —2) noktasidir. O halde bu dogru denkleminin kanonik sekli

X y+1 z+2
-10 16 14

dir.

- kapali sekilde verilen p dogrusu kanonik denklem bi¢iminnde yaziniz:

[-3x-2y+2z+1=0
|x+4y-2z-3=0

Ardindan, M(0, 1, 1) noktasinin p dogrusu tzerinde olup olmadigini kontrol ediniz!

Calisma alistirmalar
1. a= (-1, 0, 2) vektorine paralel ve A(1, 2, —2) noktasindan gegen dogrunun parametrik
ve kanonik denklem bigimini yaziniz.
2. ¥:-3x -2y +z + 1 = 0 dizlemine dik ve B(3, =5, —7) noktasindan gegen dogrunun

parametrik ve kanonik denklem bigimini yaziniz.
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w

2x+3y—-z-1=0
{ y dogrusundan gecgen ve Y— eksenine paralel olan duzlemin denk-

|x-2y+4z+5=0
lemini yaziniz.

x-3 y+1
T = T =7-5 dogrusundan ve koordinat baglangicindan gecen duzlemin denklemini
yaziniz.
x-2 y-1 743 _
3 = 5 = 2 dogrusuna paralel ve C(0, —1, —2) noktasindan gegen bir dogrunun

denklemini yaziniz.

A(-1, 2, -3), B(1, 3, -5), C(0, 4, 6) koordinatlariyla verilen AABC {iggeninin her kdse-
sinden gecen ve karsit kenarlara paralel olan dogrularin denklemlerini yaziniz.
A(-1,2,5),B(-2,-3,-6), C(-3,5, 4), D(5, -6, 4) koordinatlariyla verilen ABCD dértge-
ninin her kdsesinden gecen ve ABCD doértgeninin komsu kdselerini birlestiren kosegenine
paralel olan bir dogrunun denklemini yaziniz.

11. Bir Dogru ve Diizlemin Karsilikli Durumlar

Karsilikli durumlarina gére, bir p dogrusu ve bir Z diizlemi paralel olabilir (p || Z isaretiyle, p dogrusu
ve X diizleminin ortak noktasi yoktur, p N £ = @, veya p dogrusu X diizlemi tizerinde bulunur) veya

bir ortak noktalari olabilir, yani p dogrusu X diizlemini keser (6zellikle, p dogrusu X dizlemine dik
olabilir, p L X).

Bir p dogrusu ve bir X diizlemi verilmis olsun:

& &, &
>:Ax+By+Cz+D=0

X—X - -1
0 X% Y=Y 274

burada p dogrusunun tagiyici vektori a=(a,a,a,), Mo(xo, yo, zo) € p noktasi ve X diizlemine
dik olan vektsr M= (A, B,C) ‘dir.
Dogru diuzlemi keser

p dogrusu ve X dizlemin bir ortak noktasi M olsun, yani M € p N £ = {M}, sekil 15.
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Sekil 15
p dogrusu ve X diizlemi arasindaki o agisi, p dogrusunun X diizlemi lizerindeki dik izdlisimu p’ ile
olusturdugu iki komsu agidan kigugidar, yani bu iki agi, sin o = sin(z — ) kosulunu saglayan b-

tnler acilardir. Kiicik agi alindigindan, o < % oldugunu varsayabiliriz. p dogrusu ve N arasindaki

2
a= (ai, agaag) ve N= (A, B, C) arasindaki agi igin skaler garpim tanimindan sunlari elde ederiz:

5
cos| —-a |=
2
|a,A+a,B+aC|
J#+£+ﬁ~W¥+§+C2

V4
agl — —a ‘dir. Herhangi bir agi icin trigonometrik formilden sin ¢ = cos (%—aJ gecerlidir. Buradan

a-n

, yeni

—

al -

"

Sina =

Dogrunun dizlemi kestigi noktaya kesisim noktasi denir.

X—8 +6 z-7
Ornek 1 > P 5 - y2 = dogrusu X: 5X + 3y — 4z + 16 = 0 dizlemini keser ve

kesisim noktasini elde etmek igin, p dogrusunun kanonik denklem bi¢imini parametrik bicime do-

ndstirmekle M noktasi bulunur,
x=8-3t
y=—6+2t
z=7-t.

Bunu dizlemin denkleminde yerine koyarak
5(8—3t) +3(-6 +2t) —4(7-1) + 16 =0=>5t=10=>t=2

elde edilir.
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Dogrunun ve diizlemin kesisim noktasi M(2, -2, 5) dir.

p dogrusu ve X diizlemi arasindaki a agisini asagidaki formulle hesaplayacagiz:

|(-3)-5+2-3+(-)-(-4)| V7

sing = = = a~11°
JEB)P + 22+ (<1)? (52 + 32 +(-4)* 14

4—z2
- p:x—1=2y =5 dogrusunun ve X: 2X + 3y — z + 1 = 0 dzleminin kesisim nok-
tasini belirtiniz.

Ozel durum, p L X, yani p dogrusu ve X diizlemi arasindaki agi a = 90°’dir. O zaman p dogrusunun

tagtyict vektorii 8 =(a,,8,,8;) ve X diizlemine dik olan n=( A, B,C) vektéri dogrudastir. Yani dyle

a
bir A skaleri var ki & = Af dir. Onlarin koordinat bicimlerini kullanarak 4 = % = Ez = % elde edilir.

a=(a,8,,8;) dogrunun tasiyici vektdrii ve n= (A,B,C) diizlemin dik vektori olmak iizere ,
8 _3_ 8
A B C

formali,bir dogru ve diizlemin dik olma sartidir.

x y-1 z+1
Ornek2 ) 573 T 5 dogrusu 2x -3y + 5z —1 = 0 dizlemine diktir, giinku

2 3.5,
2 3 5 Ir.

Dogru diizleme paraleldir

p dogrusu X diizlemine paralel olsun, yani p || Z, sekil 16.

=Y
A~

=
—»

Sekil 16
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p || £ oldugu durumda, @ =(a,,a,,a;)Lrn=(A,B,C)dir. Budurumda, p dogrusunun tasiyici
vektorindn ve duzleme q dik olan 7 vektorandn skaler ¢carpimi sifirdir, yani a -7 = 0’dir. Koordinat

bicimlerini kullanarak a:4 + a:B + asC = 0 elde ederiz.

aiA + a:B+asC=0

esitligine, tasiyicisi d@ = (a,,4a,,a,) olan dogru ve dik vektorl 7 = (4, B,C) olan dizlem arasinda

paralel olma sarti denir.

X=% _ Y=Yy _2-%
a'2
olmak igin, paralellik kosulunu a:4 + a:B + asC = 0 saglamasi ve ayni zamanda Mo(xo, yo, zo)

Ozel olarak, p: dogrusu X: AX + By + Cz + D = 0 duzlemi lzerinde

noktasi diizlem denklemini Axo + Byo + Czo + D = 0 saglamasi gerekir.

x-1
Ornek3 > a) P :T =2-Y=12+1 dogrusu : X + y — z — 4 = 0 diizlemine paraleldir, ¢iinki

paralellik kosulu 2 -1+ (-1)-1+1:(-1) =0saglanir. 1 + 2 + 1 — 4 = 0dan bu p dogrusunun

2 dlizlemi izerinde oldugu sonucu elde edilir.
x-1 y-2
2 -1
degildir, ¢linkl paralellik kogulu2 - 1+ (=1) - 1+ 1 (1) = 0saglanir,ancak 1 +2 +1-1=3#0dr,

b) p: =z +1dogrusu X: X +y—2z—1 = 0 duizlemine paraleldir, fakat Z dlizlemi izerinde

yani p N Z = @ elde edilir.

- Verilen dogrunun dizlemle karsilikli durumunu belirtiniz:

a) p:%:LT:z—4, X:2X-y+2-6=0;

b) p:XLZZ=y—1=Z—+11, Y:2X-y+2-6=0,

Calisma alhistirmalari

X+y+z=0
: dogrusunun X: X + 2y + 3z + 4 = 0 dlzlemiyle kesisim noktasini

2x—-3y+2=0
belirtiniz. p dogrusu ve X diizlemi arasindaki agi ne kadardir?
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2. p:X=Yy=06-2zdogrusunun X: 2Xx —y + Z — 6 = 0 dizlemiyle karsilikl durumunu belirtiniz.

3. pix-1= % =z+2 dogrusuna dik olan ve A(=1, 2, —=3) noktasindan gegen X diizleminin
denklemini yaziniz. Ardindan, kesisim noktasini bulunuz!
x-1 y-2 z-3
2 3 4

4. Koordinat baslangicindan gegen ve Uzerinde p: dogrusu olan X

dizleminin denklemini yaziniz.

5. B(-1, -4, 4) noktasindan gegen ve X: 2X + 5y — 3z — 4 = 0 diizlemine dik olan p dogru-
sunun denklemini yaziniz. Ardindan, kesisim noktasini belirtiniz!

12. iki Dogrunun Karsilikli Durumlari

Uzayda iki dogrunun karsilikh durumuyla ilgili sunu diyebiliriz: Dogrular kesisebilir, paralel olabilir ya
da ayrik olabilirler. Her durumu ayri ayri ele alalim.

iki dogru verilmis olsun:

XX _ YN _2-7
& a, a,

b:X_Xz — Y=Y _2-7
by b, b,

burada &= (a,,a,,a,),b = (b, b,,b;) tasiyici vektdrler ve Mi(xs, y1, z:) ve Ma(xz, 2, z2) sirasiyla @
ve b dogrularina ait noktalardir.

Dogrular kesigir
ave b dogrulart M(X, Y, ) noktasinda kesisiyor, sekil 17. a ve b iki dogru arasindaki a agisi, tasiyici
vektorleri & =(a,,3,,a,),b = (b,,b,,b,) arasindaki agidir. ki diizlemin kesisiminde oldugu gibi, a ve

b iki dogru arasindaki o agisini da tasiyici @ = (a,,@,,a,),b = (b,,b,,b,) vektdrlerin skaler carpimini
kullanarak bulabiliriz.
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Sekil 17

Tanim 1: a ve b dogrulari arasindaki a agisi

|ab, +a,b, +asb|

cCosa = :
\/alz +a,’+a, -\/bl2 +b,? +b,?

ile verilir, burada & = (a,,a,,a,),b = (b, b,,b,) tasiyici vektorleri ve M;(xs, yi, z1) ve
M:(x2, 2, z2) sirasiyla a ve b dogrularinin noktalaridir.

a ve b dogrularinin M(X, Y, z) kesigim noktasini, parametrik bigimde verilen denklemlerinin bir

sisteminin ¢dzulmesiyle elde edilir.

Ornek 1 >

a'i— y-5 z+15
-2 3 6

y z+1
2

brx—2=L=""¢
- 2
dogrulari icin, tasiyici vektorler a=(-2,3, 6),b =(1-2,2) ve M;(0, 5, -15) ve M>(2, 0, —1) nok-
talari sirasiyla a ve b dogrular tizerinde bulunan noktalardir. Bu iki dogrunun olusturdugu a agisi
asagidaki formdalle elde edilir:
-2)-1+3-(-2)+6-2 4 4
cosa = 2 2 | = —=a~79".

JE22 4346 (1P (-2)7+2° 499 21

a ve b dogrularinin M(X, Y, z) kesisim noktasini (a N b = {M}) asagidaki islemle bulacagiz. ilk

olarak, verilen denklemleri parametrik bicime doéntsturelim:

a l:y—5:z+15:
6

3
b:x—2=l=—z+1=k
-2 2

t
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a:x=-2t,y=3t+5 z=6t-15
b:x=k+2,y=-2k,z=2k-1"

iki bilinmeyenli tic dogrusal denklemden olusan bir sistem elde ederiz:

k+2=-2t
-2k =3t+5
2k -1=6t-15

Cozimi t =1, k =—4'tir. O halde X =-2,y =8,z =-9, yani M(-2, 8, -9) elde edilir.
iki dogrunun kesistigi 6zel bir durum, a ve b dogrularinin dik oldugu durumdur, yania L b. O zaman

tastyici vektorler diktir, yani @ L b . Skaler carpimlari sifirdir, a- b =0.. Koordinat bicimlerini kulla-
narak & -b +a,-b, +a,-b, =0 elde ederiz.

3B +a,-0,+23,-b, =0

esitligine, = (a,,8,,8;),b = (b,,b,,b,) tagiyicilarina sahip dogrularin dik olma sarti denir.

Ornek 2 >

x-2 y-3 z-1
a: = =
-1 -1 -1

x—-3
b:——=2,y-3=0
1 y

dogrulaniigin, tastyici vektorleri 8 = (-1,—1,—1),b = (~1,0,1) vedikliksarti(=1)- (-1)+(~1)-0+(~1)-1=0
saglanir. Yani a ve b dogrulari diktir, a L b.

- Asagidaki dogrularin olusturdugu a agisini belirtiniz:

x—1 z+3
ai—=y-2=——
2 4
b_x—6_y—5_z+5
5 3 -2

Dogrular birbirine gére dik midir? Ondan sonra kesisim noktalarini belirtiniz.
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Dogrular paraleldir

a ve b dogrulari paralel olsun (a || b), Sekil 18.
M, a a

Py >

—

Sekil 18

Tastyici vektorler 8= (8,,8,,85),b = (b.,b,,,) birbirine paraleldir, &b, yani bu iki vektor dogru-

PR

dastir. O halde dyle bir skaler A var ki @ = Ab'dir. Koordinat bicimlerini kullanarak b
2 3

elde ederiz.

4 _%H_ &
b, b,

N

esitligine, tasiliyicilarn @ =(a,,a,,8,),b = (b,,b,,b,) olan dogrularin paralellik sarti denir.

Ornek3

dogrulari paraleldir (afl b) ve dogrularin paralellik sarti saglanir:

a'X—_l—y+2—i
3 —4

b:5
6

Kesisen iki dogru veya paralel iki dogru ayni duzlem UGzerinde bulunduklari durumunda, tasiyici

3_1_-+4
6 2 -8

vektorler 8 =(a,,8,,8;),0 = (b,0,,b) ve MM, vektsrii ayni ditzlem tizerinde bulunuyorlar, yani

komplanar olduklari anlamina gelir; burada Mi(x1, ys1, z1) ve M2(x2, y2, z2) noktalarinin her biri birer
dogru Uzerindedir, sekil 19.
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(@)
Sekil 19

Ug komplanar vektdriin karma garpiminin sifir oldugunu bildigimizden, yani (M,M,,d,b) =0 | vek-
torlerin koordinat bigimlerini kullanarak sunlari elde ederiz:

X=X Y=Y Z,—7
Ch a, a, |=0
b, b, b,

Taslyici vektorleri @ = (a,,8,,a,),b = (b,,b,,b,) olan ve M;(x,, V1, z1), Ma(x2, 2, z2) noktalarindan
gecen iki dogrunun komplanar (diizlemsel) olma sarti su esitlik ile veriliyor:
=X Yo=Y Z,—74
& a, a, (=0
by b, b,

Komplanar olma kosulu ayni zamanda iki dogrunun kesigsme sartidir.

Ornek 4 > a) Kesisen 6rnek 1'deki dogrular igin:

d=(2,3,6),b=(1-22) tasiyici vektorleri ve MM, =(-1,2,1) vektorl icin komplanarlik kosulu
gecerlidir.
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2 -5 14
-2 3 6(=12+56-30-42+24-20=0.
1 -2 2

b) Paralel olan Ornek 2'deki dogrular igin:
X—2 - —
a: _y 3 _z 1
-1 -1 -1

x—3
b:——=2z,y-3=0
1 y

d=(-1,-1-1),b = (-1,0,) tasiyici vektorleri ve M,M, = (1 0,~1) vektori igin komplanarlik kosulu
saglanir:

1 0 -
-1 -1 -1j=-1+1=0.
-1 0 1
c) Ornek 3'teki paralel dogrular igin:
x-1 z
a.—=y+2=—
3 y -4
- X_y_2-1
6 2 -

d=(3,1,-4),b =(6,2,-8) tasiyici vektorlerive M,M, = (-1 2.1) vektdri icin komplanarlik kogulu
saglanir:

-1 2 1
3 1 -4=8+6+48-6-8+48=0.
6 2 -8
- Asagidaki dogrular verilmistir:
a_x+1_y—2_z—1
3 2 4
bry_p_Ytl_2-2
-1 2

a ve b dogrulari ayni diizleme ait midirler?
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Ayrik Dogrular

iki dogru kesismiyorsa ve paralel degilse, ayrik dogrular olarak adlandirilirlar. Sekil 20°'de iki ayrik
a ve b dogrusu verilmistir. Kesisen veya paralel olan iki dogru bir diizlem olusturdugundan, daha
once de bahsettigimiz gibi komplanarlik kosulu onlar igin gecerlidir. Bu nedenle, iki dogru ayrik ise,

komplanarlik kosulu onlar igin gecerli degildir.

Sekil 20

Tanim 2: Tasicyicllar a=(a,,a,,a,),b = (b,,b,,b,) vektorleriolanve Mi(xi, y1, z1),
M:(x2, y2, z2) noktalari sirasiyla

XX YW _2-7,

a, a a
b:X_Xzzy_yz_Z_Zz

b, b, b,

dogrularina ait olan dogrular igin,

X=X Yo=Y Z,- %4
a a a, |#0
by b, b

kosulu saglandigi durumda, dogrular aykiridir.

Ornek5

Y-,

1

3

b:—x=—y+1:z
—4

dogrulari igin
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tastyici vektorleri @ = (2,3,1),b = (-1,—4,1) ve M, M, =(0,—2,0) vektérii igin komplanarlik kosulu

saglanmaz:

0 20
2 3 1/=0+0+2-0-0+4=6=0.
-1 -4 1

a ve b ayrik dogrulardir.

-Agagldaki dogrular verilmigtir

a:x—2:y—1

b:x—2=y—_1:Z—_1.
-1 2

Bir dizlem olusturup olusturmadiklarini veya ayrik olup olmadiklarini kontrol ediniz!

Calisma ahstirmalari

1. Asagidaki dogrularin karsilikli durumunu inceleyiniz:

X+y+2=0 X+3 z

a) ve —=y—-4=—;

2X—y+3z+1=0 -4 3
X—4 _z+1 Xx+1_y-2 z

D) Y= e T T

X—2y+2-3=0
2. A(1, 2, -1) noktasindan gegen ve

denklemini yaziniz.

2%+y-2=0 dogrusuna paralel olan dogrunun

x—1 z-3 X—6 y+1
—_— —7: =
2 Y s V73

masi igin A parametresini belirtiniz! Kesisiyorlarsa, aralarindaki agiy1 ve kesisim noktasinin

= Z+2 dogrulari veriliyor. Dogrularin bir diizlem olustur-

koordinatlarini belirtiniz!

-1 3 -1
noktasindan gecen bir dogrunun denklemini yaziniz.

z
=— dogrularinin kesisiminden gegen ve B(-1, 0, 1)

5 X=3_ y+1:§ ve X+1:_y;2 :—2;1 dogrularina dik olan ve C(2, 3, 4) noktasindan

gegen bir dogrunun denklemini yaziniz.
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13. iki Dogru Arasindaki Uzakhk

Daha 6nce, uzaydaki iki dogrunun karsilikli durumuyla ilgili sunlar oldugunu séylemistik: dogrularin
kesismesi, paralel olmasi veya ayrik olmasi. iki dogru kesistiginde, aralarindaki mesafenin sifir
oldugu aciktir. Ancak paralel veya ayrik olduklarinda, aralarindaki mesafe sifir degildir. iki durumu
ayri ayri ele alalhim.

iki paralel dogru arasindaki uzaklik

iki paralel dogru arasindaki uzaklik, aralarindaki en kisa mesafedir ve bu, bir dogrudan digerine
indirilen dikmenin uzunlugudur. Bu, iki paralel dogru arasindaki uzakligin, bir dogrudan digerine

herhangi bir noktadan olan mesafeye indirgendigi anlamina gelir. Sekil 21°deki a dogrusundan B

noktasina olan d uzakliginin formdlind gikaralim.

2
o

Sekil 21

Nokta B ¢ adir. AB ve a vektorleri (izerinde, alani P = éxﬁl olan bir paralelkenar olusturuyoruz.

Paralelkenarin alani P 9 @[-h formiliiyle de hesaplanabilir, burada h= BB’ ‘dir. Paralelkenarin

o ——_|ax AB| .
alanini hesaplamak icin bu iki formiilii kullanarak BB =——— elde ederiz.

EY

Tanim 1: B noktasindan a dogrusuna olan d uzakligi asagidaki formiille hesaplanir:

|axAB)
|al

d

burada a, a dogrusunun tasiyici vektoridir ve A € a'drr.

B € a oldugunda, B noktasindan a dogrusuna olan mesafenin d = 0 oldugu agiktir. Taglyici vektor

a=(a,a,,a;) icin koordinat bicimleri ve A(xs, ys, z:) € a ve B(xz, 2, z2) noktalarinin koordinatlari
verildiginde, uzakhgi vektorel bicim disinda koordinat biciminde de elde edebiliriz. Bunu asagidaki
ornekle gosterecegiz.
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” X—2 z+1
Ornek 1 » B(1, -1, 0) noktasindan a: 3 - y—3= ;1 dogrusuna olan uzakhg! asagidaki
sekilde bulacagiz:

1. Dogrunun tastyici vektord, |67|=«/1_1 modiillii @=(31-1) ve nokta A(2, 3,-1) € a'dr.

2. ave AB vektorlerinin vektorel garpimini buluyoruz:

i j k
dxAB=[3 1 -1=(-3,-2,-11);
-1 -4 1

3. Vektorin modiilii [dx AB|=+134;

V134 1474

olacaktir.
Jiz o1

. X=5 z+1
B(2, 1, -2) noktasindan ¢: R +3= 5 dogrusuna olan uzakligi hesaplayiniz.

4. Uzaklik d =

Kanonik bigimde verilen a ve b, (a || b) paralel dogrular arasindaki uzakhgi hesaplamak igin

a: X=X _Y=h Z_Zl, b: X=% Y=Y, 74 yukarida verilen sekilde B(xz, y2, z2) € b

& a, 8 & a, a,

noktasindan a dogrusuna olan uzakhgi bularak hesaplayacagiz.

a =b oldugunda, iki dogru arasindaki uzaklik d = 0 oldugu agiktir.

- Verilen paralel dogrulari arasindaki mesafeyi hesaplayiniz:

x—1
a—=y+2=—
3 y

b:5
6
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iki ayrik dogru arasindaki uzaklik

iki ayrik dogru arasindaki uzaklik bircok sekilde hesaplanabilir. Burada paralel yiiziin ¢izimini kul-

lanilarak sunulacaktir.

Sirasiyla a ve b tasiyici vektorleriyle ve A € a ve B € b noktalarina sahip iki ayrik dogru a ve b

verilmis olsun. a, b ve AB vektorleri Uzerinde, Sekil 22°deki gibi bir paralel yiz olusturahm.

4

Sekil 22

Ayrik a ve b dogrulari arasindaki d uzakh§i, paralel yiizlinin yiiksekligi olacaktir. Paralel yiiziin
hacmi karma carpim V =| (d,b, AB)| ile hesaplanabilir. Hacim ayrica V = H-|@xb | formiiliiyle

de hesaplanir, burada B =| axb |, a ve b vektérleri iizerinde olusturulan ve paralel yizin tabani
olarak rol oynayan paralelkenarin alanidir. Bu iki formilden sunlari elde ederiz:

V =H-|axb|
_|(@b,AB)|

d=H A
|axb|

Tanim 2: Ayrik a ve b dogrular arasindaki d uzakh§ asagidaki formdille hesaplanir:

|(d,b, AB)|
|axb|

burada a ve b siraslyla a ve b dogrularinin tasiyici vektérleridir ve A € a ve B € b karsilikli
noktalaridir.

Tastyici vektorler @ = (ai, az, as) ve b= (b1, b2, bs) igin koordinat bigimleri ve A(xs, yi, z:) € @
ve B(x, 2, z2) € b noktalarinin koordinatlari verildiginde, uzakh@i vektorel bigim disinda koordinat

biciminde de elde edebiliriz. Bunu asagidaki 6rnekle gdsterecegiz.
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Ornek 2 > Verilen a ve b ayrik dogrulari arasindaki uzakh@ hesaplayalim:

a:izy—_l_z
2 3

b:—x=y—+1:z
-4

d=(2,31),b =(-1,-4,1) tasiyici vektorleriyle ve 4(0,1,0)ca ve B(0,~1,0)eb karsilikli nokta-

laryla.

1. d,b, AB vektérlerinin karma carpimini asagidaki formille buluyoruz:

2 3 1
AB=(0,-2,0) ve (4,b, AB) =|-1 —4 1/=6;
0O -2 0

2. 4,b vektdrlerinin vektdrel carpimini asagidaki formalle buluyoruz:

Q|
X
oy
Il
N =i

K
1|=(-1,-311).
1

AW -

-1

3. Ayrik a ve b dogrulari arasindaki uzakligi hesapliyoruz:

d_l(é,B,ﬁ)l_&/lBl
|axb| 131

- Asagidaki ayrik dogrular arasindaki uzaklgi hesaplayiniz:

a:x+1:y—2:z—1

3 -2 4
b x—Z:y—H':Z;z.
-1 2

Calisma ahistirmalarni

1. Kése noktalart A(1, 2, 0), B(3, 0, -3), C(5, 2, 6) olan bir AABC uggeni verilmig olsun.

Ucgenin her kdsesinden kars! kenara olan uzakligi hesaplayiniz.
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2. \Verilen paralel dogrular arasindaki mesafeyi hesaplayiniz:

a:x—3: y+1:z—4

4 -2 2
b_x—5_ y+2 z-1
-8 —4 4

3. Kose noktalari A(3, -1, 2), B(1, 2, -1), C(2, 5, -6), D(4, 2, —-3) olan bir ABCD
paralelkenari verilmis olsun. Paralelkenarin kenarlarinin tzerinde bulundugu iki ¢ift para-
lel dogru arasindaki uzakliklari hesaplayiniz.

4. \erilen ayrik dogrular arasindaki mesafeyi hesaplayiniz:

X=3 y+2 z
a.—=—==
4 3 5

2 5

5. Verilen dogrular arasindaki uzakhg: hesaplayin:

a)a:le z b_x+2=y—3=z+1_

23 T2 T4 s

b)a: X+2y—-2z2-8=0 b- 3Xx—2y-2z-15=0
)a: 2X+y—-2-1=0" | 3x+y+4z-21=0"

3X+y—-z+4=0 _
c)a:{ 4 ,b:—lezy—7:

z-3
y+22-8=0 4

14. Modiil Unitesine Ait Tekrarlama Alistirmalari

113 1 42
1. Kose noktalari A(Z’E’Z)' B(4,3,2), C(—g,—g,g), D(2,-3,-4) . olan bir ABCD diizgiin

dortydzlinin hacmini ve yUksekligini hesaplayiniz.
2. A1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(3, =3, 3) noktalarindan gegen diizlemin denklemini yazi-

niz. M(1, -1, 1) noktasi diizlem tzerinde midir?

3. 3x+2y-5z+10=0ve x + 3y + z—2 = 0 dluzlemlerinin kesisiminden gegen ve koor-
dinat baslangicindan gecen dizlemin denklemini yaziniz.

5
4, A(-11 E) noktasindan gegen ve koordinat eksenlerinde 3:2:1 oraninda kesenler olusturan

duzlemin denklemini yaziniz.
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A(0, 0, 2) ve B(6, 0, 0) noktalarindan gegen ve OXy dizlemi ile % agisi yapan dizlemin

denklemini yaziniz.

2Xx =3y +az -3 =0 ve 8x — 12y + 20 + b = 0 dlzlemlerinin gakigmasi igin a ve b
parametrelerinin hangi degerleri icin gegerlidir?

-1 2 -5 — — —
X = y+ = z ve X=71 = y=2 = 2-1 dogrularinin karsilikli durumunu inceleyiniz.
2 -3 4 3 2 -2

Dogrular kesisiyorsa, koordinat baslangicindan kesisim noktasina olan uzakligi hesapla-
yiniz.

Ug noktalarinin koordinatlar A(1, -3, -2), B(-3, 5, —6) ve C(0, 0, 2) olan AB dogru

parcasinin orta noktasindan gegen bir dogrunun denklemini yazin. iki dogru arasindaki

acl nedir?

x-1 y-2 z+3
T3 A

A(1, 3, 2) noktasindan gegen ve dogrusuna dik olan bir dogrunun

denklemini yaziniz.

x-1 X
10. e =——=7-3ve —= Y Z dogrulari arasindaki uzakligi hesaplayiniz.

4 2 2
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Modiil Unitesi 5 — Belirsiz Integral
(diger tum meslekler igin)

241



1. Belirsiz integral

Diferansiyel hesabin goérevi, verilen bir y = f(X) fonksiyonunun tiirevlerini bulmakla ilgilenmekir.
integral hesap, tiirev bulma probleminin tersi olan bir problemi ¢dzer. Bu problem aslinda tiirevi
bilinen fonksiyonu belirlemektir. Tam da bu nedenle, integral hesap diferansiyel hesabin ters islemi

olarak kabul edilir.

Tanim 1: (a, b) araliginda tanimli bir f fonksiyonu verilmis olsun. (@, b) araliginda tanimli,
F’(x) =1f(x), x € (a, b)

kosulunu saglayan her diferansiyellenebilir F fonksiyonuna f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu

denir.

4

” X
Ornek 1 > f(X):XB, xeR fonksiyonu igin, ilkel fonksiyon F(X):Z’ X € R ‘dir, ¢uinki

0[] 10 xem

4
X
Ancak Fl(x) = T+5, XeR fonksiyonunu da g6z éniinde bulundurursak, onun icin de

4 '
F'(x)=(XZ+5J =x* = f (x), xeR gegerlidir.

Buradan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 1: f(x), (a, b) araliginda f(x) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olsun. O zaman C € [R

herhangi bir sabit olmak tzere f(X) + C fonksiyonu da f(X) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonudur.

ispat: Teoremdeki ifade, f(X) ve f(X) + C’nin f(X) fonksiyonuna esit olan ayni birinci tiireve sahip

olmasindan kaynaklanmaktadir.

(fO) + ¢) "= (f(x)) "= /). -

Teorem 2: f(x) ve G(x), (a, b) araliginda f(x) fonksiyonunun farkli ilkel fonksiyonlari olsun. O
zaman G(X) fonksiyonu igin G(X) = f(X) + C, C € IR gegerlidir.
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ispat: f(x) ve G(X), (a, b) araliginda f(X) fonksiyonunun farkli ilkel fonksiyonlari oldugu durumda,
sunlar gecerlidir:

(X)) =1(x), G’'(X)=1(x),xE€ (a,b).
H(x) = G(x) — f(x) olsun. Buradan su sonug elde edilir:
H’'(X) = G’'(X) —f(x) = f(x) — f(x) = 0.
H’(X) = 0 oldugundan H(X) = C elde edilir.
Buna gére C = G(x) —f(x),yani G(x)=F(x)+C, CeR. -
Verilen bir fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulma igslemine integral alma iglemi denir. Bu iglem, bir

fonksiyonun tdrevini bulma veya tlrevini alma isleminin tersidir.

Ancak, tlrev almada fonksiyonun tek olarak belli bir sekilde tanimlandigini gézlemledik, oysa integral

almada boyle degildir. Bunu Ornek 1’de de gordiik.
Teorem 1’den her fonksiyonun sonsuz sayida ilkel fonksiyona sahip oldugu sonucuna varabiliriz.

Ayrica, teorem 2’den verilen bir fonksiyonun tum ilkel fonksiyonlarini bulmak yerine, bunlardan
herhangi birini bulmanin yeterli oldugu sonucuna varabiliriz. Yalnizca bir ilkel fonksiyon bulunursa,

digerlerinin timu C sabiti eklenerek elde edilir.

Fonksiyonun tim ilkel fonksiyonlarinin kiimesini {F (X) +C|Ce R} olarak gosterebiliriz.

Tanim 2: Verilen bir f fonksiyonunun tiim ilkel fonksiyonlarinin kimesine belirsiz integral denir.

f fonksiyonunun belirsiz integrali su sekilde gosterilir:

f f(x) dx.
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Buna gore, ff(x) dx = {f(x) + C | C € R} veya kisaca ff(x) dx =f(x) + C, C € R yazabiliriz.
Tanim 2'de f'ye integrand veya integral alti fonksiyonu, f(X) dX’e ise integrant ifadesi denir.
ff(x) dx =f(x) + C, C € R'deki C sabitine integral sabiti denir.

' ax
Ornek2 > (ax> =a"Ina oldugundan, na fonksiyonu @, @ >0, a #1’in ilkel fonksiyonudur.

X

a
Bu nedenle, jaxdx :H+C , a>0,a#1 yazabiliriz.

-Asagldaki fonksiyonun ilkel fonksiyonunu bulunuz:

a) f(x) = e, b) f(x)=x".

Verilen bir fonksiyonun sonsuz sayida ilkel fonksiyona sahip olabilecegini gérduk. Ancak, her fonk-

siyonun ilkel fonksiyonu yoktur. Her sirekli fonksiyonun ilkel fonksiyona sahip oldugunu belirtebiliriz.

(a, b) araliginda taniml verilen bir f fonksiyonu igin bir ilkel fonksiyon varsa, fonksiyonun (@, b)

araliginda integrallenebilir oldugunu soyleriz.

ilkel fonksiyonlarin belirlenmesi, yani integrallerin hesaplanmasi ve bunlarin uygulamalari ile ilgilenen

matematik dalina integral hesabi denir.

Belirsiz integral kavramini geometrik olarak agiklamak istersek, onu ilkel fonksiyonlarin bir kimesi
olarak tanimladigimiz igin, belirsiz integralin dizlemde ilkel fonksiyonlarin grafikleri olan bir egri

kimesini temsil ettigini ve integral egrileri olarak adlandirildiklarini sdyleyebiliriz.

Verilen bir A(xo, y0) noktasindan gegen integral egrisini bulmak igin, noktanin koordinatlarini

y = f(X) + C’de yerine koyarak integral sabitini elde ederiz, yani
vo = F(xo0) + C, buradan C = yo — F(xo).

O zaman A(xo, y0) noktasindan gegen istenen integral egrisi y = f(X) + yo — F(x0) denklemine

sahiptir.
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Asagidaki drnekleri inceleyecegiz:

Ormek3 F(x):%ln?r—x

oIduQunu gOsterecegiz.

fonksiyonunun f (X) = 132 fonksiyonunun ilkel fonksiyonu

1+X

F( ) == |n 1- fonksiyonunun tlrevini alirsak, sunu elde ederiz:

4

1+X
1-x

11 _[1+xj 11-x 1-x+l+x 1
1-x) 2 1+x (1- x) X

() =[5

1
Ornek4 ) Grafigi A(1,2) noktasindan gecen (x)=x’ +ﬁ fonksiyonunun ilkel fonksiyonu

F’yi bulacagiz.

1 X
f (X) =X’ +ﬁ fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu F (X) = T + 2\/; ‘tir, glinku:

F’(x):(§+2\/;j, -

dir. A(1,2) noktasinin koordinatlarini F (X) = Z+ 2JX 'te yerine koyarak, F ( ) == +241=2 elde
edilir.

Yani, A(1,2) noktasindan gegen istenen integral egrisinin denklemi:

x* 1
y=F(X)+Yy,—F(X),Yani y:Z+2\/;—Z dir.

Calisma alistirmalari
1. Asagidaki fonksiyonlarin her biri i¢in bir ilkel fonksiyon belirtiniz:

1 1
a) f(x):;,x;to; b)f(X)=m
1
cos® X

9t G)=sink o) f(x)=
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1
2. F(x |n‘X+VX +a ‘ fonksiyonunun f (X)= ——=—— fonksiyonunun ilkel fonksiyonu
X" +a
oIdugunu gosteriniz.

3. Asagidakilerin dogru olup olmadigini kontrol ediniz:

dx 1 1
: == [Vx+1dx—=|v/x-1d
)lenx 2In? x+c’ b)"‘ X+1+4/x-1 2-[ X 2-[ St
tg?xdx = tgx — X+ C ; X igxe
C)I g =g Q)Isinzx-coszx T~ Clge+C

4. Grafigi A(0,2) noktasindan gegen f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu F’yi belirleyiniz:

a) f(x)=3x*; b)f(x)=Inx,x>0; ¢ f(x):\/liT.

2. Belirsiz integralin temel 6zellikleri ve temel integraller tablosu

Belirsiz integralin tanimindan asagidaki 6zellikler elde edilebilir:

Teorem 1: f fonksiyonu (a,b) araliginda integrallenebilir oldugu durumda, su 6zellikler geger-
lidir:
1. Belirsiz integralin tlrevi, integral altindaki fonksiyona esittir, yani eger
ff(x)dx=f(x)+C,CEJR ise, 0 zaman

(Jt()dx)'=/(x),x€E @, b)

2. Belirsiz integralin diferansiyeli, integral altindaki ifadeye esittir, yani
eger f f(x)dx=f(x)+C,CER ise, o zaman

d(ff(x)dx):f(x)dx,xe(a,b)

3. f(X) ilkel fonksiyonunun diferansiyelinin belirsiz integrali, f(X)+C,C€&R'ye esittir, yani
sunlar gecerlidir:

f df(x)= f F'(x)dx= f f(x)dx=f(x)+C,x€e(a,b)

ispat: 1. F fonksiyonunun (a,b) araliginda f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugunu varsayalim,

yani ff(x)dX:f(X)+C,CE}R olsun.
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O halde (ff(x)dx)' = (f(x)+c)’ = F'(x) = f(x) elde edilir.
2. Ffonksiyonu (a,b) araliginda f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugunu varsayalim, yani
[f0)dx = f(x)+C, CeR.
Bu durumda : d(ff(x)dx )= d(f(x)+c) = F'(x)dx = f(x)dx, x€(a,b) elde edilir.
3. F fonksiyonunun (@,b) araliginda f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugunu varsayalim,
yani [f(x)dx = f(x)+C,CER,
Bu durumda : [df(x)= [ F/(x)dx=f(x)dx = f(x)+C x€(a,b) elde edilr =
Teorem 1, tlrev ve integralin ters islemler oldugunu goésterir. Belirsiz integrali hesaplarken, asagidaki

teoremde verilen 6zellikler gecerlidir:

Teorem 2:

1. Eger f ve g fonksiyonlari (a,b) araliginda integrallenebilir oldugu durumda, f+g toplami

ve f—g farki de (@,b) araliginda integrallenebilir fonksiyonlardir ve sunlar gegerlidir:

f (F(X) £ g(x))dx = f f(x)dx + f g(x)dx, xe(a,b)
2. Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda integrallenebilir ve KER\ {0} ise, o zaman K- f fonk-

siyonu da (a,b) araliginda integrallenebilirdir ve

f k-f(x)dx = k f f(x)dx, x€(a,b)
gecerlidir.

ispat: 1. Diferansiyel hesaplamada: d(f(X) £ g(x) = df(x) £ dg(x) gecerlidir. Bu esitligin her iki

tarafinin da integralinin alirsak,

[0 + 9(x)) = [(df(x) £ dg(x))
elde ederiz.

Teorem 1’in 3. 6zelligini kullanarak,

[ (df(£dg ()= [ d(f()£g(x))=F(x)g(x)= [ df(x)* [ dg(x)

elde edilir.
4. d(k-ff(x)dx):kd(ff(x)dx) gegerli olduguna goére ve Teorem 1'in 2. Gzelligini kullanmakla

d( f k-f(x)dx) = k f f(x)dx elde ederiz. n
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Teorem 2’'de kanitlanan &zellikler, temel entegral alma kurallari olarak da bilinir.

Belirsiz integralin tanimina ve temel tlrevler tablosuna dayanarak, su temel integraller tablosunu
yazabiliriz.

g Idx:x+C 2. jxadx——+C (a=-1)

3. IeXdXZeXJ’C 4. jaxdx——+C (a>0)

5. J’dez|n|x|+c 6. Ismxdx:—cosx+C
X
7. jcosxdx:sinx+C 8. jtgxdx:—ln|cosx|+C
jctgxdx=|n|sinx|+C 10'-[sin2x — _ctgx+C
1
11. Icoszxdx_tgx+c 12. -[x2+ dx =arctg x+C

. 1+X
dx =arcsinx+C

13. | . _ 21 dx = In[1"
J1—x2 X" — 2 |1-x
15.J.\/ﬁdx:ln‘x+\/xzil‘+c

Belirsiz integralin temel 6zelliklerini ve temel integraller tablosunu kullanarak, birkag 6rnek ¢oézelim:

Ornek 1 > : Asagidaki belirsiz integralleri ¢bzelim:

a) Ixﬁdx; b)j(x2+3x—1)dx; C)jxi/;dx; 0 [(2 +5X

+C

a) Temel integraller tablosunu, yani ikinci temel integrali kullanarak, sunu elde ederiz:

7

J'xsdx:x7+C,

b) Temel integraller tablosunu ve fonksiyonlarin toplami ve farkinin integral alma kuralini kullanarak,
sunu elde ederiz:

[(x +3X—l)dX=J.X2dx+j3XdX—IdX:IXZdX+3IXdX—JdX=X€3+C1+3X—22+3C2—X—C3 =

X3 XZ X3 2

X
-2 132 _x4+(C,+3C,-C.)==+32 _x+C.
3 2 (Ci+3C,-Cy) 3 2
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c) Once integrallenecek fonksiyonu dénustirecegiz, ardindan ikinci tablo integralini kullanacagiz:

7+1 !

Ix\/_dx jx x3dx jx 3dx J'x3dx—x3 C=£+C—3\/_+C 23/_+C
i+1 _
3 3

c) integrali alinacak fonksiyonu farkli bir sekilde yazarsak, sunu elde ederiz:

j(z* +5* 2olx:j 2 +2:2° 5" +5% ) dx =j(4X+2-10X+25X)dx=

—I4de+2j10 dx+j25xdx— +210 +25 +C
In4 In10 In25

Daha basit yazmak igin sonugta birden fazla sabit yazmayacagiz, dogrudan sonunda sadece bir

sabit yazacagiz.

- Belirsiz integralleri ¢dzunuz:

2 [(L+2cead)d; by [A-30-(C 400 o I(fo—_:x—‘lex_

Ornek 2 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢cbzecegiz:
x +X 42 e¥+1
a X' =X+ XX += dx: dx
) j( J )I C)J‘ e +1

Temel integraller tablosunu ve integral alma kurallarini kullanarak, sunu elde ederiz:

a)

3
4 5 2 3 -1
.[ x“—\/§+x§&+i dx=j X ox2axiaxt =2 XX Lo
x? 5 5 7 -
2 3

X———\/_+3\/_——+C
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b)

- 2 y2\? _ -
J_ /X4+)§4+2dX:IJ(X +3X ) :J‘x2+3x2dxzj.(l+x5)dx:|n|x|+x_4+cz
X X X X —4

= In|x|—4—i4+C.

If::ll dx =I(ex +1)£i1—ex +1)dx = j(e2X —e* +1)dx = I(ez)x dx—J‘exdx+'[dx =

2 X
¢) e
=—> - +X+C=—-e"+Xx+C.
Ine 2

- Belirsiz integralleri gozunuz:

a) IEdX; b)j(l—%jmdx.

10"

Ornek 3 > Verilen belirsiz integralleri ¢ozelim:

a) J'(Zx—3sin X+c0sx)dx; b)Itng dx .

1-cos2x

c dx
1+ cos2x

a) Temel integraller tablosunu kullanarak verilen integrali ¢ézlyoruz:

Z

2X—3sin X+ cos x )dx = 2| xdx —3| sin xdx + cosxdx=2x——3 —CosX)+sinx+C =
2

=x*+3cos x+sinx+C.

b) Temel integraller tablosunu kullanarak integrali goziiyoruz:

sin® x 1-cos® X 1 cos’® X
tg2xdx = dx=| ——"dx = dx — dx=tgx—|dx=tgx—-x+C.
jg I(:oszx I cos %X Icoszx J'cos,zx J I J

c) Temel integraller tablosunu kullanarak verilen integrali ¢bziiyoruz:
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dx =

J-1—0032x dX_J-l—cos2 X +sin’ de_J- 2sin? xdx_jl—cos2 X
1+c0s2x 1+ cos2 X —sin’ x 2c0s” X cos’ X

dx— _[dx_tgx x+C.
cos’ X

- Verilen belirsiz integralleri gozunuz:

J» cost b)jctgzxdx_
cos® xsin® x

Calisma ahistirmalan

1. Verilen belirsiz integralleri ¢6zununz:

a) J(xF 448 o, b)j—“xzfx”dx; o [ i o [l

a 3 5\3
d) |a*|2— dx ; — —— [dx; f)[(2+Xx7) dx.
)f [ COSZXJ e).[( \/— ‘{/}j )I( )
2. Verilen belirsiz integralleri ¢6zinunz:

a) J\/l—siandx; b) jmdx; c)j_ o

sin? x sin®x cos® x’

X
Q) j(§—43|nx+5003xjdx; d) fmd’“

3. Yerine Koyma Yontemi

Belirsiz integralleri gozmek igin belirli yontemler (integral alma teknikleri) uygulamak gerekir. En
basit integraller tablo ve temel 6zellikler uygulanarak ¢6zulur, ki bunlari zaten inceledik, ancak bu
integral alma yontemi tim durumlarda uygulanamaz. Daha karmasik belirsiz integralleri ¢6zmek
icin kullanilan temel ydntemlerden biri, degiskeni yeni bir degiskenle degistirme veya yerine koyma

yontemidir.

Bu yéntem, baslangigc integralini tablo integraline indirgeyerek basitlestirecek yeni bir t degiskeniy-

le X degigkenini degistirmeyi icerir.
Yerine koyma ydntemi asagidaki teoremde verilmigtir:
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Teorem 1: f, (a, b) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun ve ¢, (a, ) arahgini (a, b)

araligina esleyen turevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman su gegerlidir:

f f(x) dx = f f(p(t)e (1) dt, x = o(t) icin.

ispat: F fonksiyonu, f fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugunu varsayalim. O halde tanima
gore ff(x) dx =f(x) + C, C € IR, X € (a, b) gegerli olacaktir. @(t) = F(p(t)), t € (a, f) fonksi-
yonunu tanimlayalim.

® fonksiyonunun tirevini alirsak, @’(t) = F’(p(t))-¢ (1), t € (a, p) elde ederiz.

Buradan @ fonksiyonunun f(¢(t))¢’(t) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugunu elde ederiz.

Bu ise, belirsiz integralin tanimindan su anlama gelir:
ff((o(t))cﬂ (t) dt = &(t) + C = F(p(t)) + C.
x = ¢(t) oldugunu dikkate alirsak,
[f(x) dx = [H(p(®)p (V) dt = () + C = F(p(t) + C=f(x) + C

elde edilir. m

Yerine koyma yontemini kullanarak, integrali alinacak fonksiyonun bir kismi yeni bir degiskenle de-
Gistirilir. x = ¢(t) degisiminin nasil yapildigina dair bir kural olmadigini vurgulamaliyiz. Ayrica, eski
fonksiyonun diferansiyeli yeni degiskenin diferansiyeli cinsinden ifade edilmelidir. Amag, kolayca
cozilebilen bir veya daha fazla tablo integrali elde etmektir. integral ¢oziildiikten sonra, degisimi
kullanarak baslangic¢ degiskenine geri donmek gerekir.

Asagidaki ornegi inceleyecegiz:

Ornek 1 » . Verilen belirsiz integralleri ¢ozelim:

a)I(5—2x)4dx; b)j(xi; C)J.i—de; g)InTde.

_2)3

a) Bu integrali gézmek igin binom formall kullanabilir ve integrali alinacak (5—2x)* fonksiyonu ge-

nisletilmis bigimde yazdiktan sonra ¢ézime tablo integrallerini kullanarak devam edebiliriz.
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Ancak, bu ydéntem daha fazla zaman alir. Bu nedenle, yerine koyma ydntemini kullanacagiz.

t =5—2X degisimini kullanacagiz. Buradan dt = —2dXx veya fonksiyonun diferansiyelini yeni degis-

dt
kenin diferansiyeli cinsinden ifade edersek: dx = ) elde ederiz.

- 5 5-2

Buna gore, I(5—2x)4dx = jt4(£j ~Lfa=-ttc =—Q+
2 2 2 5 10
b) a) sikkindaki belirsiz integrale benzer sekilde, t = x — 2, dt = dx degisken degistirmesini kulla-
niyoruz.
dx 1
j R R S
(x-2

2 AT g(x-2

~—

1 1
c) Bu 6rnekte, dnceki iki 6rnede benzer sekilde, t = v dt = —?dx , dolayisiyla dx = —x2 dt degis-

1

e)( 1
ken degistirmesini kullaniyoruz. Bu sekilde j—z dx = —J. e'dt =—e'+C =—e* +C elde edilir.
X

1
c) t=Inx, dt= ;dx degisken degistirmesini kullanarak sunu elde ederiz:

2 2
j'”—xd ~finxZox=ftar-Lrc-"Xc
X 2 2

- Verilen belirsiz integralleri ¢ézlnuz:

a)j5fi4; o) [(a-7x)'dx; o) [ 7 s o e cosxdx; gy [ 22X gx.

sin® x

—2X+2

Ornek 2 > Verilen belirsiz integralleri ¢bziintiz:

a) Jsinaxdx; C)J’sint”xcosxdx.

s
b) J Cos? (3x+2)’
a) t = ax, dt = a dx degisken degistirmesini kullanarak sunu elde ederiz:

cos ax
+C.

jsin axdx:lj'sintdt :—icost+C =—
a a

b) t = 3x + 2, dt = 3 dx degisken degistirmesinden sunu elde ederiz:
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dx 1 1
=— =—tgt+C =-tg(3x+2)+C.
Icos ?(3x+2) Icos t 30 3 9(3x+2)+

c) t = sin(Xx), dt = cos(x) dx degisken degistirmesinden sunu elde ederiz:

HN)
sin® x
+C.

6
Jsin5xcosxdx:jt5dt:%+c -~

- Verilen belirsiz integralleri ¢ézlintz:

a) jsin36x-c036xdx; b)jsinzx-cos3xdx; C)jtgxdx; Q)IZeXcos(eX)dx

Ornek 3 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozelim:

1+x b)_[ dx

g2 +¢”

1+x

a) integrali gbzerken Inﬁ =t degisken degistirmesini kullaniyoruz, buradan 73 1-x —dx= Edt elde

ederiz, dolayisiyla:

J‘ 1 1+x

In = dx =1jtdt=1- Lo X
1-xX 1-x 2 2

2
+C ==

v —+C
2 4 1-x

b) Bu integrali gozmek igin iki degisken degistirme kullanacagiz:

2
. X 1 ¢ 2 X
— Ik degisken degistirme: 2 =t, Ee2dx =dt, dx :?dt, e* =| e? | =t oldugundan integral
su sekilde dénusur:

dx dt dt
Ie§+ex :th(t+t2) :th2(1+t) B

_ Il+t t I( 1;:t 1t+t)]dtzzj(t12 j _ f( L let- t]t:
_2I£t2 o +t(lt+t)Jdt=2J.[t2—%+(1Jlrt)]dt=2j(t2—%jdt+2j(lT1t)dt:(*),

1
ondansonra S=t+ 1,ds=dt degisimini kullanarak Imdt icin sunu elde ediyoruz:
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*) = 2(5—In|t|+ln|s|]+c = (**),

buradan geri donerek yapilan degisikliklere bakarsak, sunu elde ederiz:

e2+J.‘+C

><

(**) =2 —ix—ln e2|+1In e2+J.‘ +C=-2e 2—x+2In

e2

Not: Bazen, integralin tablo integrali haline gelmesi icin yeni bir degiskenle birkac kez degisiklik
yapmak gerekebilir.

" 1
Ornek 4 > -[W(Inx)dx belirsiz integralini ¢ozelim.

i 1
Once In X = t degisken degistirmesini kullaniyoruz, buradan ;dx = dt elde ederiz ve ardindan bir

1
kez dahat = Int degisken degistirmesini kullaniyoruz, buradan fdt =du elde ederiz.
Bdylece integral i¢in sunu elde ederiz:
1 1 1
I—dx :j—dt :j—du =Inju|+C =In|Injt|+C =
xInxIn(Inx) tint u

:In‘ln‘ln|x|H+C.

Calisma ahistirmalan

1. Belirsiz integralleri ¢ozunuz:

),[ 2x+3 dx

a) Ix(x2—13)23dx; b)J- (3" = 2x+1) (X" =+ x-9) o x> +3x-10"

2. Belirsiz integralleri ¢ozunlz:

a)j \/x —9xdx; b)I( 2xdx ; c)_[x—gdx.

3. Belirsiz integralleri ¢ozunuz:

In(x+\/1+7)

) I el dx; b g I dx

a ; X; :
e" +X )-[xlnsx °) 1+X°

4. Belirsiz integralleri gozuinuz:

a) jsin3xcos3xdx; b) J’de; c) jcosS X+/sin x dx : 0) _de.

sin?x+3 sin x
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4. Kismi integraal Alma Yontemi

Degisken degistirme yontemi, daha genig bir fonksiyon sinifinin belirsiz integrallerini hesaplamak
icin yeterli degildir. Genellikle integrali alinacak fonksiyon, bir fonksiyonun ve baska bir fonksiyonun
diferansiyelinin carpimi seklinde yazilir, ancak bu durumda integrali tablo integraline indirgemek icin
degigken degistirme uygulanamaz.

Bu nedenle, belirsiz integralleri gdzmek icin baska bir ydnteme, yani kismi integral alma yontemine

veya pargall integrasyon yontemine basvuruyoruz. Kismi integral alma formuli su teorem ile ifade
edilir:

Teorem 1. u(x) ve v(x) fonksiyonlari (&, b) araliginda tiirevienebilir fonksiyonlar ise, o zaman
kismi integral alma formalu gecerlidir:

ju( WV (x)dx =u( _[v '(x)dx.

ispat. F: (2, b) — R, (&, b) araliginda u(x)v '(X) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu olsun. ilkel fonksiyo-
nun tanimindan, F fonksiyonunun sirekli oldugu ve /”(X) = u(x)v’(x), x € (a, b) \ A oldugu sonucu
cikar, burada A c (a, b) ayrik bir alt kimedir. u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin tirevlenebilirliginden,

u(xX)v(x) fonksiyonunun da (@, b) araliginda strekli oldugu sonucu gikar.

Buradan G(x) = u(x)v(x) — f(x) fonksiyonunun da (a, b) araliginda strekli oldugu sonucu gikar.
Turevini alirsak, sunu elde ederiz:

G’'(X) = u’(X)V(X) + u(xX)v’(x) —ux)v’(x) = u ' (X)v(x).
Buradan G(X) fonksiyonunun (&, b) araliginda u '(x)v(x) fonksiyonunun ilkel fonksiyonu oldugu ve
su esitlik elde edilir:

f(xX) = u(x)v(x) — G(x).
Buradan IU( (X)dx U _[V X)dX formUlini elde ederiz. [

judv:uv—jvdu.

Kismi integral alma formilini su sekilde de yazabiliriz:

u(x) ve v(X) fonksiyonlarinin segimi belirli kurallara gére yapilmaz, sezgisel olarak yapilir.
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u(x) ve v(x) fonksiyonlarinin segimi yanlissa, integrali basitlestirmek yerine, baglangig integraline

gOre ¢6zUmu daha karmasik hale getirecektir.

Ornek 1 » Ver,len belirsiz integralleri gozelim:

'[xe‘xdx; ) .[In xdx

a)
a) Birinci integrali cozmek icin asagidaki sekilde kismi integral alma yontemini kullanacagiz:

U olarak X'i segecegiz. ilk tiirevi, yani diferansiyeli hesaplayarak du = dx elde ederiz. integrali ali-
nacak ifadenin geri kalani e ™ dx’tir, yani dv = e dx. Buradan integral alarak v = fe*x dx = —e™

elde ederiz.

Kismi integral alma formullinde yerine koyarak sunu elde ederiz:

jxe’xdx =—xe* +je’xdx =—xe*-e*+C.

b) integrali g6zmek igin, su sekilde kismi integral alma kuralini kullanacagiz:

. 1 .
u olarak In(X)'i segecegiz. ilk tiirevi, yani diferansiyeli hesaplayarak du = ;dx elde ederiz. Integrali
alinacak ifadenin geri kalani dx 'tir, yani dv = dx. Buradan integral alarak v = fdx = X elde ederiz.
Kismi integral alma formulinde yerine koyarak sunu elde ederiz:

Ilnxdx=xlnx—.|.x-1dx=xln x—.[dx=xlnx—x+C.
X

- Verilen belirsiz integralleri ¢ozinuz:

a) szexdx; b) _[xz Inxdx: ¢) jeixdx.

Ornek 2 > Verilen belirsiz integralleri ¢bzelim:

a) ;jex*'“xdx b) j(x2+x)ln(x+1)dx_

Her iki integrali de kismi integral alma yontemini kullanarak ¢ozecegiz:

a)u=x,du=dx, dv=e*dxiseV = fex dx = e* oldugundan, kismi integral alma formalinde

yerine koyarak sunu elde ederiz:

J'e”'”xdx = je*e'“xdx = _[ xe*dx = xe”* —Iexdx =xe*—e*+C.
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b) Egerbaslangicintegralinde ilk olarak degisken degistirme yonteminikullanirsak. X + 1 =t déntistimiyle,
dx=dteldeederizvesusonucubuluruz: [ (X* +x)In(x+1)dx = I((t ~1)° +t —1) Intdt = [(t* —t)Intdt.
Daha sonra kismi integrasyon yontemini kullanarak, u=Int ve -du= %dt, ve

3 2
dv = (t2 —t)dt =>V= tr elde ederiz. Buna gore,
3 2

2 t? t* t?)\1
I(tz—t)lntdt=[§—EJlnt—I(§—EJEdt=

3 _ 42
20 -3t |nt—1t3+1t2+C=
9 4

- Int—%jtzdt+%jtdt=

3 2
- 2(x+1) gB(X+1) In(x+1)—%(x+1)3+%(x+1)2 +C=

1% .(2 1)-3
6 o )
2
IS M DI B
5 9 12

elde edilir.

- Verilen belirsiz integralleri ¢ozlinuz:

a) jxln(xz—l)dx; b) [eTdx-

Ornek 3 > Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozecegiz:

a) J-XSinde; b) J' dx: )j);c:s:

cos” X
Kismi integral alma ydntemini kullaniyoruz.

a)Eger U=Xx=du=dx, dv=sinxdx=v= J‘Sin X0dX =—C0SX ise, kismiintegral alma formdiliine

yerlestirerek su sonucu elde ederiz:

Ixsin xdx=—xcosx+jcosdx:—xcosx+sinx+C.

b) Eger u=x=du=dx, dv=

dx=v= I

> dx =tg X ise, kismi integral alma formiliine

COS” X
yerlestirerek su sonucu elde ederiz:

cos’ X

sin X
COSX

dx = xtgx — jtgxdx Xtgx — I

j‘COS X
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Son integral, degisken degistirme yontemiyle ¢oziiliir. t =C0sX = dt =—sinxdX elde edilir. Buna

goére:

I X2 dx=xtgx—j3iﬂdx=xtgx+f}dt=xtgx+|n|t|+C=xtgx+|n|cosx|+C.
cos’® x COS X t

c) Onceki iki integralde oldugu gibi ayni prosediirl uyguluyoruz. Yani
COS X

sin® x

COS X
sin® x
§ini belirtiyoruz. ¢ = sinx=> dt = cosxdx dénuistimiiyle:

U=x=du=dx, dv= dx =v =I dx. Son integrali degigken degistirme ile ¢ézildi-

V= cos X dXZJQI_3 dt=— elde edilir. Bunu kismi integral alma formdiline yerlestirerek sunu
sin® x 2sin? x ' 9 yeries ¥
elde ederiz:
X COS X X 1 1 1
I ——UX=-————+- | —5—dx=—=| ——+ctgx |+C.
sin” X 2sin“X  27sIin°x 2\.sin° x

- Verilen belirsiz integralleri ¢ézunuz:

2 o ) X dx: 2
a) jx sinxdx: b) Isinzx 0 I(x +5X+6)cos xdx.
Not: integral tablo integraline indirgenene kadar, kismi integral alma yéntemini birkag kez kullanmak

gerekebilir.

Asagidaki érnek bdyledir:

Ornek4 > Ie_x sin xdx belirsiz integralini gdzelim.

Eger U = e"Xx=du = e”x dx, dv = sin(X)dx=V = fsin(x)dx = —C0s(X) ise, kismi integrasyon

formdllne yerlestirerek elde ederiz:
f e”x sin(x)dx = —e™x cos(x) — f (—e”x cos(x))dx.
Tekrar kismi integrasyon uygulamamiz gerektigini gériyoruz.

Eger U= = du=-e"dx, dv=cosxdx=v= jcos xdx =sinXx ise, kismi integral aima formdi-

IUne yerlestirerek elde sunu elde ederiz:

Bu integralde, ayni baslangi¢ integralinin sag tarafta ters isaretle gériindigu bir durum var. Yani:

Ie‘x sin xdx =—e " cos x — Ie‘x cos xdx =
=—e ¥ cos X —(e‘X sin X+ je‘x sin xdx) =

=—e*cosx—e*sin x—J.e‘X sin xdx.
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je*x sinxdx =—e " cosx—e *sinx —je*x sin xdx.
Egder denklemde sag taraftaki belirsiz integrali sol tarafa gecirirsek, su sonucu elde ederiz:

2J e *sinxdx =—e*cosx+e *sinx+C

—X

_[e‘x sin Xdx = —

- Asagidaki belirsiz integralleri ¢bzuniz:

a) Iexcosxdx; b) Icos(lnx)dx; c) IezxsinBde.

(cosx+sin x)+C.

Calisma Alistirmalari

1. Asagidaki belirsiz integralleri ¢ozunuz:

a) j x’e¥dx;  b) j x’e ™

2. Asagidaki belirsiz integralleri ¢6zinuz:
a) jxln xdx  b) J(Inxj

3. Asagidaki belirsiz integralleri ¢6zinuz:
a) Ix“cosxdx; b) X In—dx

1+ X
4. Asagidaki belirsiz integralleri ¢oziniz:

a) IeZXCOSZXdX; b) _[excosxdx.
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5. Modiilun Tekrarlanmasina Ait Ahstirmalar

1. Verilen belirsiz integralleri ¢ozunlz:

2 3
a) J(‘/x_sdx b)f;dx C)_[(3+x3) dx
_23fy? 1 X34+ x—2
Q)J.&f—\){x_-’_ldx d) I(l—?) X\/;dX e J‘ﬁdx
2. Verilen belirsiz integralleri ¢6ziniz:
dx
V3x -4 dx _
a | )J (5x- 2 )N a0
x* -1 2x—-3 2
ctg“xdx.
G)I\/ﬁ d)jl—x dx e)J g
3. Verilen belirsiz integralleri ¢éziinuz:
xdx X dx
a) b \5/ ® —9xdx dx ”
j(1+X2)2 )J. C)I5+X4 G)Je2+ex
d) j n“_xdx e)'[ctgxdx ) '[cos5xsin4xdx g)jsmx

4. Verilen belirsiz integralleri ¢ézunuz:

X+3

. T T .
c)JS'n(ZX—gj cos(3x+zjsm 3xdx

5. Verilen belirsiz integralleri ¢ézlnuz:

a) jxlnzxdx b)IxIn(xz—l)dx

0) j % dx d) j x* cos x dx .

2

X
L
b) _[(1_ X)1oo X

g)jtg3xdx.

c) I(InTXJZdX
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Modiiler birim 6 — Belirli integral

(diger tum meslekler i¢gin)
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1. Belirli integral Kavrami

Belirli integral kavrami, matematikte ve diger teknik bilimlerde temel bir kavramdir. ilk olarak
integral kavramina hangi problemin ve hangi fikrin yol actigini gérelim. integral hesaplama ydntemi-
nin, diferansiyel hesaplama yontemlerinden ¢ok daha énce var oldugunu vurgulamamiz gerekiyor.
Antik matematikgi Arsimet’in MO 3. yiizyilda integral hesaplama yéntemini kullandigi bilinmektedir.
Parabolun, iki kdsesi parabol Uzerinde ve diger iki kosesi X ekseni Uzerinde bulunan dikddrtgenin
alanini 2:1 oraninda iki alana béldigiini biliyordu. integral kavramina esasen, egrisel bir yamugun
alanini belirleme problemi yol agmistir. ilk olarak, 17. yiizyilin ikinci yarisinda ve 18. yiizyilin ilk
yarisinda yasayan blyiik Alman matematikgi Leibniz ve ingiliz matematikci Newton’un birbirinden
bagimsiz olarak ulastiklari fikri, yani yontemi sunacagiz. Verecegimiz tanim, 19. ylzyilda Alman
matematik¢i Riemann tarafindan verilmis olup, kullanacagimiz gosterim ise 19. ylzyilda Fransiz
matematikgi Fourier tarafindan tanitilmistir.

Egrisel bir yamuktan, X ekseni, verilen negatif olmayan bir y = f(X) fonksiyonunun grafigi, X €
[a, b] ve y eksenine paralel olan X = a ve X = b dogrular arasinda kalan diizlem parcasini kaste-

diyoruz. Amacimiz, egrisel yamugun alanini belirlemektir (Sekil 1). Fikir, [a, b] araligini birkac alt

arahiga bolerek, egrisel yamugun alanini yaklasik olarak hesaplayacagimiz dikdértgenlere bolmektir.

A xX=aq x=b

B -

_—

Ay =1)

\J

Sekil 1

Tanim 1: [a, b] dogru pargasinin bir arali§i, agagidaki gibi Xy, X;,---, X, .1, X, sonlu sayida bir nok-
ta kimesi olarak

a=Xy <X <.<X, ;<X =Db

ifade edilebilir.
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Yani bu [a, b] dogru pargasi sonlu sayida dikdértgenlere boliyoruz.

a=Xy, X, Xy, X5, X4, X5, Xg, X7, Xg, X =D noktalarini inceleyelim (Sekil 2).

Sekil 2

A, =X — X4 ile i'inci kismin uzunlugunu goésteriyoruz. Yani bunlar tim kisimlarin uzunluklaridir. Ve
en buyuk alt kismin uzunluguna esit olan bolum capi kavramini tanitiyoruz, yani d (P) = qgg’n(Ax,.
Daha sonra, P kismin bir béliminin P2 béliminden daha ince oldugunu soyleriz, eger P> C P; ise,

yani P; bolimi P2 boliminden daha fazla nokta iceriyorsa. Bu, 6rnegdin x; ve x;+: noktalari arasindaki

noktaysa, yeni bolimiin énceki bélimden daha ince olaca@i anlamina gelir (Sekil 3)

Sekil 3

Yani bir aralik, bagka bir araliktan daha fazla nokta iceriyorsa o aralik daha hassastir. Simdi bu
segmentlerin her birinde bir nokta segecegiz: & € (x; x;). Ornegimizde bu noktalar &, &, ..., &'dur

(Sekil 4). Bu noktalarda y = f(¢;) fonksiyonunun degerini hesaplayacagiz. Fonksiyon [a, b] arali-
gindaki her noktada stirekli oldugundan, f(&) vardir. Yani y: = (&), ..., vo = (&) ve bu degerleri

fonksiyonun grafiginde isaretleyecegiz (Sekil 4).
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Sekil 4
Simdi her aralik igin kenarlari & ve (&) olan bir dikdértgen olusturaca@iz. Ornegimizde bu tiirden

dokuz dikdértgen olusturacagiz (Sekil 5).

Sekil 5

Dikdortgenin uzunlugu, ilgili kismin uzunluguna esit oldugunu, dikdértgenin genisligi ise fonksiyonun
& noktalarindaki degerine esit oldugunu biliyoruz. Dikdortgenleri I7i ile gosterelim. Her dikdortgenin
alanini

P(11,)=f(&)A, -
seklinde ifade edebiliriz. Tim bu dikdértgenlerin alanlarinin toplami:

P(S)= f(&)A,, + f(§2)AX2 +...+ F(E)A,

9

P(S)=21()A,.

i=1

olacaktir. Bu alan noktalarin & segimine bagl oldugu agiktir. & noktalarindan herhangi birini hareket
ettirirsek, ilgili dikdortgenin alani da degisecektir. Ancak iddia edebilecegimiz sey, bu egrisel yamu-

gun alaninin dikdoértgenlerin alanlarinin toplamina yaklasik olarak esit oldugudur.
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X3 ten x s araligina bir 54 nokta daha eklersek ne olacagini gorelim ve & noktasini segip bu noktada
fonksiyonun degerini belirleyelim. Simdi x3 ten &' segmenti icin bir dikdortgen olusturacagiz. x; ten
x« segmentindeki bir dikdortgen yerine, x3 ten x4 ve x4 den x, e kadar iki dikdortgen olacaktir.

(Sekil 6).

Sekil 6
Mevcut bélime bir nokta daha eklersek ne sonug cikarabilecegimize bakalim. ilk olarak, tiim bu
dikddrtgenlerin alanlarinin toplaminin egrisel yamugun alanina daha yakin (daha dogru) bir degere

sahip oldugunu gézlemleyebiliriz. Cikarilabilecek bir diger sonug ise yeni béliimiin (daha ince bélim)
gapinin 6nceki boliumuan ¢apindan daha kiguk veya ona esit oldugudur. Baska bir deyisle, bolime ne
kadar ¢ok nokta eklersek, segmentlerin maksimum uzunlugu o kadar kuagulur ve tUm dikdortgenlerin
alanlarinin toplami egrisel yamugun alanina o kadar yaklasir. Simdi sezgisel olarak aciktir ki, bolG-
mun ¢api ne kadar kugulk olursa, yani bolimun c¢api sifira yaklasirsa, bu dikdortgenlerin alanlarinin
toplami egrisel yamugun alanina keyfi olarak yaklasacaktir. Bu bizi asagidaki tanima goéturur.

Tanim 2: f: [a, b] — R fonksiyonu verilmis olsun. P degeri [a, b] segmentinin herhangi bir bé-

Iimi olsun ve & her alt segmentten birer tane olmak lzere keyfi olarak segilmis noktalar olsun.
G(f):z f (é)AXi
i=1

Toplamina verilen P bélimii ve & noktalarinin segimi igin f fonksiyonunun Riemann integral

toplami olarak adlandirilir.
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Tanim 3: f: [a, b] — IR fonksiyonu, [a, b] segmentinde Riemann anlaminda integrallenebilirdir,

eger asagidaki gibi bir I gercek sayisi igin:
M e(T)= i 5, TGy, =

gecerli ise, yani

(Ve >0)(35>0)(vP)(vV&)(d(P)<d=o(f)-1]<e)

ifadesi gecerli ise, | sayisi

ile gosterilir ve f(X) fonksiyonun a sinirindan b sinirina kadar belirli integralini isaret etmek-
tedir. A sinirina integralin alt siniri, b sinirina ise integralin tist sinir denir. f(X) fonksiyonuna

integral altindaki fonksiyon denir, dX ise X bilinmeyeninin diferansiyelidir, yani P béliimiindeki
alt kisimlarin uzunlugunu gdsterir.

Belirli integral aslinda egrisel bir yamugun alanini hesaplamak i¢in kullanilir, ancak teknikte ve mu-
hendislikte bagka uygulamalari da vardir. integralin aslinda sonsuz sayida terimin toplami oldugunu
bilmek ¢ok dnemlidir. Bu nedenle integralin gosterimi aslinda toplam anlamina gelen “uzatiimis S”dir.

Sonug olarak, belirli integral sonsuz sayida terimin toplaminin limit degeridir.

Asagida, kanitlamadan bir teorem verecegiz, bu da integrallenebilir fonksiyonlarin ve belirli integ-

rallerin 6zellikleriyle ilgilidir:

Teorem 1: f(X) ve g(X) fonksiyonlari [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar olsun ve
a, ff € R olsun. O zaman af(X) + fg(X) fonksiyonu [a, b] arali§inda integrallenebilirdir ve asa-
gidaki ozellikler gegerlidir:

(1) .Tf(x)dx:—j}f(x)dx;

(2) Tf(x)dx:O;

(3) j(a f(x)+ﬁg(x))dx=ajf(x)dx+ﬁjg(x)dx;

c b

(4) j'f(x)dx:'[ f (x)dx+j f(x)dx, ce(a,b).

a
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Son teorem, belirli integralin taniminin dogrudan uygulanmasiyla kolayca kanitlanir.

Ornek 1 > J.dx integralini hesaplayalim.

f(x) = 1 fonksiyonu [0, 1] araliginda sireklidir, buradan Idx in var oldugu sonucu gikar.

integrali hesaplamak igin verilen arali§i agagidaki sekilde k|S|mIara bdlebiliri:

P:O,l,z.
nn

n-1 1 -1
, T1 parcalarin her birinin uzunlugu - 'dirve lim—=0‘dir.  noktalarini, pargala-

n—ow n
I I
rin sag sinirinin degerine esit olacak sekilde segiyoruz, érnegin i’inci parga icin H T ‘I segiyoruz

ve ¢ —ﬂ i=0,1,...n—1"' segiyoruz. Karslilik gelen toplamlar igin sunu elde ederiz:
n

N

0(f)=n71-%=1.

Il
o

1
limo(f)=1, oldugundan, _[dx:1 sonucuna varabiliriz.

nN—o

1
Omek2 >: dex. integralini hesaplayalim.
0

1

f(X) = X fonksiyonu [0, 1] araliginda streklidir, buradan ,[de ‘in var oldugu sonucuna varllir. integrali
0

hesaplamak icin verilen araligi asagidaki sekilde bdlecegiz:

1 1
,...,——,1.. Bolmelerden her birinin uzunlugu H’dlr ve |ImH:0‘dII’. & noktalarini, ki-

0,12, 0t
nn n

I i+1
simlarin sag sinirinin degerine esit olacak sekilde seciyoruz, érnegin i’'inci segment igin [H—}

n

‘i segiyoruz ve & = ﬂ, i=0,1,...n—1'7 segiyoruz. Karsilik gelen toplamlar igin sunu elde ederiz:

_"1i +1 1 142440 n(n+1) n+1
_,Znn;‘ n? o on
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2 n—o0

Olduguna gore: !L"JOG( f)=1lim(1+%j=% elde edilir.

1

1

Buradan su sonuca varabiliriz: IXdX = E
0

Belirli integrali tanimina gére hesaplamak karmasik olabilir. Bir sonraki derste, belirli integrali he-
saplamay! kolaylastiran Newton—Leibniz formull verilecektir.

2. integral Hesabin Temel Teoremi

Burada, Newton—Leibniz formulu olarak da bilinen integral hesabin temel teoremini ele alacagiz.
Belirli integralin 6zelliklerini de ele alacagiz.

Belirli integrali tanimladigimizda, [a, b] araliginda sirekli ve negatif olmayan bir f(X) fonksiyonunun
verildigini varsaydik. Ayrica, belirli integralin altinda, f(X) fonksiyonunun grafigi, X ekseni ve X = a

ve X = b dogrular (Sekil 7) ile tanimlanan egrisel yamugun alanini anladigimizi séyledik.

Sekil 7

Tanim geregi integral, sonsuz sayida kiguk dikdértgen alaninin toplamini temsil eder:

n—oo

| = Iimlzn;‘ f(&)Ax :d(IFimoa( f):i f(x)dx.

X

X €[a, b]icin F(x)= j f (t)dt fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon icin [a, b] araliginda stirekii

a

oldugu ve [a, b] araiginda f(X) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu
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oldugu gecerlidir. Bu, f(X) fonksiyonunun F(X)=| f (t)dt+C olarak da tanimlanabilecegi anlamina

D S <

gelir, burada C herhangi bir sabittir.

Son esitlik, a'dan X'e kadar sinirlari olan f(t) fonksiyonunun belirli integralinin (bu fonksiyon f(x) ile
aynidir, sadece degiskenin farkli bir gésterimine sahiptir), X € [a, b] oldugunda bu egrisel yamugun

alanini 6lgen bir fonksiyon oldugu anlamina gelir (Sekil 8).

Sekil 8
F ile, egrisel yamugun X € [a, b] araliginda bir kisminin alani belirlenir. X'i artirirsak F alaninin da

artacag, X'i azaltirsak F alaninin da azalacagi agikca gorilmektedir (Sekil 9).

Sekil 9

Buradan f(X) fonksiyonunun artan oldugu sonucuna varabiliriz. C sabitinin degerini belirlemek kalir.
F(a):j f(t)dt+C=0+C=C.

Bunun igin X = a alacagiz ve sunu elde edecegiz:

f (t)dt integralinin 0’a esit olacagi aciktir, clnki egrisel yamuk yerine sekil bir dogru pargasi olacak-

» —y

tir (Sekil 10).
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Sekil 10

Ote yandan, X = b alirsak sunu elde ederiz:

F(b)=|f(t)dt+C=S+C,

D — T

bu da F alani tiim egrisel yamugun S alanina esit olacagi anlamina gelir (Sekil 7). Eger C = F(a) alir-
sak sunu elde ederiz:

S={f(x)dx=F(b)-F(a).

D — T

Son formil Newton-Leibniz formiilii olarak bilinir. Bununla birlikte asagidaki teoremi ispatlamis

oluyoruz.

Teorem 1: (Newton—Leibniz Teoremi) Eger f fonksiyonu [, b] araliginda strekli ise

ve F onun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise, o zaman asagidaki esitlik gegerlidir:

f(x)dx=F(b)-F(a)

D ey T

(1)

Bu teoreme integral hesabin temel teoremi denir ve (1) esitligine integral hesabin temel kurali veya
Newton-Leibniz formulii denir.

Newton—Leibniz formull, belirsiz ve belirli integraller arasindaki iliskiyi verir ve bu sayede belirli
integralin hesaplanmasini bly(ik élctide kolaylastirir. f fonksiyonunun [a, b] araligindaki belirli integ-
ralini hesaplamak igin, onun bir ilkel fonksiyonunu bulmak ve [a, b] araligindaki artisini hesaplamak
yeterlidir. Yani belirli integralin hesaplanmasini, bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgiyoruz, bu da belirsiz

integralin hesaplanmasina esdegerdir.

b
Ornek 1 > Jx”dx, neR,0¢[ab] integralini hesaplayalim.
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iki durumu ele alacagiz:

n+1 n+1
X

. X
n # -1 oldugunda, _[X dx = — +C dir. Bu durumda x” fonksiyonunun ilkel fonksiyonu 1.1 fonk-
siyonudur, bu nedenle:

b net [P

_[x”dx:

:bn+1_an+1: 1 (bn+1_an+1)
n+1|a1 n+1 n+1 n+1 '

)  dx o ) . .
= —1 oldugunda, _[7 elde ederiz. J‘Yz Inx+C oldugundan, X > 0 icin sunu elde ederiz:

b
dx b
j—:lnx|gzlnb—lnazln—.
X a

a

2
- andX. belirli integrali hesaplayiniz.
1

Ornek 2 Asagidaki belirli integralleri ¢ozelim:

2

a) _[(3—2x)dx b) H%Jrexjdx c)

0

(sin X + COS x)dx )

o—lN

Belirli integralleri cézmek igin Newton—Leibniz formulind kullanacagiz.

2 2\ 2 2
a) I(B—Zx)dx: -2 Z[3.2-22 | _[3.0-2% |_6_a=2.
2 . 2 2

0
b) Karsilik gelen belirsiz integrali gozerek sunu elde ederiz:

I(l+exjdx:ln|x|+ex+c.
X

Buradan belirli integral i¢in sunu elde edecegiz:
3

3
I(1+exjdx=(ln|x|+ex) =In3+e’—e.
1 X !

c) Once karsiligi olan belirsiz integrali ¢6zlyoruz:

J(sinx+cosx)dx:—cosx+sinx+C.
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O halde, belirli integral igin sunu elde ediyoruz:

T
(sinx+cosx)dx =(—cosx+sin x)|05 =2.

- Verilen belirli integralleri ¢ozunlz:

1

(2x+3eX —ijdx; b) [X*(x* +1)dx;  ¢)

X 0

O N[N

a)

P — N
ot— 0|y

(Zcosx— 32 jdx.
CoS” X

Calisma Ahstirmalarn

1. Verilen belirli integralleri ¢bzinuz:

a) JL-xdx, b) ]'dex, 0 jexdx,
0 1 0
72 . 2 4
c) J' cos xdx, d) ISIn xdx, e) .[Fdx’
0 0 /

) [, 9 [

0

2. Verilen belirli integralleri ¢b6zindz:

Axtex?y2
a) J'—S
1 X

dx ; b)J‘(x—S)3 dx : C)i[%—s)dx; c) j. e tdx .

2

3. Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 2 6
a) _[x7dx; b) I%dx.
-1 -2

3. Belirli integrallerin Yerine Koyma Yoéntemi ile Géziimii

Newton—Leibniz formiline gére belirli bir integrali hesaplamak, belirsiz bir integrali hesaplamaya
esdeger olan bir ilkel fonksiyon bulmaya indirgenir. Belirsiz integralde, su formule indirgenen yerine
koyma ile integrasyon yontemini zaten ele aldik:
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T (0= 1 (o(0)) d(o(0) = [ £ (o(t) (101

Burada x = ¢(t) yerine koyma iglemini uyguladik.

Ornek 1 > Asagidaki belirli integralleri hesaplayalm:

a) '1[(x+2)3dx; b)j'e”ldx; C)isin(ZX)dx_
-2 0

-1

a) t = X + 2 yerine koyma islemini yapiyoruz, buradan dx = dt elde ederiz. Tanitilan yerine koyma
ile, degiskenle ilgili olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinir-
lar, X = =1 oldugundat=-1+ 2 = 1ve X = 1 oldugunda t = 1 + 2 = 3'tlir. Tanitilan yerine koyma
ve yeni tanitilan degisken icin hesaplanan yeni sinirlar ile integral su sekilde ¢ozular:

1 3 3 4 4
j(x+2)3dx=jt3dt=3t4 S Y
4 ) 4|, 4 4

b) X + 1 =t, dx = dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Tanitilan yerine koyma ile, degiskenle ilgili
olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinirlar, X = —2 oldugunda

=-2+1=-1veXx=0oldugundat=0 + 1 = 1'dir. Buradan sunu elde ederiz:

1 . 1
—e—-e =e—-.
1

’ 1 lt t
Xy = dt =
_J;e X _I18t e -

c) 2x=t, dx=2dt kaydirmasini tanitiyoruz. Yapilan kaydirma, belirli integralin degiskene iliskin
limitlerinde de degisiklige sebep olacaktir. Yeni sinirlar, X=0=1=2-0=0 oldugunda ve

T T T
X= 2 =>t= Z-Z = 5 oldugunda olur. Buradan su sonuca variyoruz:

sin(2x)dx =

O e [ N
O | N

2sint dt =—Zcost|05 =2-(—cos%+cosoj= 2.

- Verilen belirli integrali hesaplayalim:

a) T(ZX—1)3 dx; b) Tezx”dx; C)TCOS(ZX)dX.
1 0

2

T

274



Ornek 2 » Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

2

a) jﬁ; b) IL o)

: tgx dx.
Ix-3 ! (2041 ’

a) t = x — 3, dx = dt yerine koyma iglemini yapiyoruz. Tanitilan yerine koyma ile, degiskenle ilgili
olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni sinirlar, X = 4 oldugunda
t=4-3=1vex=5 gldugunda t2: 5 — 3 = 2'dir. Buradan sunu elde ederiz:
[-dx=[Fdt=Intf =In2-In1=In2
5 X—3 t

1

1
b) t=2x+1, dt=2dx=dx= Edt yerine koyma islemini uyguluyoruz. Bu durumda, yerine koyma

islemiyle, degiskenle ilgili olan belirli integralin sinirlarinda da bir degisiklik meydana gelecektir. Yeni
sinirlar, X =0 oldugundat=2 -0+ 1 =1ve X =2 oldugundat =2 - 2 + 1 = 5'tir. Buradan sunu
elde ederiz:

1
N 10

1 2
+===.
2 5

2 5
jizzljlzdt:—“
) (2x+1) 23t 2 t

Ozelliginden yararlanarak integrali gozum i¢in daha

O [N

c)

_ sin x
tgx dX integralini g6zmek igin, tgx =
COS X

1
—sin X

uygun sekle dénustiriyoruz. Bu durumda T=C0SX, dt =—sinxdx = dx = dt degisimini

uyguluyoruz. Bu degisimi yapmakla integralin sinirlar da degisecektir. Yenisinirlar X=0=t=cos0=1

V2

ve X= % =t= cosz = —— oldugunu buluyoruz. O halde:
z z V2
t tsinx 2 dt 2 2
[toxdx = [=—dx=—[ = =Inlt| 2
5 5 COS X  t ! 2
elde edilir.
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- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1

Fodx
X !(3x+1)3’ j4x 3)° 9

0

Ornek 3 ) Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

a) iﬁdx; b)ixﬂdx.

ctgx dx.

Jk‘ﬁ"—.’\)‘ﬁ

a)V(1l+x) =t x=12-1, dx = 2t dt yerine koyma iglemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin

sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t = 1 ve X = 3 oldugunda
t = 2'dir. Ve sunu elde ederiz:

; p 2 50 2 14
J‘\/l+xdx:2J't2dt:§t3L =5(8-1)=3"
0 1

b)t= 3\/ (1-x),t8=1-x, dx = -3t2 dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin
sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 1 oldugunda t = 0 ve X = 9 oldugunda

t = —=2'dir. Ve sunu elde ederiz:

3(-2)" 3(-2)

Zx%/l—_xdx::f(l—ﬁ)t(—Btz)d !’(3t6 3t3)dt_(3L—3Lj h

4 o~ 7 4
_3.16( 8 1)_48:(39) g g5
7 4 28

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 4 1
a) j\3/2x+1dx; b) j\/2x—3dx; c) .fxi’/x+2dx;
0 2 0

sin X
1-cosx

W0
~

INER YR
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Ornek 4 » Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

toXx _ ° 2x-5
a) !mdx, b) Lmdx

a)t = x2 + 1, dt = 2x dx yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da

degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t = 1 ve X = 1 oldugunda t = 2'dir. Ve sunu
elde ederiz:

b) X2 —5x + 6 =1t, (2x — 5) dx = dt yerine koyma iglemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin
sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = —1 oldugunda t = 12 ve X = 0 oldugunda t

6
=In6-In12= In(EJ:In(lj:—ln 2.
% 12 12 2

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 2 1 2
X 3X°+2
a dx; b) | ——dx.
)'([1+X3 )£x3+2x+1

= 6’dir. Ve sunu elde ederiz:
T 2x -5

rl
5 x:j—dtzlnt
X" —5X+6 it

Ornek 5 > Asag@idaki belirli integralleri hesaplayalim:

2 Inzex ex+3
dx .

dx _
9 '!.x+2\/x—1’ b) '([ Je* +3

a) X — 1 =12, dx = 2t dt yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da de-
gistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 1 oldugunda t = 0 ve X = 2 oldugunda t = 1 dir. O halde

sunu elde ederiz:

j- dx =j~ 2t
L X+24x—1 ptP+1+2t t? +1+ 2t

0

dt:jz”z_zdt:jz'(t”)dt—zj dt _
0 (t 0

¢ ¢ dt 1
=2I—dt—2]—2=2In(t+1)| +—
o t+1 o (t+1) 0 t+1),
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b) t®=e*+3, 6t°dt =e*dx yerine koyma islemini yapiyoruz. Ayrica belirli integralin sinirlarini da

degistirmemiz gerekiyor. Yeni sinirlar X = 0 oldugunda t = ®+/4 ve x = In(2) oldugunda t = /5tir.
O halde sunu elde ederiz:

e e e L

In5 e /
I 12 dX belirli integrali hesaplayiniz.
0

Asagida, belirli integralleri daha kolay ¢6zmek icin kullanabilecegdimiz bazi 6zellikler verecegiz.

1) f(X) fonksiyonu bir tek fonksiyon olsun, yani f(-x) = —f(X). Simdi su integrali hesaplayalim:

jl f (x)dx:j)' f (x)dx+_:[ f (x)dx.

0
Once j f (x)dX integralini ele alalim. t = =X, dt = —dX yerine koyma iglemini yapiyoruz, bu neden-

le integralin sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor: X =—a, t = ave X = 0, t = 0. Sunu elde ederiz:

f (t)dt = —l‘ f (x)dx

sinirlarl degistirmekle

0

Tf(x)dx:jf(—t)(—dt) = ff ~dt) =

a tek fonksiyon

D C— O

elde edileni ilk integrale koyarsak

1f(x)dx=i f (x)dx+:)f f (x)dx=—If(x)dx+If(x)dx=o_

elde edilir. Buradan, integral altindaki fonksiyon tek ise ve integral araligi sifira gére simetrik ise,

integralin degerinin sifira esit oldugu sonucuna varabiliriz.

1
Ornek6 > J. x*dx =0 oldugunu ispatlayalim.
)

f(x) = x® fonksiyonu tek fonksiyondur ¢iinkii f(—xX) = (—x)? = —x3 = —f(X). Integral aralig: sifira

gore simetrik oldugundan, integralin degeri sifirdir. Bu integral icin sifira esit oldugu kolayca kontrol
edilebilir:
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1 4|t 4 4
X " (1) 1 1
sl 0 31
% 41, 4
2) Simdi de belirli integrallerin ¢6ziimiinde bize yardimci olacak baska bir 6zelligi ele alalim. f(x)
bir gift fonksiyon olsun, yani f(—x) = f(x). Simdi su integrali hesaplayalim:

0

j: f (x)dx = j f (x)dx+.:|. f (x)dx.

—a

0
Once I f (X)dX integralini ele alalim. t = =X, dt = —dX yerine koyma islemini yapiyoruz, bu nedenle
integra]in sinirlarini da degistirmemiz gerekiyor: X =—a,t =ave x =0,t=0.

T f(x)dx =

0 a

f(t)(-dt) = If(t)(—dt):;f—f (x)dx = jf(x)dx.

Gift fonksiyon a sinirlarin degismesiyle 0o

D e O

elde edilir. Bunu ilk integrale koyarsak sunu elde ederiz:

_? f(x)dx = j. f(x)dx+I f (x)dx=.:|. f (x)dx+I f (x)dx=2_z. f (x)dx.

—a —a

Son formuld geometrik olarak su sekilde yorumlayabiliriz: Fonksiyon cift ise grafigi y eksenine gore

simetriktir, bu nedenle X = a ve X = 0 dogrulari arasindaki seklin alani, X = 0 ve X = a dogrulari

arasindaki seklin alanina esittir, bu da yukaridaki formuli gerektirir.

, [ o2y 2
Ornek 7 ) _[ x“dx = 3 oldugunu ispatlayalim.
-1

f(x) = x2 fonksiyonu gift fonksiyondur ¢iinkii f(—x) = (—x)? = x2 = f(x). Integral aralig sifira gére

simetrik oldugundan, integralin degeri icin sunu elde ederiz:
h h 2
szdx: fozdx: 2. ==,
e 0 3 3

0

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

2 ‘Z[X;dx; b) JB.ZX“dx'
23
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Calisma Ahstirmalari

1. Asagidaki belirli integralleri hesaplayin:

a) _[(x+2)3 dx,

j3x+1

toodx
°) !(3x+2)2’

-1 0
! 4 10
0] %, d) [xdx, &) [V2x+5dx,
o (x+1) ! )
1 Tx=1 2x+4
J(5x+1)"d Z_dx, < ,
f)£ ( ) 9) '!.\/; 9) ;[x2+4x+5
X 1 2x+1 MSex\feX 42
h) _!-g_XZdX, |)z[e dx, WdX
)_Tsm XCOSX ; k)ECOSSXd . ')J% COSX_ 1o
J 0 ;‘;sinx X 2 1+sinx

2. Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

1 2 X6
a) jx7dx; b) I?dx
) =2

4. Belirli integralin Kismi integralinin Alinmasi

Belirli bir integrali hesaplamayi, belirsiz bir integrali hesaplamaya esdeger olan bir ilkel fonksiyon
bulmaya indirgiyoruz. Kismi integrasyon en ¢ok integral altindaki fonksiyon logaritmik, Ustel veya
trigonometrik oldugunda kullanilir. Belirsiz integralde kismi integrasyon yontemini zaten ele aldik:

J.udv = uv—.[vdu .

Bu formdl belirli bir integrale uyarlanir ve su sekli alir:

Tu(x)v’(x) dx = u(x)v(x) |2 —j'v(x)u’(x) dx .

Ornek 1 > Asag@idaki belirli integralleri hesaplayalim:
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a) _foexdx; b) Jl'(x2 —5)e’2xdx; c) j[(x2 +3x—1)exdx .
0

0 0

a) Kismi integral alma yontemini kullanarak, u=X—=du=dx, dv=e‘dx=Vv=¢e" elde edilir .
O halde:

z=2e2—(e2—e°):e2 +1.

ixex dx:xexz—ieX dx=(2e2—0e°)—eX
0 0

elde edilir.

_ox 1 5 -
b) Kismi integral alma yontemiile U=X*—-5=>du=2xdx, dv=e Zdx = v = —Ee 2 alde edilir ve
yerine koymakla:

1+1j'2xe‘zxdx——i( ‘2—1)+j. =
0 20 = 2 e xe X .

0

O ey

(x*-5)e™ dx= —%(x2 ~5)e

1
elde edilir. Ixe’2X dx integralini gdzmek igin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz gere-
0

1
—2X —2X
kiyor, burada U=X=du=dx, dv=e dx:>v:—§e . O halde

1 1
1+E_|.e‘:ZX dX=—Ee_2 +Eje‘2X dx
0" 2) 2" 2

0

. 1
J.xe‘2X dx = — = xe ¥

2

=—£e_2—£e_le=—le2—1(6_2—1)
2 4 0 2 4
=—§e_2+l,

4 4

elde edilir. Eger bunu ilk integralde yerine koyarsak sunu elde ederiz:

1

J-Xze’2X dx = —%(62 —1) + | xe® dx =

O e
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c) Kismi integrasyon kullanarak, U =x*+3x—-1=du=(2x+3)dx, dv=e'dx=V=¢" almakla:

j X* +3x—1)e* dx = (x* +3x— 1) I(2x+3)e dx=3e+1- j (2x+3)e* dx.
0 0

1
elde edilir. I(2X+3)eX dx, integralini cdzmek icin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz
0

gerekiyor, burada u=2x+3= du=2dx, dv=e‘dx=v=e" olur.

—5e 3-2e+2=3e-1,

o'—.»—\

2x+3 e*dx = (2x+3

eger bunu ilk integralde yerine koyarsak sunu elde ederiz:

O e

1
(% +3x—1)e* dx=3e+1-[(2x+3)e*dx =3e+1-(3e—1)=2.
0

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

2

a) j'xe‘xdx; b) I(xz +2X+1)exdx.
0

1

Ornek 2 ) Asagidaki belirli integralleri hesaplayalim:

a) J-In_xdx b)jx3ln(2X)dX; c) Tln(x+1)dX; c)

0

Xsin xdx .

O N [

1
a) Kismi integral alma kuralini uygularsak sunu elde ederizz U=InX, dU:;dX’ dx,

1
dv= ﬁdx’ V= 2\/;. Buna gére:

4 4
j'”xdx=2&|n xr—j&dx=4|n4—jidx=4|n4—4&‘4 —4In4—4=4.(In4-1).
A 1\/; 1

elde edilir.
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b) Kismi integral alma kuralini kullanarak sunu elde ederiz: u=In2x, du = % dv=x’dx,v=
X
Buna gore:
4 4 4 4 4 4 4
jx3 In(2x)dx — X In2x —ij“ oldx — X In2x —ljx3dx
5 4 2 4 X 4 2 4
4 4 404
= Xnax| -2 =1(44|n8—24|n4)—i(44—24)=184|n2—15.
4 2 1612 4 16
elde edilir.
c) Kismi integral alma kuralini kullanarak sunu elde ederiz: u =In (X+1), du= d—Xl , dv=dx,v=x.
X+
O halde:
e-1 e-1 e-1
I In(x+1)dx = xln(x+1)|e_l— de:((e—l)lne)— I x+1-1 4,
0 0 o x+1 5 X+1

= e—l—rlx—+1 dx—elﬁ} = e—l—[x|zl—(ln |x +JJ)|21J =e-1-[(e-1-0)-(Ine-In1)]=

o X+1 o X+1

=e—-1-e+1+Ilne=1.

c) Kismi integral alma kuralini kullanarak sunu elde ederiz: U=X< du =dx

dv=sinxdx < v= Isin XdX =—C0SX. O halde

T

2 P
. T, . —
Xsin xdx = —x oS x|05 + Icosxdx =sin x|0 =1.
0

- Verilen belirli integralleri hesaplayiniz:

e e—1 %
a) [x2Inx; b)j%dX; c) I(x2+x)ln(x+1)dx; g)jxcosxdx.
0

1 1 0

O N [ N

€ 2

" In® x
Ornek 3 ) j 2 dX belirli integralini hesaplayalim.

1

o . 2 1
Kismi integrasyon kullanarak sunu elde ederiz: U=In"x,du=2In X~ dV=?dX,V=—
O halde:
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e 2 e e
Iln zxdx=—lln2 x| +2.[izln xdx=—1+2jizln xdXx,
X X L x e 13X

e

1
J.? In xdx integralini cozmek icin tekrar kismi integral alma kuralini uygulamamiz gerekiyor, burada
1
sunu elde ederiz:

u=|nx,du=1dx, dv=i2dx,v=—1.
X X X
e e e
j%lnxdx:——lnx +Ii2dx=—l—£e=—l——+1=——+1,
1 X X 71X e x* e e

eder bunu ilk integralde yerine koyarsak:
Im—zxdx:—1+zjizln xdx=—1+2(—g+1]=—§+2.
4 e 11X e e e

elde ederiz.

Calisma Alistirmalari

1. Verilen integralleri hesaplayin:

1 2 1

a) [(2x+1)e"dx; b) j(3x+5)e’xdx; o) [(x* +3x—1)e*dx;
0 1 0
c) j(x2 - z)exdx; d) jln xdx; e)j.x2 In xalx;
0 1 1
4 . 1 2 . . % X
f) -!‘\/;In xdx; 9) E[xln(x +1)dx, g);[coszxdx'
6
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5. Duzlemsel Seklin Alani

Belirli integralin tanimindan, negatif olmayan f(x) fonksiyonunun grafigi ve [a, b] araligindaki x—

ekseni ile tanimlanan egrisel bir yamugun alanini temsil ettigini gérdiik (Sekil 11).

Ya
Jx)

Sekil 11

Yani, sekil 11°deki egrisel yamugun alani i¢in sunu elde ederiz:

f(X) fonksiyonu negatif oldugunda, belirli integralin degeri negatif olacaktir (Sekil 12).

Va

Sekil 12
Yani f(X) fonksiyonu negatif oldugunda seklin alanini hesaplamak igin, alan negatif olamayacagin-

dan, pozitif bir say elde etmek igin belirli integralin dederini mutlak deger isaretine koyacagiz.
b
P(F)=[[ f(x)dx]-

1
Ornek 1 > Y =— egrisi, apsis ekseni ve X = 1 ve X = 3 dogrulari ile sinirlanan seklin alanini

>

hesaplayalim.

Sekil 13’te egri ve iki dogru gosterilmistir:
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Sekil 13

Yukaridaki agiklamaya gore, boyali kismin alanini hesaplamak i¢in sunu elde ederiz:

P= x:ln|x”::ln3—lnlzln3.

e 1
xé_H

Simdi f:(X) ve f2(X) fonksiyonlarinin grafikleriyle sinirlanan ve [@, b] araliginda bulunan bir geklin

alanini nasil hesaplayacagimizi ele alalim (sekil 14).

Sekil 14
File f1(X) fonksiyonunun grafiginin altindaki egrisel yamugu ve F: ile f2(X) fonksiyonunun grafiginin
altindaki egrisel yamugu gosterirsek, F sekli 7 egrisel yamugu ile F2 egrisel yamugunun farki olarak

temsil edilebilir. Buradan F seklinin alaninin F; egrisel yamugunun alani ile F> egrisel yamugunun
alaninin farkina esit oldugu sonucuna varabiliriz, yani:

b

P(F)=P(R)=P(7) =] (0 £ (00=][1,(0- 1, o

a
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Ornek 2 > Y2 = 2X Ve X2 = 2y parabolleri ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim (sekil 15).

Sekil 15

Alani belirlenmesi gereken sekli sinirlayan paraboller sekil 15'te gdsterilmistir. ilk olarak,belirli integ-

ralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz. y? =2x=y=+2x,y>0

X x*
dan v2x =", 2x=" elde ederiz. X' ~8x=0< X(x* ~8)=0x% =0, %,=2. vanikesisim nokta-

lart A(0, 0), B(2, 2)'dir. y? = 2X egrisi ile sinirlanan egrisel yamugun alani:

X2

2 2
F :j@dx dir, X2 = 2y egrisi ile sinirlanan egrisel yamugun alani ise: F, =J.?dXdir. Aradigimiz
0 0

seklin alani F = F; — F2dir, yani

2 2

X2 f X 2 x*\ 4
sz«/ﬂdx—j—dx:j J2x =2 ldx=| V2 Zoxefx === | ==,
0 5 2 5 2 3 6 . 3
Ornek 3 > Y = X2 parabolii ve X + Yy = 2 dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim

(Sekil 16).
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Sekil 16
ilk olarak, belirli entegralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz.
y =X? 'yi X+ Yy =2 denkleminde yerine koyuyoruz ve X + X? = 2 ikinci derece denklemini elde
ediyoruz. X2 + X — 2 = 0 ikinci derece denklemini gézerek ¢oziimlerin x; = —2, x> = 1 oldugunu
elde ederiz. Yani kesisim noktalari A(=2, 4), B(1, 1)'dir. Aradigimiz seklin alani:

= [(ejo2f Gl 15

o —y

Ornek 4 > Y = 2 — X2 parabolii ve Y = X dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim.
(Sekil 17).

Sekil 17

ilk olarak, integralin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz. y = X'i

y = 2 — X? denkleminde yerine koyuyarak x? + X — 2 = 0 ikinci derece
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denklemini elde ediyoruz. ikinci derece denklemi ¢ozerek ¢dziimlerin x; = -2, x> = 1 oldugunu elde
ederiz. Yani kesisim noktalari A(-2, —2), B(1, 1)'dir.

Aradigimiz seklin alanini buluyoruz:

1 x21 9
|_2_

1 ) ’ X3
F:_J;(Z—x —x)dx:2x|_2—§|_2—? =

>

Ornek5 )y =2x2+ 1vey = x2+ 10 parabolleri ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim
(Sekil 18).

Sekil 18

ilk olarak, integral alma arahi@inin sinirlarini belirleyen kesisim noktalarinin koordinatlarini buluyoruz.

Denklemleri esitlersek 2x2 + 1 = x2 + 10 © x2 =9 & x;2 = +3 elde ederiz. Aradigimiz seklin alan:
3

F:T(X2+10_2X2_1)dxzT(—XZ+9)dX=2J3‘(—x2+9)dx:2.[_§+gx] 35
b ’ !

0

Cozumde, her iki fonksiyonun da gift (y— eksenine gore simetrik) oldugunu kullaniyoruz.

Ornek 6 > y=e€"y=€" egrileri ve X = 2 dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim
(Sekil 19).
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Sekil 19
Sekil 19°dan X'in 0’dan 2'ye kadar hareket ettigi ve Ust egrinin y = eX, alt egrininise Y = e oldugu
gériilebilir. iki egrinin kesisim noktalari su sekilde elde edilebilir:

e =1e2x=0<x=0.

Buradan alan icin sunu elde ederiz:

zz(ez+e'2)—(e° +e‘°):e2 +eiz—2.

F= (eX —e‘x)abCZ(eX +e'x)

O ey N

Ornek7 )y =2 —Xx2ve y3 = x2 egrileri ile sinirlanan seklin alanini hesaplayalim (sekil 20).

Sekil 20
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iki egrinin kesisimini buluyoruz ve kesigim noktalarini x; = —1, x> = 1 olarak elde ediyoruz. Sekil

1 2 )(3 3 5 1
20’den F=j(2—x2—x3jdx=(2x————x3]
e 3 5

-1

= 23. elde edilir.
15

Calisma Ahstirmalari

1. y=x2vey= \/Y egdrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.
2. Yy =X2+ X+ 3egrileri ve y = X + 7 dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

3. y =In(X) ve y = In3(X) egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

X2

4, Y= 2 ve y—? egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

_1+x

2

5. y= egrisi ve y = 0, X = e dogrulariyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

1
6. VY =7 egrisi ve Yy = X dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

7. [a,b], f(x)>0 egrisi ve X = 1 dogrusuyla sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

6. Modiiler birime ait tekrarlama aligtirmalari

1. Nyutn—-Laybnic formulind uygulayarak verilen integralleri hesaplayiniz:

2

a) J%4 x3dx, b) jx—de,
1 1
3

c) j(%+X3JdX, c) j'(2x4+3x2+1)dx
1 0

2. Yerine koyma kurali yardimiyla verilen integralleri hesaplayiniz:

1

Nzl
‘([Zx +1\/ +1

w

—-In2
) _[ \1-edx.
0
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2

dx 1 3
c) J“iﬁ\/z_—l Q)J-,/(l—xz) dx.

0

Yerine koyma kurali yardimiyla verilen integralleri hesaplayiniz:

a) j(ex 1)’ et b) j

1+ x
Kismi integral alma kuralina gore, verilen integralleri hesaplayiniz:

2 1
a) j X+3 b) Ixzezxdx.
0
Kismi integral alma kuralina gore, verilen integralleri hesaplayiniz:

2 2
a) Jxln(sz —1)dx; b) I(Zx—l)ln Xdx .
1 1
Kismi integral alma kuralina goére, verilen integralleri hesaplayiniz:

a) eJ'zln(x+2)dx b) Jz.ln(x+\/x2+1)dx

-2
Verilen integralleri hesaplayiniz:
e” cosxdx .

a) | x?cosxdx; b)

BNy
O [N

y = 2x?+ 1vey = x?+ 10 egrileriyle sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.

y = 2X —Xx? egrisive X +Yy = 0 dogrusu ile sinirlanan seklin alanini hesaplayiniz.
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Cozumler:

Modiiler birim 1 — Diferansiyel hesaplama

1.
1. a) AL=2m, AP =10m?,
b) AL =1m, AP =10m?.
2. a) Ale,
11
b) Af =2,
c) Af=3
C)Afzz
3. a)y'=4
b) y'=2x3ax,=2,y'(2)=2-2=4,
C) y'=2(x—-2)3ax,=5,y'(5)=2-(5-2)=6,
. X+l ,
c)y'= " 3a % =Ly'(l)=2.
4. a)y,(3)=1y (3)=-1
b) v.(-2)=1y (-2)=-1,
c) y,(0)=0,y (0) Yoktur glinkii x <0 fonksiyon taniml degildir
6) Y. (8) =, y_(5)=—=
2.
1A y=sx, b) y=idk 9y=2¢, gy=-2,
11 . / 6 . 1
2. =—x* [ =- ==X =— :
a) y'="x Jx, b) 3y c)y 5\/;, c) Y 5xEx
3.
1. a) f'(x)=4x,  b) f'(x)=—i, o) f'(x)=i, c)2
8i/x¢ e
, 2 4
2. a) f'(x)=4x+5, b) f (X)ZXZ_X4_F+F’
c) f'(x)=1+x+x? )f'(X)=3+i-
¢ 2\/;
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3. a) f'(x):l4x2\/——£(‘/x_3; b) f'(x)zﬁ—%.

4. a) f'(x)=1+ex—5, b) f'(x)=2"In2+5-4*In4,
X

5. a) f'(x)=x(2Inx+1).p)f(x) = x? e (3+X)

\ 4 —3x° —
6. a) f'(x)=- 2X 71 b) f,(x):3x—2x2+3’
(x —1) (x2+l)
1-3I . X(2-X
o 1=, g 1i)= X2

1. a) y':5(2x2+5x—6)4(4x+5), b) y':8(x5+2x)7(5x4+2),

5

c) y':5(5x5+3x3+1)4(25x4+9x2), ¢)y'=6m(mx+n)
2. a) y'=12x*-16x-35, ) y'=(x+2)(x2—3x+1)2(8x2—3x—16).

, X
3. a)y = )

4
\/2— b) ylz—xz-
X" -1 3/(2x* 1)

1
4. a) y'=2e>", b) y'=xeﬁ[2+§\/§j.

, 2xy . X+2y 2+y? 3x% +y°
1. = y = ) '=— y '=— .
a) ¥ X2 +2y b) 2X+ Y Y= 2xy Y 3xy’
2 oyt (2] b yeze

(142 1+ X2 Xz(l—Xz) . 1(1—Inxj
o[22 (15 X gren(5)

X2

1. a) dy=(1-x)-e *dx b)dy=(l—x2)'e_7dx
2. a)1,0001; b)0,001; c) 3,00005.

294




1.a) y'=2t*; b) y'=$.

3(e‘+e’t)_ '_3(1—\/5)2
5(e'—e)’ b)Y it

2.a) y'=

a) teget denklemi 2X—Yy+1=0
normalin denklemi X+2y—7=0
b) teget denklemi 24x—y+33=0
normalin denklemi X+24y+362=0
2. Kesisim noktalari 4(2,0) ve B(—2,0)
4(2,0)

teget denklemi 4X+y—-8=0
normalin denklemi X—4y-2=0

B(-2,0)
teget denklemi 4X—Yy+8=0

normalin denklemi X+4y+2=0
3. Kesisim noktalari 4(3,8)

teget denklemi 6x-y-10=0
normalin denklemi X+6y—-51=0

4. Kesisim noktalar A[—g,Ej ve B l,—i
2 4 6 27
(2
2 4

teget denklemi X—2y+9=0
normalin denklemi 8X+4y+9=0

5
6 27

teget denklemi 27/X—54y+10=0
normalin denklemi 108X+54y+5=0
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9. 2(x2+2x)—(2x+2)2

2x-3 4X(X2 _3>
(x2 + 2x)2

(1+x? )3 ’

)y =

1. a) y"=4e77, b) y"'=

. . 3
(;)y =4, d) Y :_m1
e) y"=3x">—2X+2, f) y"=x(6Inx+5).
2(2x4+8x3+13x2+10x+3)

2.a) y"=6(1-x), b) y"=

(x +1)3
10.
2. a) X € R igin artandir, ekstremum degerleri yoktur.
5 1
b) X =5 Yoo :—32, icin minimumu vardir.
1 2
c) X=1 Yo =z icin maksimum, X =3, Y, =_5§’ minimum.
) Y =3(X—2)2 >0, x € Rigin artandir, ekstremum degerleri yoktur.
3 27
d) X:Z’ Yimin = " 55g igin minumum.
e) iki minim vardir: X=1Yy.. =2ve X=-1 Yy, =2,
f) X=-2, You =4€7 icin maksimum, X=0, Y, =0 icin minimum.
9) X=1 Yuin =1 igin minimum.
1
§) X=1Y.. =3 icin maksimum, x=-1,y_ .. =-1, minimum.
h) X==7, Yox =14 icin maksimum, X=-1 Y, =—2 minimum.
T S5z
)] XZZ’ Yinax =2 icin maksimum, X = Yrin ==~2 minimum.
1
3. a)a=1; 6) a==
) a ) a >
4. a=2,b=-3.
1.

1. 1 1
a) Xe (gmj araliginda fonksiyon konkavdir, X € (—Ooygj araliginda fonksiyon kon-

vekstir

1 1
b) (-,0) ve E_'Ooj araliklarinda fonksiyon konkavdir, (0,5) araliginda fonksiyon
konvekstir.

c) (—,0) ve (1,) araliklarinda fonksiyon konkavdir, (0, 1) araliginda fonksiyon kon-
vekstir.
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¢) Fonksiyon (—oo, —1) ve (1, o) araliklarinda konkav, (-1, 1) araliinda ise konvekstir.

(asikki y = XL+1 x# -1 ¢devinde x # —L'i ekleyin)
a) Doéndm noktasi yok.
V3 V3
b) Dénim noktalar (—\/_,—T , (0,0) ve \/57 'tlr.
a) Fonksiyon (-1, 0) ve (1, «) araliklarinda konkav, (o, —1) ve (1, 0) araliklarinda ise

konvekstir. D6niim noktasi (0, 0)'dir.

b) Fonksiyon (-1, 0) araliginda konkav, (—oo, —1) araliginda ise konvekstir. D6niim nokta-
sI yok.

c) Fonksiyon (—oo, —3.41) ve (—-0.58, o) araliklarinda konkav, (—3.41, —0.58) araliginda
ise konvekstir. Do6niim noktalari (=3.41, 0.38) ve (-0.58, 0.19) ‘dur.

2
¢) Fonksiyon (2, o) araliginda konkav, (—oo, 2) araliinda konvekstir. Doniim noktasi (2, e—zj

1 1
. _’w ~ O’_ ~ . . 3 L
d) Fonksiyon (e\/g j araliginda konkav, [ e\/gj araliginda ise konvekstir. Donum

noktasi i —i ‘tar
ede  2€° '

1
e) (y = xInx, x > 0 alistirmalarinda) Fonksiyon (lle araliginda konkav, (O,—) arali-
e

11
ginda ise konvekstir. Donum noktasi (—,—]’dir.”
e _ge

13.

a=15b=15a-b=56.25
a=108,b=72,2a* +3b° =38880
a=5b=2P=10
a=1.06,b=>5.06,h=147,V =58.12

5. Eskenar uggen a=5, P= %

6. Kenari ile kiip ¢ =7.94, P =378

»_9V3
2
8. r=62,H=24s=18J2,P=2887

> W=
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Modiiler birim 2 — integral hesabi

1. 1.a) F(X)=Inx p) F(x)=+/x+3
4. a) FX)=x*+2 b) F(x)=e"+1

2.
V341 \/_X 2 4
X 3 2
a) —+——_+C; ) Xx+In|x|+C; ﬁ(—x +—x+2j+C;
v Ty -SRI B LSO VN
g)%%/x“’wrc; 0)2Jx +33x2 —44/x® +C;
5 7
d) 8x+4x+6- 12 4C.
5 7
3.
(x2—13)24 c (x?’—x2+x—9)8 c I‘Z . 10‘ c
1.2) ———+C: +C: n|x*+3x—-10/+C .
a) 48 b) 3 c)
5 6 . 1 _ 1
2.3)ES(X3—9X) +C; b) —mﬁ‘c, 0)538X3+27+C_
. _ 1 _ 2 3
3.a) Inje +X‘+C, b)—4|n4X+C, C)g\/[ln(x+\/1+x2)} +C.
4,
-X 1 .
1. a) e (X’ +2x+2)+C: _Ze(x2+1)+C.
a) ( ) b) 5e (x + )+

X2 X2 1 1., 2 1,
2. a) ZIn?x-=—Inx+=x*+C; Z(x*=1)In|x* -1 -=x*+C.
'3 7 Inxr g+ i) S (¢ 1) -3

6.
1.
2 2 1 3
a)2 8— -1 Z - hd
) b) 3 c)e ¢) 3 d) > 9)5
5 65 3 14
2.a)In2—-=; b) —— ; In=-3; et —e+—.
a) 2 ) 2 c) 5 ¢) 3
256
3.a)0; _—
) b) 1
7.
a) 20 b) 7
1 3
°) 19 g
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14 2
d) 3 e)323
f)1.61 9) 13%
oyin| > h Iin[ 2
9)in| 5 ) 25
1 6 18%
) Se(e*-1) ) 637 -==

8.
11e-14
a) 1+e b) eez
3

c) 2 )%

d) 1 e)—(1+2€3)
2e\e 1
SNE In2-=

N g g) In2-7

9.

1. 2

3
2. 2

3

3. 3-e

s, =1
2 3

5. &
3

6. -
6

7 e+1—2

€

10.
1 4ab’r
-3
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2. Z
3
3. 7
.
3
s
3

Modiiler birim 3 — Matrisler (her meslege ait)

1.
1. a) —2sin2x; b) PA(g—P); c)2p*; ¢)0; d) NMp+2nm+2mp+2np; ¢) 0.
2.a)6; b)-127; b) 15.
3. a) x,=—LX%,=+J/2;b) X% =0,X,=6; C)><1=—3,x2=—2,x3=2%; ¢)x=0.
4. a) [-2,2]; b) (-0, 6] U[-3,+x).
2

2.2)0, b)0, ¢)0, ¢)0.
4.2)5; b)4; c)-T.

—

. a)(1,3,-2);  b) ¢dzim yok c) onsuz sayida ¢6ziim ¢)(1,5,1).
a) (0,0,0); 6) M ={(-,10,7r) | te R}

a) m#1ve m#-2ise tek ¢oziim, m= 1 ise sonsuz sayida ¢6ziim ve M =-2 ise ¢ziim yok;

b) m#-8 ise tek ¢dziim ve m=-8 ise sonsuz sayida ¢ézumu vardir.

1. 1 13
4. a) (1,—5,1), b) (E’_Z’Z)'

w N

-—

X=-1y=2,2=-3u=4;
s -5 1 0 .
2 -1 3|
3. a = 2cigin, herhangi bir C.
4. a)A, Ust ve alt Gggensel, skaler ve simetrik bir matristir;

b) B, Ust ve alt Uggensel, kdsegen ve simetrik bir matristir;
c) C, Ust Ucgensel bir matristir.

N
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(;) A, Ust ve alt Gggensel, skaler ve simetrik bir matristir, yani 3. dereceden birim matristir.

5. )
-25 2 18 2
1a) (28 -9 12 —6} ) 9 6 ; . 12 —12.
4 12 15 6 -12 -6 15 22
| 5 -3 -6 6
[ -4 98 135] 33 -30 15 -283 52 38
3a)l12 7 -38]; b)[18 44 66 |; c)| 196 -124 -206 |.
| —21 -54 92 -4 183 -159 240 32 112
5. DA, BC, CD, CA.
6.
1 )A‘1=1{2 _; b)B‘lzl{O 1}; c) C‘1=l{2 1]
4 -3 -1 4/-4 5 9|5 7
3 3 21 3 -6 2
2a) A7==|0 1 0 b)Bl_—% -5 -2 -5 ; c)
0 0 3 19 -14 -17
10 13 -3
C’l—i 1 3 4
43
| —47 31 27
7. )
1a) X = 70 63} b)XziFS —19]
|42 847 1716 -11
12 4 37 30 25 91
2.a))(:2—14 0 8 -44; b)X:li 0 50 -40
0 0 6 0 25 25
8.
1.1, 3,-2); 2.(2,-1,3); 3.(3,-2,1); 4.(1,51).
?:(1, 3,-2); 2.(2,-1,3); 3. (3,-2,1); 4.(1,51);
5. ¢bzuimi yoktur; 6. Sonsuz cok ¢ozimi vardir.
10.
1. a) b; b) 40;
39 7
3. (E,l—,—ﬁ).
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-10 -11 -30 -2 0 O

4.a)| -3 -2 27 b13_14 0 -8 0 L4 2
a)| 3 - : : - 6= :
o1 0| © 950 3 1 d)
1 1 -8 0 0 -2
2 _1 -8
3 2 9
1 -1 -4
om l[22 1 b)g 45 69
.a) — : -5 9.
10| —29 18
0 2 4
6 4
7 1 .
e
8.(1,0.-2).

9. a)a#1vea+#-2igin belirli, a = 1 igin belirsiz ve a = =2 icin geligki.

b) a # 0igin (1 — a, a, 0) ¢éziim ile belirli; b) a = 0 igin belirsizdir.
10. a) geliski; b) belirsiz; c) belirsiz; ¢) (0, 0, 0); d) (ﬁ,ﬁ,%);
e) (1,0, -4).

Modiiler birim 4 — Uzayda analitik geometrisi

1

1.) 5v3; b)21; ¢)10(5v3-6).
2.110, 89°.
5.a) 17; 6) \/14,/29 ; B) 33°.

6.a) 45% b) %
7.(0,3,6), (0,-3,-6).

.a) 8;b) 16; c)80.

NP

. 15 birim kare
.a) (-9,-11,-3); b) (-18,-22,-6); c) (-90,-110,-30).

1242

.343 kubik birim

341

41

2
1
2
3
5
6. V13 .
7
3
3
4

5. birim
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35 5
6. S,(—,0,0),5,(-=,0,0).
1(15:0:0).5,(;5.0.0)

7.m=2m,=-4.

4,
1. 5x+2y-3z2-58=0; P,Q¢X ReX.

2. x—3z-11=0.

3. a) Koordinat baslangicindan geger; b) Z— eksenine paraleldir; c) Y ekseninden geger;

¢) Oyz- diizleminin denklemi; d) X— eksenine paraleldir.

4. x=5.
5. 3x—-z=0.
5.
12 2 2 21
1.a) F-(£,2,-2)-10=0; F(-2,-2,2)-4=0.
Ar(3373) )T 37379
1 22
2 r- ~ T v )T _0
G373
2t (_15\/538 13538 12\/538)_0
' 538 ' 538 ' 538 '
2 1 2 N VN (VI N VRN (V]
4.a) Ex+-y-= -0 X— + Z- =0.
A 3xrgYgrre=0 ) T T

5. a) hayir; b) hayir; c) evet

5 12 2 2 12

6. =20 =(=,2,-9); =3,ii =(=,-=,9).

a)p 6!no (3131 3)1 b)p 3,n, (3, 313)
6.
1.a) a=10,b=—2—30,c=—4; b)a=—$,b=—3,c=—E.
2. X—6y—-2z+2=0;
3.a)X+y+2-6=0; b) 15x+4y+4z+35=0.
4. m=1.
5. m=14.
6. m=-7.
7.V =45.
7.
1.a)13x-7y-2z+1=0; b)15x—3z-19=0.
2 a) noktalar komplanar degildir;  b) 2X+Yy—-2-3=0.

3. 3X+6y—2z-15=0; higbiri

8.
1.a) cakiglk durumda; b) paraleldirler; c) agili olarak kesilir o ~ 16°
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X+3y+2z=0.
2x-3y-52-5=0.
X—y+z-11=0.

ol r w N

6
5
1 5
4(0.0.—2).B(0,0.)

Jia

3. —.
7

4 26~/278

139
5. 4(0,8,0), B(0,-10,0).

n

10.
1. 371242y o _ox=1-ty=2,7=2t-2.
-1 2
2. _X_33-=-y+25-=z+7;x=3—3t,y=—5_2t’zzt_7'
3. 110x+10z+7 =0.
4. 3x-y-2z=0.

X y+1 z+2

'3 2 4
6. x_+1:y_2:z+3’ x—1:y—3:z+5’§:y_4:z;6.
-1 11 1 2 9 2 2
Xx+1 y-2 z-5 x+2 y+3 z+6 x+3 y-5 z-4 Xx-5 y+6 z-4

7 -3 10 6 8 1 7 3 10 6 -8 -1

7.

11.
1 M(Eg——) a~22
2. Dogru duzleme uzerindedir
. 6 1 11
3. X:X+2y+2=0, M(=,=,-=).
73 6
4. 2:x-2y+2=0.

5 p: Xl y+4_z-4 4i1))
P c — 19

12.
1.a) paralel; b) aykiridirlar

2. X_]_:y__zzz_—'_l_
3 5

3. 2=-2,a~60°, M(-35,-5).
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x=1 y-1 z+1

-2 -1 2
X-2 y-3 z1-4
4 6 -1

4.

5.

13

1 2817 14413 28./89

17 ' 13 ' 89
, 230

=
3.vﬁ§}“12210.

4 37166

166

5.a) 3\/7£.

14.
1.5,
12
2.x—z=0.
3. 8x-17y=0.
4. 2X+3y+62-6=0
5. xiﬁy+32—6=0.

6. a=5b=-12.
7.4482 .
8 xp1=Y1_2F4 3.
1 6
1342
10.—i¥:.

Modiiler birim 5 — Belirsiz integral

2. 3.
3+l fx ) 24
X 3 ) ) Xx-—13
1.a) ——+——+C; b In C; ¢
)\/§+1+In\/§+ ) x+In|x|+ ) 1.a)( 48) +C:
2 4
&(gxz+§x+2j+(}; g)%8x15+C; (x?’—xz+x—9)8
b) 2 +C
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X

2 p—
0 |naa+0th+C; ) 8) Inx J;SX 10/+C.
~ 5 3 _ 6 .
2Jx +33x2 —a¥x® +C; f) 2. 3) 18 (¢ -9x) +C; b)
5 7 1
8x+4x +6+2 1C. ————+C C)1V38X3+27+C-
5 7 (1+x*) 8
: , —Ctgx+cosx+C.
2.a) —cosx—sinx+C; b) 9 ,3_a)|nex+x‘+C; b) — 1 +C:
0 tgx—ctgx+C . 4In* x
2 2 3
g)%+4cosx+53inx+C; d) —Ctgx+C. C)g\/[ln(x+\/1+x2)} +C.
sin® x sin6x+C
a - ;
) T4 e b)
In‘sin2x+3‘+c; o)
g\/sin‘"’x—ﬂ\/sin7x+£\/sin“x+C;
3 7 11
r In tg§+C
4.
—X 1 2
1. a) € *(xX*+2x+2)+C: _ e ¥ (x2+1)+C.
o (C+20s2+Ci by Le ()
x? x? 1 _ 1
2. a)?lnzx-?lnx+zx2+c, b)z(xz—l)ln‘xz—l‘——xﬁc
. Po1- 1
3. a) smx(x“—12x2+24)+cosx(4x3—24x)+c; b)%l ﬁ—%—gln‘l—xzho
4 cost+sin2erX+C;
4
5.
4/..3 4 7 10
4X\/X_+C _ 14+C 7y 2L X e
1.a) [ b) 2X c) 7 10
2
b4ors 2l Al Yo 4 X
i _cz = C X' +—=+C ——2arctgx+C
q)SJx_ - x+3\/x_+ Q) 3 % &) g
f) —ctgx—x+C
2./(3x—4)° 9
2.a)¥+c b) — 3+C C)iarctanx\/§+c
15,/(5x—2) Jx 3
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40,

(;)li'l“(x+5)11 (x+5 +32\/ x+5 +C  d)*-2x+In|x-1+C

1 5
3.a)_m+c b)Es(xa_gx)GJrC c) \/_arctg\/_

¢) . -

-2 2—x+2In

x d) —| 21+—X+C ¢) In|sinx|+C
e2+1+C 1-

+C

1. 2 .5 1.4 X
e) =sin® x—=sin’ x+=sin*x+C f)Injtg—=
)5 7 9 ) g2

3 2
4. a) (X;3) _3(x;3) +3(x+3)+In|x+3|+C

b) 1 — 1 + ! 7 +C c)—%cost—%cos4x+C

99(1-x)" 49(1-x)" 97(1-x)

c) o In|cos x| +C

2sin?

2

5. a) X?lnzx—x?zlnx+%x2+c b) %(xz—l)ln‘xz—l‘—%x2+c
c) —%(In2x+2Inx+2)+C 9)—%exz(x2+1)+c

d) sinx(x* —12x +24)+cos x(4x*~24x)+C

Modiiler birim 6 — Belirli integral

1. 2,
1. a)2 b)82 c) e—1 B
3 a)20 b) 7

1 1 3

1 2 = L S

¢) d) e) 5 °) 1o O3
2 3 14 2
03 9) ¢ d 3 e)323
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1

5 65 3
2.a)In2——; b) —— In—-3;
) 7 ) 2 c) 2
14
et —e+—.
¢) 3
3.a)0; b)@
21
4.
1.
1. 1
3
a)1se o 11e-14
+
) e o 32
3
3
c) 2 9)‘g 3. 3-e
1 z_1
d) 1 e) 5(1+2¢°) 273
1
2e e 1 5 3
.
6. —
2. a)0; 256 6
21 ’
7. e+—-2
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