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PARATHENIE

Teksti shkollor éshté dedikuar para s€ gjithash pér nxénési te vitit IV né shkollat e mesme profesionale
né Republikén e Magedonisé sé Veriut ku jané pérfshiré drejtime: Gjeologji, xehetari dhe metalurgji,
Ndértimtari dhe gjeodezi, Grafiké, Ekonomi, drejtési dhe tregti, Elektrotekniké, Shéndetési dhe
mbrojtje sociale, Bujgési, peshkatari dhe dheterinari, Shérbime personale, Makineri, Komunikacion,
transport dhe deponim, Tekstil, Iekuré dhe prodhime té€ ndryshme, Gastronomi dhe turizém, Kimi
dhe teknologji dhe Pylitari dhe pérpunimi i druri si teksti themelor nga I€nda e matematikés (Iéndé
zgjedhore). Por, ai mund té shfrytézohet edhe si literaturé pér ¢cdonjérin gé déshiron ta mésojé
matematikén qé pérfshihet tek ai.

Te teksti shkollor jané pérfshiré kéto njési modulare:
1. Njehsimi diferencial (pér drejtimin/sektorin ekonomi);
2. Njehsimi integral (pér drejtimin/sektorin ekonomi);
3. Matrica (pér té gjitha drejtimet/sektorét e tjeré);
4. Gjeometria analitike né hapésiré (pér té gjitha drejtimet/sektorét e tjeré);
5. Integrali i pacaktuar (pér té gjitha drejtimet/sektorét e tjeré);
6. Integrali i caktuar dhe zbatimi (pér té gjitha drejtimet/sektorét e tjeré).

Njésité modulare jané pérpunuar né pajtim me programin mésimor, i cili €shté parashikuar té realizohet
né orét e matematikés pér drejtimet e pérmendura té vitit [V né shkollat e mesme profesionale.

Cdo njési modulare si njé térési éshté ndaré né njési mésimore. Njésité mésimore pérpunojné
pérmbaijtje, té cilat nuk jané dedikuar pér pérpunimin t&€ dhetém njé ore mésimore: Arsimtari sipas
parashikimit té tij mund té pérpunojé né mé shumé oré mésimore. Te ¢do njési mésimore si pjesé e
njésis€ modulare pérpunohet pérmbaijtije mésimore konkrete tek e cila garté dhe pa médyshje jané
futur koncepte té reja, lidhja ndérmijet atyre, si edhe lidhja me koncepte paraprakisht t&€ mésuara. Ato
jané té mbéshtetura me shembuj té zgjidhur dhe detyra pér zgjidhje népérmijet té ciladhe nxénési
do t'i pérdhetésojé konceptet e reja. Né fund té& ¢do njésie mésimore jané dhéné Detyra pér puné té
pavarur, té cilat do t'i ndihmojné nxénésit t'i kontrollojé njohurité e dheta pér até qé éshté mésuar.
Né fund té ¢do njésie mésimore jané dhéné detyra pér pérséritie dhe pérforcim té njohuridhe té
pérdhetésuara prej njésisé modulare. Zgjidhja e suksesshme e kétyre detyradhe nga ana e nxénésit
do t'i mundésojné pér thellimin e njohuridhe té pérdhetésuara. Né fund té tekstit shkollor jané dhéné
pérgjigje té shkurtéra té detyradhe pér puné té pavarur prej ¢do njésie mésimore dhe detyradhe
pér pérséritie dhe pérforcim té ¢do njésie modulare, té cilat i shérbejné nxénésit pér té vértetuar
saktésiné dhe zgjidhjen e suksesshme té detyrés. Né fund singerisht shpresojmé se ky tekst shkollor
do t'i ndihmojé ¢do nxénési pér pérdhetésimin e suksesshém té materialit t&€ nevojshém nga lénda
e matematikés té parashikuar t& mésojé né vitin IV prej drejtimedhe té lartpérmendura né shkollat
e mesme profesionale. Ne si autor do té jemi krenaré dhe té kénaqur, nése ky tekst né ményré
plotésuese e mban dhe zgjon dashuriné e ¢do nxénési ndaj matematikés.
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Njésia modulare 1 — Njehsimi diferencial
(per drejtimin ekonomik)



Shumé fenomene né fiziké pérfshijné madhési té ndryshueshme — shpejtésia e raketés, inflacioni
monetar, ndryshimi i fitimit i realizuar gjaté shitjes sé prodhimit té caktuar, numri i baktereve né kul-
turé, tension i sinjalit elektrik dhe shumeé té tjera. Né kété kapitull do ta zhvillojmé konceptin “derivati
i funksionit®, i cili éshté vegél matematikore me ndihmén e té cilés studiohen hapat e ndryshimit té
madhésive fizike.

1. Koncepti pér derivatin e funksionit

Shembulli 1 ) Ta shqyrtojmé funksionin y = 2 x+ . Nése argumenti x i funksionit éshté 0, atéheré
vlera e funksionit éshté (0) = 2+ 0 +1 = I . Parashtrohet pyetja, pér sa do té ndryshojé vlera e

funksionit nése argumenti x ndryshon prej 0 né 2 (figura 1)?

y(2)-y(0)=(2-2+1)=(2-0+1)=5-1=4.

"
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Funisioni y = f"(x) éshté pérkufizuar né intervalin (a, b) dhe le t& jené x,dhe x, vierat e argumentit X prej

intervalit (a, b). Vlerat e funksionit / né pikat 0 x dhe 1 x jané y, = f(x,) dhe y, = f(x)



Ndryshimi i argumentit x, d.m.th., rritja e argumentit né intervalin [xo,xl] pérkufizohet me Ax =X, —Xx,,
ndérsa ndryshimi i vlerés sé funksionit y = f(x), (rritjia e funksionit) pérkufizohet me

Ay:Af:yl_yo :f(x1)_f(x0)'

4

&y

SYN

Pasi, Ax=X, —X, vijon se. X, =X, +Ax Prej kétu ndryshimi i funksionit mund té shkruhet né kété

ményré: Ay = f(x, +Ax)— (%, ). Ndryshimin e vlerés sé funksionit mund ta shénojmé edhe me

Af:
Shembulli 2 ) | caktojmé Ax dhe Afté funksionit f{x) = x? + 2x + 1 nése x, = 0dhe x, =2. Pér

rritien e argumentit dhe rritjen e vlerés sé funksionit do t€ marrim:

Ax=x-xy=2-0=2,
A = f(x,+8x) = £ (%)= £ (0+2)—= £ (0) = £ (2)- £ (0)=(2-2° +1)—(2:0° +1) =91 =8,

[ 1 Pércaktoni Ax dhe Af té funksionit f(x) = x* + 2x + 3 nése x, = 1 dhe x, = 2.

1
Shembulli 3 ) Ta caktojmé Af pér funksionin f(x) = Exz —3x+6 pér ¢farédo piké x.




Af:f(x+Ax)—f(x)

=%(x+Ax)2—3(x+Ax)+6—%x2+3x—6

=xAx+%(Ax)2—3Ax

1 1
Nése z&vendésojmé x = xo = 3 dhe Ax = 1 kemi Af=3-1+5-12 —3l=-.

2 Cakto Af pér funksionet:

a) flx) = x? + 2 né ¢farédo piké xo;

[ @— ]

b) f(x)zﬁ nése xo = 4 dhe Ax = 2

. 1
Shembulli 4 > psr funksionin f(x)= Exz —3x+6 te shembulli 3 e caktuam Af pér ¢farédo piké

x,. Pér funksionin e nj€jté do ta caktojmé:
a) Herésin prej ndryshimit té€ vlerés sé funksionit dhe ndryshimit t& argumentit,
b) vlera kufitare prej herésit kur Ax — 0

Do ta caktojmé vlerén kufitare nése x = 3,5.

1 2
xAx +— (Ax)’ =3Ax
a) & _ 2 LY
Ax Ax 2

b) limgz lim (x+%Ax—3j:x—3.

A—0 Ay  Ax—0

Pér x = 3,5 kemi lim£=x—3=3,5—3=0,5.
Ax—)OAx

10



Pérkufizimi 1: Nése ekziston vlera kufitare e fundshme té herésit prej ndryshimit té vlerés sé

funksionit y = f(x) dhe ndryshimit t& argumentit xo € Df, kur ndryshimi i argumentit tenton kah
0 d.m.th.,
N i SO0+ A) = f(x)

lim — =
A—0 Ay  Ax—0 Ax

atéheré themi se vlera kufitare éshté derivate (i paré) i funksionit y = f(x) né pikén xo dhe
shénohet me f’(xo). Operacioni pér gjetjen e derivatit t& funksionit quhet diferencim, ndérsa
pér funksionin gé né pikén e dhéneé x  ka derivate té paré themi se éshte diferenciabiul né até
piké.

Nése funksioni éshté dhéné né formén y=f(x) atéheré derivatin e shénojmé me )’ ose f'(x)

Shembulli 5 > 2) Ta caktojmé derivatin e funksionit y = 2x? + 5x né pikatx = —/ dhe x = 1.

A= f (x4 Ax) = £ (x) = (2(x+ Ax) +5(r+ Ax)) = (26 + 5x) = Ax (4x+ 5+ 2Ax)

E caktojmé herésin:

Ax(4x+5+2Ax
by _ Av(4x ) 4res5ean
Ax Ax

lim&: lim(4x+5+2Ax)=4x+5.

A—0 Ax M0
y'(—l):4-(—1)+5:1
y'(1)=4-1+5=9.

b) Ta caktojmé derivatin e funksionit y = x° né ¢farédo piké x € R

Ay = f(x+Ax)— f(x) = (x+ Ax)’ —x° = Ax (37 + 3xAx + (Ax)° )

3_,3 Ax (3x* 4+ 3xAx + (Ax)
fim & i A0 = A )
A—0 Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= })icmo[ibc2 +3xAx +(Ax)*]=3x".

11



[3)]

3 Cakto derivatin e funksionit a) y=x>+1 ; b) y=x>+x
. X -
Shembulli 6 > ) Ta caktojmé derivatin e funksionit = 1 rc R\{-1}

X+ Ax X Ax
+Ax+1 x+l_(x+Ax+1)(x+1)’

Ay = [+ A0~ f(x) =

Ax
lim & _ piy (D) Ax -
A0 Ax A0 Ax Ax—0 Ax((x+Ax+l)(x+l)) (x+l)

b) Pér funksionin y =+x+1, x>-1 marrim:

p A f(x+Ax «/ X+ Ax) +1—\/x+

A—0 Ax  Ax—0

1/ +Ax +1—\/ +1 ./ + Ax +1+\/ +1
~ lim x X x X
R Ax 1/ X+Ax)+1+~/x+1

i (x+Ax)+1—(x+1)

w0 p( Jrr Ae) e+ ) %mwm
1

20x+1

Derivati te pika x = —I nuk ekziston pasi pér até vleré kemi shprehje té pacaktuar.

1 g
[ 4 Cakto derivatin e funksionit ¥ = >’ xelk \{0}

Pérkufizimi 2: Nése ekzistojné vlera kufitare té fundshme
+ Ax) — . + Ax) —
S G+ A= FG0) vy _ iy S Gt M%) = £ ()
Ax Ax—0" Ax
atéheré ato quhen derivati pérkatésisht i majté dhe i djathté i funksionit y = f(x) te pika X,
Derivati i y = f(x) né pikén x, ekziston nése dhe vetém nése ekzistojné derivati i majté dhe i
djathté né até piké dhe jané té barabarté f”(xo) = f"(xo")

f'0) = lim
Ax—0"
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Shembulli6 > psr funksionin f(x)=+/x &shté pérkufizuar né bashkésing D, =[0,%) dhe ka

derivate né ¢do piké x # 0 prej fushés sé pérkufizimit

Ax) — Ax) —+/
hmA = lim f(x+ ) f( )—hm (x+ ) *
A—0 Ax  Ax—0 Ax—0

— lim Jx—i—Ax \/_«/x—kAx \/_
N ET e

x+Ax)

AHOAx(JHAx J_) AHO(JHAx J_)
=m_

Nése x = (), atéheré né pajtim me Pérkufizimin 2 dhe fushén e pérkufizimit té funksionit mund té

ekzistojé vetém derivati i djathté i funksionit né pikén x = (. Ta njehsojmé

Oy &)= f () _ o Jo+ o _ A

f(xo )_A£ 0* Ax Ax—0" Alxlgol* Ax :Alvlil(}*«/Ax:oo

Pasi vlera kufitare éshté e pafundshme, derivati i djathté né x = 0 nuk ekziston.

Teorema 1: Nése funksioni y = f(x) ka derivate né pikén x , atéheré funksioni y = f(x) éshté i
pavijueshém né pikén x,,

Vértetim: Funksioniy = f{x) le té keté derivate te pika x,. atéheré f'(x,)= lim S+ A) = £ (%)
Ax—0 Ax

ekziston. Pér té treguar se funksioni }LHQO S(x)=f(x) ashté i vijueshém né pikén x, duhet te

tregojmé se x — xo = Ax dhe me shfrytézimin e zévendésimit x = xo + Ax kemi:

f(x)_f(xo)(x_x )

X=X,

lim [ £ (x) - £(x,)] = lim

Prej asaj qé }1_{2 [/ = f(x)]= ll_{g S (x)=f(x)) =0, vijon se }1_{1}0 S (x)=f(x,) . Domethéné se

funksioni éshté i vijueshém né pikén x,.

13



Gjykimi i anasjellté i Teoremés 1 né rastin e pérgjithshém nuk vlen. Si shembull do ta theksojmé
funksionin ¥ = \/; prej shembullit 7. Ky funksion éshté i vijueshém né gjithé domenin e tij [0, ),
ndérsa nuk ka derivate te pika x, = 0.

Detyra pér puné té pavarur

1. Brinjét e drejtkéndéshit jané 10 m dhe 20 m. Cakto ndryshimin e perimetrit dhe syprinés
sé drejtkéndéshit nése:

a) brinja mé e madhe zmadhohet pér 1 m;
b) brinja mé e vogél zmadhohet pér 0,5 m.

2. Njehso Ay nése:
a) f(x):—i, x,=1, Ax=0,1; b) f(x)=2x+5, x,=3, Ax=1;
C)f(x)=x2+5, x, =1, Ax=1; ¢ f(x):\/2x_—l, X, =35, Ax=8.

3. Njehso derivatin e funksionit:

a)y =4x—3 népikénx = 1; b)y =x?—3, né pikén xo = 2;

c)y =(x—2)°né pikén xo = 5; ¢)y =(x?—1)/x, né pikén xo = 1.

4. Cakto derivatin e majté dhe té djathté té funksionit

a)y = |x — 3| né pikén xo = 3; b)y = |x + 2|, né pikén xo = —2;

3
c) y=x? né pikénx = 0; ¢) y=+/x—5 né pikén xo = 5.

2. Tabela e derivative té funksioneve themelore elementare

Pércaktimi i derivatit sipas pérkufizimit shpesh kérkon shumé kohé dhe mund gé té jeté shumé i
ndérlikuar. Pér kété géllim, né kété njési mésimore, do té sjellim listén e derivative té disa funksioneve
elementare, té€ njohura si tabela e derivative ose derivate tabelare. Rregullat pér diferencim té cilat
do t'i shqyrtojmé né kété njési vijuese dhe derivatet tabelare na japin vegél pér gjetjen e derivatit
té funksioneve té cilat dalin nga funksionet elementare té pérfituara me operacionet mbledhje,
shumézim dhe pjesétim.

Do ta shqyrtojmé kété shembull:

Shembulli 1 > T4 gjejmé sipas pérkufizimit derivatin e funksioneve f{x) = x? dhe f{x) = x* ndérsa

n

pastaj té pérfundojmé me gka &shté i barabarté derivati i funksionit /' (x)=x", neN.

14



2 2
+Ax)— +Ax) — 2 2 2
f'(x)—hmf(x ) f(x)_hm (X ) X =limx +2xAx+ Ax" —x
A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. Ax(2x+Ax)
= lim =2x
Ax—0 Ax
Domethéné fitojmé se f'(x) = (xz)': 2x
f(x)=x’
3.3
+Ax) — 3 2 2 3.3
fv(x):hm(x ) X :hmx +3x"Ax +3xAx” + Ax X
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
_Ax (307 +3xAx + A
= lim =32,
Ax—0 Ax

fitojmé se f'(x) =(x*)' = 3%

Tani mund té pérfundojmé se edhe né rastin e pérgjithshém pér ¢do n € N vien.

Nése f(x)=x" atéheré f'(x)= (x" )' =nx"".

Nése tani éshté dhéné funksioni konstant f{x) = ¢ ¢ = konstanta, atéheré pér derivatin e paré

= lim =0

kemi: f'(x):iicmo lim =

f(x+Ax)—f(x) c—c
Ax

Domethéné: f’(x) = c¢’=0

a) flx) =x b) flx) =x" ¢) flx) = x'° Pér derivatin e funksioneve t&€ dhéna kemi:

a) f'(x)=x'=Ix"=1x" =1,
b) f'(x)= (x7 )' =7x"" =7x°,
0) /'(x)=(x"")'=10x""" =10x",

[ 1 Cakto derivatin e funksionit:

a)f(x)=x' b)) f(x)=2" o) f(x)=x"

15

Shembulli 2 ) \e ndihmén e formulés paraprake do ta pércaktojmé derivatin e kétyre funksioneve



n-1

Pér funksionin /(x)=x", n € R formula pér njehsimin e derivatit éshté n € R pér ¢do (x" )' = nx

Shembulli 3 ) T2 caktojmé derivatin e funksioneve:

a) f(x)=vx, x20; b) F(0)=x(3x); ¢) f(x)=

1 1
) 0; =7 >0'
. x#0;¢)f(x) I X

Ta caktojmé derivatin e funksioneve: [ (x)=x",neR

oo (LY (Y _ 1 1
G)f(x)—(\/;j [ j 2x 2x 2\/)6_3.

[ 2 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a)f(x)zx/x_3,x20; c) f(x)=x*Vx, x>0;
1 1
byf00=;;,x¢0; @j%x)zgj,xio.

Shembulli 4 ) T4 caktojmé sipa pérkufizimit derivatin e funksionit f(x)=log, x, a>0, a#1, x>0

X Ax
_ xX+Ax X a a —_ 1
fmﬂmﬂﬁm)ﬂﬂﬂmi—i:M—L—l
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Ax
1 -1
=a" lim
Ax—0 A_x

16



Ax ' ’
X

1=lna kemi se f’(x):(a") =a’Ina.Nése a = e atéheré (ex) =e"

Pér shkak se ' lim a
Ax—0

Shembulli 1 ) T4 caktojmé sipas pérkufizimit derivatin e funksionit ' (x) =1log, x, a>0, a=1, x>0

log x+Ax
+Ax - 10 +Ax —10 a
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
log 1+H log 1+g
. ¢ X . x X (1 x Ax
=lim——— 2 =lim| —————~ < |=lim ——loga 1+—
A0 Ax Ax—0[ x Ax a0 x Ax X
= lim lloga (1+EJM :l lim| log, (1+£)M .
Ax—0[ x X X A&—0 X
Ax o o 1
Pasi lim| log, (H B j log, e vijon se /" (¥) Lloge=— —
1l C1
Domethéné kemi (log, X)'=———_ N& rastin kur a = e fitohet (Inx)'=—.
xlna X

Né vazhdim éshté dhéné tabela e derivative té funksioneve elementare t€ ashtuquajtura derivate
tabelare:

1. (¢)'=0, c=const 2. (x)'=1
3. (xX")Y=nx"" neR 4. (a')=a"Ina
5. () =e" 6. (log, x)' = ,a>0,a#1, xeR"

xlna

7. (lnx)’ :l, xeR"
X

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto derivatin e kétyre funksioneve me zbatimin e formulés pérkatése:

1
a)y=x"; b)y=xx; o) y=3r"; ¢)y="5, x#0.

17



2. Cakto derivatin e kétyre funksioneve me zbatimin e formulés pérkatése:

a)y:x5 x, x=0; x#0; c)yzx\/xis,xZO;

1
b)y:W5

1
V=0 d)y=3"; e)y=log,x, x>0.

3. Rregullat pér diferencim

Gjetja e derivatit né bazé té pérkufizimit shpesh mund té jeté shumé e komplikuar. Ne deri tani
caktuam derivate prej disa funksioneve elementare. Né vend té funksioneve elementare, shpesh
ballafagohemi me funksione té cilat fitohen me operacione aritmetike té funksioneve elementare.
Me zbatimin e vetive té caktuara té derivatit t& funksionit, né bazé té derivatit t& funksioneve
elementare, derivati i shumé funksioneve té pérbéra mund té njehsohet né ményré relative té
thjeshté.

3.1. Derivati i prodhimit té konstantes dhe funksionit

Do ta japim kété teoremé

Teorema 1: Funksioni y = f(x) le té jeté diferenciabil né pikén x dhe ¢ éshté konstante. Atéheré
edhe funksioni f'éshté diferenciabil né pikén x dhe éshté e sakté:

(¢ f(x) =c- f(x).

Vértetim: Prej pérkufizimit t&€ derivatit kemi:

c~f(x+Ax)—c-f(x) e lim

Ax—0 Ax Ax—0

f(x+AAx)2_f(x) :C'f,(X). =

Prej derivative pérkatése tabelare dhe zbatimi i teoremés 1 kemi:

a)f'(x)=(2x3)' =2(x3)’ —2.3x% = 6x%;

18



(5-2*)' =5(2) =5-2'In2.

[ 1 Cakto derivatin e funksionit:

a) f(x)=3x"; b) f(x)=4Inx, x>0; c) f(x):%e".

=

~

—~
=

N—
Il

3.2. Derivati prej shumés sé funksioneve

Teorema vijuese éshté pér diferencimin e shumés sé dy funksioneve

Teorema 2: Funksionet u=u(x) dhe v=v(x) le té jené funksione diferenciabile né pikén x.
Atéheré edhe funksioni u + v éshté diferenciabile né pikén x dhe éshté e sakté

() =1’ (X)v(x) +u(x)V'(x).

Vértetim: Le té jené u =u(x) dhe v=v(x) funksione diferenciabile né pikén x. Prej pérkufizimit
pér derivate kemi,

(u+v)'(x)= lim (u +v)(x+Ax)—(u+v)(x) _ lim u(x+Ax)+v(x+Ax)—u(x)—v(x) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax -
i A7) YO i,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Vérejtje: Pasi ndryshimi i dy funksioneve pérkufizohet népérmjet shumés sé dy funksioneve,
dmth, (u—v)(x)=u(x)—v(x)=u(x)+(-1)-v(x), rregulla pér diferencimin e ndryshimit t& dy

funksioneve diferenciabile u = u(x) dhe v = v(x)

(u—v) '(x) =u'(x)—v'(x).

Shembulli 2 ) T2 caktojmé derivatin e kétyre funksioneve:

Prej teoremés 2 kemi:

a)f(x):2x3+5x2; b)f(x)=3lnx+\/;, x>0; c)f(x)=56x+i/;.
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a) /'(x)=(2x +5x*) =(2x) +(5x*) =6x> +10x;

b)f'(x)=(31nx+x/;)’ =(3lnx)r+(\/;)' :%WLﬁ: 62;/;;

C)f’(x)=(56x +3/;)’ =(Sex)’ +(%/;)’ PR

3f 2
34x

Té pérmendim se rregulla pér shumén vlen edhe pér tre edhe pér mé shumé funksione diferenciabile
né ¢farédo piké x.

. A3
Shembulli 3 ) T4 caktojmé derivatin e funksionit ./ (¥) =2x"+3x+Inx, x>0.

f’(x) :(2x3 +3x+lnx)' = (2x3 ), +(3x)' +(1nx)’ =6x" +3+l.

X
[ 3 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

1
a) f(x)=4x-2x>+7x; b)f(x)zlnx+2x——, x>0.
X

3.3. Derivati prej prodhimit té funksioneve

Do ta vértetojmé kété teoremé e cila éshté pér derivatin e prodhimit t&€ dy funksioneve:

Teorema 3: Funksionet u =u(x) dhe v=v(x) le té jené diferenciabile né pikén x. Atéheré edhe
prodhimi i tyre uv éshté funksion diferenciabil né x dhe éshté e sakté:

((x)v(x))" =t (X)v(x) +u(x)v'(x).

Vértetim: Funksionet u = u(x) dhe v = v(x) le té jené diferenciabile né pikén x. Pér ndryshimin e
funksionit uv né pikén x kemi,

A(u(x)v(x)) =u(x+ Ax)v(x + Ax) —u(x)v(x) = u(x + Ax)v(x + Ax) —u(x)v(x + Ax)
+u(x)v(x + Ax) —u(x)v(x) = v(x + Ax) [u(x + Ax) —u(x)]
+u(x)[v(x + Ax) —v(x)] = v(x + Ax) Au(x) + u(x)Av(x).

Prej pérkufizimit pér derivat kemi,
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A(u (x) v(x)) Mim v(x + Ax)Au(x) +u(x) Av(x)
Ax—0 Ax
im Au(x)v(x + Ax) + lim u(x) AAxv(x)

Ax—0 Ax Ax—0

Shembulli 4 ) T2 caktojmé: derivatin prej kétyre funksioneve:

a) f(x)=(2x+5)(x"=3x+2); p)f(M)=5x"¢"; c)f(x)=(x+1)-Inx,x>0.

(u(x)v(x)) =
|
=u'(x)v(x) +u(x)v'(x).

a) Pér funksionin f(x)= (2)C+5)(x2 —3X+2) le t& jeté u(x)=2x+5 dhe v(x)=x"-3x+2 . Me
shfrytézimin e formulés pér prodhim té funksioneve kemi
f'(x) =u'(x)v(x) +u(x)V'(x)
(x)=(2x+5) (> ~3x+2) +(2x+5)(x* ~3x+2)
(x)=2(x* -3x+2)+(2x+5)(2x-3)
(x) 2x* —6x+4+4x* —6x+10x-15
"(x)=6x"—2x—11.

b) Pér funksionin f(x)=5x"-¢" duke shfrytézuar formulén pér derivate t& prodhimit t& dy
funksioneve kemi:

f'(x) = (5x2 ), e* +5x° (ex )'

f’(x)lex-e’C +5x7-e" =5xe -(2+x).

/!
A
I
f

c) Pér funksionin f(x) = (x+1)-ln x, x>0, duke shfrytézuar formulén pér derivate té prodhimit t&
dy funksioneve kemi:

f'(x):(x+1)' 1nx+(x+1)(lnx)'
£(x)=Tnx+(xs1) L

X
x+1

f'(x)=Inx+—.

X

[ 3 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) f(x)z(x2+2)(x3—1); b)f(x)=3x\/;, x20; C)f(x)z(x2+1)(x2—l).
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3.4. Derivati prej herésit té funksioneve

Do ta japim kété teoremé

Teorema 4: Funksionet u = u(x) dhe v = v(x) le té jené diferenciabile te pika x, ku v(x) # 0.

Atéheré edhe heresy Ld éshté funksion diferenciabil te pika x dhe éshté e sakté
%

u(x) ) (V) —u(eV(x)
v(x) ) V2 (x) '

Vértetim: Le té jené u = u(x) dhe v = v(x) funksione diferenciabile te pika x, ku v(x) # 0. Pér

ndryshimin e funksioneve ® te pika x kemi
v

v(x) B v(ix+Ax)  v(x) v(x + Ax)v(x)
_u(x+ Ax)v(x) —v(x)u(x) + v(x)u(x) —v(x + Ax)u(x)
- v(x+Ax)v(x)
_ v)[u(x + Ax) —u(x)] —u(x)[v(x + Ax) —v(x)] _
- v(x + Ax)v(x) -
~ v(x)Au(x) —u(x)Av(x)
T v+ A)(x)

A{u(x)j_ u(x+Ax)  u(x) _ u(x+ Ax)v(x) —v(x + Ax)u(x)

Prej pérkufizimit pér derivate kemi:

, A(u(x))
( u(x) j _ lim v(x) lim v(x)Au(x) —u(x)Av(x)

v(x) Ax A0 y(x + Ax)v(x)Ax =
_ u'(x)v(x) —u(x)v'(x)
) v () |

Shembulli 5 ) T4 caktojmé derivatin e kétyre funksioneve:

2
x =1
—, x#0.

a) f(x>=ﬁ,x¢—1; b) f(x) ="
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x
a) Pér funksionin f(x) = et le t& jené u(x) = x dhe v(x)= x + 1. Me shfrytézimin e formulés pér
derivat prej herésit té funksioneve kemi:

£(x)=" ()v(x) —u(x)v'(x)

v (x)
x'-(x+1)—x-(x+1)'
(x+1)2

,x:x+1—x: 1 .
f() (x+1)2 (x+1)2

2
x -1
b) Pér funksionin f(x) =——— sipas formulés pér derivat prej herésit té funksioneve kemi:
X

g
(+")
_ 2x-xt—x72x+42x :E: 2

f'(x) 4 4~ 3¢

X X X

[ 4 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

Detyra pér puné té pavarur

!

2x

2’
1—x

a) f(x)=

-1
x#*1; b)f(x):x—,x;t—l.
x+1

1. Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) f(x)=2x" o) () =24, x>0
c) f(x)=3x; ¢) f(x)=2x+3.
2. Cakto derivatin e kétyre funksioneve:
a) f(x)=2x>+5x—6; b)f(x)=%3—x—;+xiz—%, x#0;
c)f(x):x+§+x?3; g)f(x)=3x+\/;,x20.

3. Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) f(x)=4x3\/;—x\/xx/;,x20 b)f(x):2\/;—3i/;,x20
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4 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:
a) f(x)=Inx+e"—5x, x>0; b) f(x)=2"+5-4"

5. Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) f(x)=x"Inx, x>0 b) f(x)=x’e".

6. Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) f) =21 ratl o) fr) =2 T3X+2,
x* -1 x +1
1 2

0) f(X)=—=, x>0; o) f(x) ="
X e

4. Derivati i funksionit té pérbérée

Funksioni i formés f{g(x)) quhet funksion i pérbéré ose kompozicion prej funksioneve f(x) dhe
gx).

Késhtu, funksioni i formés y = m éshté funksion i pérbéré. Me shfrytézimin e zévendésimit
u(x) = x?— 1, funksioni i pérbéré do ta fitojé formén y = Ju.

Nése kemi funksion té pérbéré té formés y = (2x+ 1)4 , atéheré me futjen e u(x) = 2x + 1, funksioni
i pérbéré do ta fitojé formén y = u*

Shembulli 1 ) Kéto funksione, duke shfrytézuar zévendésimin do t'i shénojmé né formé té vecanté:

a) Funksioni y = (x — 3)? me zévendésimin u(x) = x — 3 mund ta shénojmé né formén y = u°.
b) Funksionin y = [n(x?— 3), me zévendésimin u(x) = x?— 3 mund ta shénojmé né formény = In .

c) Funksionin y = e®**, me zévendésimin u(x) = 3x + 5 mund ta shénojmé né formén y = e*

[ 1 Pér ¢cdonjérin prej funksioneve té pérbéré:

a) y=e'*, x>0; b) ¥ =33x+1,

cakto u(x) dhe shkruaje funksionin né formén y = f{u)
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Rregulla pér derivat prej funksionit t&€ pérbéré do jepet me kété teoremé

Teorema 1: Funksioni u(x) le té jeté diferenciabil né pikén X,, ndérsa funksioni f'éshté diferenciabil
né pikén uo = u(xo). Atéheré edhe kompozicioni i tyre si funksion i pérbéré (f > u)(x) = flu(x))
éshté funksion diferenciabil te pika x, ku vlen

(f@(x,)) = £ @ )'(x,)-

Vértetim: Prej pérkufizimit t& derivat kemi:.

Au = u(xo + Ax) — u(xo) vijon u(xo + Ax) = Au + uo. Pasi u éshté i vijueshém Ax — 0 kur Au — 0.

Atéheré (f ° u)(x) = flu(x))
sy = tim LG+ AN [ _ g Sl +80)= ) sy ) ~u()

Ax A0 y(x, +Ax) —u(x,) Ax
i S+ D)= f ) L u(x A —u(xy)
= lim ~ lim e S g )u '(x,y).

Domethéné. Funksioni (f(u(x,))" = f"(u,)u'(x,). éshté diferenciabil né pikén x, dhe sakté éshté
(f (u(x0)) = £ (up )t (x,). -

Shembulli1 ) Ta njehsojmé derivatin e kétyre funksioneve:

a) y=(3x—4)4 b) y=\/x—1 C) y:'\3/)62—4 g) y:eizx d) y:ex2_3x.

a) y=(3x—4)4 b) y=+x-1
u(x)=3x—-4, y=u’ u(x)=x-1, y=+u
1
'—4 3.0 " 1!
y'=4u’u'(x) y o u'(x)
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1
y':33u2 “(x)
1 2
y'= |x"—4)
T
y'= 21 2 2x= 22x 2
33(x* —4) 33(x* —4)
x*=3x

a) y=(4x-3)";
a) y:(2x2 +3x+l)ex;

Detyra pér puné té pavarur
1 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:
a) y :(2x2 +5x—6)5 ;
5

c)y :(5x5 +3x° +1)

2 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) y=(x+3)(2x—5)2;

Pércaktoni derivatin e funksioneve t& méposhtme:

b) y=e ™.

Pércaktoni derivatin e funksioneve té méposhtme:

b) y:(x+l)\/x2 +1;

c)y= 3xe"

b) ¥ = (x5 +2x)8‘

g)y=(mx+n)6.

3

b) y =(x+2) (x* -3x+1)
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3 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:
a) y=+x’—1; b) y=32x"—1.

4 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:

a) y262x+5; b)y=xze&.

5. Derivati prej funksionit implicit dhe derivati logaritmik

Né kété njési mésimore sé pari do ta shqyrtojmé njehsimin e derivatit kur funksioni éshté dhéné né
formén implicite. Ményra pér gjetjen e derivatit e funksionit t& dhéné né formén implicite mund ta
shfrytézojmé pér njehsimin e té ashtuquajtur derivat logaritmik.

Funksioni implicit €shté funksion ku ndryshorja y nuk éshté shprehur népérmjet ndryshores x. Le
té jeté dhéné funksioni né formén implicite F(x, y) = 0, ku y = y(x) éshté pérkufizuar né intervalin

x € (a, b), ku x éshté ndryshore e pavarur. Ndonjéheré éshté shumé véshtiré kur funksioni éshté
dhéné né formén implicite y ta shprehim népérmjet x. Shumé mé lehté do té jeté nése pér funksionin
do té pércaktohemi me metodén implicite.

Funksioni y = y(x) éshté diferenciabil né intervalin x € (a, b). Formén implicite mund ta shkruajmé

six € (a, b) pérgdo F(x, y(x)) = 0. Atéheré me shfrytézimin e derivatit té funksionit t& pérbéré kemi
F' (x4 y(0))+ F' L (x, p(x) - y'=0,

ku F' (x,y(x)) éshté derivati sipas x, ndérsa F'' (x,y(x)) éshté derivati sipas y qé pérséri varet

prej x. Nése e shprehim derivatin )’ fitojmé se funksioni i dhéné implicit mund té gjendet sipas késaj
formule.

Pl
F',(x,7()

Njehsimi i drejtpérdrejté i derivatit Eéshté me njehsimin e derivatit t€ ¢cdo anétari té funksionit té
dhéné, ku patjetér t&€ mbahet llogari se x éshté ndryshore e pavarur, ndérsa y éshté funksion qé
varet prej ndryshores x.

Ményra e pérshkruar pér njehsimin e derivatit té funksionit implicit mé sé& miri mund té shqyrtohet
népérmijet shembujve.
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Shembulli1 ) Ta caktojmé derivatin e funksionit t& dhéné né formén implicite
x?+4x +y?=5.

Me njehsimin e drejtpérdrejt kemi
2x +4 +2yy’=0.

Gjaté njehsimit té derivatit prej funksionit té dhéné implicit F(x, y) = 0 éshté e nevojshme té kemi
kujdes té ekzistimit té funksionit y = y(x). Me fjalé té tjera, y éshté ndryshore e varur prej ndryshores
sé pavarur x, pra njehsimi i derivatit t& y éshté né realitet njehsimi i derivatit té funksionit t& pérbéré.

Tani ngel edhe vetém ta shprehim y ‘. Domethéné kemi

2yy'=-2x-4,
., —x=2
Yy = )
y
. x+2
y == :
y

Shembulli2 > Ta caktojmé derivatin e funksionit t&€ dhéné né formén implicite
x?+xy+y’=2.

Té vérejmé se kétu pér ta gjetur derivatin e xy do ta shfrytézojmé rregullén pér derivate té prodhimit
té dy funksioneve. Domethéné do té kemi:

2x+(y+xy')+2yy':0,
2x+y+xy'+2ypy'=0,
y'(x+2y)=—2x—y

. _2x+y
x+2y
[ 1 Cakto derivatin e funksionit t& dhéné né formén implicite:
a) X’ +4x+y> =5 b) X’ +2x+2y° =5,
C)xyz+2xy+y:l, c)xX’ +y +2=0.

Si¢ pérmendém né fillim té njésisé mésimore, derivati prej funksionit t&¢ dhéné né formé implicite
mund ta shfrytézojmé pér njehsim té ashtuquajturit derivat logaritmik. Derivati logaritmik zbatohet
kur ndryshorja e pavarur éshté edhe te baza edhe te eksponenti i ndonjé fugie.
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Shembulli3 ) Ta njehsojmé derivatin e funksionit y = x*, x > 0. Pér ta caktuar derivatin e kétij
funksioni patjetér té lirohemi prej x gqé gjendet te eksponenti. Pér kété géllim e logaritmizojmé
funksionin

Iny=Inx,dmth,lny=xlInx

Pastaj, diferencojmé

ly'=1~lnx+x-l

y X y'= y(1+ln x)
, d.m.th., L
Y tlnx y'=x (1+lnx)
Y
[ 2 Cakto derivatin e kétyre funksioneve:
a) y=x""; b) y =x*.

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto derivatin e kétyre funksioneve té& dhéna né formén implicite:

a) x2y+2x+y2:1; b) x2+4xy+y2=0;
C)xy2+2x+y:4; 9)x3+xy3—5=0.

2. Cakto derivatin logaritmik té kétyre funksioneve:

a) y=x"; b) ¥y =x>;
1+x° ) 1
c)y= . ; c) y=x*.

6. Koncepti pér diferencial

Koncept i réndésishém i lidhur me ekzistimin e derivatit t& funksionit éshté koncepti diferencial i
funksionit. Ai mund té jeté i shfrytézuar edhe pér njehsime té péraférta.

Pérkufizimi 1: Funksioni y = f{x) éshté diferenciabil né pikén x, d.m.th., ekziston derivate
(x0) = f"(x0). Prodhimi y "(xo)4x quhet diferenciali i funksionit y = f(x) te pika x, dhe shénohet
me dy(xo) ose shkurtimisht dy

Domethéné, diferenciali i funksionit y = f(x), te pika x, &shté dy(xo) = y'(x0)4x, ndérsa e gfarédo
piké x éshté
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Shembulli1 > a) Diferenciali i funksionit f{x) = x* pér ¢farédo piké x prej domenit dy = 4x34x,
pasi f'(x) = 4x7.

b) Duke shfrytézuar faktin se derivati i funksionit linear y’ = 1, pér diferencialin e funksionit linear
kemi se dy = dx =y 'Ax = Ax , prej ku dx = Ax. Prandai, diferencialin e funksionit y = f{x) mund

L . , o, dy ,_dy . .
ta shkruajmé né formén dy = y 'dx. Prej kétu kemi y'=—, pra y'=— (lexohet “de ipsillon pér de
iks“) éshté edhe shénimi pér derivate té future nga Lajbrﬁci, pér daIIirT)f nga paraprakishtja gé vijon
prej Lagranzhit.

[ 1 Cakto diferencialin e kétyre funksioneve:

a) y=xe*; b) y=ln(x2+l).

Nése y = f(x) éshté diferenciabile né x , atéheré rritia Ay = f{xo + Ax) — f(xo) dhe diferenciali dy
te pika x, jané ekuivalente madhési té vogla té pafundshme kur Ax — 0. Pér shkak té késaj vetie
thuhet se dy éshté vlera kryesore e Ay, pasi pér Ay = dy shumé té vogél mund té llogarisim se |4x|.

Kété veti mund ta shfrytézojmé pér njehsim té pérafért pér vlera té€ funksioneve, dukie shfrytézuar
formulén Ay = fix + Ax) — f{x) = dy d.m.th., f(x + 4x) = fix) + dy pér vlera té vogla té |A4x|.
Shembulli2 > Pér funksionin y = x? me domen D = R diferenciali i tij né ¢farédo piké x prej
domenit té tij éshté dy = 2xdx pasi y’ = 2x. Diferenciali i funksionit né pikén x, = 1 éshté dy = 2dx.
Me shfrytézimin e diferencialit té funksionit mund péraférsisht ta njehsojmé sa éshté 1,22 né kété
ményreé:

Sé pari do ta shfrytézojmé formulén dy = 2x4x, ku x = 1 dhe 4x = 1.2 — 1 = 0.2. Kemi
dy = 2xAx = 0.4. Pastaj do ta shfrytézojmé formulén f(x + Ax) = fix) + dy pér xo = 1 dhe

Ax =1.2—-1=0.2.kemifix + 4x) = f{1.2) = fixo) + dy =1 + 0.4 = 1.4. Domethéné 1,2° ~ 1,4

[ 2 Njehso péraférsisht:

a) 4/4,0002; b)In2.003.

Detyra pér puné té pavarur
1. Cakto diferencialin e kétyre funksioneve:

YZ

. - x +2x
a) y=xe ; b) y=xe *; c)y=x21nx; c) V=

x+1

2. Njehso péraférsisht:

a) 31,0003;  b)In1,001;  ¢)+/9,0003.
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7. Derivati prej funksionit t&¢ dhéné né formé parametrike

Le té jeté y = y(x) funksion i vijueshém ku x = x(¢), y = y(¢) jané funksione té vijueshme né
intervalin ¢ € (a, b). Né kété rast themi se funksioni y = y(x) éshté pércaktuar me barazimet
parametrike x = x(¢), y = y(¢), t € (a, b).

Teorema 1: Nése x = x(f), y = y(¢) jané funksione diferenciabile né intervalin ¢ € (a, b) dhe
y'(¢) # 0 atéheré funksioni y = y(x) éshté diferenciabil dhe poashtu vien:

dy
dy_dt_y0_y
dx_@_x'(t)_x'
dt

y'(x)=

Vértetim: Parametri ¢ le té keté ndryshim Az. Atéheré funksionet x dhe y fitojné ndryshime Ax dhe A4y
dm.th., x +Ax =x(t + A¢t), y + Ay = y(t + A¢t), y + Ay = y(x + Ax) kemi y = y(x):

y(t+A)—y()

A0 Ay A0 Ax 80 x(t+At)—x(f) A0 X(t+At)—x(2)
At -
lim J’(l”rAt)_J/(t) ,
_ At—0 At _ y (t) .
lim x(t+At)—x(t)  X'(1)
At—0 At

Shembulli1 ) Pér funksionin x = x(#), y = y(f), té dhéné me barazimet parametrike y = y(x), e
njehsojmé y '(x)

3t 3¢
1+ y(t)_1+t3'

a)yx(f) =6 +3t+ 1, y(t) = -3t + 1; b) x(7)

y(@) 3°-3 -1
x'(t) 3°+3 £ +1

a) Sipas formulés sé dhéné te teorema 1, derivati i paré y'(x) =

3t(2—z3)
oy () e(2-0)
b)y(x)_x'(t)_3(1—2t3)_ Y
(1+t3)2
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[ 1 Pér funksionin y = y(x), té dhéné me barazime parametrike x = x(f), y = J(f), njehso y '(x).

a) x=3+20-3, y=20+2t—1; p)x=+t, y=1t.

2431

c) x=2Inz, y:%+8; g)x=2e""", y=2t+6t.

Detyra pér puné té pavarur
1. Pér funksionin y = y(x) t& dhéné me barazime parametrike x = x(#), y = y(f) njehso
ayx=Im()+4,y=+2;, b)x=In(t+5),y=In-1).

2. Pér funksionin y = y(x) té dhéné& me barazime parametrike x = x(z), y = y(¢) x = x(¢), y = y(¢)
njehso

a) x:5(e’+e”), y:3<e’—e”); b) x=31-+r, y=A1-t

8. Barazimi i tangjentés dhe barazimi i normales

Kétu do ta zbatojmé derivatin e paré pér pércaktimin e barazimeve té tangjentés dhe normales té

grafikut té funksionit.

Le té jeté dnhéné funksioni y = f(x). Pika To(xo, y0) le t'i takojé grafikut t& funksionit. Tangjenta e
grafikut t& funksionit te pika 7o(xo, y0o) éshté drejtéz qé e prek grafiku e funksionit né pikén 7o.

Tangjentén do ta shénojmé me 7, ku tek indeksi theksohet pika ku e kérkojmé tangjenten.

Normalja e grafikut té& funksionit te pika e dhéné gé éshté normale né tangjentén qé kalon népér
até pike. Normalja zakonisht shénohet me p ., ku pérseri tek indeksi theksojmé né cilén pike e

kérkojmé normalen, Figura 4.
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L 90°
N

\ y=/(x)
3 .TU("\.G’}’O) F(r'}),_._‘o

Figura 4 a)

Figura 4b

Koeficienti i drejtimit t& tangjentés sé térhequr prej pikés To(xo, yo) éshté k,_=tga (figura 4b).
Prej pérkufizimit té funksionit trigonometrik zgx dhe prej trekéndéshit te Figura 4b) AToCT, vijon se:

A _
Ax  x—x,

ku /8 éshté kéndi i sekantes (drejtéza BT e cila kalon népér pikén T,) e formon
me pjesén pozitive té boshtit x.

Kemi: y —yo = 1gf - (x — Xo)
Si¢ zvogélohet x, d.m.th. ku 4x —0, ménjanimi i sekantes aq mé& shumé afrohet deri te ménjanimi

i tangjentes edhe pér Ax = 0, sekanta pérputhet me tangjentén
Vlen se szo =tga = ll_gl tgf :ll_gl _i_io = f’(xo).
0 0 - 0

Barazimi i tangjentés e ka kété formé y—y, = /(% )(x—x,).
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1
Prej kétu pér drejtézat normale kemi se kp =——=

1
k, f'(xo)
1
—(r—x)
f(x)
Shembulli1 > Ta shkruajmé barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales té grafikut té
funksionit y = 2x?—x + 1 te pika A(1, 2).

Barazimi i tangjentés

, pra barazimi i normales éshté

Y=Yy =~

y=yo=S"(x)(x-x,),
f(x)=4x-1, f'(1)=4-1-1=3,
pra prej kétu, barazimi i tangjentés do té jeté
y—-2=3(x-1),
3x—y—-1=0& y=3x-1

Barazimi i normales

__ ! X—X,),
Y=o f,(x())( 0)
y—2:—%(x—1),

x+3y—7=0<:>y=—%x+%.

Shembulli2 > Ta shkruajmé barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut té
funksionit y = 2x* — 3x + 2 né pikén A(1, yo).

Ordinata e pikés A(1, yo) éshté:
vo=f(x)=2-1"-3-1+2=1.

Barazimi i tangjentés éshté dhéné& me formulén
| y_j’o = f"(x)(x-x,).
ku koeficienti i drejtimit té tangjentés éshté vlera e derivatit té€ paré te pikax = 1 d.m.th.,
f'(x)=6x2—3, f’(1)=6-12 -3=3,
prej ku pér barazimin e tangjentés né pikén e dhéné A(1, 1) éshté:

y—l=3(x—1),
3x—y-2=0y=3x-2.

Barazimi i normales
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1 4
x+3y-4=0y=—-x+—-.
Y Y 3573

Shembulli3 > Ta shkruajmé barazimin a tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut té
funksionit y = Jx né pikén A(xo,aj

1
Ta caktojmé abshisén e pikés A(xo,zj

1 1 1
f(xo)ZE’ MZE’ o=y
Barazimi i tangjentés éshté
Y=W :f'(xo)(x_xo)’

1
ku koeficienti i drejtimit t& tangjentés éshté vlera e derivatit t& paré te pika x, = 1 d.m.th,,
| 1 1 1 1
f(x)=—==, f’(_jz_:_:_zl,
24x 4) \F S 1
4

11
prej ku pér barazimin e tangjentés te pika e dhéné A(Z’Ej kemi
L x—l d.m.th y=x+l
y = 4 , a.m.tn., 4
Barazimi i normales te pika A(—,—j éshté

1
Y=X :—m(x—xo),

—l——l(x—lj
) 4
3

[ 1 Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut t& funksionit

a) y=-x"—2x, né pikén 4(-2,,); ;
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1
b) y=z né pikén 4(-1,5,) ..

Shembulli4 > Ta shkruajmé barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut té
funksionit y =x/x* —5x—8 né pikén A(5, y,).
Ményra pér zgjidhje éshté e njéjté si¢ edhe te shembuijt paraprak:
f(x)=r(5)=5"-5-5-8=3-8=-2,
1 1
Z 1 |
"(x)=|(x*-5x=8) |'==(x*-5x-8)® (x’-5x-8)'
O = [ Nt
1 2 2y —
=—( 2—5x—8) 3(2x-5)= X >
3 5 2
33 (x —5x—8)
2-5-5 5 5

f(%)=1'(5)= ====7

( 0) ( ) 3%/(52—5-5—8)2 33/@ 12
Barazimi i tangjentés Barazimi i normales
= () m). e )

5 f'(xo)
y+2="—(x-5),

12 v2=-12(15)
Sx—12y—49 =0. 7 5

12x+5y—50=0.

Shembulli5 > Ta shkruajmé barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut té
funksionit y = x?— 2x né pikat te té cilét grafiku e pren boshtin x.

Grafiku i kétij funksionit €shté parabolé. T'i caktojmé sé pari piképrerjet me boshtin x. Ta shkruajmé
barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales sé grafikut té funksionit

y:O,xz—Zx:O, x(x—2)20:>x1=0,x2:2.

Domethéné, kérkojmé barazimin e tangjentés dhe barazimin e normales né pikat 4(0,0) dhe
B(2,0). Do ta caktojmé derivatin e paré té funksionit. Ta shkruajmé barazimin e tangjentés dhe
barazimin e normales sé grafikut té funksionit.

f'(x) =2x-2.
Barazimi i tangjentés né pikén 4(0,0) éshté  Barazimi i normales né pikén A(0,0) éshté
y—yO:f'(xo)(x—xo), - 1
y=Yo=———(x—%),
=T (xo)( 0)
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f(0)=2-0-2=-2 1

y==x,
y:—zx, 2
2x+y=0. x-2y=0.
Barazimi i tangjentés né pikén B(2,0) éshté Barazimi i normales né pikén B(2,0) éshté:
(2)=2-2-2=2, 1
' ) y—yo=—m(x—xo),
Y=>Xo :f'(xo)(x_xo)’ ’
y=2(x-2), y—O:—%(x—2),
=——x+1
4 2

2 Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimit t& normales sé grafikut té funksionit

a) y=+/x*—3 né pikén 4(2, y,),
b) y=x"—3x" né pikén A(2, y,)

Shembulli6 > Ta shkruajmé barazimin e tangjentés sé lakores y = x* —2x? + x — 2 e cila éshté

paralele me drejtézén 7x — 4y + 28 = 0 . Né pikat e prekjes té shkruhet edhe barazimi i normales.

Pasi tangjenta éshté paralele me drejtézén 7x — 4y + 28 = 0, ato kané koeficient té drejtimit.

Tx—-4y+28=0
4y =Tx+28 k=/"(x)=3x" —4x+1,
7 2 7
=— 3x"—4x+1=—,
y 4x+7 4
k—z 12x* —16x-3=0.
4

3 1
Zgjidhjet e barazimit katror jané: x, =5 dhe x, = "5

3 13 1 481
f@:‘? f(‘g}‘z—m
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Domethéné, kérkojmé barazim té tangjentés dhe barazim té normales te pikat A(%—%) dhe

Barazimi i tangjentés né pikén Barazimi i normales né pikén
3 13 7 3 13 7
A| =,—— |dhek = —do té jeté: A| =,—— |dhek =—do té jeté:
2 8 4 2 8 4
-y, =k(x—x,), 1
Y=Y (x xO) y_yoz_z(x_XO),
S=2x-2) y+9:_i(x_§),
14x—8y—34=0, § 70 2
Tx—dy—17=0. 32x+56y+43=0.
Barazimi i tangjentés né pikén Barazimi i normales né pikén
7 . 7
B —l,—ﬁ dhek = — do t€ jeté: B —l,—ﬁ dhek = — do té jeté:
6 216 4 6 216 4
-y, =k(x-x,), 1
Y =k(x=) y=ro == (x-x),
Jas_7( 1 )
206 40 6) e84 i)
216 7 6

[ 3 Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimit t€ normales sé grafikut t& funksionit

y =x7+3x?—5né pikén 6x + 2y + 3 = (. Né pikat e prekjes té shkruhet edhe barazimi i normales.

Detyra pér puné té pavarur

1. Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimit t& normales sé grafikut té funksionit:
a)y = x*—x2 + 3 né pikén A(1, 0);
b)y = x*—3x?+ 5, né pikén A(-2, yo).

2. Shkruaje barazimin e tangjentés dhe barazimit té normales sé grafikut té funksionit y = 4 —x?*
né piképrerjet me boshtin x.

3. Tashkruajmé barazimin e tangjentés sé lakores y = x?— 1 e cila éshté paralele me drejtézén
6x —y — 10 = 0. Né pikat e prekjes té shkruhet edhe barazimi i normales.

4. Ta shkruajmé barazimin e tangjentés sé lakores y = 2x° + 4x? — x e cila éshté paralele me
drejtézén 2x + y + 4 = (. Né pikat e prekjes té shkruhet edhe barazimi i normales.
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9. Derivati i rendit té larté

Pér té pérkufizuar derivat té funksionit té rendit té larté, sé pari pérkufizojmé derivatet e dyta té

funksionit y = f{x). Funksioni y = f(x) le té jeté diferenciabil né bashkésiné Df atéheré derivati i tij
f’(x) éshté funksion i pérkufizuar né D,

Pérkufizimi 1: Nése ekziston derivate i paré té funksionit té derivuar f"(x) né D, atéheré (f"(x))
quhet derivat i dyté i funksionit y = f{x) dhe shénohet me f”(x). E shénojmé,

) = (F(x) ose y"(x) = (y'(x)) .

Me diferencimin e mé tejshém té derivatit té dyté f”(x) e fitojmé derivatin e treté té funksionit
(f’(x))"=f""(x). Me ményrén e njéjté mund té fitohen derivati i katért, i pesté etj., deri sa plotésohet
kushti pér ekzistimin e derivatit vijues.

!

Shembulli 1 ) Pér funksionin y = x> kemi: »'=5x", »"=20x, y"=60x?, y* =120x, y'* =120,

y(é) =0 dhe ¢do derivat i ardhshém do té jeté 0.

Shembulli2 ) Ta caktojmé derivatin e treté té funksionit y = x /n x

1
y'=l-lnx+x-—=1+Inx,
X

y"z(l—i—lnx)':l,
X

X
Shembulli3 ) Ta caktojmé derivatin e dyté t& funksionit ¥ =X’ 1115

21
p' =3I+ S =32 In 2+ 12,
2 X 2

y"=6x1n£+3x2gl+2x=6x1nf+5x_
2 x 2 2

[ 1 Cakto derivatin e dyté té funksionit:

a)y = xe', b)y =x?Inx.
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x+1
c) y=vx’-1; Q)y="—"1
x-1

x—2 " '
[ 2 Vérteto se funksioni y=T3 e kénaq barazimin (x—2)y +2yy'=0.
X

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto derivatin e dyté té funksionit:

a) y=¢e""; b)yzln(x2+2x);
2x 3
= ; =x"Inx.
c) V=1 2 ¢)y
4 3 2
X x
d) y=~xvx; dh) =7 =3+
e) y=2x"+5x-3.
2. Cakto derivatin e dyté té funksionit:
a)yx’—3x2+1-y=0; b)y +xy +x2=2.
. . . Jx ~Jx . . " 1 l 1
3. Vérteto se funksioni y =e** +e™¥* e kénaq barazimin xy"+—-y'=—y =0

2 4

10. Monotonia dhe ekstremet lokale té funksionit

Té pérkujtohemi se njé funksion éshté monotonisht rrités nése prej X, <X, = f(xo) < f(xl ) derisa
funksioni éshté monotono zvogélues nése prej X, < X, = f(xo) > f(x1 ) Shqyrtimi i monotonies sé
funksioneve vetém me ndihmén e pérkufizimit t&¢ monotonies ndonjéheré mund t€ jeté shumé e
véshtiré. Né kété pjesé prej njésisé modulare do té vérejmé se si me ndihmén e derivatit né ményré
té thjeshté mund ta caktojmé monotoniné e funksioneve né disa interval prej fushés sé pérkufizimit

pér funksionin.

Teorema 1. Funksioni y = f{(x) le té jeté diferenciabil né intervalin (@, b) ku —00 <a < b <+
1) Nése y = f{x) monotonisht rritet né intervalin (@, b) atéheré f’(x) > 0 pér ¢do x € (a, b);

2) Nése y = f(x) monotonisht zvogélohet né intervalin (a, b) atéheré f’(x)< 0 pér ¢do x €
(a, b);
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: S+ Ax) - f(x)
Vértetim: Derivati i paré i funksionit y = f{x) éshté pérkufizuar me /' (x)= i}g}) A

Nése supozojmé se Ax > 0 edhe te pérkufizimi pérderivatin e paré té funksionity = f(x) zévendésojmé

x = Xo dhe x + Ax = x;, derivati i paré te xo < x; d.m.th., xo do té jeté f'(x,)= limw

Ax—0
1. Le té jeté y = f{x) monotone rritése né intervalin (a, b). Atéheré pér xo, x: € (a, b) té atillé

qé xo < x1=> fixo) < fix:) do té vijojé flxr) — f{xo) > 0 kemi, ggw >0 prej ku
x € (a, b) pérf'(x)>0

2. Le té jeté y = f(x)'in monotone zvogéluese né intervalin (a, b). Atéheré pér xo, x: € (a, b)
t atils g8 o </ =>f(x0) > flx,) do 16 viojé fixr) —xo) < 0 kemi lim W >0
prej ku x € (a, b) pér f’(x) < 0. n

Vlen edhe gjykimi i anasjellté te teorema 1.

Teorema 2: Funksioni y = f{(x) le té jeté diferenciabil né intervalin (a, b) ku —00 <a < b <+
1. Nése pér ¢do f'(x) > 0, x € (a, b). atéher&, y = f{x) monotonisht rritet né intervalin (a, b);

2. Nése pérgdo f'(x) <0, x € (a, b). atéheré y = f{x) monotonisht zvogélohet né intervalin

(@ b).

Vértetim: Derivati i par& i funksionit y = f{xx) &éshté pérkufizuar me f’(x)= lim f(x+AA)2—f(x)
Ax—0
Nése supozojmé se 4x > 0 edhe te pérkufizimi i derivatit té paré té funksionit y = f{x) zévendésojmé

X = Xo, derivati i paré te pika x + 4x = x; d.m.th., xo < x; do té jeté

o 1 G = (%)
7'(%)=lim ™

Ax—0

1. Le té jeté f'(x) > O pér x € (a, b). Prej pérkufizimit té€ derivatit t& paré vijon se

lim f(x+Ax)—f(x)
Ax—0 Ax
Sx1) > fixo) pérkatésisht funksioni y = f{x) monotonisht rritet pér x € (a, b)

> 0. Pasi Ax>0 vijon se fix + 4x) — f{x) = fix:) — fixo) > 0 d.m.th.,
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2. Le té jeté f'(x) < O pér x € (a, b). Prej pérkufizimit t& derivatit t& paré vijon se

lim S+ A0 = () < 0. Pasi 4x > 0 vijon se f{x + 4x) — f{x) = f{x:) — fixo) <0, d.m.th.,
|

Ax—0
fxr) < flixo) pérkatésisht funksioni y = f(x) monotonisht zvogélohet pér x € (a, b).

Shembulli 1 ) Pér funksionin y = x7, derivati i paré kemi: y’= 3x? >0, vx € IR. Pasi x € IR derivati
éshté mé i madh se zero pér ¢do x € IR, ky funksion éshté monotono rrités pér ¢do x € IR (figura 5)

Figura 5

Shembulli2 ) Pér funksionin y = x?—2x + 1 do t'i pércaktojmé intervalet e rrities dhe zvogélimit.
E kérkojmé derivatin e paré té funksionit: y' = 2x — 2

1.y'=2x-2>0e2x-1)>0ex—-1>0e x> 1, domethéné funksioni rritet né

intervalin (1, o).
2.y'=2x-2<0e2(x-1)<0ex—-1<0ox <1, domethéné funksioni zvogélohet né
intervalin, (—oo, 1)
3.y =2x-2=02x-1)=0ex-1=0ox=1.
Pika x, tek e cila derivati i paré vlen y" = f”(x) = 0 quhet pika stacionare. Te Shembulli joné pika

x = 1 éshté piké stacionare.

Shembulli3 > Pér funksionin y = x* — 3x do t'i pércaktojmé intervalet e rrities dhe zvogélimit. E
kérkojmé derivatin e paré té funksionit: y’= 3x?— 3.

Pért'i fituar pikat stacionare, njehsojmé: y’=0 < 3(x—1)(x + 1) =0 kufitojmé se x; = 1 dhex> =—1
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Mé tej,
y' >0<:>(x—1)(x+1)> 0<:>xe(—oo,—1)u(1,oo).

Domethéné funksioni rritet né intervalin (—oo, —1) U (1, ©)
V<0 (x-1)(x+1)<0<= xe(-L1).

Domethéné funksioni zvogélohet né intervalin (-1, 1)

[ 1 Cakto pikat stacionare dhe intervalet e rrities dhe zvogélimit pér funksionin

a) y=x2—1; b)‘y=x3—6x2+9x+5.

2

Shembulli4 > Pér funksionin y = x—2 do t'i pércaktojmé intervalet e rrities dhe zvogélimit. E
x_

2x(x-2)-x" X —4x

(v-2)"  (x-2)"

Kétu vérejmé se x € R\ {2}, pér ¢do (x —2)? > 0,

njehsojmé derivatin e paré té funksionit: »'=

y'>0=x(x—4)>0< xe(—0,0)U(4,0).

Domethéné funksioni rritet né intervalin, (==, 0) dhe (4, =),

Prej y'<0< x(x-4) <0< x<(0,4) vijon se funksioni zvogélohet né interval (0, 4).

[ 2 Caktoi intervalet e rrities dhe zvogélimit pér funksionin:
a) y=xe"; b) ¥=V2x-x".

Le té jeté y = flix) pérkufizuar né intervalin (a, b). Themi se (a, b) dhe le té jeté xo € (a, b).

funksioni f{xx) ka maksimum lokal né pikén x , nése ekziston & rrethiné x, ashtu x € (xo — &, xo + &)
pér ¢do f(x) < f(xo) (figura 6).
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lix,)

flx)

Le té jeté y = f(x) pérkufizuar né
f(x) ka minimum lokal né pikén x,,
(figura 7)

Figura 6

intervalin (a, b) dhe le té jeté xo € (a, b) . Themi se funksioni

nése ekziston ¢ rrethiné f(x) > f(xo) pér ¢do x € (xo — &, X0 + &)

fix)

i

Figura 7

Minimumi lokal dhe maksimumi lokal i njé funksioni quhen ekstremet lokale té funksionit.

Pika x, tek e cila funksioni y = f(x) ka ekstrem lokal, e ndan fushén e pérkufizimit t& funksionit né

interval té rrities dhe interval té zvogélimit, d.m.th., nése pér ¢ > 0, funksioni rritet né intervalin

(XO - 5, )Co)

Sé pari do t'i caktojmé intervalet e

Shembulli5 > Cakto ekstremet lokale té funksionit f{x) = x?—4x + 2.

monotonies: Kemif'(x) > 0 e 2x—4 > 0 & x € (2, ©) edhe né

kété interval funksioni rritet. Ndérsa kur f’(x) > 0 @ 2x —4 > 0 © x € (2, ) edhe né kété interval

funksioni zvogélohet, (figura 8). D

omethéné te pika x, = 2, derivati i paré e ndryshon shenjén prej

negative né pozitive, pra né kété piké funksioni ka minimum lokal.
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2.0 STE \_%}I,

Figura 8

Teorema 3: Nése funksioni y = f{x) éshté diferenciabil né intervalin (a, b) dhe nése f(xo) éshté

ekstrem lokal pér ndonjé xo € (a, b) atéheré f’(x0) = 0.

Gjykimi i anasjellté jo patjetér té jeté i sakté, prej ku mund té pérfundojmé se f’(xo) = 0 éshté kusht i
nevojshém, ndérsa jo, edhe i mjaftueshém pér ekzistimin e ekstremit lokal né pikén x,. Domethéné
éshté e nevojshme caktimi i kushteve plotésuese me plotésimin e sé cilés do té garantohet ekzistimi
i ekstremit lokal né pikén e dhéné. Si shembull mund ta shqyrtojmé funksionin y = x* + 3x. Derivati
i paré te ky funksion éshté gjithmoné pozitiv, d.m.th., "= 3x? + 3 > 0, x € IR gé do té thoté se
ky funksion monotonisht rritet né gjithé drejtézén reale. Kjo do té thoté se nuk ka as minimum as

maksimum. Gjithashtu edhe funksioni y = x* monotonisht rritet né gjithé drejtézén reale gé do té

thoté se nuki ka as minimum as maksimum, ndérsa né pikén xo = 0, f’(0) = 0.

Teorema 4: Nése funksioni y = f(x) éshté diferenciabil né intervalin (a, b) edhe pér ¢do piké xo

€ (a, b) vien:

1)/ (x0) =0

2) /() e ndryshon shenjén né rrethinén e x, atéheré f(x ) &shté ekstrem lokal i funksionit f{(x).

Domethéné do t'i kemi tre raste:

45



Nése f”(x) e ndryshon shenjén prej negative né pozitive, atéheré funksioni ka maksimum lokal. Por
nése f’(x) e ndryshon shenjén prej pozitive né negative, atéheré funksioni ka minimum lokal. Por
nése nuk e ndryshon shenjén atéheré nuk ka vleré ekstreme, (figura 9).

YA

Figura 9

Shembulli6 > Pér funksionin y = x°— 3x prej shembullit 3, t'i gjejmé ekstremet lokale. Vérejtém
se f’(x)>0 né intervalet, (—oo, —1) dhe (—1, ). Derisa f’(x) < 0 né& intervalin (—1, 1).

Domethéné né intervalin (—oo, —1) funksioni rritet, ndérsa né intervalin (—1, 1) funksioni zvogélohet.

Te pika x = —1, derivati i paré e ndryshon shenjén prej pozitive né negative. Pra né kété piké
3

funksioni ka maksimum lokal, Vmax = f(—l) = (—1) —3(—1) =2.

Prej kétu vijon se funksioni ka maksimum lokal né pikén 4(—1, 2).

Né intervalin (-1, 1) funksioni zvogélohet, ndérsa né intervalin (1, o), funksioni rritet. Domethéné

né pikén x = 1, derivati i paré e ndryshon shenjén prej negative né pozitive, pra né kété piké

funksioni ka maksimum lokal y,;, = f(1)=1*=3-1=-2.

46



Domethéné funksioni ka minimum te pika B(1,-2), (figura 10)

v

A(-1,2) max
‘12....,.|1......_.,_1{.._,,..£ r
B(l, ﬂE}min
sk
Figura 10
[ 3 Caktoi ekstremet lokale té funksionit
a)y=x’-x?—x—1; b)y =-3x?—6x + 1.

Shembulli7 > T'i caktojmé ekstremet lokale té funksionit y = 3/)72 Pérkété funksion té pérkufizuar
né fushén e pérkufizimit éshté gjithé bashkésia prej numrave realé, d.m.th., D/,Z IR dhe

2 1
y'=|x3 '=gx_§=—2
3 33x

y':—>0c>xe(0,oo), v y':i<0<:>xe(—oo,0),

3x

Problemi kétu éshté ai qé derivati i paré nuk éshté pérkufizuar pér x = 0, ndérsa pasi 0 i takon
fushés sé pérkufizimit té funksionit kjo nuk do té thoté se funksioni te x = 0 nuk do té keté vleré

ekstreme, né kété rast minimum.

Ndonjéheré caktimi i shenjés sé derivatit t&€ paré nuk éshté detyré e thjeshté. Me zbatimin e derivatit
té dyté detyrat té kétij lloj béhen shumé mé té thjeshta. Té supozojmé se funksioni ka derivat té
paré dhe té dyté né rrethinén e pikés x,. Si¢c me ndihmén e derivatit té paré caktojmé se funksioni
a rritet ose zvogeélohet né rrethinén e pikés x , ashtu edhe me derivatin e dyté do té caktojme se

f’(x) a rritet ose zvogélohet.
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Nése né pikén x, funksioni ka maksimum, atéhere derivatiiparé i tij /() né rrethinén e pikés X,
zvogélohet. Kjo do té thoté se derivati i funksionit /’(x) éshté negative, d.m.th., (f"(x)) "=/ "(x) < xo
né rrethinén e pikes x,,.

Nése né pikén x, funksioni ka minimum, atéheré derivati i paré i tij /”(x) né rrethinén e pikés
x, rritet. Kjo do t& thoté se derivati i funksionit /”(x) éshté pozitiv, d.m.th., (f"(x))" = f"(x) > xo né

rrethinén e pikés x,,.
Domethéné mund té pérfundojmé kété rregull:

Funksioni f(x) le té keté derivat té paré dhe té dyté té vijueshém né rrethinén e pikés xo, dhe le té

jeté f’(xo) = 0 Atéheré funksioni ka ekstrem lokal né pikén xo dhe:
1. Nése f”(xo) < 0 funksioni ka maksimum lokal,
2. Nése f"(xo) > 0 funksioni ka minimum lokal,

3. Nése f (xo) = 0 derivatin e dyté nuk mund ta shfrytézojmé pér caktimin e vlerés ekstreme,

né kété rast do ta shqyrtojmé shenjén e derivatit té paré té funksionit.

Shembulli8 > Do t'i caktojmé ekstremet lokale té funksionit y = x* — 3x~.

Nése e njehsojmé derivatin e paré dhe e barazojmé me 0, kemi:

v’ =3x?—6x =3x(x —2),
y'=0e3x(x—2)=0ex=00sex =2,

d.m.th.,. funksioni do té keté vlera ekstreme né pikat x = 0 dhe x = 2.

Me njehsim dhe vlerésim té derivatit t& dyté kemi:
y’=6x—6 x=0pér,y’(0)=6-0—-6=-6<0,
domethéné funksioni ka maksimum né pikén fy = 07-3-07=0.

7(2)=6-2-6=6>0,

48



domethéné funksioni x = 2 ka minimum né pikény = =2°-3.2?2=8-12=-4

[ 4 Caktoi ekstremet lokale té funksionit:

a)y =x*+2x’-1; b) y = 3x?— 5x°.

Té pérfundojmé se pér caktimin e vlerave ekstreme té funksioneve té cilét jané dyheré diferenciabile
i shfrytézojmé kéto rregulla:

1. Caktohet derivati i paré f”(x) i funksionit,
2. Pér caktimin e pikave stacionare zgjidhet barazimi f”(x) = 0

3. Caktohet derivati i dyté f(x) dhe shqyrtohet shenja e tij pér ¢do piké stacionare.

5 4
XX
Shembulli9 > T’i caktojmé vlerat ekstreme té funksionit V = —5 ——4 . Nése e njehsojmé derivatin

e paré dhe e barazojmé me 0, kemi:
y'=x'—x’=x(x-1),
y'=0ex}(x-1) =0,
vijon se funksioni do té keté vlera ekstreme te pikat x = 0 ose x = 1.
Me njehsimin dhe vlerésimin e derivatit té dyté kemi:

y”=4x?’-3x% x = 0igin, y"(0) = 0, prej nuk mund asgjé té pérfundojmé pér pikén stacionare té

fituar. Pasi,

y'(1)=1>0,

domethéné funksioni ka minimum lokal né pikén x=1, y_. (1)= 1.1 -

Pasi,
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y7(0) =0,
domethéné nuk mund té caktojmé se né pikén x = 0, funksioni a ka ekstrem népérmijet derivatit té
dyté. Duhet ta shqyrtojmé sjelljen e derivatit té paré te ajo piké.
3 3
x>0 { ¥ <0 <:>xe(1,+oo)u(—oo,0),

ar 1 ioni x (x=1)>0< v
Pér f’(x) > 0, d.m.th., funksioni ( ) {x_1>0

x—1<0
monotonisht rritet.
x <0

3 0 3
i & ar ' <0, X (x-1)<0= = % <= xe(0,1),
Derisa pér vlerat perf(x) ( ) {x_1<0 {x_1>0 ( ) , d.m.th.,.

funksioni monotonisht zvogélohet.

Derivati i paré i funksionit né x = 0 e ndryshon shenjén, pra prej kétu vijon se te pika x = 0, funksioni
ka maksimum lokal.

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto intervalet e rritjes dhe zvogélimit té funksionit:

a)y=2x—x"+5; b)y=x"+2x-3;

C)y=5x3—7x2+2; g)yz—x3+3x2+l;
_ 2x-1, . 3x

d)y_3)c+4’ dh)y_x2+x+1’

e) y=In1+x>.

2. Cakto ekstremet lokale té funksionit:

a)y=2x-5; b) x2—5x+3;
5
x
c)y=?—x4+x3; g)y=x3—6x2+l2x—3;
1
d) y=x"(x—1); dh) ¥ ="+
e) y=x’e"; f) y=1nx+l;
X
X y_x2—7
g)y_xz+x+1’ h) x+4

3. Cakto parametrin a te funksioni f(x) = ax?— 4x + 2 ashtu gé ai té keté

a) minimum lokal né pikén x = 2, b) minimum lokal né pikén x = 4
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4. Caktoi parametrat a dhe b te funksioni f{x) = ax® + bx? — 36x — 1 ashtu gé ai té keté

minimum lokal né x = 3, ndérsa maksimum lokal né x = —2.

11. Konveksiteti/konkaviteti dhe pikat e infleksionit té funksionit

Vérejtém se derivati i paré mund ta shfrytézojmé pér vijimin e monotonies sé fuksionit diferenciabil.

Né ményré té ngjashme me ndihmén e derivatit t& dyté mund té shqyrtojmé “lakimin e lakore®

¥ = f(x) né intervalin e dhéné.

Teorema 1: Funksioni y = f(x) le té keté derivat t& paré dhe té dyté té vijueshém né intervalin
(a, b).
1. Nése x € (a, b) pér ¢do f"(x) < 0, atéheré grafiku i funksionit éshté konveks (i dalé) né
até interval.
2. Nése x € (a, b) pér ¢do f'(x) > 0, atéheré grafiku i funksionit éshté konkav (i futur) né

até interval.

Kjo teoremé na ndihmon ta caktojmé natyrén e lakesés sé grafikut té funksionit y = f{x).

Ta shqyrtojmé lakoren y = f(x), qé éshté diferenciabile né intervalin (a, b) (figura 11 dhe Figura
12). Mi(x1, f(x1)) dhe M2(xz, f(x2)) le té jené dy pika té ¢farédoshme prej lakores ashtu qé x; < x:.

Tangjenta né pikat M: dhe M: le té jené drejtézat ¢; dhe t- dhe a: dhe a2 jané kéndet qé tangjentat

i formojné me pjesén pozitive té€ boshtit x (figura 11 dhe Figura 12).
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Figura 11

Te Figura 11 éshté paraqitur lakorja konkave (e futur) né intervalin (a, b). Mund té vérejmé se
me zmadhimin e vilerés sé x zmadhohet edhe kéndi qé tangjenta pérkatése e formon me pjesén
pozitive té boshtit x, d.m.th., x; < x2 = a: < a2 Pasi f’(x:) = tgo: dhe f’(x2) = tga- dhe pasi tga
éshté funksion rrités vijon se edhe f’(x) éshté funksion rrités né (a, b), domethéné kemi x; < x:
= f7(x1) < f’(xz2) pra derivati i funksionit /”(x) éshté pozitiv né intervalin (@, b) d.m.th., /”(x) > 0
VA
N

OT a X, X, "

Figura 12

Te Figura 12 éshté paraqitur lakore konvekse (e dalé) né intervalin (a, b). Mund té vérejmé se me
zmadhimin e vlerés sé x zvogélohet kéndi qé tangjentat pérkatése e formojné me pjesén pozitive
té boshtit t&€ x, d.m.th., x; <x2= a: > ..
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Pasi f’(x:) = tgou dhe f’(x2) = tgaz dhe pasi tga éshté funksion rrités vijon se edhe f’(x) éshté
funksion rrités né (a, b), domethéné kemi x: < xz2 = f’(x1) > f’(x2), pra derivati i funksionit f’(x)
éshté negative né intervalin (a, b) d.m.th., f(x) < 0.

Shembulli 1 ) T'i caktojmé intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit té lakores y = x?. Derivati i
paré dhe i dyté i funksionit jané y = 3x?, y "= 6x. Funksioni éshté konkav kur y "= 6x > 0 © x > (.

Domethéné né intervalin (0, o), lakorja éshté konkave (e future). Derisa funksioni do té jeté konveks

(idalé) kury” = 6x < 0 & x < 0 d.m.th., né intervalin (—oo, 0).

1 Cakto intervalet e konveksitetit pér funksionin:

i a)y=x’-1; b) y = x*—6x%+ 9x + 5..
Shembulli2 ) T'i caktojmé intervalet e konveksitetit dhe té konkavitetit té lakore y = x? + 2/nx

[3)]

Derivati i paré dhe i dyté i funksionit jané:

y'=2x+g,y"=2——
X

x2 x2 x2
2(x* =1
=y">0 (x2 )>0<:>x2—1>0<:>xe(—oo,—l)u(l,+oo)
X
2(x" -1) .
= y"<0s —<0ex’-1<0exe(-11)

X

Funksioni éshté konkav né intervalet (—oo, —1) dhe (1, o). Derisa funksioni do té jeté konveks né

intervalin (-1, 1).

[ 2 Cakto intervalet e konveksitetit pér funksionin:

a)y = Inx, x € (0, ), b) y=e

Pérkufizimi 1: Pikat prej lakores té cilat e ndajné intervalin né té cilén lakorja éshté konkave /
konvekse né intervalin ku lakorja éshté konvekse /konkave quhen pikat e infleksionit (lakimit).
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Né pikén e kthesés xo lakorja e ndryshon formépn e saj prej konkave (té future) né konvekse (té
dalé) ose anasijelltas, qé do té thoté se pér funksionin y = f(x) kur x kalon prej t&¢ majtés djathtas
népérmijet xo e ndryshon shenjén, pra derisa ekziston derivati i dyté atéheré f’(xo) = 0. Prej gjithé

késaj mund té pérfundojmé:

Kushti i nevojshém lakorja y = f(x) té keté piké té infleksionit né x, &shté y = f(x), ndérsa kusht

i mjaftueshém éshté /"'(x) ta ndryshojé shenjén né rrethinén e pikés x,,.

Shembulli3 ) Do t'i caktojmé pikat e infleksionit té funksionit y = x* — 3x? + 5x — 1

Pér intervalet pér konkavitet dhe kemi:

y'=3x7—6x+5y"=6x—6=6(x—1)
y’=06(x-1)=0x=1.

Né rrethinén e pikés x = 1, derivati i dyté e ndryshon shenjén (1) =1°-3-12+5-1—-1=2,pra
pika e infleksion it éshté P(1, 2).

[ 3 Cakto pikat e infleksionit té funksionit:

a)y=x’-x?*-x-1, b)y=x?-3x?+ 1.

Kur funksioni y = f(x) ka derivat t& dyté, pikat e infleksionit t& funksionit caktohen né katér hapa:
1. Gjendet f(x);
2. Zgjidhet barazimi f (x) = 0

3. Shqyrtohet shenja e f’(x), né rrethinén e pikave té infleksionit.

2x
Shembulli4 > T'i caktojmé pikat e infleksionit té funksionit = il
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Sipas hapave té pérmendura mé lart, do ta caktojmé derivatin e paré té funksionit:
2(xP+1)=2x-2x 22424y 224
(x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2

Pastaj, do ta caktojmé derivatin e dyté té funksionit:

y'=

x(+1) —2(x* 1) 20 (2-24°)
(x2 +1)4
(@ +1)[—4x(x2 +1)—4x(2—2x2)}
v ()c2+1)4
—4x’ —4x—-8x+8x’ 4x’—12x

(@+1) (@)

Me barazimin e derivatit t€ dyté té funksionit me 0, kemi:

y:

"n__

. 4)c(x2 —3)
(x2 +1)

——\/3_,x2=0,x3:\/§

Me shqyrtimin e shenjés né rrethinén e pikave té infleksionit kemi:

y =0<>4x(x*=3)=0

x € (0, —3), £(x) < 0 = funksioni &shté konveks,
x € (3, 0), f”(x) > 0 = funksioni &sht& konkav,
x € (0, \/?),f”(x) < () = funksioni éshté konveks,
x € (W3, ), f7(x) > 0 = funksioni &sht& konkav.

Pasi majtas dhe djathtas prej pikave x; = —\ 3, x> =0, x3 = \/? derivati i dyté i funksionit ka shenja

té ndryshme, vijon se kéto pika jané pika té infleksionit

Pér qartési mé té madhe rezultatet e fituara do t'i fusim né tabelé:
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=R A [ (E] 0 ) [ & (6

IRORIE o | = : o | ¢

f(x) konvekse ~ ﬁ konkave konvekse ﬁ konkave
2 2

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit té lakore:
a)y =2x’—x?+5;
c)y=3x?—5x+2;

2. Cakto pikat e infleksionit té lakores:

b) y =4x —4x*—4;
¢)y =2x?—12x2

X
X417

a) y=——; b)

3. Cakto intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit t& lakores dhe cakto pikat e infleksionit:

) : x# £l X -2 x#—1 In? 0
a = ) —_ = ) -1, =XIn X,x> ;
4 xt -1 b) Y x+1 ©) ¥

1
g)y:xzex; d) y=xe*, x#0; dh)y:lenx,x>0.

12. Shqyrtimi i vijimit dhe skicimi i grafikut té funksionit

Pér ta vizatuar grafikun e funksionit y = f{(x), éshté e nevojshme sé pari ta analizojmé vijimin e

grafikut té funksionit, népérmjet kétyre katér hapave:

Fusha e pérkufizimit té& funksion it;
Cift/tek i funksionit dhe periodicitetit i tij;

Asimptotat e funksionit;

Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisé;

© gk wbd =

Pikat e infleksionit, konkavitetit dhe konveksitetit.

Piképrerjet e grafikut té€ funksionit me boshtet e koordinatave (zero, prerja me boshtin y);

Grafikun e funksionit e skicojmé né bazeé té té dhénave té fituara pér sjelljen e funksionit dhe pér

formén e grafikut té tij. Skema e pérmendur jo patjetér té vijohet me radhé.
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Preferohet té gjitha t&€ dhénat me radhé té futen te tabela, dhe njékohésisht té futen edhe né

sistemin koordinativ.
Shayrtimi i vetive té funksionit dhe skicimi i grafikut té tij do ta shqyrtojmé népérmjet disa shembujve.

Shembulli 1 ) Ta shqyrtojmé dhe skicojmé grafikun e funksionit y = 2x?— 3x + 1.

1. Fusha e pérkufizimit té funksionit éshté pérkufizuar pér ¢do x € IR, pra prej kétu Df =R.
2. Cift/tek i funksionit
f=x) =2(—x)? = 3(—x) + 1 =2x? + 3x + 1 #f(x).
Funksioni nuk éshté cift:

A=) =2(=x)"=3(x) + 1 =2x"+3x + | =—(-2x?-3x—1) =Ax).
Funksioni nuk éshté tek. Domethéné funksioni nuk éshté as ¢ift, as tek.

3. Piképrerjet me boshtet koordinative

Prerja me boshtin x (zero e funksionit)

y=0, 2x*-3x+1=0, x :% dhe x, =1.

1
Pikat e prerjes me boshtin x jané A(E,OJ dhe B(1, 0)

Prerje me boshtin y
x=02-0°0-3-0+1=1

Pika e prerjes me boshtin y éshté C(0, 1).
4. Asimptotat e funksionit

Asimptoté horizontale nuk ka pasi

X—>0 X—>0 X—>00 X X

. ) . 3 1
y=lim f(x)= 11m(2x2 —3x+1) = lim x (2——+—2j = o0,
Asimptoté vertikale nuk ka, pasi funksioni éshté pérkufizuar pér ¢do x € IR. Asimptota e
pjerrét éshté e formés y = kx + n.
Pasi

k =lim

X—>00 x X—>00

5

X

Mzﬁm[wj_w

vijon se grafiku i funksionit nuk ka asimptoté té pjerrét.

5. Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisé
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y'=4x-3,
3
'=0,4x=3,x=~
4 4
y"=4>0.

3
Domethéné funksioni pér x = 1 ka minimum lokal,

3 3\ 3 1
=Y = 1=2 | 3o +l=——.

3 1
Pika D Za_g éshté minimum lokal i grafikut.

Pér monotoniné e funksionit kemi:

3 3
y'=4x-3>0,4x>3,x >Z, d.m.th., pér xe(z,ooj funksioni rritet,

3
y'=4x-3<0,4x<3,x< %, d.m.th., pér xe [—oo,z] funksioni zvogélohet. Nése shqyrtimin e

béjmé népérmjet tabelés, kemi:
X 3 3
—00, — _3+OO
4 4
! - +

y s o~

6. Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit y "= 4 > 0 pér ¢do x € IR lakorja nuk ka pika té
infleksionit dhe né gjithé intervalin konkav (i future), ndérsa grafiku i tij nuk e ka formén “U”.

Grafiku i funksionit éshté dhéné né figurén 13.

%]
[

HC(0,1)
-d

0.5F

A(1/2,0) B(0.1)

03 05 o T0 TS 20
DG/4-1/8
05 ( )
Figura 13
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Shembulli2 > Ta shqyrtojmé vijimin dh eta skicojmé grafikun e funksionit y = x*—4x7.
1. Fusha e pérkufizimit

Funksioni éshté pérkufizuar pér ¢do x € IR, pra prej kétu Df = IR.
2. Cift/tek i funksionit :
fx) = (=) = 4(=x)” = x7 + 47 £ flx).
Funksioni nuk éshté cift.
f(=x) = (=x)*—4(—x)* = x* + 4x3 = —(—x*— 4x%) = —f(x).
Funksioni nuk éshté tek. Domethéné funksioni nuk éshté as cift as tek.
3. Prerjet me boshtet e koordinatave.
Prerja me boshtin x (zero té funksionit)
y=0,x"-4x’=x(x-4)=0,x: =0vex: =4
Pikat e prerjes me boshtin x jané A4(0, 0) dhe B(4, 0)
Prerjet me boshtin y:
x=0,0-4-0°=0.
Pika e prerjes me boshtin y éshté 4(0,0).
4. Asimptotat e funksionit
Asimptoté horizontale nuk ka pasi:

y=lim f (x) = lim(x* - 4x") = lim x* (l—ij:oo,

X—>0 X—>®0 X—>®0 X

Asimptoté vertikale nuki ka pasi funksionit éshté pérkufizuar pér cdo x € IR Asimptota e

pjerrét éshté e formés y = kx + n. Pasi

4 3
k:limwﬁim[ﬂj:ﬁm(f —4x?) =lim x’ (l—ijzoo,
X

X—>00 x X—>00 X—>0 X—>00 x

vijon se grafiku i funksionit nuk ka asimptoté té pjerrét.
5. Vlera ekstreme dhe interval t&€ monotonisé
y'=4x’—12x* = 4x* (x—3)
=)' =0=4x"(x-3)=0=x,=0,x,=3
y"=12x" —24x.
Pér derivatin e dyté z& funksionit te pika x; = 0 kemiy”(0) =12 -02—24 -0 = 0 prej
ku nuk mund té themi se funksioni a ka ekstrem lokal né pikén x; = 0.
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Pér derivatin e dyté té funksionit né pikén x> = 3 kemi y”(3) = 12 - 32— 24 - 3 > ( pra vijon se
funksioni né pikén x> = 3 ka minimum lokal

Voin =¥ (3)=3"-4-3" =-27.
Pika C(3, —27) éshté pika e minimumit lokal.
Me shqgyrtimin e shenjés sé derivatit t&€ paré té funksionit kemi
y'=4x*(x=3)>0< (x—3)>0,x>3, dm.th., pér x € (3, o) funksioni rritet,

y'=4x*(x-3) <0< (x—-3)<0,x<3, dm.th., pér x € (—o0o, 3) funksioni zvogélohet.

Nése shqyrtimin e béjmé népérmijet tabelés, kemi

X (-0,3) (3,+0)

Y '\A o

6. Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit
y"=12x> —24x = 12x(x—2),
V'=012x(x-2)=0x,=0vx, =2.
Derivati i dyté y“ e ndryshon shenjén gjaté kalimit népér pikat x; = 0 dhe x: = 2, pasi
y7=12x?-24x = 12x(x —2) > 0, x € (-0, 0) U (2, ) d.m.th., né kéto interval funksioni éshté
konkav dhe y ”= 12x%—24x = 12x(x — 2) < 0, x € (0, 2) d.m.th., né kéto interval funksioni éshté

konveks.
Pér pikat x; = 0 kemi x, = 2
y(O)zO4 —4.0° =0,
y(2):24 -4.2° =—-16.
Pika e infleksioni jané P:(0, 0) dhe P2(2, —16)

Pér qartési mé té madhe rezultatet e fituara do t'i fusim né tabelé:
Tabela konkave konvekse konkave

x (—0.0) (0,2) (2,0)
4 + - +
y konkav konveks konkav

Grafiku i funksionit éshté skicuar te Figura 14.
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Figura 14

x3

Shembulli3 ) Pér ta shqyrtuar vijimin dhe skicimin e grafikut té funksionit ¥ = 1

1. Fusha e pérkufizimit té funksionit :

Vo120 2 £l x 221 = x = +1,

funksioni éshté pérkufizuar pér gdox € R | {—1, 1}. pra prej kétu Df =R | {-1, 1}
2. Cift/tek i funksionit

o
(_x)z_l =x2—1=_x2—1=_f(x)'

f(=x)=

Funksioni éshté tek, qé do té thoté se grafiku i tij éshté simetrik né lidhje me fillimin e

koordinatave.

3. Prerjet me boshtet koordinative Prerja me boshtin x (zero té funksionit)
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3
y=0, ——=0=>x"=0=x=0.

Pika e prerjes me boshtin x éshté (0, 0) Prerja me boshtin y
03
0° -1

x=0, y0)= =0,

Pika e prerjes éshté (0, 0).

Asimptotat e funksionit Asimptoté horizontale nuk ka pasi

3 3
y=limf(x)=lim(2x J:limx—L — lim| L |= 1 =%:oo,

x -1

Asimptoté vertikale:

limf(x)=lim( X’ ]: i (1FE) _ mﬂzw,

a1 xol £—0" (1+g)z -1 >0 g-(2+6‘)

limf(x):lim[ x jzlimﬂ:limﬂ:_o@,

x—1" x—1"

3
li =i
Jfim /(=) xi“}(xz_lj B Cleey o1 20 o (2ve)

lim f(x)zlim( x jzlim C128) iy —.(1+8) _—

x—>-1" x—-1"

vijon se asimptota vertikale jané drejtézat x = 1 dhe x = -1.

Asimptota e pjerrét e ka formén y = kx + n. Me caktimin e koeficientit t& drejtimit dhe
anétarit té liré kemi:

X
2 3 3
kzlirnf( ) lim| =L | = im Cm | oL
X—>0 X X—>0 X x—ol x7 —Xx x>0 ) 1 1 1 _ O
2
X
3 X =x+x X
n=Ilim x)—kx)=lim —x [=1lim =lim =
x—)oo(f( ) ) A—)Oo(xz J X—0 x2_ x—)wxz—

Asimptota e pjerrét éshté drejtéza y = x
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5. Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisé

Prej

V=0 (x*"-3)=0=x"=0vx’'-3=0

Derivati i dyté i funksionit éshté
, x’ (x2 —3) Xt =32 2x(x2+3)
y = —= = = .

<x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)3

Pér derivatin e dyté té funksionit né pikén x; = 0 kemi '(0) = 0, prej ku nuk mund té themi se

funksioni a ka ekstrem lokal né pikén x; = 0.

1243
Pér derivatin e dyté té funksionit né pikén x: = v/ 3 kemi y"(\/g ) = 8‘3/_ >0, prejkuxz =43 vijon

se funksioni

v =o(VB) =28

2
343
né pikén [*/g’TJ ka minimum lokal

123

Pér derivatin e dyté té funksionit né pikén x; = —\/? kemi y"(—\/g) = % < 0 nga e cila rrjedh

se funksioni né pikén x3 = —\ 3 ka maksimum lokal
33
Vuin =7(\3) 5

33
Pika | ~3,==_" | éshts pika  maksimumit lokal.
Pasix?> 0 dhe (x’—1)?> 0 pércdox €R, kemise y "> 0 kur X’-3>0=xe (_OO’_\B)U(‘E")O) ,
, funksion i rritet derisa pra kur X' -3<0=xe (_ﬁ, \/5), funksioni zvogélohet.

Vérejtém se funksioni éshté tek qé do té thoté se grafiku i funksionit éshté simetrik né lidhje me
fillimin e koordinatave. Prandaj mund t'i shqyrtojmé vetém vlerat pozitive té x.
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Nése shqgyrtimin e béjmé népérmjet tabelés, kemi:

00 (5

x'=3 +
y' - *
y \A /
6. Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit
, 2x(x2 +3)
y =

(e-1)

2
M=0@2x(x2+3):0@x=0vx2+3:0

n — O @

B

barazimi x? + 3 = 0 nuk ka zgjidhje reale, pasi e kemi vetém pikén x = 0 dhe y(0) = 0. Si
kandidat pér pikén e infleksionit éshté P(0, 0).

Pér qartési mé té madhe thjeshtésimin duke pasur parasysh se x> + 3 > 0, Vx € Df dhe

funksioni éshté tek do té b&jmé tabelé:

(0.1) | (1,%0)

X +
(x2 —1)3 i *
3" - +
y N U

Tani mund ta vizatojmé grafikun e funksionit. Te Figura 15 do t€ jepet grafiku vetém pér vlerat

pozitive té x.
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Figura 15

Funksioni éshté tek d.m.th., grafiku i funksionit éshté simetrik ndaj fillimit t& koordinatave dhe ai e

ka formén té dhéné te Figura 16:

Figura 16

x+1
Shembulli4 > Ta shqyrtojmé vijimin dhe skicimin e grafikut té funksionit V = In +2 Fusha e

pérkufizimit té funksionit

x+24£0 x#-2,

o - o x+l
Funksioni éshté logaritmik pra patjetér e 0= x e (—o0,-2)U(-1o)..
X
Domethéné funksioni éshté pérkufizuar pér x € (—oo, —2) U (-1, ) dhe

Df= (-0, =2) U (-1, o).
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2. Cift/tek té funksionit

—x+1 1-x
=In .
—x+2 2—x

i f(-x)=In
Funksioni nuk éshté as ¢ift as tek, até mund ta pérfundojmé edhe pér shkak té asaj gé
fusha e pérkufizimit nuk éshté simetrike.
3. Prerjet me boshtet e koordinatave. Prerja me boshtin x (zero té funksionit)

x+1 —0=1In]l= x+1
x+2 x+2

y=0, In

=l=>x+1=x+2=0-x=1,

gé do té thoté se funksioni nuk ka zero.
Prerje me boshtin y

Funksioni ka prerje me boshtin y, pasi pér x = 0 funksioni ka vleré
0)= 1nl
yv)=mn=.

1
Pika e cila &shté prerje me boshtin y éshté A(O, In Ej

4. Asimptotat e funksionit
Asimptota horizontale Pasi

I
1+—
y=tlim £ (x)=limln “2 —timin—% =10 "0 Z a1 =0,
X—>0 X—>0 X+2 xow 1+g 1+0
X

vijon se y = 0 éshté asimptoté horizontale.
Asimptoté vertikale

Me caktimin e vlerés kufitare té funksionit né pikén tek e cila nuk éshté pérkufizuar funksioni,

kemi
x+1 2—-c+1 -1-¢

lim f(x) = lim In =limln———=Inlim
x—-2" x>2  x+4+2 500 2—g+42 £0"  —g

b

pra vijon se x = -2 éshté asimptoté vertikale prej t&€ majtés. Pasi

lim f(x)=1imlnx+l —-1+e+1 £

=limln———=Inlim—=-w
x——1* e>0"  x4+2 00 —l4+e&+2 e0" 14+ &

pra vijon se x = —1 éshté asimptoté vertikale prej té djathtés.
Asimptoté té pjerrét nuk ka, pasi te drejtéza y = kx + n , koeficienti k = 0, d.m.th.,

lnx+l |
.
b tim? ) i 2 g (LY
X0 X X0 X x>0 X+2 X0 X+2/

lim !

—Ine” ) — .
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5. Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonies
E caktojmé derivatin e paré té funksionit:

._(lnx+1j'_x+2(x+1j'_x+2(x+1)'(x+2)—(x+l)(x+2)'
PN 2) T xrilar2) T (x+2)2

x+2—-x-1 1

(x+1)(x+2) (x+l)(x+2)'

Pér ta shqyrtuar sjelljen e derivatit t€ paré té funksionit, e formojmé tabelén:

(—o2) | (1)
x+1 - +
x+2 - +
y' + +
Y ad el

Funksioni rritet né gjithé fushén e pérkufizimit (—oo, —2) U (=1, o0), pra funksioni nuk ka vlera
ekstreme. Mospasja e vlerave ekstreme vérehet edhe prej asaj qé né asnjérén prej fushés sé
pérkufizimit, derivati i paré nuk ka vleré 0.

6. Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit

E caktojmé derivatin e dyté té funksionit:

y":{(x+l)l(x+2)], :[xz +;x+2j, :(<x2 +3x+2)_1)l

—(2x+3)

(x2 +3x+2)2 .

=1 (x* +3x+2) " (x* +3x+2) =

Pér ta shqyrtuar sjelljen e derivatit té€ paré té funksionit, e formojmé tabelén:

(—oo,—2) (—l,oo)
2x+3 - +
-1 - -
yn + -
y U N

Grafiku i funksionit éshté dhéné te Figura 17
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Figura 17

Detyra pér puné té pavarur

1. Shqyrto vijimin dhe skico grafikun e funksionit:

a) y=x —6x" +9x—4; b) y=x’-3x+2;
1 _1—x2.
c)y—1+x2, o) 41
2 3
X _ X
9 -1 dn) ¥ X+
x*+2x-1 ,
e)V= 2 ) f)y=x+—;

2. Shqyrto vijimin dhe skico grafikun e funksionit:

a) y=x’e"; b)y=e";
y Inx In
=—, =X—Inx.
c) » ¢) Y
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13. Zbatimi i derivatit pér zgjidhjen e problemeve té ekstremebe

Kétu do té japim disa shembuij te té cilét do ta shqyrtojmé derivatin e paré dhe té dyté pér zgjidhjen

e problemeve praktike.

Shembulli 1 > Perimetri i njé drejtkéndéshi éshté 20 njési. Sa duhet té jeté gjatésia e brinjéve té
drejtkéndéshit gé syprina té jeté mé e madhe?
Brinjét e drejtkéndéshit le t'i shénojmé me a dhe b. Prej formulés pér perimeter té drejtkéndéshit
kemi P = 2a+2b.
Domethéné:
2a+2b=20>a+b=10=>b=10-a.
Syprina e drejtkéndéshit njehsohet sipas formulés S = a - b.Me zévendésimin, kemi,
S(a) = a(lO—a) =10a—a*.
S'(a)=10—2a=0:>2a=10:>a=5.
Pér té konstatuar se vlerat e fituara té gjatésisé sé brinjés a, syprina a éshté mé e madhe, patjetér
ta gjejmé derivatin e dyté.
Derivatii dyté S ”'(5) = —2 < 0, né ¢farédo piké éshté mé e vogél se zero. Pérfundojmé se péra = 5
njési syprina éshté maksimale.
Brinjab = 10—a = 10— 5 = 5 njési
Domethéné syprina mé e madhe prej té gjithé drejtkéndéshave me perimeter té njéjté ka katrori me
brinjé a = 35, dhe syprina éshté S = 5 - 5 = 25 njési katrore.

Shembulli2 > Gjatésia e njé segmenti éshté 20 cm. Té ndahet segmenti né dy pjesé, ashtu gé
shuma e kubeve té dy pjeséve té jeté mé e vogél.

Pjesét e segmenti le t'i shénojmé me a dhe b.
Kemisea +b=20=>b=20-a
Me S ta shénojmé shumén prej kubeve té tyre:
S=a’+b’
S(a):a3 +(20—a)3.
S'(a)=3a*+3(20-a)’ (20-a)'=3a* -3(20-a)’
=3a’ —3(400-40a+a” ) =120a ~1200
S'(a)=120a-1200=0=>a =10.
§"(10)=120>0
Domethéné pér a = 10, S ka vleré mé té vogél, pra pjesét prej segmentit jané 10 dhe 10.,

Shembulli3 > Te trekéndéshi kénddrejté me brinje¢ 15, 20 dhe 25 éshté brendashkruar
drejtkéndésh ashtu qé dy kulme té drejtkéndéshit shtrihen te hipotenuza e trekéndéshit. Sa éshté

syprina maksimale e drejtkéndéshit té& brendashkruar?
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Kulmet e trekéndéshit do ti shénojmé me A, B, dhe C, por té drejtkéndéshit me
P QO R, dhe S (figura 18). Syprina e drejtkéndéshit éshté S=@ R—Q Prej kushtit té detyrés kemi
AB =25, BC = 15, AC = 20 dhe brinjét e drejtkéndéshit ti shénojmé me SO = a, RO= b,. Le
té jeté CM lartésia e l&shuar ndaj hipotenuzés sé trekéndéshit ABC dhe CN éshté lartésia e
léshuar ndaj hipotenuzés sé trekéndéshit SRC. Ta gjejmé varésiné ndérmjet SO = a dhe RO= b.
Prej figurés 18 vérejmé se: AABC ~ ASRC. Prej ngjashmérisé sé trekéndéshave vijon se brinjét

pérkatése jané proporcionale.

&
S R
N \
A P M Q B
Figura 18
AABC ~ ASRC,
B _cw
SR CN

Ta caktojmé tani CM. Syprina e AABC mund té njehsohet né dy ményra:

AB-CM _ AC-BC

2 2
25-CM =15-20
Té zévendésojmé te proporcionet
25_12
CN

Ngel ta caktojmé CN , CN = CM — MN =12—RQ =12—b, pasi MN = RQ

25 12
a 12-b°
12a =25(12-b),
25
===(12-b).
a=1-(12-5)
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Pér syprinén e drejtkéndéshit kemi:

25
—a-b==2(12—b)b,
S=a 12( )

25
S(b) =E(12b—b2).
Vijimisht, ta gjejmé derivatin e paré S (b) :
S'(b)=f—§(12—2b),
S'(b)=0
25
—(12-2b)=0
b=6,
S"(6):—%<0.

Domethéné pér b = 6 syprina e drejtkéndéshit éshté maksimale. Ngel edhe ta gjejmé brinjén a dhe

syprinén maksimale.

25 25
_22(1a_6)=2
a=1,(12-6)==",

S:ab:6-%:75.

Domethéné syprina maksimale e drejtkéndéshit t€ kétillé té brendashkruar te trekéndéshi kénddrejté
éshté 75.

Shembulli4 > Prej copés sé kartonit né formé té katrorit me brinjé 8 cm, te ¢do kénd prehet nga
njé katror (si te Figura 19), dhe né kété ményré formohet kutia. Do t'i gjejmé dimensionet pér té cilat

kuti ka véllim mé té madh.
Me x ta shénojmé brinjén e katrorit gé pren prej kutisé. Baza e kutisé do té jeté katror me brinjé

8 — 2x, ndérsa lartésia e kutisé do té jeté x, Figura 19
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Scm

Sem

Figura 19
Kutia paraqet prizmi katérkéndor i rregullt me véllim:

V:B-H=(8—2x)2~x
V(x)=(64-32x+4x")-x=4x"~32x" +64x.

Vlera kritike pér x (vlera maksimale ose minimale) do ta fitojmé kur derivatin e paré té funksionit
V(x) do ta barazojmé& me O.

V'(x)=12x" —64x+64

V'(x) =0

4(3x* -16x+16) =0

X ==, x,=4

3
Ngaanatjetérgjatésia e brinjés patjetérté jeté pozitive,d.m.th.,8—2x>0=>-2x>-8=2x<8=>x<4

4
domethéné x mund té pranojé vleré prej intervalit (0, 4). Prej kétu zgjidhja e vetme éshté *1 = 3

Kjo vleré e véllimit a éshté maksimale?
V"(x)=24x—64,

V"(gj:24-%—64=32—64=—32<0.

4
Mund té pérfundojmé se pér X = 3 véllimi éshté maksimal dhe vlera e tij éshté

3 2
14 fj:4 ) 3] pead 1024 3¢
3 3 3 3 27

Pér gjatésiné e brinjés sé bazés sé kutisé kemi:

8—2x=8—2£:ﬁ—§:éz5,33.
3 3 3 3
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Shembulli5 > Prodhues i kutive pér deponim té ushgimit déshiron té béjé konserva né formé
té cilindrit me véllim 1000cm3. Do t'i gjejmé dimensionet e cilindrit pér té cilét gmimi i konservés né

formé té cilindrit do té jeté mé e vogél.

Figura 20
QI gmimi i konservés sé jeté mé e vogél, duhet té€ gjenden vlerat e rrezes dhe lartésisé pér té cilat
syprina e cilindrit do té jeté mé e vogél. Le té jeté h lartésia e cilindrit dhe r &shté rrezja e cilindrit.
Véllimi i cilindrit éshté V = zr°h
Prej formulés sé véllimit do ta gjejmé lidhjen ndérmjet r dhe h. Lartésia mund té shprehet népérmijet
rrezes né kété ményré:

zr*h =1000,
P 10020.
r

Syprina e cilindrit éshté shuma prej syprinés sé bazave (77?) dhe syprinés sé drejtkéndéshit
(2rrh) (figura 21) :

N
|'/ r \"
., )
\'\ //

1= 2nr .

h

.r/""_ - \\\
.'r . ":
( —
. /

Figura 21

P=2r7+2rrxh,
1000 g 2000

> .

P(r): 21+ 2rm
r 7
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Tani pér syprinén éshté funksioni S(7) :

S(r)=2r*7r+ 2000
r

Duhet pasur kujdes, rrezja r té jeté mé e madhe se zero (¥>(). Me gjetjen e derivatit té paré fitohet

2000

7
r

S'(ry=4rnz -
Pér gjetjen e vlerés ekstreme, derivatin e paré e barazojmé me zero.

dr — 2090 =0
r

~ 2000

2
7

. 2000
vy = —m——

4
500

T

r= 3,/ﬂ ~ 5,41 cm.
V4

Pér té gjetur se pér kété vleré syprina a éshté minimale patjetér ta gjejmé derivatin e dyté :

drm

7

4000

3 -
r

S”(r)=4r+

S7(5,4) =47+ 40003 >
(5,41

Domethéné pér r = 5,41, syprina e cilindrit éshté minimale. Pér lartésiné kemi se éshté:

1000 1000
h=—7p= > ~10,88 cm. Pra, vlera minimale e syprinés sé cilindrit &shté
zre w(5,41)

S=2r’7+2rrh~553,58 cm”.

Shembulli6 > Te koni i drejté me rreze té bazés 4 cm dhe lartésiné 6 cm éshté brendashkruar
cilindri me véllim maksimal. Do ta gjejmé véllimin e cilindrit.
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Le té jeté H lartésia e konit dhe R éshté rrezja e bazés sé konit, derisa r dhe h jané rrezja dhe
lartésia e cilindrit, pérkatésisht. Véllimi i cilindrit éshté V' = zr?h Eshté e nevojshme véllimi té varet

vetém prej njé ndryshore r ose h, pérkatésisht té shprehet népérmijet  ose 4.

Figura 22

Le té jeté AB =R, @ =r, ndérsa C éshté kulmi i konit. Prej figurés 22, mund té vérejmé se
AABC ~ APQC dhe brinjét e tyre pérkatése jané proporcionale. Pra e kemi kété proporcion:

Tani te formula pér véllimin e cilindrit ta zévendésojmé lartésiné:

V(r)=nr (6—%;*},

)erfo 20
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Me gjetjen e derivatit t& paré kemi
[ 9 2
Viry=n 12r—5r :

Pér gjetjen e vlerés ekstreme, derivatin e paré e barazojmé me zero:

7[(121”—2;’2}:0,
2

121’—21’2 =0,
2

24r-9r* =0,

3r(8-3r)=0.

Fitojmé se r, = () ose r, =§. Por nése r, = () atéheré edhe V' = 0 sipas késaj nuk éshté véllimi

mé i madh. Domethéné vlera ekstreme e vetme fitohet pér r, =§. Pér té shikuar se pér kété vleré

véllimi a éshté maksimal e kérkojmé derivatin e dyté

V'(r)y=127-9rz = 37:(4 —3r),

V"(§j:3ﬂ(4—3§j =127 <0.
3 3

8
Domethéné pér ”=§Cm, véllimi i cilindrit éshté maksimal. Pér lartésiné kemi se éshté:

h=6- % =2 cm. Pra vlera maksimale e véllimit té cilindrit éshté:

2
V=nrh= 27[(2] _ 1287 cm’.

9

Shembulli7 > Prodhuesi i kémishave, cakton se pér té shitur x kémisha té reja, gmimi i njé

16
kémishe duhet té€ shprehet népérmjet funksionit p(x)=—.

Jx

Prodhuesi gjithashtu cakton se shpenzimet pér prodhim t&€ x kémishave té reja jané dhéné me
funksionin C(x) = 20 + 1,5x. Prodhuesi déshiron ta gjen gmimin pér njé kémishé pér té cilén do
té keté fitim maksimal.

Shpenzimi i pérgjithshém njehsohet me:

C(x) = Shpenzime fikse + (Shpenzime té ndryshueshme):-(Numri i njésive té prodhuara)

Té ardhurat e pérgjithshme njehsohet me R (x) = (Numri i njésive) - (Cmimi sipas njésisé)
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Pérfitimi i pérgjithshém njehsohet me: P(x)= Té ardhurat e pérgjithshme — Shpenzimet e
pérgjithshme.

Pér gjetjen e fitimit maksima, duhet sé pari ta gjejmé derivatin e paré té funksionit té fitimit P’(x),
d.m.th., ta njehsojmé P(x)

Pikén stacionare do ta gjejmé me zgjidhjen e barazimit P’(x) = 0

16
Cmimi sipas njésisé p(x) éshté dhéné me funksionin p(x)=—.

Shpenzimet e pérgjithshme pér prodhimin e x kémisha)\C/e éshté dhéné me funksionin
C(x) =20 + 1,5x.

16
Profiti i pérgjithshém éshté R(x) =xX-p= xﬁ = 16\/;

Funksioni i fitimit:

P(x) =R(x)-C(x)
=163/x —(20+1.5x)
=163/x —20-1.5x
=163/x —1.5x—20.

Pér gjetjen e fitimit maksimal e kérkojmé derivatin e paré té P(x).
16 8

P(x)=—=-1,5=—=-1,5
) 2x Jx
Pér gjetjen e pikés stacionare:
16
P(x)=—=-1.5=0
(x) x

16
— -15
2x

3Jx =16

&:?:5.33

x=5.33"=28,44~28.

Pér té vérejtur se kjo vleré a éshté maksimale e kérkojmé derivatin e dyté.

Pasi P’(x) éshté negative, fitimi do té jeté maksimal kur do té prodhohen 28 kémisha.
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Fitimi maksimal &shté P(28) =16+/x —1.5x—20 =22,66

Domethéné, prodhuesi béné fitim maksimal prej 22,66 njési parash kur do té prodhon 28 kémisha.

16
Cmimi i njé kémishe duhet té jeté p(x) = N =3 pér té realizuar fitim maksimal.

Detyra pér puné té pavarur

1.
2.

10.

Numrin 15 ndaje né dy mbledhés, ashtu gqé prodhimi i tyre té€ jeté mé i madh.
Numrin 180 ndaje né dy mbledhés ashtu qé shuma e katrorit t¢ mbledhésit t& paré i
shumézuar me dy dhe katrorin e mbledhésit té dyté i shumézuar me tre té jeté mé i vogél.

. Eshté dhéné trekéndéshi me brinj¢ 10 cm dhe lartési 4 cm. Né trekéndésh éshté

brendashkruar drejtkéndésh, ashtu qé dy kulme té tij shtrihen te brinja e dhéné, ndérsa dy
té tjerat te brinjét e tjera té trekéndéshit. Gjej brinjét e drejtkéndéshit, ashtu qé syprina e
drejtkéndéshit té jeté mé e madhe.

. Prej copés sé kartonit né formé té drejtkéndéshit me brinjé 10 cm dhe 8 cm, prej ¢do kulmi

prehen nga njé katzror, dhe né kété ményré formohet kuti e hapur. T€ gjenden dimensionet
pér té cilén kutia do té keté véllim mé té madh.

. Prej té gjithé trekéndéshave barakrahas me perimetér 15, gjej dimensionet e trekéndéshit

i cili ka sypriné mé té madhe.

. Prodhuesi i kutive déshiron té béjé kuti né formé té paralelopipedit me véllim 500cm?3. Té

gjenden dimensionet e paralelopipedit pér té cilat gmimi i kutisé do té jeté mé e vogél.

. Te elipsa 4x? + 9y? = 36 éshté brendashkruar trekéndésh barakrahas me sypriné mé té

madhe ashtu qé baza e trekéndéshit éshté paralele me boshtin mé té madh té elipsés,

ndérsa njé kulm i trekéndéshit éshté kulm i elipsés. Té gjendet syprina e trekéndéshit.

. Rreth topit me rreze 6 cm éshté jashtashkruar me véllim mé té vogél. Té njehsohet syprina

e konit.

1
. Funksioni i kérkesés sé njé prodhimi éshté ¥ =——p+ 100, ku p éshté cmimi i prodhimit,

ndérsa funksioni i shpenzimeve éshté C(x) = x? + 20x + 147. Té caktohet fitimi maksimal
(pérfitimit)? (Udhézim: Funksioni i té ardhurave éshté prodhim prej kérkesés dhe ¢gmimit
sipas prodhimit njési)

Shpenzimet ditore té pérgjithshme dhe té€ ardhurat ditore té€ pérgjithshme té njé quméshtore

1
jané dhéné me funksionet C(x)=30x+1000 dhe R(x)= —%xz +50x, pérkatésisht. Té

caktohet prodhimi ditor pér té cilén realizohet fitimi maksimal. Sa éshté fitimi maksimal?
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14. Detyra pér pérséritje té njésisé modulare

1. Cakto derivatin e funksionit:

a) y = x—4 né pikén xo = 5, b)y=x2+3n'eéoikénxo=1,
x +3
c)y = (2x + 1)? né pikén xo = 2, ¢)y= né pikén xo = 1.
2. Cakto derivatin e funksionit, me zbatimin e formulés pérkatése:
a)y:2x4+l, b)yzxzw,
X
4f 3 1
c))’:\/)7 Q)y=?+2x3.

3. Cakto derivatin e funksionit:

a) y=>5x"—4Inx, b) ¥y =log, x+e" +3x*,
X
=3"+5-¢", = ,
c)y =12
\/; x—Inx
d) y= dh)y= .
)y 1+\/; )y x+Inx
4. Cakto derivatin e funksionit:
a) y=Inx-cosx, b)y=2x3lnx,
_ Inx _ln_x
c)y L c)y FERE
In x
d) y:1+x23 dh)y=(2x+1)ex,
y:(x2-|—3x—4)ex f y:é
e) ’ ) X
5. Cakto derivatin e funksionit té pérbéré:
a) y:(5X+7)12, b)y:32X2+3,
c) y=e" c})y:lnxs,

2

1+x
d) y=ln(\/_—\/x—1), dh)yzlnl =

e)y=In lf;x’ f)y=(2x+1)zez"
g)yze‘/;anx, h)y:e"zxf

6. Cakto derivatin e funksionit:

a) y= ex2+3x+4’ b) y = 3,2)(,'2 +3’
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2

c)y=x" G)y=x"
7. Cakto derivatin e dyté té funksionit:
a) y=(5x+7)12, b)y:In(x2+2x),
)y—2x2—3x2+5 ) _l=x
¢ ’ ¢ l+x

8. Cakto intervalet e monotonies dhe vilerat ekstreme té funksionit:

x =5x+7 x
a ) x=2 b)y_;’
c) y=(x-1)e", g)y=—x2+6x—7.

x°=5x+7 X
DT AT
c) y=(x-1)e", g)yz—x2+6x—7.

10. Skico grafikun e funksionit:

2x X €
a) y= ; = : =—;
)y 1+ x? b) ¥ 2x—4

80



Njesia modulare 2 — Njehsimi integral
(péer drejtimin ekonomik)
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1. Integrali i pacaktuar

Detyra e njehsimit diferencial éshté té merret me gjetjen e derivative té funksionit t& dhéné y = f(x).
Njehsimi integral zgjidh problem té kundért t& problemit pér gjetjen e derivatit. Ai problem éshté né
realitet caktimi i funksionit derivati i té cilit €éshté i ditur. Pikérisht pér kété shkak, njehsimi integral

kuptohet si operacion invers i njehsimit diferencial.

Pérkufizimi 1: Le té jeté dhéné funksioni f té pérkufizuar né intervalin (a, b). Cdo funksion
diferenciabil i pérkufizuar né intervalin (a, b) ashtu qé
') =fix), x € (a, b),

quhet funksion primitiv pér funksionin f.

4

X
Shembulli 1 ) Pér funksionin /' (x)=x", xR, funksioni primitiv &éshté F(x) = R x e R, pasi

P)-( 2] < - r(o). e

- . e . . x e e
Por nése e shqyrtojmé edhe funksionin £, (X) = ?-l' 5, xe R, atéheré vien

F’(x)=[%+5)’ =x'=f(x), xek .

Prej kétu vijon teorema:

Teorema 1: Le té jeté F(x) éshté funksioni primitiv F'(x) né intervalin (a, b). Atéheré edhe funksioni

F(x)+C ku C € IR éshté cfarédo konstante, éshté gjithashtu funksion primitiv pér funksionin F'(x).

Vértetim: Gjykimi te teorema vijon prej pasi
F(x) edhe F(x)+C kané derivate té paré té njéjté i cili éshté i barabarté me funksionin F(x).

(F(x)+C) =(F(x)) =/ (x)- -

Teorema 2: Le té jené F(x) dhe G(x) funlsione primitive t& ndryshme té funksionit F(x) né
intervalin (@, b). Atéheré pér funksionin G(x) vlen G(x) = F(x)+Cku C e R
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Vértetim: Nése F(x) dhe G(x) jané funksione primitive té ndryshme té funksionit f{x) né intervalin
(a, b), atéheré vien
F'(x)=f(x), G'(x)=f(x), xe(a,b).
Le té jeté H(x) = G(x) — F(x), prej ku vijon se
H'(x)=G'(x)=F'(x) =/ (x) - (x)=0.
Pér H’(x) = 0 kemi se H(x) = C
pra sipas késaj C = G(x) — F(x), d.m.th.,, G(x) = F(x) + C, CER -

Operacioni pér gjetjen e funksionit primitiv té funksionit t&¢ dhéné quhet integrim. Ky operacion
éshté invers i diferencimit pérkatésisht i gjetjes sé derivatit té funksionit.

Por, te diferencimi vérejtém se funksioni éshté njévlerésisht i pércaktuar, gé nuk éshté rast tek
integrimi. Até e vérejtém te shembulli 1.

Prej teoremés 1 mund té pérfundojmé se ¢do funksion ka pafundésisht shumé funksione primitive.
Gjithashtu, prej teoremés 2 mund té€ pérfundojmé se né vend té gjenden té€ gjitha funksionet
primitive té funksionit t& dhéné&, mjafton té gjendet vetém njé, cilado prej tyre. Nése gjendet vetém
njé funksion primitiv, té gjitha té tjerat fitohen me shtuarjen e konstantes C.

Bashkésiné e té gjitha funksioneve primitive f, mund ta shénojmé si:

(F(x) + C| CER}.

Pérkufizimi 2: Bashkésia prej té gjitha funksioneve primitive t& funksionit t&¢ dhéné f quhet
integral i pacaktuar.
Integrali i pacaktuar i funksionit /' shénohet me:

[fiecyax
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Sipas késaj, mund t& shkruajmé se _[f(x)dx ={F(x)+C|CeR} ose vetém shkurtimisht
jf(x)dx:F(x)+C, CeR

Te pérkufizimi 2, f(x) quhet integranl ose funksioni nénintegral por f(x) dx quhet shprehje

nénintegrale.

Konstanta C pra te J.f(x)dx = F(x)+C, C € R quhet konstanta e integrimit

X

' a
Shembulli2 > Pasi (ax) =a" Ina, vijon se F éshté funksion primitivi a*, a>0,a#1.. Pra
a

aX

mund té shkruajmé se J.a"dx = +C,a>0,a=l

Ina

[ 1 Gjej funksionin primitiv té funksionit:

a) f(x)=es  b) S(x)=x""

Vérejtém se funksioni i dhéné mund té keté pafund shumé funksione primitive. Por, jo ¢do funksion

ka primitive. Mund té theksojmé se ¢do funksion i vijueshém ka primitive.

Nése pér funksionin e dhéné f'i pérkufizuar né intervalin (a, b) ekziston funksion primitiv, atéheré
themi se funksioni f'éshté integrabil né intervalin (a, b).

Pjesa e matematikés e cila merret me caktimin e funksionit primitiv, d.m.th., me njehsimin e
integraleve, si edhe zbatimi i tyre quhet njehsimi integral.

Nése déshirojmé gjeometrikisht ta sqarojmé konceptin e integralit t&€ pacaktuar, atéheré pasi e
pérkufizuam si bashkési prej funksioneve primitive, lirisht mund té themi se integrali i pacaktuar
paraqet bashkési prej lakoreve né rrafsh, té cilat jané grafikét e funksioneve primitive dhe quhen
lakore integrale.

Pér ta gjetur lakoren integrale e cila kalon népér pikén e dhéné A(xo, o), atéheré me zévendésim

té koordinatave té pikés né y = f(x) + C, do ta fitojmé konstantén e integrimit, d.m.th.
vo = F(xo) + C, prejku C = yo — F(xo)..

Atéheré lakorja integrale e kérkuar e cila kalon népér pikén A(xo, )0) e ka barazimin
Y = fix) + yo— F(xo).
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Do t'i shqyrtojmé kéto shembuj:
I+x

Shembulli3 > Do té tregojmé se éshté funksion F(x):%hll

-X
f(x): 12 Nése njehsojmé derivatin prej funksionit , do té fitojmé:
L 11 (1+x) 1 I-x I-x+l+x 1
=—|In = — | == . — = >
2 2 1+x \1-x 2 1+x (l—x) 1-x

1
Shembulli4 > Do ta caktojmé até funksion primitiv f'té f(x) =x’ +T grafiku i té cilés kalon
X

népér pikén A(1, 2).

primitiv  funksioni

1+x

1—x

1 4
Funksioni primitiv i funksionit f(x) =x +$ éshté F(x) = %+2\/;, pasi

4

F'(x):(%+2\/;J =x +%.

4
Me zévendésimin e koordinatave té pikés né A(1, 2), kemi F(x) = %+2\/;

Domethéné lakorja integrale e kérkuar e cila kalon népér pikén A(1, 2) e ka barazimin,

4
y =fix) + yo— F(xo) d.m.th,, y=%+2f_i_

Detyra pér puné té pavarur
1. Cakto nga njé funksion primitiv pér funksionin:

a) f(x)z%,x;t(); b)f(x):ﬁ
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x+x+a?

3. Kontrollo a éshté e sakté:

2.Trego se F(x)=In &shté funksion primitiv i funksionit /' (x)=

X +a

d 1 __
a) J-xln)gx=2ln2x+c; '[\/xj+ J\/dex J\/_dx

4. Cakto até funksion primitiv /i f grafiku i té cilés kalon népér pikén 4(0,2), nése

a) f(x)=3x"; b) f(x)=¢e".

2. Vetite themelore té integralit té pacaktuar dhe tabela e integraleve
themelore

Prej pérkufizimit té integralit t&€ pacaktuar vijojné kéto veti:

Teorema 1: Nése funksioni /' éshté integrabile né intervalin (a, b) , atéheré vlen:

1. Derivati i integralit t& pacaktuar éshté i barabarté me funksionin nénintegral, d.m.th.,nése

ff(x) dx = fx) + Catéheré Ce R
(ff(x)dx) = fix), x € (a, b).

2. Diferenciali i integralit t&€ pacaktuar éshté i barabarté me shprehjen nénintegral, d.m.th.,

nése ff(x) dx = f(x) + C, atéherée Ce R
d( f fx) dx) = fx) dx, x € (a, b).

3. Integrali i pacaktuar prej diferencialit t€ funksionit primitiv f(x) éshté i barabarté

me f(x) + C, C € R, d.m.th., vlen:

f dfix) = f £(x) dx = f fx) dx = fix) + C, x € (a, b).

Vértetim: 1. Funksioni f'le té jeté funksion primitiv i funksionit né intervalin (a, b) , pérkatésisht

ff(x)dx =fx)+C CeR
Atéhers kemi: ([fx) dx)’= (fx) + c)’ = f"(x) = fix)

86



2. Funksioni f le té jeté funksion primitiv i funksionit /' né intervalin (a, b), pérkatésisht
[foyax=fio) + ¢ CeRr

Atéheré kemi: d(fj(x) dx) = d(f(x) + ¢) = f'(x) dx = f{x) dx, x € (a, b)
3. Funksionit f le té jeté funksion primitiv i funksionit / né intervalin (a.b), pérkatésisht
[fix) dx =fix) + € CeR

Atéheré kemi: fdj(x) = ff’(x) dx = ff(x) dx =fix) + C, x € (a, b) [

Teorema 1 tregon se diferencimi dhe integrimi jané operacione inverse.

Gjaté njehsimit té integralit t& pacaktuar, viejné vetité e dhéna né kété teoremé:

Teorema 2:

1. Nése funksionet f dhe g jané integrabile né intervalin (a, b) , atéheré shuma e tyre
(f + g) dhe ndryshimi i tyre f-g jané funksione integrabile né intervalin (a, b) dhe vlen

[ () = g(x)) dx = [fx) dx + [g(x) dx, x € (a, b).

2. Nése funksioni f'éshté integrabile né intervalin (a, b) dhe nése k €eIR {0}, atéheré edhe

funksioni k - f* éshté integtrabile dhe vlen

fk - flx) dx = kff(x) dx, x € (a, b).

Vértetim: 1. Te njehsimi diferencial vlen se: d(f(x) £ g(x)) = df(x) £ dg(x). Nése kété barazim e
integrojmé nga té dy anét, fitojmé:
J ) = g(e)) = [(dfte) + dg)).
Me shfrytézimin e 3. Prej teoremés 1, kemi:
[ (@) = dg(x)) = [ () () =) + g) = [dfiw) * [dg)..
2. Pasivlen: d(fk - flx) dx) = kd(fj(x) dx), ndérsa duke e shfrytézuar 2. Prej teoremés 1,
kemi: d( [ - fx) dx) = k[fx) dx. m

87



Vetité té vértetuara te teorema 2 jané té njohura si veti themelore pér integrim.
Né bazé té pérkufizimit t& integralit t& pacaktuar dhe tabelés sé derivateve themelore, mund ta

shkruajmé tabelén e integraleve themelore.

- a+l
1. Idx—x+C 5. Ixadx:x_1+c,(a¢_1)
a—+

3. je"dx:e"+C i @
4. Ja dx—lna+C,(a>O)

5 J.%dx:ln|x|+C

Me shfrytézimin e vetive themelore té integralit t& pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore, do

té zgjidhim disa shembu;j:
Shembulli 1 > T'i zgjidhim kéto integrale té pacaktuara:
a) Jxédx; b) j(xz +3x—1)dx; c) jxi/;dx; c) I<2x+5*)2dx.

a) Me shfrytézimin e tabelés me integrale themelore, d.m.th., integrali i dyté themelor, kemi:

;
jxédx:x—+C,
7

b) Me shfrytézimin e tabelés me integrale themelore dhe rregulla pér integrim té€ shumés dhe

ndryshimit t& funksioneve, kemi:

J‘(x2 +3x—l)dx:quza’x+J.3xdx—ja7x=szabcJr?:J.xcz')c—jcz')c:X?J+C1 +3x—2L+3C2—x—C3 =

3 2 3 2
X X

=L 3 x4+(C+3C,-C) =43 —x+C.
3 2 3 2
c) Sé pari do té€ béjmé transformimin e funksionit nénintegral, ndérsa pastaj do ta shfrytézojmé

integralin tabelar té dyté

4 7

! oL 4 3" 3
J‘xi/;dxz.[x-ﬁdx:jxl 3dx=jx3dx=: +C=x7+C=§%/x>7+C= *3x+C

—+1 _

3

¢) Nése e pérshkruajmé ndryshe funksionin nén integral, do té fitojmé:
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[(2+5) dx=[(2 +2:27 5 +5 )dx =[ (4" +2:10° +25 ) dx =

4 +2 10 + 25 +C

In4 Inl0 In25

Pér shkak té& shénuarit e thjeshté, nuk do té shkruajmé mé shumé konstante te rezultati, ndérsa

:j4de+2j10de+j25de=

drejtpérdrejt né fund do té shkruajmé vetém njé konstante.

[ 1 Zgjidhi integralet e pacaktuara:

a) j(1+2x+4x2)dx; b) j(1—3x)-(x2+1)dx; ) j[
Shembulli2 > Do t'i zgjidhim kéto integrale té pacaktuara:
4 -4 3x +1
. j(x4—\/;+xi/§+l2jdx; o) [V [
X X

2\/¥—3x—4]
NI o,

X

e +1

Me shfrytézimin e tabelés sé integraleve themelore, si edhe té rregullave pér integrim, do t€ kemi:

a)
3 7
I(x4_\/;+x%/;+ijdx:,[(x4—x;+x:+xZ}XZX_S_£+£+X__I+C:
x 505074
2 3
X 25 3y L
= 5\/X—+7\/x_ x+C.
b)
4 -4 2-I- 2)? 2 ) 4
J'\/x +)3c +2dx=J\/(x 3x ) :J‘x +3x dxz.l.(l+x_5jdlen|X|+x—+C:
X X X X 4
1
=ln|x|—H+C.
c)

J-e3x+1dx=j(e"+1)(fz"—ex+1)

e +1 e +1

(ez)x er
=—>-e +x+C=—-¢"+x+C.
Ine 2

dx=J‘(e2x —e" +1)dxzj(ez)x dx—J.exdx+J.dx=
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[ 2 Zgjidhi integralet e pacaktuara:
2x+1 _gx-l 1
a) I—de; b) I(l—;}/xx/;dx.

10

Detyra pér puné té pavarur

1. Zgjidhi integralet e pacaktuara:

) I(xﬁJrﬁx)dx; b)f—\/xzzh“dx; C)I(x:/;)z N

‘9).[ wnfxds; o) J(LJri—ijdx; dh)J(2+x2)3dx.

3. Metoda e zévendésimit

Pér zgjidhjen e integralit t& pacaktuar éshté e domosdoshme té zbatohen metoda té caktuara
(teknika té integrimit). Integralet mé té thjeshta zgjidhen népérmijet zbatimit té tabelés dhe vetive
themelore, té cilat tani mé i shqyrtuam, ndérsa ai integrim éshté i pamundshém té zbatohet né té
gjitha rastet. Njéra prej metodave themelore té cilat shfrytézohen pér zgjidhjen e integraleve té
pacaktuara mé té pérbéré éshté metoda e z&vendésimit t& ndryshores ose metoda e substituimit.
Kjo metodé éshté pér zévendésimin e ndryshores x me ndryshore té re {, e cila do ta thjeshtésojé
integralin fillestar duke vijuar tek integrali tabelar

Metoda e zévendésimit éshté dhéné me kété teoremé:

Teorema 1: Le té jeté f funksion integrabil né intervalin (a, b) dhe le té jeté ¢ dhe le té jeté

funksion diferenciabil gé intervalin (o, £) e pasqyron né interval (a, b) . Atéheré vlen

[ £ (x)dx=[(o(0)l'(t)dt p&r x=p(r)
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Vértetim: Funksioni f éshté funksion primitiv i funksionit /. Atéheré sipas pérkufizimit do té vien
ff(x) dx =flx) + C, Ce R, x € (a, b). Do té pérkufizojmé funksion @(¢) = F(¢p(?)), t € (a, p)

Nése e diferencojmé funksionin @ do té fitojmé @ (1) = F'(¢(¢)) - ¢ (¢), t € (a, p)

Prej kétu fitojmé se funksioni @ éshté funksion primitiv i funksionit f(¢(2))p (1)

Kjo do té thoté se prej pérkufizimit té integralit té pacaktuar do té kemi:

[fo@)e (@) dt = () + C = Flp(e) + C.
Nése marrim parasysh se x = ¢(¢), atéheré;

ff((ﬂ(t))(ﬂ () dt = d(1) + C=Flp(1) + C=fix) + C.

Me shfrytézimin e metodés sé& zévendésimit, pjesé prej funksionit nénintegral zévendésohet me
ndryshore té re. Patjetér té theksojmé se nuk ekziston rregull sipas té cilés do té béhet zévendésimi
X = @(t). Gjithashtu, diferenciali i funksionit té vjetér patjetér té shprehet népérmjet diferencialit
té ndryshores sé re. Qéllimi éshté té fitohen njé ose mé shumé integrale tabelare té cilét lehté
zgjidhen. Pas zgjidhjes sé integralit, €shté e nevojshme té kthehemi te ndryshorja fillestare, duke
shfrytézuar zévendésimin.
Do ta shqyrtojmé kété shembull:

Shembulli 1 > T'i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) I(S—Zx)4dx; b) j(xc_i—x2)3

a) Pér zgjidhjen e kétij integrali mund ta shfrytézojmé formulén e binomit dh eta shkruajmé funksionin

1
Inx

; C) J.i—);dX; g)j—dx.

X

(5 — 2x)? nénintegral né formén e zbérthyer. Por, kjo ményré merr mé shumé kohé. Pér kété shkak
do ta shfrytézojmé metodén e zévendésimit.
Fusim zévendésim ¢ = 5 — 2x, prej ku dt = —2dx ose e shprehim diferencialin e funksionit me

dt
diferencialin e ndryshores sé re do té kemi dx = )

5 _ 5
prejhas, (522 ar=J1 (5 Jo g rla=— o=
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b) Krejtésisht né ményré té ngjashme integral i pacaktuar nén a) e shfrytézojmé zévendésimin ¢
=x-2,dt=dx

I( A J.t‘3dt——+C——L+C:_;2+C'

xX— 2 21 2(x—2)
c) Te ky shembull né ményré té ngjashme té& shembujve paraprak, e shfrytézojmé zévendésimin

x 1
—=t, —iza’xzdt, prej ku kemi Ie—zdx:—je’dt:—e’ +C=—e"+C
x X

¢) Me shfrytézimin e zévendésimit /n(x) = ¢, prej ku ldx = dt, kemi
X

jln—xdx [inx —dx jzdt_—+c_1“2x C.

[ 1 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

b) [Y(4-7x) o) jx—_ldx.

a) j5x+4 x2—2x+2

Shembulli2 > T’i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a)j nlt—xd b)j- dx

1-x* x

X

el +e

1+ 1
a) Gjaté zgjidhjes sé integralit e shfrytézojmé zévendésimin lnl—x =t, prej ku T dx =—dt
-X -X

ku kemi:

2
j ! ln1+—xd ljtdzzl-t—w:llnz”—xw_
1-x* 1-x 2 2 4 1—-x

b) Pér zgjidhjen e kétij integrali do té shfrytézojmé dy zévendésime:

- me zévendésimin e paré integrali transformohet né:

2
t %ezdxzdt, dx:%dt, exz[e2j =1

x
e2
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dx dt dt
If x=2jt(t+t2)=2'[t2(l+t)=
1+ 1+ 1 1 O
) I lt” J( 1; 1t+t)}dt=Zj(t_z_t(lﬂ)]dtﬂj(t —t(ltﬂ;}m:
1+¢ t L, 1 1 L1 1 .
_21[ t(1+1) (1+t)]d :2-[(t _;+(1+1)Jdt:2-|.(t _;)dt+2jmdt:()’

mé tej me shfrytézimin e zévendésimit s = ¢ + 1, ds = dt pér integral J.—t)df , kemi

(*) = 2[_—;—ln|t|+ln|s|j+c = (**),

prej ku duke u kthyer prapa me futjen e zévendésimit, kemi:

X

eZ

P

e? +1

X

(**)=2 —Lx—ln +In +C=-2e2—x+2Inle® +1|+C.

eZ

Vérejtje: Ndonjéheré éshté e nevojshme disa here té futet zévendésim me ndryshore té re, qé

integrali sillet né tabelar.

1
Shembulli3 > Ta zgjidhim integralin e pacaktuar Imdx
xInxIn(lnx

1
Sé pari e shfrytézojmé zévendésimin [n(x) = t, prej ku —dx = dt , ndérsa pastaj edhe njéheré fusim
X

1
zévendésim In(?) = u, prej ku ;dt =du
Me kété pér integralin kemi:

J = —dt du—ln|u|+C:ln‘ln|t”+C=
xlnxln lnx tint

= 1n\1n\1n|xm +C.

Shembulli4 > Shpenzimet kufitare pér prodhimin e njé prodhimi jané dhéné me funksionin

e
C, (Q)= 213 ku Q éshté niveli i prodhimit. Nése kompania prodhon 2 njési, shpenzimet e

pérgjithshme jané 2 njési para. Do t'i caktojmé shpenzimet e pérgjithshme dhe fikse.
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Domethéné, pér t'i caktuar shpenzimet e pérgjithshme prej shpenzimeve kufitare, do té kemi:
C, (x):C'(x).

Integralin do ta zgjidhim me shfrytézimin e metodés sé zévendésimit:

o
c(0)=]¢,(0)do=[¢,(0)do=] 5 —d0.
(=e®+3 e di=e%d0 < dO =L
e~ | prej ku
0
c(Q):jcg(Q)dQ:jcg(Q)dQ:je;HdQ:j%=1n|t|+cz1n|eQ+3|+c.

Prej késaj kur kompania prodhon 2 njési, shpenzimet e pérgjithshme jané 2 njési para, do ta
caktojmé vlerén e konstantes C.

C(2)=2dmth.,2=Inle’+ 3|+ C=> C=2-Inle? + 3| =-0.341.

Domethéné funksioni i shpenzimeve té pérgjithshme éshté dhéné me:

C(Q)=1n|eQ+3|—0,34l.

Shpenzimet fikse jané shpenzimet té cilat kompania i ka né fillim dhe nuk jané té lidhura me nivelin
e prodhimit : C(O) =In|e’ +3|-0,341~1,046.

[ 2 Funksioni i t& ardhurave kufitare éshté dhéné me R, (p)=¢*""', ku p éshté ¢mimi i njé

prodhimi. Cakto funksionin e té ardhurave té pérgjithshme.

Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:
J- (2x+3)dx

) [x(v-13)7an ) [ -2rr)(x -atex-9) dn o))y T

2. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

2 5[ 3 ) xdx _ X .
R (e M
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3. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

ln(x+m)

2

a)jex-l_ldx; b)j 1 dx: C)J'

e +x xIn® x

dx.
1+x

4. Shpenzimet kufitare pér prodhim té njé prodhimi jané dhéné me funksionin

e
C,(0)= 20 1 ku O éshté niveli i prodhimit. Nése kompania prodhon 4 njési,

shpenzimet e pérgjithshme jané 3 para njési. Cakto shpenzimet e pérgjithshme dhe fikse.

4. Metoda e integrimit parcial

Metoda e zévendésimit t&€ ndryshores nuk éshté e mjaftueshme qé té njehsohen integralet e
pacaktuar né klasén e gjeré té funksioneve. Shpesh funksioni nénintegral éshté shkruar né
formé té prodhimit t€ funksionit dhe diferencialit té funksionit tjetér, por poashtu nuk mund té futet
zévendésim té ndryshores pér té sjellé integralin né tabelar.

Pér kété shkak i gasemi metodés tjetér pér zgjidhjen e integralit t& pacaktuar, ndérsa ajo éshté
metoda e integrimit parcial ose metoda e integrimi sipas pjeséve.

Formula pér integrimin parcial éshté dhéné né kété teoremé:

Teorema 1: Nése funksionet u(x) dhe v(x) jané funksione diferenciabile né intervalin (a, b),

atéheré vlen formula pér integrim parcial,

ju(x)v'(x)dx :u(x)v(x)—jv(x)u’(x)dx.

Vértetim: Le t& jeté F:(a,b) > R funksion primitiv i funksionit u(x)v’(x) né intervalin (a, b).
Prej pérkufizimit t& funksionit primitiv vijon se funksioni f &shté i vijueshém dhe pér kété vlen
F'(x)=u(x)V'(x), xe(a,b)\4,4c(a, b)éshtébashkésidiskrete. Pérshkak té diferenciabilitetit
té funksioneve u(x) dhe v(x) vijon se edhe funksioni éshté i vijueshém né intervalin (a, b).
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Prej kétu vijon se edhe funksioni G(x) = u(x)v(x) — f(x) éshté i vijueshém né intervali (a, b). Nése

e diferencojmé, kemi:

Vijon se funksioni G(x) éshté funksion primitiv i funksionit & ’(x)v(x) né intervalin (a, b) dhe poashtu

vlen:
F(x) = u(x)v(x) - G(x).
Prej kétu fitohet formula: J.“ (x)v" (x)dx =u (x)v(x) _Jv(x)“’(x)dx :
Formulén pér integrim parcial mund ta shkruajmé edhe né formén:
fu dv Zuv—fvdu.
Zgjedhja pér funksionet u(x) dhe v(x) nuk kryhet sipas rregullave té caktuara, ndérsa né ményré
intuitive
Nése zgjedhja pér funksionet u(x) dhe v(x) éshté e gabuar, né vend qé ta thjeshtésojé integralin,
do ta bén mé té ndérlikuar pér zgjidhje né lidhje me fillestarin.

Shembulli 1 ) T’i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) Jxe’xdx; b) Iln xdx .

a) Pér zgjidhjen e integralit do té shfrytézojmé integrimin parcial né kété ményré.
Se si u do ta zgjedhim u = x. Me njehsim té derivatit té paré, d.m.th., diferencim kemi du = dx.
Mbetja prej shprehjes nénintegral éshté dv, domethéné dv = e™ dx. Prej kétu me integrim kemi
V= I e'dx=—e"
Me zévendésim te formula pér integrim parcial do té kemi:

Ixe‘xdx =—xe "+ Ie_xdx =—xe —e +C.

b) Pér zgjidhjen e integralit do té shfrytézojmé integrim parcial né kété ményré: Se si do ta zgjedhim

1

u = In(x). Me njehsim té derivatit té paré, d.m.th., diferencim kemi du =—dx . Mbetja prej shprehjes
X

nénintegral éshté dv, domethéné dv = dx. Prej kétu me integrim kemi v = fa’x =X

Me zévendésimin te formula pér integrim parcial do té kemi:
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Ilnxdx=xlnx—fx-ldx=xlnx—jdx=xlnx—x+C.
X

1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:
2 x 2 X
a) | x“e'dx; b) | x° Inxdx; —dx.
)| )| o) [

Shembulli2 > T’i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) Iex+]nxdx; b) j(xz +x)1n(x+1)dx.

Edhe té dy integralet do t'i zgjidhim me metodén e integrimit parcial:

a) Nése u=x=du=dx, dv=e'dx=>v= Ie"dx =e¢", me zévendésim te formula pér integrim
parcial kemi:

.[ ey = jexeh”‘dx = jxe‘dx =xe" — .[ edc=xe" —e" +C.

b) Nése tek integrali fillestar sé pari e shfrytézojmé metodén e zévendésimit. Me zévendésim
x+ 1=t dx = dt, kemi: f(xz + X)In(x + 1) dx = f((t— 12 + ¢ — 1)in(¢) dt = f(tz— H)n(f) dt.

1
Mé tej me shfrytézimin e metodés sé integrimit parcial, pér u =Int = du = ;dt,
3 2

dv=(r —t)dt:>v=%—%, kemi

*—t)Intdt = r.e Int— r.e —dt=
{55 - 52}
2037
6

3 2
_ 2 l) 3 ) In (1) = (x+1) 4 5 (v41) +C =

21 —3¢°

lnt—ljtzdt+lftdt: nf—ipf+ i yC=
3 2 9 4

6

_ (x+1) -(26(x+1)—3)ln(xﬂ)_é(xﬂ); +i(x+1)2 o

2
= (x+1) .(2x_l)ln(x+1)—lx3—ix2+lx+C.
6 9 12 6

[ 2 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) J'xln(xz—l)dx; b) Jeﬁdx.
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Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) J'x2e_xdx ; b) jx3e’xzdx .

2. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) '[xlnz xdx ; b) _f(ln—szdx.

X
3. Zgjidhi integralet e pacaktuar:
X 2
a —dx; b) | x“ Inxdx.
) Joa o)

4. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Jlnxdx; b)jxln(x—l)dx.

5. Koncepti pér integral té caktuar

Koncepti integral i caktuar éshté koncept fundamental né matematiké dhe shkencat e tjera teknike.
Sé pari té& vérejmé cili problem dhe cila ide ka sjellé deri te koncepti integral. Duhet té theksojmé
se metoda pér njehsimin e integralit ekziston shumé para metodave pér njehsimin diferencial.
Dihet se matematikani antik Arkimedi né shekullin Il p.e.r. e ka shfrytézuar metodén pér njehsimin
e integraleve. Ai e ka pasur té ditur se parabola e ndan sipérfagen e drejtkéndéshit kulmet e té
cilit jané ta parabola ndérsa dy té tjerét shtrihen te boshti x, né dy sipérfage qé géndrojné 2 : 1.
Thelbésore deri te koncepti i integralit, ka ndikuar problem pér caktimin e syprinés sé trapezit té
lakuar. Sé pari do ta paragesim idené, pérkatésisht metodén deri tek e cila kané ardhur pavarésisht
njéri nga tjetri matematikani i madh gjerman Lajbnic dhe matematikani anglez Njutoni té cilét kané
jetuar né gjysmén e dyté té shekullit XVII dhe gjysmés sé paré té€ shekullit XVIII. Pérkufizimi té cilin
do ta japim e ka dhéné matematikani gjerman Riman né shekullin Xlx, ndérsa shenjén té cilén do
ta shfrytézojmé e ka future matematikani francez Furie né shekullin.

Me trapez té lakuar e nénkuptojmé pjesén prej rrafshit i cili giendet ndérmjet boshtit x, grafiku i
dhéné i funksionit jonegativ y = f(x), x € [a, b] dhe drejtézave x = a dhe x = b dhe té cilat jané
paralele me boshtin y. Detyra joné éshté ta caktojmé syprinén e trapezit té€ lakuar (figura 1). ldeja
éshté ta ndajmé intervalin [a, b] né shumé nénintervale, me té cilén sipérfagen e trapezit té lakuar
do ta ndajmé né drejtkéndésha, me té cilét péraférsisht do ta njehsojmé syprinén e trapezit té

lakuar.
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A xX=a x=b
//B/
Al y=fx)
0 a b >
Figura 1

Pérkufizimi 1: Me ndarje té segmentit nénkuptojmé bashkési té€ fundshme prej pikave

XosXg5e00s X, 15X, ashtu qé:
a=xy<x<..<x,_,<x,=b.

Domethéné kété segment e ndajmé né numér té fundshém té segmenteve. T'i shqyrtojmé pikat

a4 = Xo, Xy, Xy, X3, Xy, X5,Xg, X7, Xg, Xg =D, (figura 2)

Figura 2
Me A, =X, —X._; e shénojmé gjatésiné e segmentit i. Domethéné kéto jané gjatésité e té gjithé
segmenteve. Edhe e fusim konceptin diametér té ndarjes qé éshté e barabarté,e mdonjé segment
d.m.th, d(P)=maxA,
Vijimisht. Do té Er;agojmé se njé ndarje e segmentit P; éshté mé e mire P: nése vlen P> C P;
d.m.th., ndarja pérmban numér mé té madh té pikave, nga ndarja P-. Kjo do té thoté se fusim edhe
ndonjé piké pér shembull ajo le té jeté pika x, ndérmjet pikave x, dhe x, atéheré ndarja e re do té

jeté mé e mire nga ndarja paraprake. (figura 3)
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Figura 3
Domethéné éshté mé e mire deri sa pérmban mé shumé pika prej ndonjé ndarje tjetér. Tani né
¢donjérén ndarje té kétyre segmenteve do té zgjedhim nga njé piké: & € (x;, x;). Te shembulli yné
ato jané pikat &1, &, ..., &o'(figura 4). Né kéto pika do ta njehsojmé vlerén e funksionit y = f(&).
Pasi funksioni f éshté i vijueshém né ¢do piké té intervalit [a, b], ekziston f(). Domethéné
vi = f(&), ..., yo = (o) do t'i shénojmé kéto vlera té grafikut té funksionit (figura 4).

»\:oi. NENE X L X L XN LN L N -\l'u

Figura 4
Tani pér ¢do segment do té konstruktojmé drejtkéndésh me brinjé Ax; dhe () Te Shembulli joné

do té konstruktojmé nénté drejtkéndésha té kétillé (figura 5).

Y B NENE N L XN XE X f X XNE N

Figura 5
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Kemi se gjatésia e drejtkéndéshit éshté e barabarté me gjatésiné e segmentit pérkatés, ndérsa
gjerésia e drejtkéndéshit éshté e barabarté me vlerén e funksionit né pikat . Drejtkéndéshat t'i
shénojmé me 1. Eshté e qarté se syprina e ¢do drejtkéndéshi do té jeté e barabarté me:

P(IT) = f(&)A, -

Shuma e syprinave e té gjitha kétyre drejtkéndéshave mund té shkruhet né kété ményré:

P(S)=f(&)A, +/(&)A, ++ [(&)A,,

Eshté e garté se kjo sypriné varet prej zgjedhjes sé pikave &. Nése zhvendosim ndonjérén prej
pikave ¢ atéheré do té ndryshojé edhe syprina e drejtkéndéshit pérkatés. Por até qé duhet ta
vértetojmé éshté se syprina e kétij trapeze té lakuar éshté péraférsisht i barabarté me shumén e
syprinave té drejtkéndéshave.

Té vérejmé cka do té ndodhé nése tani e shtojmé pikén x’4 dhe né intervalin prej x, deri te x,
zgjedhim pika 54 né kété piké do ta caktojmé edhe vlerén e funksionity’4. Tani pér segmentin x, prej
deri te x’4 do té konstruktojme drejtkéndésh. Né vend té drejtkendéshit te segmenti x, prej derite x,
do té kemi dy drejtkéndésha prej x, deri te x'4 dhe prej x’4 deri te x (figura 6)

%6 &N §NEE T

Figura 6

Té vérejmeé ¢cka mund té pérfundohet nése te ndarja ekzistuese fusim edhe njé piké. Sé pari mund té
vérejmé se shuma e syprinave e té gjithé drejtkéndéshave ka vleré mé té pérafért (mé té sakté) me
vlerén e syprinés sé trapezit té lakuar. Tjetér cka mund té pérfundohet éshté se diametri i ndarjes
sé re (ndarje mé e miré) éshté mé e vogél ose e barabarté me diametrin e ndarjes paraprake. Me
fialé té tjera sa mé shumé pika fusim te ndarja gjatésia maksimale e segmenteve éshté aq mé
e vogél dhe e vogél, ndérsa syprina e té gjithé drejtkéndéshave éshté mé afér deri te syprina e
trapezit té lakuar.
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Né ményré intuitive tani éshté e garté, se sado gé diametrik i ndarjes éshté mé i vogél, d.m.th.,
nése diametrik i ndarjes tenton kah zero atéheré shuma e syprinave té kétyre drejtkéndéshave do

té afrohet né ményré arbitrare afér deri te syprina e trapezit té lakuar. Kjo na ¢on deri te pérkufizimi.

Pérkufizimi 2: Le té jeté funksioni i dhéné f: [a, b] — R, le té jeté P éshté c¢farédo ndarje e

segmentit [a, b] dhe le té jené & ¢cfarédo pika té zgjedhura, nga njéra prej ¢do nénsegmenti.

Shuma U(f):if(é)Ax,.

quhet shuma e integralit té Rimanit pér funksionin f pér ndarjen e dhéné P dhe zgjedhja e

pikave .

Pérkufizimi 3: Funksioni f- [a, /] — IR éshté integrabile né kuptimin e Rimanit, né segmentin [q,

b] nése ekziston numér real ashtu gé té vien:
d(l,i,ggoff(f)=d(1,£gl302f(§i)Ax,, i
pérkatésisht nése vlen:
(Ve >0)(35>0)(VP)(VE)(d(P)<d=o(f)-1]<é)
Numrin / e shénojmé me
= fff(x)dx

dhe paraqget integral i caktuar prej funksionit f{x) prej kufirit a deri te kufiri b.
Kufirin a e quajmé kufiri i poshtém i integralit, derisa b kufiri i larté i integralit. Funksioni

f(x) quhet funksioni nénintegral, derisa dx éshté diferencial i t& panjohurés x, pérkatésisht e

paraget gjatésiné e nénsegmenteve te ndarja P.

Integrali i caktuar né realitet shérben pér njehsimin e syprinés sé trapezit t&€ lakuar, ndérsa ka
edhe zbatime té tjera né tekniké dhe inxhineri. Eshté shumé e réndésishme té dimé se integrali né
realitet éshté shuma prej shumé mbledhésve té pafundshém. Prej kétu edhe shénimi pér integral
éshté “i zgjatur S* gé né realitet paraqget shumé. Té pérfundojmé, integrali i caktuar éshté vlera

kufitare e shumés prej shumé mbledhésve té pafundshém.
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Né vazhdim do té€ pérmendim teoremé pa e vértetuar, e cila éshté vetia e funksioneve integrabile
dhe integraleve té caktuar:

Teorema 1: Funksionet f(x) dhe g(x) jané funksione integrabile né intervalin [a, 5] dhe le té jeté

o, f € R. Atéheré funksioni af(x) + fg(x) éshté integrabil né intervalin [a, b] dhe vlejné kéto veti:

(M) [ rede=-] fas
@ | f(dr=0;
@) [(a/()+Bg)de=a| f(x)dx+p [ g(x)dx;

@ [ 7()de=[ £ (x)ees [ £ (x)ar.

Teorema e fundit vértetohet thjesht me zbatimin direkt té& pérkufizimit pér integral té caktuar.

1
Shembulli 1 > Ta njehsojmé integralin _[dx
0

]
Funksioni f{x) = 1 éshté i vijueshém né intervalin [0, 1], prej ku vijon se Idx ekziston. Pér té
0

njehsuar integralin mund ta zgjedhim kété ndarje P:O,l,—,___,n—_1,1. Gjatésia e ¢donijérit prej
n n n

segmenteve, pér shembull éshté 1 dhe lirn1 =0. Pikat & i zgjedhim té jené té barabarta me vlerén
n n—0 n

[ i+1
e kufirit t& djathté t& segmenteve, pér shembull pér segmentin i zgjedhim {i,l—} Pér shumat

n on
i+ 1

pérkatése ¢, =l—,i=0,1,---n—1 kemi:
n

o(f)=511=1.

1
Pasi imo(f)=1 mund t& pérfundojmé se [dx=1.
0
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1
Shembulli3 > Ta njehsojmé integralin .[xdx.
0

1
Funksioni f{x) = x éshté i vijueshém né intervalin [0, 1], prej ku vijon dex se ekziston.
0

Pér ta njehsuar integralin mund té zgjedhim kété ndarje:

.1
A, Gjatésia e ¢do segmenti prej segmenteve éshté — dhe lim—=0 pikat

n n n—o p

P:0,

S|

2 a1 1
’n’

i i+1
[;’ N } i zgjedhim té jené té barabarta me vleré té kufirit té djathté té segmenteve, pér shembull

i+1 . 1 ,
pér segmentin i zgjedhim Si ZTJ =0,1,-..n =1 pgr shumat pérkatése kemi:
vt 1 G142+ +n n(n+1) n+1
O-(f): = 2 - 2 :
= n n = n 2n 2n

Pasi: 1im5(f)=llim(1+_j:_

n—»o0 n—»0

1
1
Prej ku mund té pérfundojmé se .[xdx =5
0
Njehsimi i integralit t&€ caktuar sipas pérkufizimit mund té jeté mé i komplikuar.
Te mésimi i ardhshém do té jepet formula e Njuton-Lajbnicit gé e lehtéson njehsimin e integralit t&

caktuar.

6. Teorema themelore e njehsimit integral

Kétu do ta shqyrtojmé teoremén themelore té njehsimit integral té njohur edhe si formula e Njuton-
Lajbnicit, do t'i shqyrtojmé edhe vetité e integralit t& caktuar.

Kur e pérkufizuam integralin e caktuar supozuam se éshté dhéné funksioni f{x) qé éshté i vijueshém
dhe jonegativ né intervalin [a, b]. Gjithashtu treguam se me integral té caktuar e kuptojmé syprinén
e trapezit té lakuar, e cila éshté caktuar me grafikun e funksionit f{x) boshti x dhe drejtézat a dhe
b (figura 7).
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Figura 7

Sipas pérkufizimit, integrali paraget shumé prej mé tepér syprinave té vogla té pafundshme té

drejtkéndéshave:
b

1=1imz;:f(§,.)m,.= lim o (/)= [/ (x)dx.

n—o0 £ d(P)—0

X

Pér x € [a, b] le ta pérkufizojmé funksionin F (x)=[f()dt. Pér kété funksion vien se éshté i

a

vijueshém né intervalin [a, b] dhe &shté funksion primitiv f{x) i funksionit né intervalin [a. b]. Kjo

X

do té thoté se funksioni mund té jeté pérkufizuar edhe si F(X) = J.f(t)dt +C |, ku konstanta C éshté
e cfarédoshme. ¢
Barazimi i fundit do té thoté se integrali i caktuar prej a deri te x funksioni f(?) (ky funksion éshté i
njéjté f(x) vetém me tjetér shénim té ndryshores) éshté funksion i cili e mat syprinén e kétij trapezit

té lakuar kur x € [q, b] (figura 8).

Figura 8

Me f éshté caktuar syprina e pjesés prej trapezit té lakuar kur x € [a, b] . Qarté vérehet derisa
x e zmadhojmé do té zmadhohet edhe syprina F, nése x zvogélohet do té zvogélohet edhe

syprina f (figura 9).
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a b a h

Figura 9
Prej kétu mund té pérfundojmé se funksioni f{x) éshté rrités. Ngel ta caktojmé vierén e konstantes

C. Pér kété qgéllim do té vendojmé x = a edhe fitojmé:

F(a)=[ £()di+C=0+C=C.

Eshté e garté se integrali ff(z)dt do té jeté i barabarté me 0, pasi né vend té trapezit té lakuar

do té kemi segment (figura 10).

; ; ; : ; ; -
a b

Figura 10

Nga ana tjetér nése vendojmé se x = b, kemi se:

F(b):if(z)dﬁczsw,

qé do té thoté se syprina f'do té jeté e barabarté me syprinén e gjithé trapezit té lakuar S (figura 7).
Nése zévendésojmé se C = F(a) kemi

S =jf(x)dx=F(b)—F(a).

Formula e fundit éshté e njohur si formula e Njuton-Lajbnicit. Me kété e vértetuam kété teoremé.
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Teorema 1: (Teorema e Njuton-Lajbnicit) Nése funksioni f éshté i vijueshém né intervalin [a, 5]

dhe nése f éshté cfarédo funksion i tij primitiv, atéheré vlen barazimi:
b
[ (x)dx=F(b)-F(a)
“ (1)

Kjo teoremé quhet teorema themelore e njehsimit integral, ndérsa barazimi (1) rregulla
themelore e njehsimit té integrimit ose formula e Njuton-Lajbnicit.

Formula Njuton-Lajbnic e jep lidhjen ndérmjet integralit t& pacaktuar dhe integralit t& caktuar dhe
me kété né masé té madhe lehtésohet njehsimi i integralit té caktuar. Pér ta njehsuar integralin
e caktuar té funksionit f né intervalin [a, b] mjafton té€ gjejmé funksionin e tij primitiv / dhe ta
njehsojmé rritien e tij te segmenti [a, b]. Domethéné njehsimin e integralit té caktuar e sjellim né
gjetjen e ndonjé funksioni primitiv gé éshté ekuivalente me njehsimin e integralit t& pacaktuar

b
Shembulli 1 ) Té njehsojmé jxndx, nex,0¢[ab].

Do té shqyrtojmé dy raste:

n+1 n+1
Kur n #—1, né kété rast Ix”dx -* _4c , funksioni éshté primitiv pér funksionin x" pra kemi
n+ n+
b nit |b n+1 n+1
X _ b a 1 (bn+1 _ an+1).

_[x"dxz = - =
n+1|a n+1 n+1 n+1

b
dx dx
Pérn = —1, kemi j: pasi pér _|.7=1nx+C kemi:

b
@=1nx|z=1nb—lna:1né.
x a

a

2
1 Njehso integralin e caktuar jxsdx

1

Shembulli2 > T’i zgjidhim integralet e caktuara:

[ @— ]
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a) §(3 “2x)dx b) j(iw‘jdx.

Pér zgjidhjen e integraleve té caktuar do ta shfrytézojmé formulén e Njuton-Lajbnicit.

2 2\ 2 2
a) [(3-2x)dx= =2 232222 | [3.0-20 |_g_4=2.
) 2 ), 2 2

b) Me zgjidhjen e integralit pérkatés sé pacaktuar kemi:

I(l+exjdx:ln|x|+ex+C.

X

Prej kétu pér integralin e caktuar do té kemi:

3 1 3
I(—+exjdx:(ln|x|+ex)
P\ !
[ 2 Zgjidhi integralet e caktuara:

a) j(2x+3e““ —ijdx; b) Jl-x2 (x3 +1)dx.
1 X 0

=n3+¢e’ —e.

Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e caktuara:

2

a) dex, b) j.xzdx, c)

0

e'dx,

O —_—

1 2 1
o) [Vadr, 8 [ dn) [¥xax
0 1 0

X

2. Zgijidhi integralet e caktuara:

2 4

a)J'x4+x—3_2+2dx; b)j(x—3)3dx; c)j.[l—3)dx; Q)J(ex+‘/;)dx'

1 X 1

3. Njehso integralin e caktuar:

1 2 6
a) Jx7dx; b) jx?dx.
-1

-2
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7. Integrimi me zévendésim tek integrali i caktuar

Sipas formulés sé& Njuton-Lajbnicit njehsimin e integralit té caktuar e sjellim né gjetjen e ndonjé
funksioni primitiv qé éshté ekuivalente me njehsimin e integralit t&€ pacaktuar. Tek integrali i
pacaktuar tanimé e shqyrtuam metodén e integrimit me zévendésim, i cili sillet te formula: Zgjidhi
integralet e caktuara.

[7(x)ax=[1 (o) d(o(t))= [/ (e()'(1)dr.

Kétu do ta fusim zévendésimin x = ¢(1).

Shembulli 1 ) T'i njehsojmé integralet e caktuara:

a) j(x+ 2)3 dx; b) Jq e dx .

-2

a) E fusim zévendésimin ¢t = x + 2 prej ku dx = dt. Me futjen e zévendésimit do té ndodhé
ndryshimi edhe te kufijté e integralit té caktuar, té cilat pér ndryshoren kufijté e rinj jané ku x = —1
=t=-1+2=1edhekurx=1=1¢t=1+2 = 3. Me futjen e zévendésimit dhe kufijté e rinj té
njehsuar pér ndryshoren e re té future, integralin e zgjidhim si

1 s 13
[(x+2) de=[£dr=—t'| ==-==20.
) 1 4] 4 4

b) E fusim zévendésimin x + 1 = ¢, dx = dt . Me futjen e zévendésimit do t& ndodhé ndryshim
edhe te kufijté e integralit t& caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj jané kur
x=-2=t=-2+1=-1dhekurt=0+ 1= 1. Prej kétu kemi:

0 1 . 1
1 —1

Jex+dx=jetdt=e’ —e—e¢ =e——.

) 4 - e

1. Njehso integralin e caktuar:

3 2
a) J.(Zx—'l)3 dx; b) J.ezx”dx.

2 1

Shembulli2 > T'i zgjidhim integralet e caktuara:
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5 dx 2
A [ ]
x—3 0 2x+1
a) E fusim zévendésimin ¢t = x — 3, dx = dt. Me futjen e zévendésimit do t& ndodhé ndryshimi
edhe te kufijté té integralit t& caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj jané kur
x=4=>t=4-3=1dhekurx =5=1¢=5-3 =2. Prej kétu kemi:
5 2
1 1
——dv=[-dt=In{| =In2-In1=1n2.
2 X3 1
b) E fusim zévendésimin t = 2x + 1, dt = 2dx = dx = (1/2). Me futjen e z&vendésimit do té
ndodhé ndryshimi edhe te kufijté té integralit t& caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj

janékurx=0=¢t=2-0+1=1dhekurx=2=¢=2-2+ 1 =25. Prej kétu kemi:

5

2 5
I
0 2x+1) 24t tl 10 2 5
[ 2 Njehso integralin e caktuar:
1 1 d
d x
[ o) [———.
o(3x+1) 0(4)6—3)

Shembulli3 > T'i zgjidhim integralet e caktuara:

a) iﬁdx; b) j‘xi/mdx

a) E fusim zévendésimin «1+x =¢, x=t>—1, dx=2tdt. Gjithashtu duhet ti ndryshojmé edhe
kufijté té integralit t& caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésiminx =0,¢=1dhex =3,¢=2.
Dhe kemi:

; f 2.2 2 14
J.\/1+de:2j.t2dt:§l3‘l 25(8—1):?
0 1
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b) E fusim zévendésimin ¢t =3/1-x,t =1—x, dx=-3dt. Gjithashtu duhet ti ndryshojmé edhe
kufijté té integralit t€ caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = 1, ¢ = 0 edhe x = 9,
= —2. Dhe kemi:

v O o[22

=3.16 _§_l :M:%,SS.
7 4 28

3 Zgjidhi integralet e caktuara:

1 4 1
a) [¥2c+1dv b) [V2x-3dx; ) [x¥fx+2dr.
0 2 0

Shembulli4 > T'i njehsojmé integralet e caktuara:

1 0
I ———dx; b) J.zzx—sdx.
0 x +1 X =5x+6

_3(2) (=)

0 7 4

[ @—]

a) E fusim zévendésimin ¢ = x? + 1, dt = 2x dx . Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té

integralit t& caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = 0, /=1 edhe x = 1, = 2. Dhe

1 cdt 1 1)1 1 1
j SO B S
d x +1 lt 20 ) 20 2 4

b) E fusim zévendésimin x?— 5x + 6 =, (2x — 5) dx = dt . Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe

kemi:

kufijté té integralit té caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = —1,t =12 edhe x = 0,

t = 6. Dhe kemi:
0 _ 6 6
jzz"—sdp jldt —Int| =In6-In12= h{ij: h{l] ——In2.
X" =5x+6 ot 12 12 2

[ 4 Njehso integralet e caktuara:

1 2 1 2
X 3x°+2
a dx; b) | —dx
)E|).‘I+x3 ) -([x3+2x+1
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Shembulli5 ) T'i zgjidhim integralet e caktuara:

2
a) dx .
' x+2dx-1"

a) E fusim zévendésimin x —1 = ¢? dx = 2t dt. Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té integralit
té caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésiminx = 1,1 = 0 edhe x = 2, t = 1. Dhe kemi:

¢ dx [2t+2-2 z+1 1
-!x+2\/x—1=-([t2+1+2t tz-[t2+1+2t =-0[ t+l '0[
2 1
_ I —2I o t+1)|:)+m0=1n4—1.

b) E fusim zévendésimin *=e"+3 , 6£°dt =e"dx . Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té
integralit t& caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = 0, =44 edhe x = In(2), t =/ 5.
Dhe kemi:

In2 [ 9/5 6
J.e—+3dx—6j‘t6dt——e7 =§(59/§—49/Z).
0 Je' +3 s 7
In5 , ¢
X .X_l
[ 5 Njehso integralin e caktuar j%dx
y € +2

Né vazhdim do té japim disa veti té cilat mund t'i shfrytézojsh pér zgjidhje mé té lehté té integraleve
té caktuar.
1) Funksioni f{x) le té funksion tek, d.m.th. f{—x) = —f(x). ta njehsojmé tani integralin:

Tf(x)dxzif(x)dx+]jf(x)dx.

Do ta shqyrtojmé sé pari integralin If(x)dx. E fusim zévendésimin t = —x, dt = —dx, pra patjetér

t'i ndryshojmé edhe kufijté e integralit x = —a, t = a dhe x = 0, ¢ = 0 Kemi

]1 f(X)dx B j)‘f(_t)(_dt) funksijni tek 'T_f(t)(_dt) B il)‘f(t)dtme ndrysh;in e kufijve_:[f(X)dx
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dhe nése zévendésojmé tek integrali i paré kemi:
jf(x)dx: .[f(x)dx+jf(x)dx:—J.f(x)dx+J.f(x)dx:O.

Prej kétu mund té pérfundojmé se nése funksioni nén integral éshté tek, ndérsa intervali i integrimit

simetrik né lidhje me zeron, vlera e integralit éshté e barabarté me zero.

1
3
Shembulli6 > Té vértetojmé se Ix dx=0
-1

Funksioni f{x) = x? éshté funksion tek pasi f{—x) = (—x)° = —x* = —f(x). Pasi intervali i integrimit

éshté simetrik né liedhje me zeron, vlera e integralit éshté zero. Pér kété integral lehté kontrollohet
se éshté i barabarté me zero:

1 41 4 _ 4
Ix3dx:x_ :L_ﬂ:l_lzo'
41 4 4 4 4

—1 -1

2) Ta shqyrtojmé tani edhe veti tjetér gé gjithashtu do té na ndihmon né zgjidhjen e integraleve té
caktuar. Le té jeté f{x) funksioni gift, d.m.th., ta njehsojmé tani integralin: f{—x) = f(x)

jf(x)dx:if(x)dx+':[f(x)dx.

0
Sé pari do ta shqyrtojmé integralin If(x)dx. Me futjen e zévendésimit ¢ = —x, dt = —dx, éshté e

nevojshme t'i ndryshojmé edhe kufijté e intervalitx = —a, t = a dhe x = 0, £ = 0, kemi

if(x)dx:j FOCd) = [rOd)=[-re = [ f(ee

funksioni Gift « a me ndryshimin e kufijve 0

Nése zévendésojmé tek integrali i paré kemi:

j f(X)dX=if(X)dX+if(X)dx=If(x)dx+E sy~ ey

Formula e fundit gjeometrikisht mund ta interpretojmé né kété ményré: deri sa funksioni éshté cift
grafiku i tij éshté simetrik né lidhje me boshtin y, prandaj syprina e figurés ndérmjet drejtézave
x = a dhe x = 0 éshté e barabarté me syprinén e figurés ndérmijet drejtézave x = 0 dhe x = a prej

ku vijon formula e sipérme.
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1

2

Shembulli7 ) Té vértetojmé se | x’dx = 3
-1

Funksoni f{x) = x? éshté cift pasi f{—x) = (—x)? = x? = f(x). Pasi intervali i integrimit éshté simetrik

né lidhje me zeron, pér vlerén e integralit kemi:
1 1
2
Ixzdx = ZIxzdx 2.1 ==
0 3 3

-1

[ 6 Njehso integralet e caktuara:
. .

1

0

a) 2 s b) ;
I —dx I 2x*dx
-2 -3

Detyra pér puné té pavarur
1. Njehso kéto integralet e caktuara:

1 1 )
a x+23dx, b 3x+12dx, L,
1 4 10
Q)I( x1 ) d) j\/;dx, dh)j\/2x+5dx,
olx+ ) 1 2
f tx—1 S 2x+4
5/(5x + 1) dx, X, S S
e)g (B4 1) ) !\/; * 9 17 a5
2 1 In5
X 2341 e‘\e ' +2
h dx, i) | e dx, i) | ———dhx.
) 572 )] )

2. Njehso kéto integralet e caktuara:
1 2 x6
a) x'dx: b) | —dx.
J IE
8. Integrimi parcial i integralit té caktuar

Njehsimin e integralit t&€ caktuar e sjellim né gjetjen e ndonjé funksioni primitiv gé éshté ekuivalent
me gjetjen e integralit t& pacaktuar. Integrimi parcial mé sé shpeshti shfrytézohet kur funksioni
nénintegral éshté logaritmike, eksponenciale ose trigonometrike. Tek integrali i pacaktuar tani mé e
shqyrtuam metodén e integrimit parcial:

fudv = uv—fvdu
Kjo formulé pérshtatet pér integralin e caktuar dhe e ka formén:
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b

J.u(x) V(x)dx = u(x)v(x) |Z — Iv(x) u'(x)dx.

a a

Shembulli 1 ) T'i njehsojmé integralet e caktuara:

a) jxe"dx; b)j(xz—S)e‘z"dx; j x +3x— l
0 0

0

a) Me shfrytézimin e integrimit parcial u=x =>du=dx, dv=e'dx=v=e",, kemi:

—j.e" dx:(2ez—0e°)—e"§

0 0

2262—(62—80)=€2+1.

oy 1 .,
b) Me shfrytézimin e integrimit parcial u=x>—5=>du=2xdx, dv=e"dx=v= —56 >, kemi:
1 2 1/, P 1 2 2 5 2
I X —5 _"dx:——(x —S)e_x +—I2xe_xdx:—2——+jxe_xdx.
) 2 o 2 e 29
‘ 1
Pér ta zgjidhur integralin J-xe_zx dx, kemi: u=x=du=dx, dv=e_2xdx:v=—§e_2x, pérseéri

0
duhet ta zbatojmé integrimin parcial, ku:

1 1
J.xe’zxdx———xe’br ] +1J.e’2x dx——le’2+lje’zx dx
0 0 29 2 29
:_16*2_16*2‘ ! :_16*2 _1(6*2 _1)
2 4 0 2 4
:—Ee’2+l,
4 4

nése kété e zévendésojmé tek integrali i paré do té kemi:
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c) Me shfrytézimin e integrimit parcial u =x’ +3x—1=du=(2x+3)dx, dv=e‘dx=v=¢", kemi:

1

I 2x+3 e “dx=3e+1— _[ 2x+3 e “dx .

g!—‘.—

(x2+3x—l)exdx (x +3x— l

Pér ta zgjidhur integralin J.(Zx +3)e"dx, kemi: u=2x+3=>du=2dx, dv=e'dx=>v=e" pérséri
0

duhet ta zbatojmé integrimin parcial, ku:

(2x+3)e" dx=(2x+3)e" 2je dr=5e-3-2¢"| =5e~3-2e+2=3e-1,

Sy S——

nése kété e zévendésojmé tek integrali i paré do té kemi:
1

[(x +3x—l)exdx=3e+1—j.(2x+3)exdx=3e+1—(3e—1)=2.
0

o

1 Njehso kéto integralet e caktuara:

1

a) J.xe’xdx; b)

0
Shembulli2 > T’i njehsojmé integralet e caktuara:

[@—

(x2 +2x+ l)exdx.

—_———

a) IlnTxdx b) j£x3 In(2x)dx;  ¢) Tln(x+1)dx

1 VX
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1
a) Nése e zbatojmé rregullén périntegrimin parcial kemi: u =Inx, du = ldx, dv=—dx,v= 2\/;_
X

N

Kemi:

QI

X

4 4
J.lnxdx:%/;lnx‘:—jz = abc=41n4—j%abc:41n4—4\/}[1 —4In4—-4=4-(In4-1).
1 1 VX

4

.. - .. _ i . . dx dv = 3d _X
b) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: © =In2x,du=—, dv=x4ax,v= 7
X

Kemi:

4 4 4
—ljx“ -ldx=x—ln2x

2 4 4

5 X

4 14 ,
2—ijdx

2

4 4
Ix3 1n(2x)dx = x—anx
> 4

x* 4oxe o1 1
== In2x| -=| =—(4'In8-2"In4)-—(4'-2")=184In2-15.
4 2 4 16
c) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: u =In(x+1), du = % , dv=dx,v=x.
X
Kemi:
el e—1
'([ln(x+1)dx=xln(x+l)|;1— 0 ﬁdx e—1)lne .([
x+1 3 dx e—1 e—1
—e—1— [Imd - m}:e—l—[xh —(ln|x+l|)|0 }:e—l—[(e—l—O)—(lne—lnl)]:

=¢e—1l—-e+1+lne=1.

2 Njehso integralet e caktuara:

[@—

e 1 e—1
a) [x*Inx; b)j 1L c) j(xz +x)ln(x+1)dx.
1 0
: > . o . ¢1n’ x
Shembulli 3 Ta njehsojmé integralin e caktuar: j —dx
DX
o . ) 1 1 1 _
Prej integrimit parcial kemi v =In"x,du=2Inx-—, dv=—dx,v=——. Kemi
X X X
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e 2 e e
Iln 2xa’x:—lln2 x| +2J.L21nxdx:—l+2j'i2lnxdx,
T X X 1 X e X

e 1
Pér ta zgjidhur integralin I;ln xdx | kemi: pérséri duhet ta zbatojmé integrimin parcial, ku:
1
u :lnx,duzldx, dv=i2dx,v:—l.
x x x

e

J‘Lzlnxdx=—llnx
X X

nése kété e zévendésojmé tek integrali i paré do té kemi:

e 2 e
'[ln zxdx:—l+2J-i21nxdx:—l+2(—g+lj:—§+2.
X e X e e e
Detyra pér puné té pavarur
1. Té& njehsohen kéto integrale:
1 2 1
a) I(2x+1)exdx; b) I(3x+5)e_xdx; c) j(xz +3x—1)exdx;
0 1 0
1 e e
c) j(xz —2)exdx; d) jlnxdx; dh)sz In xdx;
0 1 1
4 1
e) I«/;lnxdx; f) jxln(xz +1)dx.
1 0

9. Syprina e figurés sé rrafshét

Prej pérkufizimit té integralit t& caktuar vérejtém se ai paraget syprinén e trapezit té lakuar i cili
éshté pércaktuar me grafikun e funksionit jonegativ f{x) dhe boshtin e intervalit [, 5] (figura 11)
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'l/,

Y

Figura 11

Domethéné pér syprinén e trapezit té€ lakuar prej figurés 11 kemi se
P(F):jf(x)dx.

Né rastin kur funksioni &shté negativ, vlera e integralit t& caktuar do té jeté negative (figura 12).

Va
a h :
X
I."
7~ H\_\x _.'E':U
Figura 12

Domethéné pér ta njehsuar, syprinén e figurés né rastin kur funksioni éshté negativ f{x), vlerén e
integralit t& caktua do ta vendojmé né shenjé té vlerés absolute, pér té fituar numér pozitiv, pasi

syprina nuk mund té jeté negative.

1
Shembulli 1 > Ta njehsojmé syprinén e figurés, té kufizuar me lakoren y = —, boshtin e abshisés
X

dhe drejtézat x = 1 dhe x =3
Te Figura 13 jané paragqitur lakorja dhe té dy drejtézat:
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Figura 13

Sipas sqgarimit paraprak, pér ta njehsuar syprinén e pjesés sé ngjyrosur kemi:
3

P=jldx=1n|x”3 =In3-Inl=1n3.
1

1 X

Té shqyrtojmé tani se si do ta njehsojmé syprinén e fugurés e cila éshté kufizuar me grafikét e

funksioneve f:(x) dhe f(x) té intervalit [, 5] te Figura 14.

Va

Figura 14
Nése me F e shénojmé trapezin e lakuar nén grafikun e funksionit f:(x) por me F: e paragesim
trapezin e lakuar nén grafikun e funksionit f2(x) mund té paragitet si ndryshim té trapezit té lakuar
F me trapezin e lakuar F;. Prej ku mund té pérfundojmé se syprina e figurés éshté e barabarté [

me ndryshimin e syprinés sé trapezit té& lakuar dhe trapezit té lakuar, d.m.th,

P(P)=P(R)=P(E)= [ 1 ()= ()= [T ()1 )

a
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Shembulli2 )> Ta paragesim syprinén e figurés (figura 15) té kufizuar me parabolat:
y? =2x dhe x? =2y

Pl e

Figura 15
Parabolat té cilat e kufizojné figurén syprina e té cilés duhet té caktohet jané paraqitur te
Figura 15. Sé pari i gjejmé koordinatat a piképrerjeve gé i pércaktojné kufijté e integrimit. Prej

2 4
Y =2x=y=+2x,y>0 atéherémz%, 2x=%. x4—8x:0<:>x(x3—8)=0c>xl=0,x2=2.

2
A(0, 0), B(2, 2) Prej y? = 2x Domethéné piképrerjet jané F, :J'\/ﬂdx Syprina e trapezit té lakuar

2 0

2
x
té kufizuar me lakoren x2 = 2) éshté 19 ZJ.?dx. . Pra syprina e trapezit té lakuar qé e kérkojmé
gshté F = F, — F2, dmdh., "
2 22 2 2 2 X 2 4
F:J\/de—j—dx:.[ 2x -2 |de=| 2 - Zx x| ==,
0 5 2 0 2 3 6), 3

Shembulli3 ) Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 16) té kufizuar me parabolén y = x? dhe
drejtézénx +y = 2.
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NG

Figura 16
Sé parii gjejmé koordinatat e piképrerjeve qé i pércaktojné kufijté e integralit sipas té cilit integrojmé.
E zévendésojmé te y = x? dhe e fitojmé barazimin katror x + y = 2. Me zgjidhjen e barazimit katror
x + x? = 2 fitohet se zgjidhjet e tij jané x? + x —2 = 0, x; = -2, x> = 1. Domethéné piképrerjet jané

A(-2, 4), B(1, 1). Syprina e figurés gé e kérkojmé éshté:

1 1 2 4 1.9
F:£(2—x—x2)dx=2x‘_2—%|_2—%_225.

Shembulli4 > Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 17) té kufizuar me parabolén y = 2 — x?
dhe drejtézén y = x

Figura 17
Sé pari i gjejmé koordinatat e piképrerjeve qé i pércaktojné kufijté e integrimit. | zévendésojmé

y =xtex?+ x—2 = 0 dhe e fitojmé barazimin katror.
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x? + x — 2 = 0 Me zgjidhjen e barazimit katror fitohet se zgjidhjet e tij jané x; = -2, x2 = 1.
Domethéné piképrerjet jané A(—2, -2), B(1, 1)
Syprina e figurés qé e kérkojmé éshté:

Shembulli5 > Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 18) té kufizuar me parabola y = 2x? + 1
dhey =x?+ 10

Figura 18
Sé pari i gjejmé koordinatat e piképrerjeve qé i pércaktojné kufijté e integrimit. Nése i barazojmé
barazimet kemi 2x? + 1 = x? + 10 & x? = 9 & x;2 = £3 Syprinén e figurés qé e kérkojmé éshté:

3

F:i(x2+10_2x2_1)dx:j(_x2+9)dx:2T(—x2+9)dx:2-(-§+ng _36
5 % : 0

Gjaté zgjidhjes shfrytézojmé se edhe té dy funksionet jané cift (simetrike né lidhje me boshtin y)

Shembulli6 > Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 19) té kufizuar me lakoret y=¢",y=¢™
dhe drejtézén x = 2
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Figura 19
Prej figurés 19 mund té vérehet sipérfagja né té cilén Iéviz prej 0 deri te 2 dhe se lakorja e sipérme
éshté y = e* lakorja e poshtme éshté y = e ™. Piképrerjet e té dy lakoreve mund t’i fitojmé edhe prej

& =12x=0<=x=0.

Prej kétu pér syprinén kemi:

(2):(62+e_2)—(e°+e‘0):e2+12—2.

F :Jj(g —e_x)dx :(ex +e"‘)

Shembulli7 ) Té njehsohet syprina e figurés (figura 20) té kufizuar me lakoret y =2 —x2, y° = x2.

Figura 20
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E gjejmé prerjen e té dy lakoreve dhe i fitojmé piképrerjet x; = —1, x> = 1 Prej figurés 20 vérejmé se
1 2 3 5
F=JA 2—x?—x3 |dx= 2x—x——§x3
b 3 5

Detyra pér puné té pavarur
1. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = x? dhe y = \/;

1

15

-1

Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = x? + x + 3 dhe drejtézény =x + 7
Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = In(x) dhe y = [n?(x).
2

dhe ¥ =—
+ x? ey 2°

4. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret =1

In?
5. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakore y = a

drejtézaty =0, x = e.

1
6. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakore Y =x—2 drejtézat y = x.

~

Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakore ¥ =¢*, y=e¢" drejtézat x = 1.

10. Véllimi i trupit rrotullues

Me ndihmén e integralit t&€ caktuar mund té njehsohet véllimi i trupit. Né vazhdim do té tregojmé se
si mund té njehsojmé véllimin e trupit rrotullues me ndihmén e integralit té€ caktuar. Do té tregojmé
se si arrihet deri te formula pér njehsimin e véllimit t€ trupit rrotullues, me shfrytézimin e pérkufizimit
té integralit té caktuar. Le té jeté f funksion i vijueshém né intervalin [a, b] dhe pér ¢do x € [a, b],
fix) >0.

Me rrotullimin e trapezit t& lakuar nén lakoren f(x) e intervalit [a, 5] rreth boshtit x fitohet trupi

rrotullues K (figura 21).
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Figura 21

Me qgéllim péraférsisht t&€ njehsohet véllimi i trupit rrotullues, ngjashém si¢ punuam te pérkufizimi

pér integral té caktuar, intervalin [a, ] do ta ndajmé né n nénsegmente me ndonjé ndarje P. Do té
fokusohemi, te nénsegmenti [x;, x;+:]. Zgjedhim piké € [x;, x;+1] dnhe né kété piké f{§) do ta caktojmé

vlerén e funksionit (¢, /(€)).Te pika f(§) do té térheqim drejtéz paralele me boshtin x. Kur ky trapez
i lakuar rrotullohet rreth boshtit x fitohet trupi rrotullues (figura 22)

JE)

)
S

5y
=Y

- =

Figura 22

Por do ta rrotullojmé edhe drejtézén gé kalon népér (&, f(§)) dhe éshté paralele me boshti x. Né

realitet véllimi i trapezit té lakuar rrotullues do ta aproksimojmé me véllimin e cilinrit (figura 23)
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Figura 23
Véllimi i kétij cilindri éshté V; = fA(&) m Ax; ku Ax; = x;+1 — Ax; éshté lartésia e cilindrit, ndérsa f(&)

éshté rrezja e tij. Si¢ theksuam intervalin [a, b] € ndajmé né n nénsegmente dhe nése i mbledhim

véllimet e t& gjithé cilindrave né intervalet i = 0, ..., n—1 pér [x; x::] do t& kemi 2./~ (&)mAx,
i=1

. Sa mé e miré éshté ndarja e intervalit [a, b], aq éshté mé i vogél ndryshimi i véllimit té cilindrit
dhe pjesés sé cilindrit rrotullues té nénsegmentit té shqyrtuar [x;, x;+:], pra pér n — o mund té
llogarisim se shuma e fundit éshté véllimi i trupit rrotullues K. Kjo éshté shuma e Rimanit pér
funksionin f3(x) . Kur do té ekzistojé vlera kufitare e késaj shume té Rimanit do té ekzistojé edhe
véllimi i trupit rrotullues. Prej kétu mund té themi se pér véllimin e trupit rrotullues vlen formula

b b

V(K)=If2(x)ﬂdx:ﬂ_[f2(x)dx.

a

Teorema 1: Le té jeté f funksion i vijueshém né intervalin [a, b] dhe x € [a, b] pér ¢do

f(x) > 0. Atéheré véllimi i trupit rrotullues K i fituar me rrotullimin rreth boshti x té trapezit té lakuar
né intervalin [a, b] éshté i barabarté me:

4
Shembulli1 > Té tregojmé se véllimi i topit éshté i barabarté me gl’sﬂ'.

Topin do ta fitojmé me rrotullimin e rrethit x? + y? = r? rreth boshtit x Prej barazimit x* + y? = r?

kemi y? = r?—x?
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5"1“

Figura 24
Pér té njehsuar véllimin e topit, do té shqyrtojmé vetém rrotullimin e gjysmérrethit t& sipérm (té

shénuar me té kuqge), dhe kemi:

r 3

r _x3

t r 1 2r | 4rz
V(K)=z|(r’-x")dx=rn|r’x =x|r*(r+r)—=(r +7r)|=x|2r -=—|= .
()= ] ()= o] 5[ a2 )4 () o o2 -2
Shembulli2 > Ta njehsojmé véllimin e trupit qé fitohet me rrotullimin e lakores y = 9x — x? rreth

boshtit x.
Piképrerjet e grafikut té funksionit y = 9x — x? me boshtin x jané 0 dhe 9 pasi

Ix—x?=0 x(9—-x) =0 x: =0, x2 =9 Me rrotullimin do té fitohet figura e dhéné te figura
25.

>

Figura 25
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Pra pér véllimim do té fitojmé:

Vv

9
T
0

(9x—x2)2 dx=7rj:(81x2 —18x° +x4)dx=7{81%3|3—18x7:|2+%5| }

Sty O

5
=7r[27-93 —%-94 +9?}=1968,37r.

Shembulli3 ) Ta njehsojmé véllimin e trupit qé fitohet me rrotullimin rreth boshti x té pjesés sé
1

rrafshit t€ kufizuar me lakoren y =— dhe drejtézat y =0, x =1, x =4
X

(figura gé éshté e kufizuar me lakoren e dhéné dhe drejtézat dhe e cila rrotullohet rreth boshtit x

éshté dhéné te Figura 26a. Ndérsa trupi véllimi i té cilit kérkohet éshté dhéné te Figura 26b.)

Va

4+ X X 4

-
L]
G

~
oA o

(8]
T

0.5

Figura 26 b)

+1)=3—”.
4

Shembulli4 > Ta njehsojmé véllimin e trupit gé fitohet me rrotullimin e parabolés y = x? rreth
boshtit y té intervali 0 <y <4

Trupi gé fitohet me rrotullimin e parabolés quhet paraboloid. Pér shembullin tone me kufizime té
dhéna, paraboloidi éshté paraqitur te Figura 27.
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Figura 27

Kétu duhet té theksojmé se rrotullimi rreth boshtit y, pra formula e sipérme e pérshtatur kur kryhet

b
rrotullimi rreth boshtit y do té jeté V' (K)= zj xdy.

Domethéné kemi:

4 4 2 2 2
4
VZEIde=ﬂﬁmw=ﬁz;ﬁ=ﬁ[—"lLJ=8m
0 0 2 2 2

Shembulli5 > Ta njehsojmé véllimin e trupit qé fitohet me rrotullimin rreth boshtit y té trupit té

kufizuar me lakoren y = dhe drejtézaty =0, x = -1, x = 1

1+x°

, 1

Prej barazimit té lakores vijon se * _;_1 Véllimi i trupit rrotullues gé fitohet me rrotullimin rreth

boshtit y né drejtézénx =1, pér y e [Oﬂ dhe véllimi i trupit rrotullues gé fitohet me rrotullimin rreth

1 1
boshtit y té lakores ¥ = ——1, pérye [5,1}. Te (figura 28a) éshté dhéné Figura me rrotullimin e té

cilés fitohet trupi, ndérsa te (figura 28b) éshté dhéné vet trupi.

0.5

Y

(S NS

-2 =l 1

Figura 28 a) Figura 28 b)
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Detyra pér puné té pavarur

2 2
1. Té& njehsohet véllimi i trupit gé fitohet me rrotullimin e elipsés %+Z7 =1 rreth boshtit x.
a

2. Té njehsohet véllimi i trupit gé fitohet me rrotullimin rreth boshtit x té trupit té€ kufizuar me

parabolén y? = x — 1 dhe drejtézény = x —2

3. Té njehsohet véllimi i trupit gé fitohet me rrotullimin e parabolés y? = 2(x — 1) rreth boshtit

x néintervalin 1 <x <3

4. Té njehsohet véllimi i trupit gé fitohet me rrotullimin rreth boshtit x té trupit té kufizuar me

lakoret x? + y? =1 dhe x? + 2y? =1

5. Té njehsohet véllimi i trupit qé fitohet me rrotullimin rreth boshtit x té trupit té kufizuar me

4
lakoren y =— dhe drejtézaty =x, x =4
X

11. Detyra pér pérséritje té njésis€é modulare

1. Zgijidhi integralet e pacaktuara:

a) [xax b)_[édx o) [(3+x") dx Q)J.\/;_%:{xjﬂdx

d)j(l—%)\/x\/;dx dh)j%dx e)_[\/3x—4dx f) Id—

(5x-2)

J~2x—3dx;

1—x

dx -1, _
Erer R

2. Me zbatimin e formulés sé& Njuton-Lajbnicit, njehso integralet:

2 2
a) J‘i‘/x_3dx, b) Jisdx,
1 i

X
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T4 dy |=nx y|;+(ln|y|—y)|1 =ﬂ(1—lnl—lj:ﬂ(—lnljzﬂ(—an1)=7rln2
0 . 2 2 2 2 '
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2
1 1
c) J‘(?Hcsjdiﬂ c) sz“ +3x° +1
1 0

. Me ndihmén e integrimit me zévendésim njehso integralet:

1

)

}[(Zx NN b)l 1-etdr.

1

Jrv QIO

. Me ndihmén e integrimit me z&vendésim njehso integralet:

| -1)’ 6) [ _ax
'([e )'([(lerz)zx

. Me metodén e integrimit parcial njehso integralet:

1 1
a) I2x+3dx b) Ixzezxdx.
0

X
°© €

. Me metodén e integrimit parcial njehso integralet:

a) j.xln(2x2 —1)dx b) j(zx—l)lnxdx

2

. Me metodén e integrimit parcial njehso integralet:

a) Tln(x+2)dx b)jln(x+\/x2+l)dx

8. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = 2x? + 1 dhe y = x? + 10

9. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = 2x — x? dhe drejtézés x +y =0

11.

12.

. Njehso véllimin e trupit gé fitohet me rrotullimin rreth boshtit y té trupit t& kufizuar me lakoren

y = x*dhe drejtézat y = 8 dhe x =0
Njehso véllimin e trupit gé fitohet me rrotullimin rreth boshtit x té trupit té kufizuar me lakoren
y =2—x? dhedrejtézény = 1

600
Funksioni i kufizuar me shpenzimet e dhéna me C, (x)=ﬁ’ prej ku x éshté numri i
X

njésive té prodhuara. Gjaté prodhimit dhe shitjes t&é 10 njésive, shpenzimet e pérgjithshme

jané 1000, d.m.th., C(10) = 1000. Té gjendet funksioni i shpenzimeve té pérgjithshme.
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Njesia modulare 3 — Matricat
(pér te gjitha drejtimet e tjera)
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Fillimet e disiplinés matematikore Algjebra lineare, e cila llogaritet pér fushé té re matematikore
relative, datojné me futjen dhe zbatimin e determinantave, té cilat paraprakisht jané shfrytézuar
pér zgjidhjen e sistemeve té barazimeve lineare. Né vitin 1693 né& punén e matematikanit gjerman
Gotfrid Vilhelm fon Lajbnic (1646-1716) jané shfrytézuar determinantat, ndérsa matematikani
zviceran Gabriel Kramer (1704-1752) né vitin 1750 e ka realizuar t&€ ashtuquajturén rregulla e
Kramerit pér zgjidhjen e sistemeve té barazimeve lineare. Mé voné, matematikani gjerman Johan
Karl Fridrih Gaus (1777- 1855) e ka future metodén e Gausit té eliminimit pér zgjidhjen e sistemeve
té barazimeve lineare. Konceptin matricé pér here té€ paré haste né punén e matematikanéve
anglez: Kété termé e ka future Xhejms Xhozef Silvester (1814-1897) né vitin 1848. Shumézimin e
matricave dhe gjetjen e matricés inverse jané pérkufizuar nga Artur Kejli (1821-1895).

1. Koncepti pér determinantén e rendit té dyté dhe té treté

Né vitin e paré u njohét me determinantat e rendit té dyté. Kétu pérséri do té pérkujtohemi pér ato
dhe do té pérkufizojmé determinanté té rendit té treté.

Determinanta e rendit té dyté

Pérkufizimi 1: Determinanta e rendit té dyté éshté skema katrore e paraqitjes sé shprehjes
ab~ab dmith, . 7
\

. \b = ab, —ayb,
L= t

ku ai, az, bi, bz jané numra realé ose shprehje, té cilat jané shpérndaré né dy rreshta dhe kolona.

Shembulli 1 ) Ta njehsojmé determinantén e rendit té dyté.

5 -2
=5.1-3-(-2)=5+6=11.
301

1 Njehso kéto determinanta té rendit té€ dyté: a)

[ @— ]
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x 2x
3 5 :0, sipas té€ panjohurés x. Sé pari e njehsojmé

Shembulli2 > Ta zgjidhim barazimin

x 2x

determinantén =x" —6x dhe e fitojmé barazimin x2— 6x = 0 zgjidhjet e t& cilitx; = 0, x> = 6.

Zgjidhi barazimet sipas té panjohurés x: a)

: > i i x 2x
Shembulli 3 Ta zgjidhim pabarazimin ‘3

b

x 2x

3 x
pér x € (oo, 0] U [6, )

2
3 Zgjidhi pabarazimet sipas té panjohurés x: a) o

—X

[3)]

x—2 4 B
3 x+2|

x*=2 1

=0; b
. )

C

>0 sipas té panjohurés x. E njehsojmé

determinantén =x>—6x dhe e fitojmé pabarazimin x2 — 6x > 0 i cili éshté i sakté

[3)]

2 1<0; b)

3 x+2

Determinanta e rendit té treté

Pérkufizimi 2: Determinanta e rendit té treté éshté skemé katrori i paraqitjes sé shprehjes

aibzcs + axbsci + asbicz — aibsc: — azbics — asbzci d.m.th.

a 4, 4

b b, bi|=ab,.c,+a,byc, +abc, —abic,—a,bc,—ab,c,

ku ai, az, as, bi, bz, bs, c1, c2, c3 numra realé ose shprehje, té cilét jané shpérndaré né tre rreshta
dhe tri kolona.

Numrat realé a;, az, as, bi, bz, bs, c1, c2, ¢3 ose shprehje quhen elementet e determinantés.
Elementet a;, b2, c3 jané elementet prej diagonales kryesore, ndérsa as, b2, ¢: jané elementet
prej diagonales dytésore té& determinantés sé rendit té treté. Njehsimi i determinantés (pér té mos
e mbajtur mend) béhet me ndihmén e disa rregullave si
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Rregulla e Sarusit dhe rregulla e trekéndéshit, té cilat do t'i prezantojmé né vazhdim:

Rregulla e Sarusit: Kolona e paré dhe e dyté prej determinantés sé rendit té treté pérshkruhen
si kolona e katért dhe e pesté. Béhen prodhimet prej elementeve té diagonales kryesore dhe té
elementeve té dy diagonaleve té cilat jané paralele me diagonalen kryesore, té cilat hyjné né
njehsimin me shenjé "+” dhe prodhimet prej elementeve té diagonales dytésore dhe né té dy

diagonalet té cilat jané paralele me diagonalen dytésore, té cilat hyjmé me shenjé “-“ d.m.th.,

a, a, a|a .a
, = - =
. o

Sy

o o GG &

+ + 4+

Shembulli4 > Ta njehsojmé determinantén e rendit té treté me rregullén e Sarusit:

1 -1 0|1 -1

0O 2 30 2=12-0+(-1):(-3)-1+0-0-(-2)-0-2-1-1-(-3)-(-2)—(-1)-0-0=-3
1 -2 0|1 =2

[3)]

4 Njehso kéto determinanta té rendit té treté me rregullén e Sarusit:

2 3 1 a 1 1
a) -2 o 1; b)|-3 -1 b
7 -5 4 —a ab 4

Rregulla e trekéndéshave: Elementet e determinantés trajtohen si kulme té trekéndéshit.
Béhen prodhime prej elementeve té diagonales kryesore dhe té€ elementeve me rol té kulmeve
té dy trekéndéshave njé brinjé e té cilés éshté paralele me diagonalen kryesore dhe ato hyjné
né njehsim me shenjén “+“ (t& shénuara me ngjyré té kaltér), dhe prodhime prej elementeve
té diagonales dytésore dhe elementeve me rol té& kulmeve té dy trekéndéshave njéra brinjé e
té cilit éshté paralele me diagonalen dytésore, té cilat hyjné me shenjén “-“ (t& shénuara me

ngjyré té kuge), sipas késaj skeme

¢ B ]

e\ e ?
¥

e ¢ 9
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Shembulli5 ) Ta njehsojmé determinantén e rendit té treté me rregullén e trekéndéshave sipas
késaj skeme:

1 -1 0
dmith, |0 2 =3|=1-2:04+(=1)-(=3)-140-0-(=2)—0-2-1-1-(=3)-(=2) = (~1)-0-0 =3
1 =2 0

[ 5 Njehsoi kéto determinanta té rendit té treté me rregullén e trekéndéshave

2 3 1 a 1 1
-2 0 1i; -3 -1 5|
a) 7 -5 4 b) —-a ab 4

Krahasoi zgjidhjet e fituara me zgjidhjet e determinantave prej detyrés 4!
Determinantat mund t'i zgjidhim edhe me zbérthimin e determinantés sipas elementeve té rreshtit
té dhéné, d.m.th., shtyllés. Para se ta tregojmé rregullén do té fusim dy koncepte minore dhe
komplementi algjebrik. Determinantén e rendit té treté do ta shénojmé me A dhe mund ta paragesim
edhe me shénimin e elementeve té tij me njé shkronjé a dhe si indeks vendpozita e elementeve né
lidhje me rreshtat dhe kolonat te determinanta (a,, ka indeks 22, gé do té thoté se gjendet te rreshti
i dyté dhe kolona e dyté
a, ap 4
A=l|a,, a, a,y

a3 4z dsy

Pérkufizimi 3: Le té jeté 4 determinanta e rendit té treté dhe pér ¢farédo indeksa 1<, j <3 té
zgjedhur eliminohen elementet prej rreshtit i dhe shtyllés j. Pér numrin 4; themi se éshté minor

i 4 qé i korenspondon elementit a;.
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Pérkufizimi 4: Komplementi algjebrik i elementit a;; t€ determinantés sé rendit té treté A éshté

numri a;* = (1) 4;

Njehsimi i determinantave té rendit té treté mund té realizohet me zbérthimin e determinantés
népérmijet elementeve té njérit prej rreshtave té tij (koloné) dhe minoréve té tyre pérkatése.

Teorema 1: Vlera e determinantés sé rendit té treté A mund té fitohet si shumé prej prodhimeve
té elementeve té rreshtit j (kolona j) t& shumézuar me komplementet e tyre pérkatése algjebrike
d.m.th.,

_ * * * . * * * .
A=a,-a,+a,-a,+a, a;, 1<i<3 (Azau'a1/+az/'a2/+a3/'a3i’ 1<j<3).

Vértetim: Krejtésisht ¢farédo e zgjedhim kolonén e treté dhe do té vértetojmé j = 3 kemi
A=a-a;,+a, - ay,+a,-a,.. Prej pérkufizimit 2, determinanté e rendit té treté éshté

A = a),a,,a55 + Q505305 + A30,,05, — G,,0y305, — A0y Ayy — 0130505, = Ay5(Ay,85, — Ayly)) —

a, a a, a a, a
2 Ay THRLY TR LY
=y, (ay,a5, — a1,a5)) + ag (4,0, — a,a,)) = a;; —dy; +as =
a3 4y a3 dj a, a4y
_ * * *
=3 Q;3 Ty Ay Ay Ay
Né ményré analoge vértetoheti = 1, 2, 3 edhe pérj =1, 2. |

Shembulli6 > Vlera e determinantés sé rendit té treté té zbérthyer sipas kolonés sé treté éshté

1 -1 0
0 2 S | N

0 2 -3=0- —(-3)- +0- =3.(2+1)=-3
1 -2 1 -2 o 2

1 2 0

Krahasoje vlerén e determinantés prej Shembullit 5. Cka pérfundon?

[ 6 Njehso determinantén prej shembullit 6, duke e zbérthyer sipas:
a) rreshtit té dyté b) kolonés sé paré.

Si¢c edhe te determinantat e rendit t& dyté dhe me determinantén e rendit té treté, ne mund té

zgjidhim barazime dhe pabarazime.
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- Zgjidhi barazimet sipas té panjohurés x:

x+2 2 2 x+2 1 1
2 x+2 2 |=0; 2 x=-2 1=0.
a)| 2 2 x+2 b) | 3 11
- Zgjidhi pabarazimet sipas té panjohurés x:
x-1 2 3 x 2 2
1 2 -1|<5+x; 0O 1 -1/>3—x.
a) b)
0 0 x+1 -2 0 5

Detyra pér puné té pavarur
1. Njehsoi kéto determinanta:

Zsinx 3|, A p—q p'+q|.
. ] b) 2 21 C) 3
sin2x cosx P q -1 p+g
a b+d 1 n+2 2 2 1 COSX COSX
¢)|b d+a 1, d| 2 m+2 2 |5 dh)|cosx 1 1
d a+b 1 2 2 p+2 Ccos X 1 1

2. Njehsoi kéto determinanta té rendit té treté sipas ndonjé rreshti ose kolone:

15 -1 7 5 -1 0 2 -1
a)|lo 3 -6; b)|[1 2 -6; ¢)|0 -3 —6
-1 -4 1 -1 -4 1 -1 4 1

3. Zgijidhi kéto barazime sipas té& panjohurés Xx:

x—1 1 x—1 1
,|=0; b) =x-2;
x+1 (x+1) Sx+1 x+1
30 x+3 x* 01
c)B 2 (x+3)°|=0; o) 2 ~lj=3x.
3 3 (x+3) 0 3 0
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4. Zgjidhi kéto barazime sipas té panjohurés x:

x+3 x+3 1
<2—-x; b)x+3 2 11=>0.
3 x+3 1

x—1 1
x+1 x+1

2. Vetite e determinantés sé rendit té dyté dhe té treté

Kétu do té jepen vetité e determinantave té rendit t€ dyté dhe té treté. Disa veti jané identike edhe
te determinantat e rendit té dyté edhe te determinantat e rendit té treté, prandaj ato veti do té
jepen vetém njé hereé.

1° Nése te njé determinanté, dy rreshta (kolona) i ndérrojné vendet, atéheré determinanté e
ndryshon shenjén.

a a
Ll e . e . e . - e 11 12 f— — - e .
Eshté e qarté pér determinantén e rendit t& dyté | , =Gy — Ay nése té dy rreshtat i
21 22
" L 21 A2 — — — _( — ) [ et A o o .
ndérrojné vendet | , = iy — Ay = —aydy —dpdy ) = ... atéheré determinanta e
11 12 21 22

ndryshon shenjén.

a, 4, dj
[ 1 Kontrollo veting 1° te determinanta e rendit té treté kur A =|, 4y dx| kolona e

dyté dhe e treté do t'i ndérrojné vendet. a3 Ay dy
1 —
Shembulli 1 ) a) Te determinanta 3 =2+3 =15 nése rreshtat i ndérrojné vendet kemi
3 2 A i} :
=-3-2=-5. Eshté e qarté se determinanta e ndryshon shenjén.
1 0 O
b) Te determinanta -2 3 0 |=-15, kur kolona e paré dhe e treté i ndérrojné vendet kemi
-1 1 -5
0 0 1
0 3 -2/=15.Eshté e qarté se determinanta e ndryshon shenjén.
-5 1 -1
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4“ 1 0
[ 2 a) Te determinanta 5 7 ndérroi vendet e té dy kolonave, pastaj njehsoi té dy

determinantat. Cka pérfundon?

1 0 1
b) Te determinanta |1 5 —2|ndérroi vendet e rreshtit té€ dyté dhe té treté, ndérsa pastaj njehsoi
-3 1 -1

té dy determinantat. Cka pérfundon?

2° Nése elementet pérkatése prej té dy rreshtave té ndryshém (kolona) te determinanta jané té
barabarta ndérmijet veti, atéheré vlera e determinantés éshté zero.

Pér determinantén e rendit té treté, ku elementet pérkatése té rreshtit t& paré dhe té dyté jané té
barabarta, vlera e asaj determinanta &shté zero d.m.th.,

a4 ap 4y

Ay Ay G| =040+ A A3y + 000305, — G005, — a0y, — a4y dpds =0

Qa3 dy Ay

[3)]

3 Kontrollo vetiné 2° te determinanta e rendit té€ dyté kur té dy kolonat kané elemente
pérkatése té barabarté!

-5 7
Shembulli2 ) a) Determinanta - 7‘ =-35+35=0, ku edhe té dy rreshtat kané elemente

pérkatése té barabarta ka vleré.

1 -1 -1
b) Determinanta | 5 2 2|=-8+4+20-4+8-20=0, ku edhe kolona e dyté dhe e treté
2 -4 -4
kané elemente pérkatése té barabarta ka vleré 0.
) 1 -1 -2
4 Njehso a) 11 ‘ b) |5 2  5|Sqaro zgjidhjen!
v = S -1 =2

3% Nése elementet pérkatése té dy rreshtave (kolonave) te njé determinanta jané proporcionale
atéheré determinanta e ka vlerén zero.

Pér determinantén e rendit té treté, ku elementet pérkatése té rreshtit té paré dhe té dyté jané
proporcionale kemi:
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ka,, ka, ka,|=ka,a,a,;+ka)ayap; +kayasa,, —kasaas, —kayanay, —kayanas; =0

Gy,  ds

Kontrollo vetiné 3° te determinanta e rendit té dyté kur té dy kolonat kané elemente

l i
et

pérkatése proporcionale!

Shembulli3 ) a) Determinanta ‘: —10+10 =0 pasi elementet e rreshtit t& paré dhe
-5 -10
té dyté jané proporcionale. | ~ o
1 -2 -1
b) Determinanta -3 6 3|=6-6+6-6=0, pasi elementet e kolonés sé paré dhe té dyté
1 2 0
jané proporcionale 1 = -
J prop 376 3
10 1 -2 -1
- Njehso: a) { ‘ b) -3 6 1]|.Sqaro zgjidhjen!
1 -2 1

4° Nése té gjithé elementet e ndonjé rreshti (kolone) te determinanta jané té barabarté me zero
determinanté e ka vlerén zero.

ap

Determinanta e rendit té dyté (1)1 0 =0, pasi elementet e rreshtit t& dyté jané té barabarté me

Kontrollo vetiné 4° te determinanta e rendit té treté kur e kolonés sé dyté jané té

N
[¢)]
=

barabarta me zero.
-5 -2 1

1 2 3 kané vleré zero, pasi te determinanta
0O 0 O

5 0
-1 0

b

Shembulli 4 Determinantat

:

e rendit t& dyté elementet e kolonés sé dyté jané zero, port te determinanta e rendit té treté

elementet e rreshtit té treté jané zero.

1 0 -1
0
- Njehso:a) b)|-3 0 1| .Sqgaro zgjidhjen!
b2 1 0 1
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5% Vlera e determinantés nuk ndryshon nése té€ gjithé elementet e njé rreshti (kolone) shumézohen
me njé numér té njéjté k dhe prodhime e atilla té fituara u shtohen elementeve pérkatés sé ndonjé

rreshti (kolone).

Pér determinantén e rendit té dyté, ku elementet pérkatése té rreshtit té dyté shumézohen me

numrin e njéjté k dhe ushtohen elementet pérkatése té rreshtit t&€ paré kemi:

a, +ka, a,+ka,
=(a,, +kay,)a,, —a,(a, +ka,,) = a,,a,, —ka,a,, —a,a,, —ka,,a,,

ap, ay

_ B |9 4
=da; Gy —apd, =

21 a22

Vlera e determinantés nuk ndryshon.

[ 9 Kontrollo vetiné 5° te determinanta e rendit té treté ku elementet e kolonés sé dyté

shumézohen me njé numér té njéjté k£ dhe u shtohen elementet pérkatése té kolonés sé treté.

Shembulli5 > a) Te determinanta

pérkatése té rreshtit t€ dyté té shumézuar me numrin 3 dhe fitojmé determinantén

=2+3=35 te rreshti i paré i shtojmé elementet

1+3-3 —-1+2-3] |10 5
= =20-15=35, e cila e ka vlerén e njéjté me determinantén fillestare.

3 2 3
1 2 3
b) Te determinanta (0 -1 -2/=1 te kolona e dyté i shtojmé elementet pérkatése
0O 0 -1

té kolonés sé& ftret¢é té shumézuar me numrin -5 dhe fitojmé determinantén

1 2+3-(-5) 3 1 -13 3

0 —1+(=2)-(=5) -2[={0 9 =2|=-9+10=1, ecila e ka vlerén e njéjté me determinantén
esfdre(--(-=5) -1 |0 5 -l

[ 10 a) Te determinanta
1

paré té shumézuar me numrin 3 ndérsa pastaj njehso té dy determinantat. Cka pérfundon?

1 0

5 7 te kolona e dyté shtoi elementet pérkatése té kolonés sé
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1 0 1

b) Te determinanta 15 2| te rreshti i treté shtoi elementet pérkatése té rreshtit t& paré té
-3 1 -1

shumézuar me numrin 0,5, ndérsa pastaj njehso té dy determinantat. Cka pérfundon?

6° Determinanta shumézohet me numrin k ashtu gé me até numér k shumézohen elementet prej

njé rreshti (kolone) t& determinantés

Pér determinantat e rendit té treté elementet e té cilés sé rreshtit t& dyté shumézohen me numér
té njéjté k, kemi:
a4 4y

ka,, ka,, ka;|=ka,a,a5; +ka,ay,a; +ka,aa5, —kasag,ay, —kay,asay, —kayagyas, =

d.m.th., vlera éshté e barabarté me vlerén e determinantés fillestare t& shumézuar me k.

[ 1 Kontrollo vetiné 6° te determinanta e rendit t€ dyté ku elementet e kolonés sé dyté
shumézohen me numrin e njéjté k.

1 3
Shembulli6 ) Prej 2-‘_5 4‘=2-(4+15)=38 dhe

2.1 23] |2 6
=| g 478+30=38 &shize

5 4| |-
| e 23
qarte se 5 47|25 4
1 0 1 1 3.0 1
12 | Njehso determinantén —3-|1 5 -2 v |1 -3-5 -2/ Cka pérfundon?
o -3 1 -1 -3 =31 -1

7° Nése cdo element prej njé rreshti (kolone) té determinantés qé éshté shumé prej dy
mbledhésve atéheré determinanta mund té paraqgitet si shumé prej dy determinantave. Elementet
te determinanta e paré (mbledhési i paré-determinanta) te rreshti i pérmendur (kolona) jané
mbledhési te paré dhe elementet e determinantés sé dyté (mbledhési i dyté-determinanta) te
rreshti (kolona) i pérmendur jané mbledhési te dyté, ndérsa rreshtat (kolonat) tjera jané identike
me rreshtat (kolonat) pérkatése si edhe te determinanta fillestare.
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Né realitet,

a+te b+ f

+ef

=(a+e)d—c(b+ f)=(ad —bc)+(ed — fc) = 4l
c

a b
c d

c

Kontrollo vetiné 7° te determinanta e rendit té treté ku elementetek e kolonés sé dyté

jané shumé prej mbledhésve.
I+3 0 O 4 0 O

Shembulli 7 Vlera e determinantés | 1+0 5 -2/=(1 5 -=2|=8. Prejdeterminantés
-3-11 0 -4 1 O

:

1 0 O 3 0 0 I+3 0 O 1 0 O |3 0 O
1 5 -2/=2,|0 5 -2/=6,éshtéeqarte|1+0 5 -2/={1 5 -2/+/0 5 -2
-3 1 0 -1 1 0 -3-1 1 0] -3 1 0] -1 1 O
I+2 3|1 3/|12 3
i i i ) ’ ' 2 7
Njehsoi determinantat 543 4’5 4l’lz 4 Cka pérfundon

8° Nése elementet e njé rreshti (kolone) té determinantés sé rendit té treté jané kombinime
lineare té elementeve pérkatés sé dy rreshtave (kolonave) té tjeré atéheré vlera e determinantes

éshté zero

ka,+ka; a, a;

Me shfrytézimin e vetive 3° dhe 8° vérteto se |kay, + ka3 @y,  ay| =0

kay, +ka;  a;,  ay

a, dp 4

Determinantat e formés | 0 a,, a,;| né realitet jané trekéndore lart, ndérsa determinantat
0 0 aj

a, 0 O

a, a,, 0] nérealitetjané trekéndore poshté

a?l a22 aﬂ
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ay G 4y a, 0 0

— — |
[ 16 Trego |0 @y ay5|=a,005 dhe |42 an 0 |=aya5,a5')

0 0 ay, a3 43z Ay

I 1 1

Pastaj njehso determinantén [0 1 2| me shfrytézimin e vetive té determinantave me té cilat e
1 0 1

transformojmé né trekéndore té larté.

Pér komplementin algjebrik éshté sakté vetia:

9° Te determinantat e rendit té treté, shuma e prodhimeve té elementeve té ¢farédo rreshti (kolone)
me komplementet algjebrike pérkatése té rreshtit (kolonés) tjetér éshté zero.

R . . . |Go1 Gy Ay R . R
17 Pér determinantat e rendit té treté 4 kontrollo shumén e prodhimeve té

as; 3 dx

elementeve té rreshtit té treté me komplementet algjebrike pérkatése té rreshtit té paré éshté zero

d.m.th., 45,4y, +aza, +a;a,;, =0 !

Detyra pér puné té pavarur
1. Kontrollo vallé:

a a u u u u ka,, a, a; a, 4 4y
1 12 A, 1 12| |41 G, _ .
a) =0; b) == , C) kay, ay, ay|=kla, a, ay|
0 0 a, ay a,  ap
ka a a a a a
31 3 s 31 32 33
a, a, as| |a tka, a,+tka, a;+kay,
_ ?
Q) Ay Ay Ay = ay a,, ays !

;) Az Ay a; as, Qs

2. Me shfrytézimin e vetive té determinantave njehso
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31 2 8 1 2
) 2 4 a—-b ac—bc L4 e 1 ol
a ; ; ; !
8 16 el cxer| O °)
6 2 4 11
3. Me shfrytézimin e vetive té& determinantave vérteto:
sin(x+y) sinxcosy+cosxsiny| 0
cos(x+y) cosxcosy—sinxsiny Y
cos2a sin‘a cos’a 1 ) 3011 2 3
b) cos2f sin’ B cos’ f|=0; c)| a b c l=la b !
cos2y sin’y cos’y a+p b+q c+rl |p q r

4. Me shfrytézimin e disa vetive té€ determinantave, njehso kéto determinanta té rendit té
treté me transformimin né trekéndor té larté ose trekéndor té poshtém:

1 -1 2 3 1 1 1 51
a2 0 1 b)|-1 4 2; c)|2 3 2.
0 1 1 I 11

5. Pér determinantat e rendit té treté (4,1 @y dys| vérteto se a,a;, + aya,, +aya;, =0

3. Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té
panjohura dhe diskutimi pér bashkésiné e zgjidhjeve

Paraprakisht u njohém me barazimin linear me dy té panjohura dhe bashkésia e zgjidhjeve té tij, si
edhe me sistemin prej dy barazimeve lineare me dy té panjohura dhe metodat e zgjidhjes sé tyre.
Si metoda pér zgjidhjen e sistemit prej dy barazimeve lineare me dy té panjohura i pérmendém
metodén e zévendésimit, metodén e koeficientéve té kundért, metoda grafikr dhe rregulla e
Kramerit (zgjidhja me ndihmén e determinantave té rendit té& dyté). Kétu do té fusim sistem prej tre
barazimeve lineare me tri t& panjohura dhe determinantat e rendit té treté do t'i shfrytézojmé pér
zgjidhjen e tij. Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri t&é panjohura me determinanta
té rendit té treté éshté né realitet shfrytézimi i rregullés sé Kramerit.
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Pérkufizimi 1: Bashkésia prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura pér té cilat kérkohen

zgjidhje té pérbashkéta quhet sistem prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura:
ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
ax+by+cz=d,

ku al,az,a3,b1,bz,b3,cl,c2,c3,d1,d2,d3 € R
Numrat &,a,,a;,b,,b,,b;,¢,¢,,¢; quhen koeficientét para té panjohurés, ndérsa numrat
di, d2, ds quhen anétaré té liré té sistemit

Kjo formé e sistemit quhet forma normale ose e pérgjithshme e sistemit prej tre barazimeve
lineare me tret té panjohura.

Né realitet flitet pér konjuksion té tre barazimeve lineare me tri té panjohura.

Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura, éshté dhéné me kété pérkufizim

Pérkufizimi 2: Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura éshté ¢do
ax+by+cz=d,
treshe e renditur prej numrave realé té lejuar ya,x+b,y+c,z=d, pér té cilén té tre barazimet
ax+by+cz=d,
ax,+by,+cz,=d,
te sistemi kalojné né gjykime té vérteta d.m.th. <a,x, +b,y, +¢,z, =d, .

ax, +b,y,+cz, =d,

Né lidhje me zgjidhjen éshté e sakté

Sistemi mund té keté zgjidhje té vetme (sistemi &shté i caktuar), t& mos keté zgjidhje (sistemi
éshté kundérthénés) ose ka pafund shumé zgjidhje (sistemi éshté i pacaktuar).

Shpesh here sistemet nuk jané dhéné né formén e pérgjithshme, ndérsa duhet té transformohen

me transformacione matematikore té mjaftueshme.
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Prandaj, éshté e réndésishme

Dy sisteme prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura jané ekuivalente né fushén e njéjté té
pérkufizimit, nése ¢do zgjidhje e njérit sistem éshté, zgjidhje edhe té sistemit tjetér.

Sistemi ekuivalent me sistemin e dhéné fitohet kurm ¢farédo barazim prej sistemit zévendésohet
me barazimin ekuivalent.

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura, nése nuk éshté né formén e pérgjithshme
atéheré me shfrytézimin e sistemeve ekuivalente té t€ dhénit mund té sillet né formén normale
(t& pérgjithshme)

Le té jeté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura né formén normale:

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d, .
ax+by+cz=d,

Koeficientét ai, az, as, b1, bz, bs, c1, c2, c3 para té panjohurave x, y, z dhe anétarét e liré di, d-, d

i formojné determinantat d, dz, ds

a b ¢ d b ¢ a d ¢ a b d,
A=la, b, ¢|,A =|d, b, A =la, d, ¢, A.=|a, b, d,|-
a, by ¢ d, b, ¢ a, d, ¢ a, by d,

Determinanta A, e formuar prej koeficientéve para té panjohurave as, az, as, bi, bz, bs, c1, ¢z, ¢3
quhet determinanta e sistemit. Por tre determinantat e tjera Ax, Ay, Az quhen determinanta té

panjoruave x, ), z pérkatésisht

Eshté e sakté

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura mund té zgjidhet me determinantat
ax+by+cz=d
1 YT 1 | Ax Ay Z o
a,x+b,y+c,z=d, zgjidhja e vetme fitohet me formulat x=—=,y=—,z=—2A %0 t& cilat
ax+by+cz=d, A A A

quhen rregullat e Kramerit
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ax+by+cz=d,

Le & jeté (xo, Vo, zo) zgjidhje pér sistemin |@X +b,y+¢,z =d, d m th. fitohen gjykime té
ax+by+cz=d,
ax,+by,+cz,=d,
sakta. |y a,x, +b,y, +¢,z, = d, Barazimin e paré e shumézojmé me komplementin algjebrik a:
a,x, +by,+cz, =d,

té elementit ;. Ekuacionin e dyté e shumézojmé me plotésuesin algjebrik a: té elementit a,".

Barazimin e treté e shumézojmé me komplementin algjebrik as té elementit a5 Pastaj i mbledhim

dhe kemi:

a, (axy +by, +cz,)+a,(ax,+b,y, +c,z,) +a;(ax, + by, +c;z) = a,d, + a,d, +a;d;

Me shfrytézimin e vetisé 10 prej vetive té determinantave té rendit té treté dhe Teorema 1 te
njésia e paré mésimore fitehet:

X, (al*a1 +aa, + a;a3) +, (al*b1 + a;b2 + a;b3)_+ z, (al*c1 +a,c, + a;c3) = al*af1 + a;a’2 +a,d,

A 0 0 A,

d.m.th., xo- A=A .

Né té njéjtén ményré me shumézimin e barazimeve me komplement algjebrik t€ elementeve prej
kolonés sé dyté fitohet A = Ay edhe me shumézim té barazimeve me komplementin algjebrik té
elementeve prej kolonés sé treté fitohet zo- A = A_. Né fund fitohet se treshja e numrave (xo, yo, 2o)

x-A=A,
qé éshté zgjidhje e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura dhe té sistemit {y-A=A,
z-A=A

. Le té jeté (xo, yo, zo) dhe ¢farédo treshe e numrave té renditur éshté zgjidhje e vetme e

ax+by+cz=d, x-A=A,

sistemit {a,x+b,y+c,z=d,. Atéheré ajo éshté zgjidhje edhe t& sistemit 1 y-A=A . Prej kétu
ax+by+cz=d, z-A=A,

. A, A, A, L . y

fitohen formulat x, = X,yo = X,ZO = X Prej ¢farédo tresheve té€ numrave (xo, yo, Zo) vijon se
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ax+by+cz=d, x-A=A,

cdo zgjidhje e sistemit { a,x+b,y + ¢,z =d, éshté zgjidhje e sistemit 1Y A=A, d.m.th., zgjidhja

ax+by+cz=d, z-A=A,
C e [A A A
e vetme éshté | —-,—,—=
A A A

Shembulli 1 > Pér sistemin prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura,

2x+y-z=0
x—2z=-3
Sy+z=2
determinantat jané
2 1 -1 0 1 -1 2 0 -1 21 0
A=l 0 2|=14,A =-3 0 -2/=14,A =1 -3 -2/=0,A_=|1 0 -3/=28
0 5 1 2 5 1 0 2 1 05 2

X

A
Né pajtim me rregullat e Kramerit kemi x = A =l,y=

V4

A 2 Zgjidhja e sistemit éshté

=0,z=

treshja e numrave té renditur (1, 0, 2)

[ 1 Me rregullat e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura:

x—-y=2
x+z=8
y—=2z=-5

Vérejtém se sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura éshté ekuivalent me sistemin
ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,. Le té jeté A pér sistemin prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura. Né
ax+by+cz=d, xA=A.

kété rast jané t€ mundshme dy nénraste: y-A=A,

z- A=A,
a) Nése té paktén njéra prej determinantave Ax, 4y, Az éshté e ndryshueshme prej zeros, pér
x-A=A,

shembull Ax # 0, atéheré te sistemi VA=A, &shté kundérthénés. Prej kétu vijon se sistemi prej tre
z-A=A,

barazimeve lineare me tri t€ panjohura éshté kundérthénés.
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b) Nése Ax = Ay = Az = 0 atéheré sistemi prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura ka pafund

shumé zgjidhje

Me té vérteté, nése té gjithé koeficientét prej njé barazimi dhe anétarét e liré jané zero atéheré ai

barazim e kaformén 0 -x + 0 -y + 0 -z = 0. Domethéné ¢do treshe e numrave té renditur do té jeté

zgjidhje e kétij barazimi. Atéheré kemi sistem prej dy barazimeve lineare tjera me tri t&€ panjohura,

gé mundet té keté pafund shumé zgjidhje ose té€ jeté sistem kundérthénés. Fitohet situaté e njéjté

dhe nése té paktén njéri prej koeficientéve té paktén njé barazim éshté i ndryshueshém prej zeros.
ax+by+cz=d,

[ 2 Tesistemid =Ax =Ay =Az =0ku {a,x+b,y +c,z =d, merr a: # 0 vérteto se sistemi
ax+by+cz=d,

ka pafund shumé zgjidhje ose éshté kundérthénés!
Eshté e sakté:

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura ka ose pafund shumé zgjidhje (sistem i
papércaktuar) ose nuk ka zgjidhje (sistem kundérthénés) nése 4 = 0.

Né pajtim me até gé u theksuar deri mé tani, mund ta japim kété teoremé té Kramerit:

Teorema 1 (Kramer): a) Nése determinanta e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té

panjohura éshté e ndryshueshme prej zeros d.m.th., atéheré ai sistem ka zgjidhje té vetme
A A

sistem té pacaktuar) x=—%,y=—,z=

( p ) AV T A

b) Nése determinanta e sistemit 4 = 0 éshté Ax #0 v Ay # 0 v 4z # 0 edhe atéheré sistemi nuk

Z

ka zgjidhje (sistem kundérthénés).
c) Nése determinanta e sistemit éshté 4 = 0 edhe 4x = 0 A 4y = 0 A 4z = 0 atéheré sistemi ka
pafund shumé zgjidhje ose nuk ka zgjidhje (sistem kundérthénés)

Shembulli2 > a) Eshté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura:

3x+y-3z=0
y=-3
x=2y—-z=2
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31 -3
Determinanta e sistemit éshté A=0 1 0]|=0, ndérsa determinanta
0 1 -3 1 -2 -1
A,=-3 1 0[|=-15#20: Domethéné, sistemi éshté kundérthénés. Me t& vérteté me
2 =2 -1
zévendésimin y = —3 te barazimi i paré dhe i treté té sistemit, fitohet sistemi {xx _ZZ B 5 i cili

éshté sistem kundérthénés
b) Eshté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura,

3x+y—-3z=-1
y=-1
xX=2y—-z=2
3 1 -3
Determinanta e sistemit éshté¢ A=|0 1 0 [=0, ndérsa edhe determinantat Ax = Ay = 4z = 0.
1 -2 -1

Domethéné, sistemi ka pafund shumé zgjidhje ose éshté kundérthénés. Nése te barazimi i paré
3x-3z=0

—2z=0 ku njéri barazim

dhe i treté prej sistemit marrim pér y = —1 atéheré e fitojmé sistemin {
éshté eliminuar edhe z = x. Pér x =  kemi se z = ¢. Domethéné, zgjidhja e pérgjithshme e kétij
sistemi mund té merret cifti i renditue (¢, —1, ¢), t € IR d.m.th., bashkésia e zgjidhjeve té sistemit

éshte M = {(t, -1, 1) | t e R}
c) Eshté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura:

3x+y-3z=-1
6x+2y—6z=2.
O9x+3y—-9z=2
31 3
Determinanta e sistemit éshté A=6 2 —6/=0, ndérsa edhe determinantat Ax = Ay = Az = 0.
9 3 -9

Domethéné, sistemi ka pafund shumé zgjidhje ose éshté kundérthénés. Nése barazimin e dyté e
3x+y—-3z=-1

pjesétojmé me 2 atéheré e fitojmé sistemin <3x+y—-3z=1 icili éshté garté sistem kundérthénés
3B3x+y—-32)=2

prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura
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[ 3 Zgjidhi kéto sisteme prej tre barazimeve me tri té panjohura:

xX—y+z=5 x—y+z=1
a) <2x-2y+2z=10; b) < —3x+3y-3z=2.
X+y—-z=-2 X+y—-z=-2

ax+by+cz=0
Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura {a@,x+b,y+c,z=0 ku anétaré e liré
ax+by+c,z=0

jané zero quhet sistem homogjen prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura.

Sistemi homogjen i formon determinantat:

a b ¢ 0 b ¢ a 0 ¢ a b 0
A=la, b, ¢|,A, =0 b, ¢|,A =la, 0 ¢|,A.=|a, b, O
a, b, c, 0 b c a, 0 ¢ a, b, 0

Eshté e garté se prej vetive t&€ determinantave té rendit té treté fitohet Ax = Ay = Az = 0. Né
pajtim me teoremén e Kramerit nése A # 0 atéheré sistemi ka zgjidhje té vetme, ndérsa kjo éshté
zgjidhje zero (trivial) (0,0,0). Ky sistem ka edhe zgjidhje jozero dhe pér kéto zgjidhje éshté sakté
kjo teoremé.

Teorema 2: sistem homogjen prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura ka zgjidhje jozero
nése dhe vetém nése determinanta e sistemit A=0

jozet
Vértetim: Sistemi homogjen prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura le té keté zgjidhje
ax+by+cz=0
a,x+b,y+c,z=0. Pér (xo, o, Zo) prej rregullave t&€ Kramerit fitohet vetém zgjidhje zero (0,0,0)
ax+by+c,z=0
pér sistemin homogjen prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura dhe vijon kundérthénie e
supozimit se ka zgjidhje jozero. Domethéné A = 0.

Le té jeté A = 0 té sistemit homogjen prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura
ax+by+cz=0

a,x+b,y+c,z=0 Prejteoremés sé& Kramerit c) vijon se ky sistem ka pafund
ax+by+c,z=0
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shumé zgjidhje ose éshté kundérthénés. Duke pasur parasysh se ky sistem e ka zgjidhjen zero

vijon se nuk mund té jeté sistem kundérthénés. Vijon se sistemi ka pafund shumé zgjidhje. [

Shembulli3 > Sistemi homogjen prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura:

3x+y-3z=0
y=0
x—2y—-z=0

3 1 -3
e ka determinantén A=|0 1 0[=0. Derisa te barazimi i paré dhe i treté prej sistemit marrim

1 -2 -1 _
i} i oo 1 3x—=32=0
pér y = 0 atéheré e fitojmé sistemin

X—z=

ku njéri barazim éshté eliminuar dhe z = x. Pér

x = t fitojmé se z = t. Domethéné, zgjidhja e pérgjithshme e kétij sistemi mund té€ merret cifti i
renditur (¢, 0, 7), t € R d.m.th., bashkésia e zgjidhjeve té sistemit éshté M = {(¢, 0, 7) | t € R}.

[ 4 Gjej té gjitha zgjidhje e kétyre sistemeve homogjene prej tre barazimeve lineare me tri

té panjohura:

x+2y+3z=0 x+2y+3z=0
a) {2x—-3y—-4z=0; b)12x-2y=0
3x+y-z=0 y+z=0

Diskutimi i bashkésisé sé zgjidhjeve

Diskutimi i bashkésisé sé zgjidhjeve té njé sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura
do ta realizojmé me shfrytézimin e determinantive dhe teoremés sé Kramerit népérmjet shembullit
dhe detyrave, né ményré té njéjté sic edhe diskutimi pér bashkésiné e zgjidhjeve té sistemit prej dy

barazimeve lineare me dy té panjohura né vitin e paré.

Shembulli4 > Pér sistemin prej tre barazimeve lineare me tri té€ panjohura

ax+y+z=1
xtay+z=2
xX+y+az=12
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né lidhje me parametrin a do ta diskutojmé zgjidhjen e tij. Determinanta e sistemit éshté:

a 1 1
A=|l a 1|=d’+2-3a=(a—1)’(a+2). Tre determinantat e tjera jané:
1 1 a
1 1 1
A =12 a li=(a-3)a-1),
2 1 a
a 1 1
A =1 2 1|=(@-DRa-1),
1 2 a
a 1 1
A =1 a 2|=(@@-1)2a-1).
1 1 2

-3

a
. : e en B s =
Sistemi ka zgjidhje té vetme kur 4 # 0 d.m.th., a # 1 A a # -2 dhe ajo éshté (@a-1)a+2)

2a-1

y = =7
(a—1)(a+2) d.m.th., zgjidhja éshté treshja e renditur

a—3 2a—1 2a—1
(a-D(a+2) (a-1)(a+2) (a—1)(a+2) )
Sistemi nuk ka zgjidhje ose ka pafund shumé zgjidhje, nése 4 = 0d.m.th.,.a=1va=-2
x+y+z=1
Péra = 1 determinante 4x = Ay = Az = 0. Sistemi ka formé { x + y +z =2 dhe njéri barazim éshté

x+y+z=2

x+y+z=1

eliminuar. Domethéné e kemi sistemin { dhe prej barazimit té paré kemiz =1 —x —y.

X+y+z=2
Me zévendésimin e kétij barazimi né té dytén kemi 0 - x + 0 - y = 1 gé éshté kundérthénés.
Domethéné sistemi éshté sistemi kundérthénés d.mth., nuk ka zgjidhje
Pér a = -2 determinantén Ax = 15 # 0 atéheré sistemi nuk ka zgjidhje
Varésisht prej parametrit a, diskutoe zgjidhjen e sistemit
x+y+z=1
ax+4y+z=1
6x+(a+2)y+2z=1
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Disa sisteme mundet futje e té panjohurave ndihmése pérkatése té transformohen né sistem prej

tre barazimeve lineare me tri t& panjohura dhe késhtu té zgjidhen.

Shembulli5 ) Sistemi:

2 3 1
- +—=9
X—z y+2x z
1 2 3
—Z—-_6
X—z y+2x z
4 5 2
———==12
X—z y+2x z
1 1 1
me futjen e té panjohurave ndihmése % = V= »W= " transformohet né sistem prej tre
X—z y+2x z

2u—-3v+w=9

barazimeve u+2v-3w=—6 lineare me tri t& panjohura. Ky sistem duke e zgjidhur me rregullat
4x—-5v-2w=12

e Kramerit ke zgjidhje (1,-2,1). Kthehemi prapa te té panjohurat ndihmése, ku fitojmé sistem prej

x—z=1

+2z=——
tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura Y 2 . Me zgjidhjen e kétij sistemi me rregullat
z=1

5
e Kramerit fitohet zgjidhja (2,1), qé éshté njékohésisht edhe zgjidhje e sistemit fillestar (2, ) 1)

3_6_1_1
X+y—-z y+x x-z

6 4 1
[ 5 Zgjidhe sistemin. - + =3
X+y—-z y+x x-z

15 2 3
- -

=5
x+y—z y+x X—Z
Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi kéto sisteme té barazimeve:
2x=3y+z=-9 x+y+z=1 x—y+z=-1 x+2y-5z=6
a){5x+y—-2z=12; b) 42x+2y+2z=3 ;¢c)x+y—z=2 ' ¢) 2x+y+2z=5 -
x—2y-3z=1 3x-5y+2z=-1 —5S5x+5y—-5z=5 3x+3y—4z=8
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2. Zgjidhi kéto sisteme homogjene prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura

x+y+z=0 x=2y+3z=0
a) <2x-3y—-4z=0; b) <2x+3y—4z=0.
3x+y—-z=0 3x+y—-z=0

3. Varésisht prej vlerés sé parametrit m diskuto zgjidhjen e sistemit

mx+y+z=1 x—y+z=1
a) \x+my+z=m ; b) < —4x+5y—-2z=1
x+y+mz=m’ 2x+y—-mz=1-2m

4. Me futjen té zévendésimit zgjidhi kéto sisteme:

2 3 1 2 3 4
———+-=9 - + - =1
X y z x=2y x+y+z y—-z+1

L2 Y I S T
X vy z y—z+1l x-2y x+y+z
3 2y L% s 2 5
X y z x=2y x+y+z y—z+1

4. Koncepti pér matricé

Ta pérkufizojmé konceptin matricé

Pérkufizimi 1: Le té jené m, n € N numra natyror dhe le té jené dhéné m - n, numrat realé

a;; € R,i=12,..,m,j=12,..,n, t& renditur né m rreshta dhe n kolona

ay  dp a,
a, A4y a,
aml amZ amn

Pér kété skemé drejtkéndore themi se éshté matricé té formés m X n ose m X n — matrica,

ndérsa pér numrat realé a;; se jané elementet e saj

Matricat zakonisht i shénojmé me shkronjat latine té€ médhaja té shtypit dhe né vend té shénimit té

dhéné te pérkufizimi 1, shkurtimisht matricén mund ta shkruajmé edhe me 4 = [a;] .
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Njé matricé éshté plotésisht e pércaktuar nése dihen vlerat e elementeve té saj, si edhe pozitat e

tyre né kuadér té asaj matrice.

Kur flasim pér pozitén e elementit te matrica atéheré do té themi se ai gjendet te rreshti j dhe te

kolona j d.m.th, te prerja e rreshtit i dhe kolonés j.

1 -2 0
Shembulli1 > Matrica 4 =[ | 4 2} éshté e formés me 2 rreshta dhe 3 kolona, ndérsa matrica

-1

[ 1 Cakto rendin e kétyre matricave:

I 0 0 -1 2
a)A:{ }; b) B= ,c)C=

0O 1 2 -3
B :{ 00 2 } éshté e formés me 2 rreshta dhe 4 kolona

A~ NN O
hn W =

Pérkufizimi 2: Pér dy matrica 4 = [a;] . dhe B = [b;]  themi se jané té barabarta nése jané

prej formés sé njéjté m x n dhe nése elementet pérkatése i kané té barabarta, d.m.th., a; = b;

nése pérté gjithe i =1,2, ..., m,j=1,2, .., nigina; = b;

1 2 2 1
Shembulli2 > Té dy matrricat 4={0 —1|{#|0 —1|=B nuk jané té barabarta, edhe se té
1 1 1 1

dyjat jané té rendit té njéjté 3 x 2 dhe pérbéhen prej elementeve té njéjté. Por, elementet e njéjté
duhet té jené vendosur edhe né vendet pérkatése. Numri 1 prej matricés A gjendet te pozita rreshti

1 dhe kolona 1, port e matrica B gjendet te pozita rreshti 1 dhe kolona 2.

[ 2 Caktoi ashtu qé té dy matricat té jené té€ marabarta,
x 1 -2 1

A= ,B= .
0 y+l1 0 3
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Pérkufizimi 3: Pér matricén e formés m X n, pér té ciln vlen se té gjithé elementet e saj jané té
barabarté me zero, do té themi se &shté matricé-zero dhe e shénojmé O (ose O )
Pérkufizimi 4: Matrica pér té cilén m = 1 (d.m.th., 1 X n éshté i formés gé do té thoté se ka vetém

njé rresht
[arazas ... an]

quhet matrica-rresht, ndérsa matrica me vetém njé koloné (té formés

e quajmé si matrica-koloné.

Pérkufizimi 5: Le té jeté 4, m X n matricé. Me A” do ta shénojmé matricén té fituar me ndérrimin

e roleve té rreshtave dhe kolonave te 4. Pér A” themi se éshté matricé e transponuar e matricés.

Nése 4 = [a;]  atéheré A" = [ai], .,

1 2
Shembulli3 > Pér matricen 4=|3 4 matrica e saj matrica e transponuar éshté
0 -4
AT_|:1 3 0} 3x2
2 4 4

Pér matricén e transponuar e sakté éshté kjo teorema 1:

Teorema 1: Pér ¢farédo matricé A vlen (AT)T =A.

Vértetim: Vetia vijon prej pérkufizimit 5, nése A = [a;] . atéheré A" =[a;]  Nése A" =[ay]

atéheré A" = [a;] = A.

1 2 3 -4
[ 3 P&r matricén A4 = L s o 4 } kontrollo barazimin (A")" = 4

mxn
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Pérkufizimi 6: Pér matricén pér té cilén numrii rreshtave éshté i barabarté me numrin e kolonave,
d.m.th. m = n themi se éshté matricé katrore (i€ rendit n). Elementet a,, a,, ..., a e matricés
katrore 4 = [ai].] té rendit n e pérbéjné diagonalja (kryesore) e A. Diagonalja dytésore e pérbéjné
elementet Ay Ay oo Gy . 15 ifeei=
P . . . N e — . s o o . e. =
Pérkufizimi 7: Pér matricén L, [eij] e rendit n pér té cilin vlen se themi se i 0:nése:i # |
(nése: nése) éshté matricé njési té rendit 7.
2 3 -4
Shembulli4 > a) Matrica 4= 3 -2 1 | éshté matricé katrore e rendit 3. Elementet e
-4 1 0

diagonales kryesore jané 2, —2. Elementet e diagonales kryesore jané Elementet e diagonales
kryesore jané , ndérsa elementet e diagonales dytésore jané 4, -2, —4

b) Matrica njési e rendit té€ dyté e ka formén

L [ro
200 1)

[ 4 a) Jepni shembull t& matricés katrore té rendit 4 dhe shénoni elementet e diagonales

kryesore dhe dytésore.
b) Shkruaje matricén njési té rendit té treté!
Disa matrica katrore:
1. Matrica katrore quhet matricé trekéndore lart nése té gjitha elementet e saja “nén”
diagonalja kryesore jané té barabarta me zero, ose mé précis, ajo éshté matrica pér té

cilén té gjithé a,= 0d.m.th.,i>j.

ay 4y 4z ... 4,

0 a, ay a,,

0 0 ay a,,
0 0 0 a,, |

2. Matrica katrore quhet matricé trekéndore poshté nése té gjitha elementet e saja “mbi“
diagonalja kryesore jané té barabarta me zero d.m.th., ajo éshté matrica pér té cilén

a, = 0 d.m.th.,i > j vlen se
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a, 0 0 0
a, a, 0 0
a3 4z Ay 0

L anl an 2 an 3 ann _

Kéto dy lloje t€ matricave me emér té pérbashkét emértohen matrica trekéndore.
3. Matrica e cila njékohésisht éshté trekéndore edhe poshté edhe lart quhet matrica
diagonale d.m.th,,

a, 0 .. 0
0 a, 0
0 O a

4. Nése té gjithé elementet prej siagonales te diagonalja te matrica diagonal ndérmjet
veti jané té barabarta, matricén e kétillé do ta quajmé matricé skalare d.m.th.,

d: ako i=]j
a, = . 7 .d.m.th,
7 10: ako i#
0 0
d 0
0 0 d

5. Nése AT = A , pér A themi se éshté matricé simetrike, derisa atéheré A” = —4 matrica 4
quhet matricé e pjerrét simetrike (antisimetrike)

6. Nése A’A= AA"=FE , atéheré A matrica quhet matricé ortogonale

1 2 8§ -3
0 5 -6 -1
Shembulli5 > a) Matrica 4= 00 2 3 éshté matricé trekéndore lart, ndérsa matrica
00 0 2
2 0 00 1 0 0 O
B= S0 éshté matricé trekéndore poshté, derisa pra matrica C = 0200
2 3 40 ’ 00 -6 0
-1 8 3 7 o0 0 7
éshté matricé diagonale
-5 0 0 0
b) Matrica 4 = 0 = 0 éshté matricé skalare.
0 -5 0
0O 0 0 -5
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2 3 -4 0O 1 0
¢) Matrica A= 3 -2 1| sshté matricé simetrike, ndérsa matrica A=|-1 0 3| éshté
-4 1 0 0 -3 0
matricé simetrike e pjerrét

[ 4 a) Jep shembull t&€ matricés trekéndore lart dhe shembull t&€ matricés trekéndore poshté

té rendit té treté!
b) Cfaré matrica jané matrica katrore njési dhe zero?

0O 1 4
c)Matrica A=|1 -2 1| éshté simetrike ose matricé simetrike e pjerrét?
4 1 0
Detyra pér puné té pavarur
xX—y 2y z u
1. Jané dhéné matricat 4=| 1 —z—u | dhe B=|z+u X |. Pér cilat vlera té x, y dhe z,
xX—z z y  x=y

matricat jané té barabarta?

-5 2
2. Pérmatricéen 4=| 1 —1/| cakto AN
0 3

a c

3. A ekzistojné te matrica 4=
a-c 3

} pér té cilat 4 = A™

4. Sijané kéto matrica katrore

Lo 100 ! 1 0 0

a)A:{O }; b)B=|0 2 0|; ¢c)C=|0 3 3| ¢)D=/0 1 0
a

00 3 00 1 00 1
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5. Operacionet me matrica
Te matricat mund té pérkufizohen operacione té caktuara. Operacionet me té cilat operohet jané:
shumézimi i matricave me numér, mbledhja e matricave dhe shumézimi i matricave.

Shumeézimi i matricés me numeér

Pérkufizimi 1: Le té jené a E Rdhe 4 = [ay] . i=1,2 .., m j=1,2, .., n Prodhimi i
numrit real a me matricé A éshté matrica e rendit té njéjté si edhe matrica A (domethénég, e

rendit m X n, e shénojmé me a € R, elementet e té cilés jané prodhimet e numrit 4 me elementet

pérkatése prej 4, d.m.th.,

ad =[ay],,,

0 1
Shembulli 1 > Prodhimi i numrit real -2 me matricén katrore 4 = {_2 3} té rendit 2 éshté matrica

0 1 -2-0 =-2-1 0 2
—2-A=-2- = = , € cila éshté gjithashtu matricé katrore e

2 3] |2(=2) 23| |4 -6

rendit 2, si edhe matrica 4.

1 -2 2
. 1 3 1
[ 1 Njehso: a) 5 ; b) 6- ol
- 6 2
2

Pér kété operacion éshté e sakté teorema 1:

Teorema1: Matricat 4 dhe O le té jené té rendit m X n dhe a € IR. Atéheré jané té sakta kéto veti:
N0-A4=0, i)a-0=0,ii) 1 - A=4, v)(-1) [a;] =[-aj] . i=12
wom, j=1,2,...,n

Vértetim: Le té jené gfarédo m x n matrica té dhéna A4 = [a;] dhe O=[0] i=1,2 .., m,

j=12,..,n
(i Prodhimi i numrit real 0 me matricén A

0-4=0-[a;] =[0-a;] =[0] =0
éshté matrica zero O
(i) Prodhimi i ¢farédo numri real a dhe matrica zero 0 éshté

a-0,,=a-[0]=[a-0]=[0]=0,,

éshté matrica zero O.
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(iii)  Prodhimi i numrit real 1 dhe matricés A éshté
1-4=1"[a;]] =[1-ay] =[a;] =4
éshté matrica 4.
(iv) Prodhimi i numrit real -1 dhe matricés A éshté

“1-A=-1"[ay] =[-1"a]=[-a],, dir L

Pérkufizimi 2: Pér matricén (—1) 4 do té themi se éshté e kundért e matricés A dhe do ta

shénojmé me -4

. " ian A= I -2 =7 vy . . A= -1 2 7
Shembulli2’ *> Pér matricén 4=| . ., |, e kundért éshté matrica —4=) , =,

2. Shkruaj matrica té kundérta té matricave:
) 4 -1 2 B 1 2 3
-3 0 b) 4 5 6

Mbledhja e matricave

Operacion i mbledhje e matricave éshté pérkufizuar me kété pérkufizim 3:

Pérkufizimi 3: Le t& jené 4 = [a;]  dhe B = [bij]an, kui=1,2,..,mj=1,2, .., n Shuma
e matricave 4 dhe B éshté matrica m X n, elementet e té cilés prej A dhe B d.m.th. elementet té

cilét jané né pozité té njéjte:

A+ B =[ay + by]

mxn

Né pajtim me pérkufizimin 3 mund té pérfundojmé se mblidhen vetém matricat e rendit té njéjté.
Derisa tani zbritja e dy matricave realizohet népérmjet mbledhjes sé matricés sé paré (mbledhési
i paré) me matricén e kundért te matrica e dyté (mbledhési i dyt€) gé merr pjesé né progesin e
mbledhjes d.m.th., 4 — B = 4 + (-b).

-1 2 3 3
Shembulli3 ) Pér matricat katrore 4 = {_3 O} dhe B= {3 6 } té rendit 2 me 2 rreshta dhe

kolona, shuma e tyre éshté:
-1 2 3 -3 -1+3 2+(-3) 2 -1
A+B= + = = :
-3 0 3 6 -3+3 0+6 0 6

d.m.th., matrica katrore éshté e rendit té njéjté 2, si edhe té dy matricat 4 dhe B, té cilat i mbledhim:
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1 0 2 0 4 -1
3. Njehso 4 + B dhe B + A pér matricat 4 2{_3 5 J dhe B ZL 9 1 } Cka véren?

Teorema 2: Matricat A, B, C dhe O le té jené té rendit té njéjté dhe a, b € IR. Atéheré jané té
sakta kéto veti:

1) A+B=B+ A; 2) A+(B+C)=(4+B)+C; 3) 4+0=4;
4) A+(-A4)=0: 5) (a+b)A=aA+bA: 6) (ab)d=a(bA);
7) a(A+B)=aA+aB; 8) (ad) =ad"; 9) (4+B) =4"+B".

Vértetim: Le t& jené dhéné matricat A4 =Laij men, B :Lb,.j men, C =[¢;]pen> i=12,..,m,
i=1,2..,mj=12.,n, mxn
té rendita, b €R

1) Me zbatimin e ligjit komutativ pér mbledhje té numrave realé, tregohet se éshté i sakté ligji
komutativ pér mbledhjen e matricave

A+B=|q, ] +[b, ] =[a,+b, ]m =[5, + “ix‘]mxn =[5, ]m + [“x] =B+4.

2) Me shfrytézimin e ligjit asociativ pér mbledhje t& numrave realé, tregohet se éshté i sakté ligji
asociativ pér mbledhje té matricave:

(A+B)+C= ([“u S L5 1,.., ) e, =lay+bi ]+l ], =l@+b)+e ]
=[a;+ (B, +¢)| =[a;] +([b;]y+[c;], ) = A+(B+C).

mxn

3) Shuma e matricés A dhe matricés zero na jep pérséri matricén A d.m.th.,
A4+0=[a;| +[0] =[a,+0] =[a,] =4.
4) Shuma e matricés dhe matricés sé saj té kundért na jep matricén zero 0 d.m.th.,
A+(-4)= [al.j l,,x,, + [—aij lm = [al.j + (_ay‘)]mm =[0],,,=0

5) Pér numra realé dhe ¢farédo matricé, me zbatimin e ligjit distributive t& shumézimit né lidhje me
mbledhjen e te numra realé kemi:

(a+b)A=(a +b)-[a,j]mx” = [(a +b)- aj]
+b-[a,],., =a-A+b-A.

=la-a,+b-q;],., =la a;],. +[b-a;],., =

mxn mxn

mxn mxn

=a-[a,]

6) Pér ¢farédo numra realé a, b dhe ¢farédo matricé 4 me zbatimin e ligjit asociativ té shumézimit
té numrave realé kemi:

(a-b)-A=(a-b)[a;| =[(a-b)-a;] =la-(b-a)],,=a[ba],,

:a'(b'[ag/])mxn =a-(b-A)

7) Pér ¢farédo numér real a dhe ¢farédo matrica 4 dhe B, me zbatimin e ligjit distributive té
shumézimit né lidhje me mbledhjen te numra realé kemi:

a-(A+B)=a- ([aij ]mxn + [b,.j :Imxn ) =a ~[a,j +b, ]mxﬂ = [a (a; +bij):|mxn =la-a;],., +la-b;],., =
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za-[ay]mxn +a'|:bif:|mxn =a-A+a-B.

8) Pér cfarédo numér real a dhe gfarédo matricé 4,prej a4 = [a "4y ]mxn kemi: (ad)" = [a : a_;,-]nxm,

ndérsa éshté e sakté dhe a4’ = [a'aﬁ]nxm- Vijon. (ad)" = [a'aﬂl =adl

E nxm

9) Pér ¢farédo matrica A dhe B, né pajtim me pérkufizimin pér mbledhje té matricave dhe matricés

sé transponuar, éshté e sakté A" = ':aji] ,B" = [bji]nxm

nxm

A+B=la;] +[b] =[a+b] .
(4+B) =[a,+b,| A" +B" =[a,+b,]

X
nxm mxm

Vijon (4+B) = A" +B"

1 -1
Shembulli4 ) Pér matricat A=|0 | dhe B =| -3 | matrica 34 — 2B e ka formén
3 3
1 -1

34-2B=3|0(-2|-3|=|0|+]| 6 |=|6
3 3 91 | -6

1 -1
4 Pér matricat 4 =| 0 | dhe B =| —3 | dhe numrat realé 2 dhe —5 provoi vetité e teoremés 2
3 3

[@—

Shumeézimi i matricave

Pér shumézimin e dy matricave e japim kété pérkufizim 4:

Pérkufizimi 4: Le té jené A=[a,| , i=12..,mj=12.,ndhe B=[b,| ., i=12,..n,

mxn

j=1,2, ..., k. Me prodhim té matricave A dhe B do ta nénkuptojmé matricén 4 * B = C ku
C=lc;| o i=12,mj=12, ..k dhe

n
¢, =a,-b,+a,-by, +..+a,-b, =Y a. b i=12.,mj=12,.k
s=1

Prej pérkufizimit éshté e qarté se shumézohen vetém matricat pér té cilat vien se numri i kolonave
e matricés sé paré (shumézuesii paré) éshté i barabarté me numrin e rreshtave té€ matricés sé dyté

(shumézuesi i dyté) dhe késhtu gé ¢do element C; (domethéné elementi pozita e té cilit éshté né
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prerjen e rreshti i dhe kolonés j) prej matricés-prodhim fitohet mer shumézimin e elementit prej
rreshtit 7 t& matricés sé paré me elementet pérkatése té kolonés j t€ matricés sé dyté dhe pastaj
prodhimet mblidhen.

1 O
Shembulli5 > Pér matricén katrore 4 :Lz _3J té rendit 2 me 2 rreshta dhe 2 kolona dhe
2x2

2 -1
-3 0
e rendit 2x3 me 2 rreshta dhe 3 kolona. Operacioni shumézim realizohet sipas rregullés sé dhéné

1 0 0 2 -1 0 2 -1
2 3,13 3 0L, [-9 13 2],

*1 rreshti me 1 kolona: 1:0+0-3 = 0 — elementi te matrica C; 11a

0
matrica e rendit 2x3 me 2 rreshta dhe 3 kolona B = {3 } , prodhimi i tyre éshté matrica C
2x3

mé poshté.

* 1 rreshti me 2 kolona: 1:2+0-(-3) = 2 — elementi te matrica C; 12a

* 1 rreshti me 3 kolona: 1-(-1)+0-0 = -1 — elementi te matrica C; 13a

* 2 rreshti me 1 kolona: 2-0+(-3)-3 = -9 — elementi te matrica C; 21 a

* 2 rreshti me 2 kolona: 2:2+(-3)-(-3) = 13 — elementi te matrica C; 22a

* 2 rreshti me 3 kolona: 2:(-1)+(-3)-0 = -2 - elementi te matrica C. 23a

1 0 2 o
[ 5 Cakto matricén C=A4 *B pér matricat 4 = 3 _s {|dheB=[1 2

Pér shumézimin e matricave do ta japim kété teoremé 3, pa vértetim:

Teorema 3: Le té jeté a € R. Atéheré jané té sakta vetité:

1) B pér, a(Ab) = (aa)B = A(ab), pér matricén m x n edhe matrica 4 dhe n X k ;

2) A(Bc) = (Ab)C, pér matricén m X n edhe matrica B dhe k X [ (ligji asociativ);

3) A(B +c)=AB + AC pérm * n matricén A, n x k edhe matrica B dhe C;(ligji distributive i majté)
(4 +b)C=AC + BC, pérm x n matricén n x k edhe matrica 4 dhe B;(ligji distributive i djathté)
4) (AB)" = B" A" pér m x n matricén 4, n x k edhe matrica B

Vértetimi béhet thjeshté me shfrytézimin e pérkufizimit pér prodhim té matricave dhe vetive té

operacioneve me numra realé.
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6 Njehso 4B dh BA'a)A—1 2 B—1 00 _1'
) ePATATI s 31 T2 203 1)

1 0 -1 0
b) A= , B= , Vallé AB = BA?
2 3 2 3

[ @— ]

Né rastin e pérgjithshém vlen ligji komutativ pér shumézimin e matricave d.m.th., AB # BA

1 O -1 0 1 7
7 P&r matricat 4= 3| B= 3 ,C= 5 0 , dhe numri real 6, provo vetité

e teoremés 3

[3)]

Fuqgia e matricés
Me shfrytézimin e operacionit shumézim té€ matricave do té pérkufizojmé fuqginé e matricés.
Pér matricén katrore prodhimi A dhe 4 - A shkurtimisht e shénojmé me 4°d.m.th., 4 - A = 4? Pér
prodhimin 4 -4 -4 =A4 - A> = A% - A shkurtimisht shkruajmé A*d.m.th., 4 -4 - A = A° etj.

Pérkufizimi 5: Pér ¢do matricé katrore 4 mund té pérkufizohet, fugia e 4" (ku n éshté numér i
ploté jonegativ) me: 4° = E, A’ = A dhe né ményré induktive 4" = A" ' - 4 pérn > 1

Te fugia A% = E, E éshté matricé njési té rendit té njéjté si edhe matrica 4

. 1 0 0 1 4
8 Pé&r matricat e dhéné: 4 :{ 5 _3} ; 6) B=|1 -2 1| njehso A?dhe A°.
- 4 1 O

Pérkufizimi 6: Nése 42 = E, aréheré A quhet matricé involutore.
Pérkufizimi 7: Nése 42 = A, atéheré A quhet matricé idempotente.

[ 9 Kontrollo vallé matricat 4 dhe B jané involutore ose idempotente ose asnjéra, as tjetra.
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Detyra pér puné té pavarur

1 0 0 -1 -1 3 0 -1 5 0 3 -1
1. Pé&rmatricat 4= , B= dhe C= njehso:

2 =2 3 1 2 -2 4 1 0 -2 3 1
a) 54-3B+4C; b) (24" +(3B-40)"; c) 5C" -34" +4B"
2. Pér matricat e dhéna te detyra 1 provo se a éshté e sakté:
a) (4+B)+C=4+(B+C); b) A+C=C+A4!
1 2 3 4 5 -7 o 1 o0
3. Pérmatricat 4= 0 -1 -2|,B=|6 -2 0,C=|2 5 =8| pjehso:
-3 0 4 -1 3 -4 1 -1 0
a) 54-3BC; b) A" -3B-4C); ¢)(4C)" —(3BO)" .

4. Pér matricat e dhéna te detyra 3 provo se a éshté e sakté:
a) BC=CB; b) A-(C+B)=AC+AB; ¢c)(AC)B=A(CB)!

1 0 0 -1 1 2 3 1 0
5. Cilat prej kétyre matricave A={2 ) 3 1] 0 -1 -2|,C=|1 2] dhe
-3 0 4 -3 0

1 7
D:{5 0} mund té shumézohen? Njehso prodhimet té cilét ekzistojné! Pastaj gjej B?

dhe D’
6. Provo cila prej kétyre matricave jané involutore, ndérsa cilat idempotente:

a0 ] st o o 1
1 0 ) 0 0 °)
0 0 O
6. Matrica inversibile dhe inverse

Né kété pjesé do té shqyrtojmé matrica katrore.
Sé pari do té fusim konceptin determinanté e matricés katrore.

ay 4dp - 4y,
.- . A — azl 6122 e az"’ . . "
Pér matricén katrore < ~| - : . |, determinanta éshté:
anl an2 -t ann
ap  ap a, ap ap a,

a a
det A =det : : : =
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Pér determinantat e dy matricave katrore 4 dhe B vlen: det(Ab) = det A - det B
Para se ta fusim konceptin e matricés josingulare (inversibile, invertibile) pérpiqu ta zgjidhésh

detyrén.
1 2 -3 1 2 7
1 Pérmatricat 4=|0 1 2 | ghe B=|0 1 -2 njehso AB dhe BA.
U 0 0 1 0 0 1

Pérkufizimi 1: Pér matricén katrore 4 themi se éshté matricé inversibile (josingulare,

invertibile), nése ekziston matricé katrore B e rendit té njéjté si edhe A, ashtu qé AB =BA =FE

E sakté éshté kjo teoremé 1

Teorema 1: Pér matricén A inversibile (josingulare, invertibile) matrica saj inverse 4 éshté

njévlerésisht e caktuar.

Vértetim: Le té jeté A matricé josingulare (inversibile), Atéheré ajo ka matricé inverse. P&r matricén
A le té ekzistojné dy matrica inverse B dhe C. Vijon AB = BA = E dhe AC = CA = E. Domethéné

B =BE = B(Ac) = (Ba)C = EC = C.
Nése matrica nuk éshté josingulare, atéheré ajo quhet matricé singulare

Shembulli 1 ) a) Matrica singular &shté matrica zero.

b) Matrica njési éshté josingulare (ajo éshté inverse e vetvetes) d.m.th., EE = E pasi £ = E.

Kontrollo!
I 2 a | x 0y
c) Pér matricén 4= 13 do ta gjejmé matricén inverse me barazimin 4 = .
x+2z=1 x=3
|y+2u=0 ] =2
Kemi . Pas kontrollit
x+3z=0 z=-1
y+3u=1 u=1
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fitohet se 4~ :{ 31 _12}

Matrica inverse e matricés sé rendit té dyté. Matrica inverse e rendit t& dyté ta fitojmé né té njéjtén

a b _ X
ményré si te shembulli 1, c). Pér 4 :{ } matricén do ta gjejmé matricén inverse 4 1 =[ y}

C zZ U
me barazimin A4 =FE

AA’l—a bl|x y| |ax+bz ay+bu| |1 O—E
e dl|z ul| |cex+dz cy+du_01_'

d
X =
ad —bc
ax+bz = b
ay+bu=0 y:_ad—bc b
Kemi , prej ku . Derisa tani 4 = =ad—-bc#0
ex+dz=0 o c c d
cy+du=1 ad —bc
a
u=
ad —bc

b
d} do ta keté kété formeé

L [d b
detd|—-c a |

Mund té pérfundojmé se pér té ekzistuar A’ éshté e nevojshme dhe e mjaftueshme A # 0.

a
Prej kétu matrica inverse e matricés 4 :{
c

1 -1
Shembulli1 ) Pér matricén B = {0 2} determinanta éshté B = 2 # 0. Domethéné, ekziston

matricé inverse e matricés B. Matrica inverse éshté
d -] 12 11 |}
371 = 1 B = l =
detB|—c a 210 1

0
. L i} - 3.2
2 Gjeje matricén inverse té matricés 4 = 5 6

= N =
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Matrica inverse e matricés sé rendit té treté. Ta formojmé matricén elementete té cilés jané té
a4 4

barabarta me komplemenete algjebrike pérkatése t¢ 4=|a,, a,, a, |.Domethénég, le té jeté
a; 4y a4y

* * *

a4y dg

A =

* * *
matrica katrore e rendit 3 dhe le té jeté Gy Gy Gy
* * *

. Matrica e kétillé e fituar e pérbéré
a3 Gy 4y

prej komplementeve algjebrike a; =(=D"'A, t& elementeve pérkatése a; prej matricés quhet

matricé reciproke e matricés 4 Pér matricén e transponuar té saj do té themi se éshté matricé e

adjunguar e matricés A dhe e shénojmé me adjd =(A4")"

Vijojné dy teorema. Té cilat do té na japin kriter pér josingularitet t&€ njé matrice katrore dhe formulé

pér njehsimin e matricés inverse.

Teorema 1: Pér ¢do matricé katrore vien A-adjA=adjA- A= (det A)- E
Teorema 2: Matrica katrore A éshté matricé josingulare nése dhe vetém nése 4 # 0. Né rastin e
kétillé, matricén inverse e gjejmé me

det 4 det 4

-adjA

Domethéné, nése éshté dhéné matrica katrore A4, pér té njehsuar A’ dhe nése ajo éshté e
ndryshueshme prej zeros, atéheré ka matricé inverse dhe ajo €shté matrica elementet e té cilés
jané té barabarta me elementet pérkatése prej matricés sé adjunguar t&€ ndara me vlerén e
determinantés sé A

[3)]

3 Vérteto barazimin A-adjd=adjA- A= (det A)-E !
1 2 -3

Shembulli3 ) Pér matricén A4=| 0 1 =2 | determinanta éshté det 4 =2 = 0. Domethéné,
ekziston -1 0 1

matricé inverse e matricés A. Pér matricén reciproke kemi:

611*1 — (_1)I+1 I 2 _ 1’ al*z _ (_1)1+2 0 -2 _ 2’ a1*3 _ (_1)1+3 0 1 _ 1’
0 1 -1 1 -1 0
. 412 -3 . Ll -3 . ST 2
ay :(_1)2 1 0 1 ‘:_2,6122 :(_1)2 ? 1 1 ‘ 2, Ay (_1)2 } _1 O‘ =-2,
. 42 -3 . L1 -3 . L1 2
a, = (=1 | _2‘: 1, a,=(-1)" 0 _2‘=2, a, =(-1)"" 0 1‘:1.
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1 2 1

Matrica e saj reciproke éshte¢ 4 =| -2 -2 -2
-1 2 1 ]
I
. . 1 -2 1 2 2
atrica inverse éshté detA( ) 5

L2 1) 11
L2 2 |

-1 2 =3

[ 4 Gjeje matricén inverseté B=| 3 5 0

1 -4 1

Teorema 3: Le té jené 4 dhe B dy matrica josingulare (inversibile) té rendit té njéjté. Atéheré jané
té sakta kéto veti

1) A=A)"; 2) Ekziston (4b)~, ku (4b)” = B4~"

Vértetim: Le té jené A dhe B dy matrica josingulare (inversibile) té rendit té njéjté
1). A=AE=AA"'(A ") =444 ' =E4) ' =4,
2) Matricat A dhe B jané josingulare dhe éshté e sakté det A # 0, det B # 0. Normalisht, ekziston
edhe (matricé inversibile), domethéné ekziston (4B) * Kemi
AB(B'A")=ABB ')A ' = AEA"' = AA"' =E
(B'AYAB=B'(A'A)B=B'EB=B'B=E
Vijon (AB) ' =B 4
1 0 O 1 0 -1
S Le té jené dhéné matricat 4= 2 3 0|dhe B=|2 3 0 |.

-1 -2 1 -2 0 1

[@—

Kontrollo se matricat a jané josingulare! Pastaj kontrollo vetité 1) dhe 2) prej teoremés 3.

Detyra pér puné té pavarur
1. Té caktohen matricat inverse pér matricat:

O
3 2 4 0 -5 2

2. Té caktohen matricat inverse pér matricat:
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1 3 7 1 4 -1 -1 6 -1
a) A=|0 3 0|; b)B=|5 3 0 |; c)C=-5 3 -1
0 0 1 -3 2 1 4 7 1

1 5 5 1
3. Pér matricat 4 2{ _2} dhe B Z{ } kontrollo barazimin (4B) ™ = B4’

3 2 4
1 3 7

4. Pér matricen 4=|0 =3 4| kontrollo barazimin 4 = (47) !
0O 0 1

7. Zgjidhja e barazimeve té matricés

Deri mé tani keni zgjidhur barazime té ndryshme algjebrike. Kétu do té njihemi me té ashtuquajturat
barazime té matricés. Barazimet e matricés jané barazime te té cilat e panjohura éshté matrica.
Né hapin e paré zgjidhet barazimi i matricés népérmjet té& shprehurit t&€ panjohurés matricé, mé sé
shpeshti t& shénuar me X, ndérsa hapi i dyté operohet me matricat me ruajtien e vetive té tyre.
Né vazhdim do té japim shembuj té barazimeve té matricés, ku matricat 4,B,C,... jané katrore
té rendit té dyté dhe luajné rol te matricat e njohura, ndérsa matrica X éshté matrica katrore e
panjohur. Eshté e réndésishme se nuk vlen ligji komutativ pér shumézim té dy matricave katrore té
cfarédoshme A,B, pra pér kété shkak kur shumézojmé barazim me matrica, do té theksojmé se a

shumézojmé prej t&€ maijtés ose prej té djathtés.

Shembulli 1 > Te kéto barazime té matricés do ta shprehim matricén X.

a)A-X = B/-A prej t& majtés b)X-4=B/ A 'orej & djathtés

A" A4-X=4"B X-A-A"'=B-A4"
EX=A"B XE=B-A"
X=A"'B X=B-A"

c)4-X-B=C/-A"" prej & majtés
A" 4-X-B=4"-C
EX-B=A4"-C
X-B=A"-C/-B" prej té djathtés
X-B-B'=4".C-B"'
XE=A4"-C-B"
X=4"'CB"'

175



Eshté e qarté se gjaté té zgjidhurit e barazimit té matricés éshté e nevojshme té njehsohet matrica

inverse.
1 3 7 1 4 -1

Shembulli2 > Pér matricat 4=/0 3 0| dhe B=|5 3 0 barazimi i matricés
0 0 1 -3 2 1

BX = A + E, do ta gjejmé matricén X né kété ményré: B prej majtas B~
BX = A+ E /-B”" prej té maijtés
B'-BX=B"(A+E)
EX=B"(A+E)
X =B"'(A+E).

Pastaj, e gjejmé matricén inverse B~ t&é matricés B d.m.th.,

R

B'l=——|-5 2 -5
36

19 -14 -17

Prej ku,

0 0
X:B*(AHE):—L -5 =2 =5 [[|0 3 0|+/0 1 O
19 -14 —-17|(|0 0 1| [0 0 1

3 -6 21[2 3 7 6 -15 25
X=——|-5 2 -5//0 4 0 =—% ~10 —23 45
19 -14 -17[]0 0 2 38 1 99

[ 1 Zgjidhi barazimet e matricés sipas x :
a) A4-X=B; b) X-A=B; c)A-X-B=C; ¢)CX=A4-B;
) . A_—l 2 B_l—l C—2 9
pér matricat 4 = 3 5”7 "lo 21" "2 3
[ 2 Zgjidhi barazimet e matricés sipas x :

a) A-X =B, b) X-A=5B; c)4-X-B=C; ¢)CX =A—B;
1 2 7 I 0 O 1 -2 0
pér matricat A=|0 3 -3|,B=|-5 -3 0/[,C=|0 3 -—4].
0 0 1 -2 2 2 o 1 1
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Té japim edhe disa barazime t&€ matricave mé té pérbéra, ku shfrytézojmé edhe zévendésim.

Shembulli3 > a) Prej barazimit té matricés A - x — B = x + E, e shprehim matricén X prej

A-X-X=B+E
(A—E)X =B+E

e —t
C

CX = B+ E/-C'prej t& majtés
X=C"(B+E)
X =(A-E)'(B+E)

b) Prej barazimit t& matricés XB + C = x + A e shprehim matricén X

XB-X=A-C
X(B-E)=A-C

\_Y_/
D

XD = A—C/-D 'prej t5 diathtés
X=(4-C)D"
X=(A-C)B-E)"

c) Prej barazimit té matricés X4(B + e)~ = B~ e shprehim matricén X
X"A(B+E)" =B /-X prej t& majtés
XX 'AB+E)' = XB™
AB+E)™" = XB™" /B prej té djathtés
ABB+E)'B=X
X=AB+E)'B

-1 2 1 -1 2 9
Pér matricat A:[3 _5] B=L 2}’ Cz{_z 3} njehso matricén te c¢donjéra prej

barazimeve té matricave nén a) b) dhe c) te Shembulli 3.

[ 3 Zgjidhi barazimet e matricés sipas x:
1 2 3

a) (A-2E)X+E)=AnédseA=|0 -1 -2/|;
0 0 1

1 2 -2 5
b) ()(}41)1=X1+BnéseA={3 4},32{ }
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Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi barazimet e matricés sipas X pér matricat katrore té rendit t& dyté:

a) XﬁlABZBilA*lnéseA=1 2 ,B= 200 ;
5 4 3

,1 o 1 2 -2 5 1 1
b) AX™ +B=CX  nése 4= ,B= ,C = :
5 4 -3 -1 2 3

2. Zgjidhi barazimet e matricés sipas x pér matricat katrore té rendit té treté:

1 2 3 1 2 3
a) (B+E)'AX'=A4"nése4={0 -1 —2|,B=|0 2 —4|;
0 0 1 00 3
1 2 3 2 2 3
b) (B+3E)X—-E)=Anésed=|0 1 -2[,B=|0 2 -4|.
0 1 1 00 3

8. Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura mé vérejtém se mund t'i zgjidhim me
ndihmén e rregullave té Kramerit. Sistemin e kétillé mund ta zgjidhim me ndihmén e barazimit té
matricés dhe me ndihmén e metodés sé Gausit té eliminimit. Né vazhdim do ta sqarojmé zgjidhjen
me barazim té€ matricés, ndérsa zgjidhja me metodén e Gausit té eliminimit do ta lejmé pér njésiné
e ardhshme mésimore.
Le té jeté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t&€ panjohura

ax+by+cz=d,

a,x+by+c,z=d, .

ax+by+cz=d,

Né bazé té kétij sistemi, i formojmé kéto matrica:

a b ¢ X d,
A=|a, b, ¢, [, X=|y|,B=|d,
a, b, ¢ z d,

Atéheré sistemi mund té shkruhet né té ashtuquajturén formé e matricés

AX=B.
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Me té vérteté, nése e njehsojmé prodhimin 4.X, pér matricat e kétilla t& formuara dhe e barazojmé
me B, e fitojmé sistemin e dhéné té barazimeve.

Pér matricén 4 themi se éshté matricé e sistemit. Té supozojmé se ajo éshté josingulare (det A #0).
Atéheré pér barazimin e matricés AX = B tani mé vérejtém se sillet né x = A'B, d.m.th., duke

shfrytézuar formulén pér gjetjen e matricés inverse fitohet matrica e panjohur

X =

adjA-B.
det 4

Vérejtje: Barazimi i matricés pér zgjidhjen e sistemit shfrytézohet vetém kur matrica e sistemit

éshté matricé josingulare.

Shembulli 1 ) Ta zgjidhim sistemin prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura

x+y+z=1
2x—y—-5z=-2
x—-y+z=3
1 1 1
me barazime té matricés AX = B. Matrica e sistemit 4=2 —1 —=5| dhe matrica- rreshta
¥ 1 1 -1 1
X =|y|,B=|-2|. Matrica inverse A e matricés éshté
z 3
—6 -2 —4
A=l 7 o 7
14
-1 2 =3
1
Matrica X =4~ -B=| -1 Zgjidhja e sistemit éshté treshja e numrave té renditur (1, —1, 1).
1

[ 1 Me ndihmén e barazimeve té matricés zgjidhi kéto sisteme prej tre barazimeve me tri

té panjohura:

x+y+z=1 2x+y—-z=0
a){2x—y-5z=-2; b)s x—2z=-3
x—y+z=3 Sy+z=2
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Detyra pér puné té pavarur
Zgjidhi kéto sisteme me barazim té matricés:

2x-3y+z=-9 2x—y+z=8 x—=2y+3z=10 x+2y-5z=6
1 95x+y=22=12; 2. Jx42y=0 : 3. 94x+y-2z=8; 4 ! ox4y42z=5"
x=2y-3z=1 3x—y=17 2x+3y+5z=5 —3x+3y—4z=8

9. Metoda e Gausit té eliminimit

Transformimet elementare té cilat zbatohen te sistemet prej dy barazimeve lineare me dy té
panjohura t&€ mésuar né vitin e paré zbatohen edhe te sistemet lineare me tri t&€ panjohura pér
fitimin e sistemeve ekuivalente. Ato jané:
a) zévendésimi i vendeve té barazimeve;
b) shumézimi i njérés prej barazimeve me numér jozero;
C) njérés prej barazimeve i shtohet barazim tjetér i s i shumézuar me ndonjé numér
jozero.
Le té jeté dhéné sistemi prej tre barazimeve lineare me tri t& panjohura né formén normale (té
pérgjithshme):
ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
ax+by+cz=d,

Thelbi i metodés sé Gausit pér zgjidhjen e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té€ panjohura
géndron né manipulimin e sistemit d.m.th., barazimet shumézohen me numra té caktuar dhe u
shtohen barazimeve tjera me géllim té eliminohet e panjohura e caktuar dhe té arrihet deri te
zgjidhja pér njé té panjohur. Pastaj, kthehemi prapa pér t'i gjetur vlerat e té panjohurave tjera.

Manipulimi me sistemin e béjmé me transformimet elementare.

Shembulli1 ) Pér zgjidhjen e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri té panjohura

x+y+z=1
2x—y—5z=-2 ta prezantojmé metodén e Gausit:
x—y+z=3
1) Barazimin e paré e shumézojmé me —2 dhe ia shtojmé barazimit t& dyté, ndérsa té parén e
shumézojmé edhe me —1 dhe ia shtojmé barazimit té treté,
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x+y+z=1 x+y+z=1
2x—y—=5z=-2/R(2)+R, = {3y-Tz=-4.
x—y+z=3/R(D+R, —2y=2
E eliminojmé té panjohurén x prej barazimit té€ paré dhe té treté. Por, e eliminojmé edhe z prej
barazimit té treté.

2. barazimin e treté e pjesétojmé me -2 dhe e fitojmé zgjidhjen sipas y,

x+y+z=1 x+y+z=1
By-Tz=-4 < 3y-T7z=-4.
—2y=2/:(-2) y=-1

3) Zévendésohet vlera e y te barazimi i paré dhe barazimin e dyté e pjesétojmé me —7 dhe fitohet

vlera e té panjohurés z:

x+z=2 xX+z=2
~Tz=-T7/:(-7) <= z=1
y=-1 y=-1

4) Zévendésohet vlera e té panjohurés z te barazimi i paré dhe fitohet vlera e té panjohurés x :

X+z=2 x=1

z=1 << z=1.

Zgjidhje e sistemit éshté (1,-1,1).
Derisa sistemi i dhéné prej tre barazimeve lineare me tri t€ panjohura nuk éshté né formén normale
(té pérgjithshme), pér ta zbatuar metodén e Gausit, éshté e nevojshme sistemin ta sjellim né formén

normale.

[ 1 Me metodén e Gausit té zgjidhen kéto sisteme prej tre barazimeve lineare me ftri té
panjohura:

2x—y+z=38 xX+2y—-5z=6
a){x+2y=0 ; b) < 2x+y+2z=5 .
3x—y=7 —3x+3y—-4z=8

Me metodén e Gausit té& elementit duhet té konstatohet se sistemi a ka pafund shzumé zgjidhje pse
éshté kontradiktor.
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3x—-y+z=2
Shembulli2 ) a) Sistemin <5x+y+z=16 e zgjidhim me metodén e Gausit t& eliminimit:

x=3y+z=-12
3Ax—y+z=2 x=3y+z=-12 x=3y+z=-12 x=3y+z=-12
5x+y+z=16 < {5x+y+z=16/R(-5)+R, <= 16y-4z=76/:4<3 4y—-z=19
x=3y+z=-12 3x-y+z=2/R(3)+R, 8y—2z=38/:2 4y—-z=19

Te sistemi i fundit éshté e garté se barazimi i treté éshté i tepért dhe sistemi ka pafund shumé
zgjidhje d.m.th., péry = ¢, ¢ € R fitohet z = 4¢ — 19, x = 7 — t. Bashkeésia e zgjidhjeve éshté:
M={T—-tt4-19)|teR}

3x—y+z=2
b) Sistemin <5x+y+z=8 e zgjidhim me metodén e Gausit t€ eliminimit,

x=3y+z=-12
3Ax—y+z=2 x=3y+z=-12 x=3y+z=-12 x=3y+z=-12
5x+y+z=8 <35x+y+z=8/R(-5+R, = {16y-4z=08/:4 <= 4y—z=17

x=3y+z=-12 3x—y+z=2/R(-3)+R, 8y—-2z=38/:2 4y—-z=19/R,(-D)+R,
x=3y+z=-12
= 4y—z=17
0-y+0-z=2

Barazimin e fundit prej sistemit éshté barazim kundérthénés. Domethéné, sistemi éshté sistem
kundérthénés.

[ 2 Me metodén e Gausit té€ zgjidhen kéto sisteme prej tre barazimeve lineare me tri té
panjohura:

2x—y+z=3 x+2y—-5z=6
a){4x-2y+2z=6; b) {—2x—-4y+10z=8.
6x—-3y+3z=9 3x+6y—4z=8

Detyra pér puné té pavarur
Me metodén e Gausit té zgjidhen kéto sisteme té barazimeve lineare me tri t€ panjohura:

2x-3y+z=-9 2x—y+z=8 x—2y+3z=10
1. 35x+y—-22=12; 2. 1x4+2y=0 3. 44x+y—-2z=8 ;
x—2y-3z=1 3x—y=17 2x+3y+5z=5
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x+2y-5z=6 x+y+z=1 x—y+z=-1
4. 1 2x+y+2z=5 5.92x+2y+2z=3 ; 6. sx+y—z=2
~3x+3y—-4z=8 3x=5y+2z=-1 —Sx+5y—-5z=5

10. Detyra pér pérséritje té njésisé modulare
1. Njehso kéto determinanta:
a a+b

; b) |5
a—>b a )

2. Duke shfrytézuar vetité e determinantave vérteto:

a+bx a+bx c a b ¢ 1 p gw
a)|d+ex d+ex fl=(1-x)d e f|; b)[1 q wp|=(qg-p)w—p) (w—q)-
g+hx g+hx m g h m 1 w pg
x=2y+z=-1
3. Me ndihmén e rregullave té Kramerit té zgjidhet sistemi ¢ —2x+y—-3z=0.
3x=2y+z=2
| -2 -1 -6 1 2 3
4.LetéjenédhénématricatA=L _4] B=|3 2 9|, C=|3 2 0
-1 -1 4 -1 -1 -1
Njehso : a) 3C —4B; b) 4°; c) 2BC; c)A™; d) C
5. Caktoe té panjohurén x prej kétyre barazimeve:
T T R I P
a . . = , . =
-3 4 5 4 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

6. Le té jené A dhe B dy matrica josingulare té rendit té njéjté dhe le té jeté AB = BA . Vérteto se
AB'=B'Adhe A'B =BA™":

1 -2 0 -2
7. Pér matricat 4= L _4} , B= L _4} gjeje matricén e panjohur X prej barazimit t€ matricés

XA'B=A'+E
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2x-3y+z=0

8. Zgjidhe sistemin 1 —3x+4y -2z =1 me:
Sx+y+4z=-3

a) barazim té matricés,

b) Metoda e eliminimit.

9. Diskuto zgjidhjen e kétyre sistemeve varésisht prej parametrave:

ax+y+z=1
a) sx+ay+z=1;
x+y+az=1

10. Zgjidhi kéto sisteme:

2x+y+z=4
a){4x+2y+2z=5;
6x+3y+3z=10

x+y=0
¢)<2x-2y=0 ;
-x—z=0

ax+ay+(a+l)z=a
b) ax+ay+(a—-l)z=a

(a+Dx+ay+2a+3)z=1

x+y+z=4
b) 14x+4y+4z=16;
2x+2y+2z=8

2 3 1
+

3 4 2

x—2y_y+22 2x—z+y -

d)
5 1 4

— + — =
x=2y y+2z 2x-z+y
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x=2y y+2z 2x—-z+y

x—y+2z=0
c)12x+3y—-z=0;
3x+2y+z=0
=0
x+y=1
=1; dh){2x-2y=2.
-x—z=3
=-3



Njesiamodulare 4—-Gjeometriaanalitike ne hapesire
(per te gjitha drejtimet)
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Gjeometria analitike éshté disipliné e matematikés tek e cila gjeometria mésohet me
shfrytézimin e algjebrés. Te gjeometria analitike Figurat gjeometrike shqyrtohen né sistemin
kénddrejté té Dekartit dydimensional dhe tredimensional, duke paraqitur né ményré analitike,
d.m.th., me barazime algjebrike. Pér themelues t&€ gjeometrisé analitike llogaritet matematikani
francez Rene Dekart (1596-1650) me veprén e tij,Gjeometria”. Né njérin prej tri shtesave, Diskutim
pér metodat” (1637), e jep zbatimin e metodés sé pérgjithshme té sintezés ndérmjet gjeometrisé
dhe algjebrés. Megjithaté, prej letrave t&€ matematikanit francez Pjer De Ferma (1601-1665)
vérehet ideja pér gjeometriné analitike qysh para botimit t&€ veprés sé Dekartit. Sido qofté, paraqitja
e gjeometrisé analitike llogaritet pér fillim t&€ matematikés bashkékohor.

Né kété njési modulare, sé pari do té pérkujtohemi pér prodhimet ndérmjet vektoréve, té cilét tani
mé jané mésuar né vitin e treté: prodhimi skalar, vektorial dhe i pérzier i vektoréve. Pastaj do té
béjmé zgjerim té Gjeometrisé analitike t&€ mésuar né rrafsh né Gjeometri analitike né Hapésiré.

1. Prodhimi skalar i vektoréve

Né kété pjesé do té pérkujtohemi pér prodhimin skalar ndérmjet dy vektoréve. Por, para
prodhimit skalar té vektoréve té pérkujtohemi né disa pérkufizime themelore té lidhura me konceptin
vektor, koordinata e vektorit dhe pika te sistemi koordinativ tredimensional i Dekartit.

Pérkufizimi 1: Vektor éshté segment pér té cilin dihet cila prej pikave té skajshme té tij éshté
fillim, ndérsa cila éshté pika e mbarimit (e fundit). Cdo vektor éshté dhéné me tre elemente:
gjatésia, drejtimi dhe kahja.

Pérkufizimi 2: Vektor kolinear do t'i quajmé vektorét té cilét shtrihen né drejtézén e njéjté ose
drejtézave paralele.

Pérkufizimi 3: Vektor komplanar do t'i quajmé vektorét té cilét té bartur te njé piké shtrihen né

rrafshin e njéjté.

Sistemi koordinativ kénddrejté (hapésinor) éshté pércaktuar me pikén fikse O, dhe te ajo jané lidhur

tre vektor reciprokisht normal dhe té barabarté sipas gjatésisé sé vektoréve i, j,]; Gjatésiné e tyre
e zgjedhim pér njési mase H = m = ‘E‘ =1. Kéto vektor 7,j,/€ jané té njohur me emrin orte ose

vektor bazik (vektor njési)
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Rreze-vektori ¢ éshté vektor fillimi i té cilit éshté fillimi i koordinatave té sistemit koordinativ
kénddrejté hapésinor, ndérsa pika e mbarimit éshté ¢farédo piké 4. Koordinatat e rreze-vektorit d

dhe koordinatat e pikés sé tij té mbarimit jané té njéjta 4, Figura 1.

I z2-poshti i abshisés

A,(0,y,0) y—boshti i ordinatave
»

A, (x,0,0) ~
40, ~
B

x,y,0)

x-apsis ek boshti i aplikatés seni

Figura 1

Prodhimiirreze-vektorit & mundtéparagitet(njévierésisht)néformén @ = xi +y j +zk = (x,y,z) .

Forma koordinative e rreze-vektorit @ =(x, y,z), domethéné se pér ¢do vektor i shogérojmé treshe
té renditur t& numrave realé. Pika e tij e mbarimit A(x, ), z) e ka formén e njéjté koordinative.

Domethéné, koordinatat e pikés jané koordinatat edhe té rreze vektorit

Pér vektorét t& dnhéné né formén koordinative @ = (ai, az, as), b = (bi, bz, bs) dhe skalar

A € R pérkufizohen operacionet: mbledhje té& vektoréve né formén koordinative me

a+b=(a,+b,a,+b,,a,+b,) dhe shumézimi i vektorit né formén koordinative me numér real
Ada=(Aa,Aa,,Lay)

Forma koordinative e cfarédo vektori 4B t& pércaktuar me: AB = (b, —a,,b, — a,,b, —a,), ku pika

fillestare éshté A(as, az, as) edhe pika e mbarimit éshté B(b,, b, bs)
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Koordinatat e pikés M(x, y, z) qé shtrinet te drejtéza e péprcaktuar me pikat A(a;, az, as) dhe
B(b1, bz, bs) e ndan segmentin AB né raport 4 gjenden sipas formulave:
‘o a, +Ab, = a, + Ab, = a, + Ab, .
1+ 4 1+4 1+

Né vecgantéi, koordinatat e pikés M(x, y, z) qé éshté mesi i segmentit 4B njehsohet sipas

formulave:
a, +b, a,+b, a, +b,
x = N = z =
2 2 2

5

Té kalojmé né pérkufizimin e prodhimit skalar té dy vektoréve:

Pérkufizimi 4: Prodhimi skalaridy vektoréve d, b éshténumri db e 6pojot @-b =|d|-|5|-cos

ku a éshté kéndi ndérmjet vektoréve a, l;, ndérsa |5| dhe ‘b‘ jané gjatésité e vektoréve a dhe b

pérkatésisht

5‘ =4 dhe kénd ndérmjet

Shembulli 1 > Pér té dy vektorét a, b me intensitete (module) |5| =5,

tyre o = 30° prodhimi skalar éshté

a-b = |al-||-cos & = 5-4- cos 30° =20§=10\/§

[ 1 Njehso prodhimin skalar té vektoréve a, b me intensite |Zl| =1, Z;‘ =6 dhe kénd ndérmjet

tyre o = 150°!
Prej pérkufizimit 4 éshté e qarté se prodhimi skalar ndérmjet dy vektoréve mund té jeté:

— numér pozitiv, nése kéndi ndérmjet tyre éshté i ngushte;
— numér negative, nése kéndi ndérmjet tyre éshté i gjeré.

Té pérkujtohemi edhe né vetité e prodhimit skalar dhe té zbatimit té tij.
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Teorema 1: Pér ¢farédo vektor a, b &shté e sakté

0 = I _ - AL _n =1 L.
" a-b=0<=a=0vb=0va.lb; dmth. Te. ‘Zi‘:\/%_

Teorema 2: Pér prodhimin skalar té ¢farédo vektoréve a,b,¢ dhe ¢farédo skalar 4 € IR jané té

sakta kéto veti:
1° b=

b-a;
2° A(a-b)=(2d)-b=a-(Ab);
3 G-(b+é)=a-b+a-¢
Teorema 3: Pér dy vektor jozero d, b &shté e sakté cosa = |a|‘l;‘ ku a éshté kéndi ndérmjet
a .

tyre.

Shembulli2 ) Prodhimi skalar i vektoréve @ =4p—3G, b =5p+2G ky |P|=4

a=<(p,4)=60" me shfrytézimin e prodhimit skalar té vektoréve éshté:

=2 dghe kéndi

a-b=(4p-3§)-(5p+2§)=20|p[ +8p-G-15G-p—6|4
=20|p[* +8p-G—15p-G—6|GI'=20|p['=7p-G—6|G
=20-4"-7|p|-|G|cosa—6-2>=320—7-4-2-cos60° — 24
=320-28-24=268

q|=2

[ 2 Njehso prodhimin skalar t& vektoréve @= p+24, b =3p+2§, nése |P|=7.

edhe kéndi ndérmijet tyre oo = 120°!

Shembulli3 ) Pér ta gjetur kéndin S ndérmjet vektoréve a, b prej shembullit 2, do ta shfrytézojmé

i-b
dl|p

formulén te teorema 3 €0s 8 =

Prodhimi skalar @-b =268 &shté tani mé i njehsuar, ndérsa ti njehsojmé modulet e vektoréve me

shfrytézimin e Teoremés 1.2°
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|df=d-d=(4p-3G) =16| p| —24p-G+9|G[=16-4"-24| p|-|§|-cosa+9-2’
=256-24-4+36=232

|b[=b-b=(5p+2¢) =25|p| +20p-G+4|G['=25-4+20| p|-|G|-cosar+4-2°
=400+20-4+16 =496

Domethéné
268 268

COS = =
p J232-/496  2+/58-431

[ 3 Njehso kéndin 3 ndérmjet vektoréve & = P +24, b=3p+2G nase |p|=7.

~0,79= B ~37,81°.

d|=2 edhe

kéndi @ = <(p,q) =120°
Pér ortet né paijtim me figurén 1, éshté e sakté
P i=j j=kk=17j=ji=fk=ki=jk=k-J=0

Pér formén koordinative t€ prodhimit skalar tani mé e dime se jané té sakta kéto veti:

Teoremad: Prodhimiskalarivektorévetédhénénéforménkoordinative @ =(a,,a,,a, ),b =(b,,b,,b,)
éshté numri @-b =a,-b, +a, b, +a, b,

Teorema 5: Pér c¢farédo vektor 5,5 éshté e sakté,

(1) gjatésia e vektorit: |d| = Jal+a,) +a;’
ab +a,b,+a,b,

2 2 2 2 2 2’
a’ +a,” +a, -\/b1 +b,” +b,

(2) kéndi ndérmjet vektoréve: €OS& = \/

(3) kushti pér normalitet (ortogonalitet) t& dy vektoréve @,b # 0 aib: + azb: + asbs = 0.

Me ndihmén e formés koordinative té prodhimit skalar, na mund ta gjejmé edhe largesén d
ndérmjet dy pikave A(x:, X2, X3), B(y1, y2, y3). Tani mé dime se vektori AB ka formén koordinative

ﬂ; = (yl =X,V Xy, VX, ) Largesa ndérmjet kétyre dy pikave éshté.

2

d=A_B=‘AB;‘:\/(y1 —xl)er(y2 —xz) Jr(y3—x3)2 )
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Shembulli4 > a) Pér vektorét a=(3,2,-3),b =(7,0,—5) té cilét jané dhéné né formén
koordinative prodhimi skalar éshté¢ @-b =3-7+2-0+(=3)-(=5)=21+15=36. Ndérsa pra,
kéndi ndérmjet tyre éshté

36

36
= =0,89 = a =27,13".
Y32 H(3) TP H0P+(=5) V2274

Cosax =

b) Gjatésia e vektorit @ = (0, -3, 2) t& dhéné né formén koordinative éshté

| = \J0? +(=3)* +2* =9 +4 =413

c) Pér pikat A(2, -3, 1), B(-2, 3, —4), largesa e tyre éshté

d = \(2=2)* +(3+3)° +(=4—1)> = \[(-4)* + (-9)* + (=5)* =/122..

[ 4 a) Njehso prodhimin skalar dhe kéndin a ndérmjet vektoréve @ = (1,2,3),b = (-4,2,-3)

té dhéné né formén koordinative
b) Njehso gjatésiné e vektorit @ =(=1,5,—2)!
c) Njehso largesén ndérmjet pikave A(1, -2, —1), B(5, -6, 0)

[ 5 Kontrollo se vektorét a = (5, -2, 3), b = (-1, 0, 2) a mund té jené brinjét e katrorit

Detyra pér puné té pavarur
1. Njehso:@) @-b; b) (@—b)a+b); c) (2d—3b)-5b , nése |@|=5,|b =2 dhe kéndi ndérmijet

T

tyre éshté 6

2. Njehso prodhimin skala t& vektoréve @=p—2G, b =2p—-3G  nase |P|=8:|d|=1 dhe kéndi

ndérmjet vektoréve P-4 éshté a =%! Pastaj, gjeje kéndin ndérmjet vektoréve a,b!
3. Pér cfaré qofté vektor @, b, vérteto se:
a) @) Qa—b)a+by=4|al’ —|b [ b) (G@+b) —(d—b) =4d-b .
4. Vérteto: Diagonalet e rombit jané ndérmjet veti normale!
5. Pér vektorét @ = (1,—2,-3),6 = (2,0,-5) pjehsol
a) a,b b)|al,| 5| c) kéndin a ndérmijet tyre

A jané ortogonalé vektorét @,b ?
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6. Jané dhéné kulmete AABC/A(3, -2, 1), B(-1, -2, 4), C(-4, -2, 0)/. Gjej:
a) kéndin e brendshém té trekéndéshit te kulmi C;

b) gjatésiné e vijés sé réndimit té trekéndéshit té léshuar ndaj brinjes AB.

7. Pér vektorin e dhéné d =(3,-2,1) gjej koordinatat e vektorit X qé shtrihet te rrafshi yz nése
alx|%=3J5

2. Prodhimi vektorial i vektoréve

Té pérkujtohemi né pérkufizimin e prodhimit vektorial té dy vektoréve

Pérkufizimi 1: Prodhimi vektorial i vektoréve jokolinear a,b e quajmé vektorin ¢=axb
(figura 2) ashtu gé

(i) drejtimi i vektorit C &shté normal né rrafshin te i cili shtrihen a,b
(i) vektorét @,b, ¢ =dxb formojné treshe & djathté t& vektoréve;
(iii) intensiteti (moduli) i vektorit ¢ &shté |c| =|&|-|l5|-sina, ku kéndi éshté kénd o ndérmijet

vektoréve a,b .

!

L |

Figura 2

Shenja e cila shfrytézohet pér shénimin e prodhimit vektorial dxb éshté ednhe [a',bl
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b|=4 dhe kénd ndérmiet tyre & = 3 modul

Shembulli 1 ) Pér dy vektor @.5 me intensitet || =1,

i vektorit ¢ =a xb éshté
|5|:|a><[;|:|fi|‘5‘311*10{:14511’1%:4%:2&

[ 1 Njehso modulin e prodhimit vektorial t& vektoréve @5 me module lal = 1, 1b] = 6 dhe

kénd ndérmjet tyre oo = 120°!
Té pérkujtohemi né vetité e prodhimit vektorial dhe zbatimit té tij.

Teorema 1: Pér prodhimin vektorial té ¢farédo vektoréve d,b,¢ dhe prodhimit skalar A € R jan

kéto veti:
1°a Lb = |axb|=a|-|p];

2° Gxb=0< a=0vb=0va.hb

jané kolinear

5°ax(5+5)=axb +axé, (a+b)x5=ax5+5x5
Teorema 2: syprinat e paralelogramit t& konstruktuar mbi vektorét @,b éshté
S =|axb|

Rrjedhimi: Syprina e trekéndéshit t&€ konstruktuar mbi vektorét a,b éshté

P:l‘&xlg‘
2
Teorema 3: Forma koordinative e prodhimit vektorial pér dy vektor
i j ok
- - —~ a, a|la, alla, a
d=(a1,a2,a3),b=(b1,b2,b3)edxb: UL Ele a4
b2 b3 b3 bl bl b2
1 b2 b3
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d|=2 edhe

Shembulli2 ) Moduli i prodhimit vektorial @=4p—3G, b =5p+2§ ku |p|=4,

kéndi @ = <(p,§) =60’ e njehsojmé né kété ményré:
axb=(4p-3G)x(5p+2G)=20px p+8pxG—15Gx p—6G%§
=8pxq+15pxg=25pxq
|axb|=25|p|-|G|sina=254-2-sin60° =100~/3.

[3)]

2 Njehso modulin e prodhimit vektorial t& vektoréve @ =pP+24, b =3p+2q, nés
|B|=7,

Shembulli3 > a) Pér vektorét a = (1, -1, 0), b = (0, 1, 0), té cilét jané dhéné né formén

koordinative, prodhimi vektorial éshté vektori

G|=2 dhe kéndi o = «(p,q) =120°.

i ]k
axb=|1 -1 0|=—k =(0,0,—1)
0 -1 0

b) Syprina e paralelogramit t& konstruktuar mbi vektorét éshté @ = (1,—1,0),b = (0,—1,0)
njési katrore P = |Ei><l;| =\/(-1)* =1

[ 3 |Njehso syprinén e AABC me kulme A(3, 2, =5), B(1, -4, 3), C(-3, 1, 0). Pastaj njehso

gjat[ésiné e lartésisé sé trekéndéshit té Iéshuar ndaj brinjés BC.

Detyra pér puné té pavarur

1. Njehso: a) |axb | ; b) (@—b)x(a+b): c) 2d—3b)x5b , nése |5|:4, 5|=2\/§ dhe

kéndi ndérmijet tyre o0 = 45°!

2. Njehso |@xb | vektorét @,5 me modulet | =4.[b|=3 dhe @-b =16.

3. Njehso syprinén e trekéndéshit t& konstruktuar mbi vektorét @=p+2§,b =3p+§ ku

vektorét P-4 kané module | 2| =4./4| =3 dhe kénd « = <(p,§) =30

4. Pér ¢farédo qofté vektor @,b , vérteto se:
a) 2a—b)x(2da+b)=4dxb; b)2ax(G@+b)=2axb.
5. Pér vektorét a = (2, —3,5),5 =(-1,0,3) njehso:

a) @xb; b)(@-b)x(@+h);c)(2a—3b)x5b!
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6.Njehso lartésiné e paralelogramit ABCD té dhéné me kulmet koordinative
A3, -1, 2), B(1, 2, 1), C(2, 5, —6), D(4, 2, -3)
7.Njehso «a pér kéndin ndérmijet vektoréve @ = (2,3,-5),b =(2,0,3).

3. Prodhimi i pérzier i vektoréve

Té pérkujtohemi edhe né njé prodhim, ndérsa prodhimi ndérmjet tre vektoréve.

Pérkufizimi 1: Prodhimi i pérzier i tre vektoréve @.b,¢ e quajmé skalarina (5><13)-5. Prodhimi

i pérzier e ka shénimin (5,5,5)_

Té pérkujtohemi edhe né disa teorema té lidhura me prodhimin e pérzier dhe zbatimi i tij.

Teorema 1: VéEllimi i paralelopipedit té konstruktuar prej vektoréve a,b,¢ éshté
4 :‘(a‘,b' c)‘

Shenja e prodhimit t& pérzier é€shté pozitiv, nése vektorét a,b,c formojné treshe té vektoréve té

djathté. Ndérsa tani, shenja e prodhimit t& pérzier éshté negative, nése vektorét b, formojné
treshe té vektoréve té€ majté

Rrjedhimi: Véllimi i tetraedrit t& konstruktuar mbi vektorét a,b,¢ éshté

V:é‘(a,ﬁ,a)‘

Teorema 2: Pér cilét vektor @,b,¢ éshté e sakté form (Ez, I;,E):Oula nése dhe vetém nése
vektorét jané komplanar a,b,é
Teorema 3: Pér cfarédo vektor 4@ =(a,,a,,a;),b =(b;,b,,b;),¢ =(c;,¢,,¢5), forma koordinative e

prodhimit t& pérzier éshté dhéné me formulén

4, 4, da
L S T e a4 q a, a,
(a,b,c):(axb)-c: ¢ — Cy+ ¢;=|b, b, by,
bZ b3 b3 bl bl b2
cl c2 c3
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Shembulli 1 ) Prodhimi i pérzier i treshes sé vektoréve té djathté d,b,¢ ku vektori ¢ éshté normal
né vektorét @ dhe b, té cilét pra formojné kénd prej 30° ku &shté: |@|=6,|b |=5,|¢ |=1
(5,5,5)=(| @|-|b|sin(d,b))-| ¢ |cos<«<(dxb,) = 6-5sin30°-1-1=15

Treshja e djathté e vektoréve do té thoté se vektorét @xb,é jané me kahe té njéjté

[ 1 a) Njehso prodhimin e pérzier té vektoréve d,b,¢ nése até jané reciprokisht normal dhe

formojné treshe t& djathts t& vektoréve me module | [=3.|5 =4,/ =2,

b) Njehso véllimin e kuadrit me tehe té bazave a =7, b =3, ¢ = 5!

Shembulli2 ) a) Pérvektoréta)a = (2, 1, 1), b = (-2, -3, 0), ¢ =(0, 1, 1), prodhimi i pérzier éshté

2 11
(5,5,5): 2 -3 0=-6-2+2=-6
0 1 1

b) Pér vektorét a) a = (2, 1, 1), b = (-2, =3, 0), ¢ = (0, 1, 1), véllimi i paralelopipedit t&

konstruktuar mbi kéto vektor éshté V" = ‘(dsB,é)‘. Prodhimi i pérzier (5,5,5) =6, Vijon se njésité
kubike 7 = |-6| = 6.

c) Véllimi i tetraedrit té€ konstruktuar mbi té njéjtét ato tre vektoré a = (2,1, 1),b =(-2,-3,0),¢ =(0,1,1)

éshté =é (a,E,a)

= é -6 =1 njési kubike.

[ 2 a) Njehso véllimin e tetraedrit t& konstruktuar mbi vektorét
i=(1,21),b=@3,4 -2),¢=(-20,4).
b) Njehso véllimin e tetraedrit me kulme A(1, 2, 1), B(3, 4, -2), C(-2, 0, 4), S(1, 2, 3)

Shembulli3 ) Vektorét @ = (2, 3, -1), b =(1, -1, 3), ¢ = (1, 9, —11) jané komplanar pasi

prodhimi i tyre i pérzier éshté zero d.m.th.,

2 3 -1
(&,5,5): 1 -1 3 (=22-9+9-1-54+33=55-55=0.
1 9 -11
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[ 3 Kontrollo se mbi vektorét @ = (2, 1, 1), b = (1, 2, 3), ¢ = (-2, 1, —1) a mund t&

konstruktohet paralelopiped

Detyra pér puné té pavarur

1. Pér ¢farédo vektor jané té sakta kéto barazime a= (a19a2aa3)ab = (bpbzabg,)a ¢ = (01,02,03).
Veérteto (55555) = (57575) = (6,5,5),(5,5,5) = _(&'55’5)

2. Veérteto(a+b,¢,d)=(a,¢,d)+(b,¢,d)!

3. Njehso prodhimin e pérzier t& treshes sé djathté t& vektoréve d,b,¢ nése vektori ¢ &shté
normal né vektorét @ dhe b, t& cilét formojné kénd prej 45° ndérmjet veti, me module
[@|=3,b|=4,|¢ =2

4. Njehso véllimin e kubit me teh té bazés M =7 me zbatimin e vektoréve.

5. Njehso lartésiné e paralelopipedit té konstruktuar mbi vektorét
i=(-1,0,1),b=(3,4,-2),¢ =(-2,1,0).

6. Véllimi i tetraedrit le té jeté me kulmet e bazés A(1, 2, 1), B(3, 4, -2), C(-2, 0, 4) éshté 15
njési kubike. Gjej koordinatat e kulmit, nése dihet se kulmi shtrihet te boshti x!

7. Njehso vlerén e parametrit m, nése vektorét @ = (m, 0, 1), b =(-2,4, 1), ¢ = (-2, 1, 0) jané

komplanaré.

4. Forma e pérgjithshme e barazimit té rrafshit
Le té jeté Oxyz sistemi kénddrejté koordinativ i Dekartit né hapésiré. Sé pari do ta caktojmé

barazimin X i cili éshté pércaktuar me njé piké té tij dhe vektorin jozero normal né rrafshin

® 0

Figura 3
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Nése éshté dhéné pika Mo dhe vektori jozero 7, atéheré ekziston rrafsh njévlerésisht i caktuar
gé kalon népér pikén e dhéné Mo, dhe éshté normal né vektorin e dhéné 7. Pika le té jeté Mo e
pércaktuar me rreze-vektor 7,, Figura 3. Le té jeté dhéné cfarédo piké prej rrafshit t& caktuar me
rreze vektor M Me lévizjen e pikés X né rrafsh ndryshon vektori MM = ¥ =Ty, por megjithaté ai
gjithmoné ngel normal né # pasi MM shtrihet né rrafsh X d.m.th., 7 1L MM . Prodhimi skalar
té dy vektoréve reciprokisht normal éshté 0, d.m.th., ii-M,M =0 pérkatésisht 7i-(F —7,)=0_ Ky
kusht e kénaq ¢do piké M prej rrafshit Z, por nése M nuk shtrihet te rrafshi X, ai kusht nuk vlen.

Prandaj, me kété shprehet vetia e pérkatésisé sé pikave te rrafshi

Prandaj éshté e natyrshme qé ky kusht ta marré si barazim té rrafshit né formén vektoriale.

Pérkufizimi 1: Barazimi
ku vektori 7 L=, 7 &shté rreze-vektor i pikés Mo dhe 7 &shté rreze-vektor i pikés M quhet

barazimi vektorial i rrafshit >

Pikat M,(x0,5,2)), M (x,¥.z), vektori 71=(A4,B,C),A>+B*+C>#0, rreze-vektorét
7o =(X0,Yp-2y), 7 =(x,»,2) dhe vektori MM =(x—x,,y—y,,2—2,) kané forma té veta
koordinative.

Barazimi vektorial 72+ (7 —7;) =0 j rrafshit £ ka edhe shprehje analitike, d.m.th., formé koordinative
té formés A(x — xo) + B(y —yo) + C(z —z0) =0

Pérkufizimi 2: Barazimi i rrafshit té formés
A(x —x0) + B(y—y0) + C(z—20) =0

quhet barazimi skalar i rrafshit qé kalon népér njé piké Mo(xo, Yo, zo) dhe éshté normal né
vektorin e dhéné 7 = (4, B, C)

Shembulli 1 ) Ta shkruajmé barazimin e rrafshit £ qé kalon népér pikén Mo(1, 3, —5) dhe éshté
normal né vektorin 7i = (-2, 5, 1). Né pajtim me barazimin kemi A(x —xo) + B(y —y0) + C(z—z0) = 0.
Barazimin e fundit mund ta transformojmé né formén —2(x — 1) + 5(y —3) + 1(z + 5) =0, té cilén

mund ta llogarisim pér barazim 2x — 5y —z + 8 = 0 té rrafshit X.
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[ 1 Gjeje barazimin e rrafshit £ qé kalon népér pikén A(5, —3, 7) dhe éshté normal né

vektorin 7 = (7, -8, 10)
Formén koordinative té barazimit té rrafshit mund ta transformojmé né kété

formé Ax + By + Cz + D =0, ku
D =—Axo— Byo— Czo

Pérkufizimi 3: Barazimi
Ax +By+Cz+D =0

quhet forma e pérgjithshme e rrafshit me n = (4, B, C) vektor normal né até.

Te barazimi i pérgjithshém i rrafshit, koeficientét 4, B, C dhe D jané numra realé. Domethéné,
ndonjé prej tyre mund té jeté i barabarté me zero dhe té fitojmé raste special té rrafshit né lidhje me
vendpozitén e tij te sistemi koordinativ kénddrejté i Dekartit:

1. Nése D = ( atéheré barazimi i pérgjithshém i rrafshit e ka formén By + Cz + D = 0. Kjo
do té thoté x = 0, y = 0, z = 0 se éshté njé zgjidhje e tij, pra kemi se né kété rast rrafshi kalon
népér fillimin koordinativ

2. Nése A = 0 atéheré barazimi i pérgjithshém i rrafshit e ka formén By + Cz + D = 0. Ky
éshté rrafsh normal né vektorin #i = (0, B, C). Por, vektori éshté normal i = (1, 0, 0), domethéné
ky rrafsh éshté paralel me boshtin x. Nése D = 0 pérséri edhe barazimi i pérgjithshém i rrafshit
éshté i formés By + Cz = 0. Ky rrafsh éshté paralel me boshtin x dhe e pérmban fillimin koordinativ:
Me fjalé té tjera, éshté i sakté ai rrafsh gé e pérmban boshtin x.

3. Nése A = B = 0 atéheré barazimi i pérgjithshém i rrafshit e ka formén Cz + D = 0. Ky
rrafsh éshté normal te vektori 71 = (0, 0, C), i cili &shté kolinear me ortin £ = (0, 0, 1). Domethéné,
ai éshté barazimi i rrafshit, paralel me rrafshin té formuar prej boshtit x dhe boshtit y. Né rastin
special, nése gjaté rastit té kétillé vien se edhe D = 0, atéheré e fitojmé barazimin e rrafshit me
formén z = 0, qé paraget barazimin té rrafshit koordinativ Oxy.

[ 2 Diskutoi rastet Ax+Cz+D=0, Ax+D=0, Ax+By+D=0,x=0,y=0

Prej diskutimeve té gjertanishme mund té pérfundojmé se:

199



Nése njéri prej koeficientéve 4, B ose C éshté zero, atéheré rrafshi éshté paralel me boshtin
koordinativ gé éshté “pérkatés” i atij koeficienti
Nése sakté njéri prej atyre koeficientéve nuk éshté zero, atéheré rrafshi €shté normal me boshtin

pérkatés, d.m.th., éshté paralel me rrafshin koordinativ té€ pércaktuar me dy boshtet e tjera.

Shembulli2 > Rrafshi me barazimin 2x —z + 5 = 0 éshté paralel me boshtin y, ndérsa rrafshi
6z — 7 = 0 éshté normal me boshtin z d.m.th., paralel me rrafshin Oxy

[3)]

3 Si éshté pozita e rrafsheve té dhéné me kéto barazime:

ayx+y=0 b)2x +y—z=0 c)2y+3z=4.

Detyra pér puné té pavarur

1. Gjej barazimin e rrafshit £ gé kalon népér pikén B (8, 3, —4) dhe vektori # = (5, 2, —3)
normal né até. Pastaj kontrollo se pika P(7, 5, 4), O(1, 0, 2), R(0, 29, 0) a shtrihet né¢ £

2. Jané dhé dy pika né hapésiré A(-2, —1, =3), B(0, 3, —5). Gjeje barazimin e rrafshit £ me
vektor normal 7 = (1, 0, —3) gé kalon népér mesin e segmentit AB

3. Si éshté pozita e rrafsheve té dhéna me kéto barazime:
a) x—2y+z=0; b)3x+y=2; c)3x—4z=0; c)x=0;
d) y-z-2=07?

4. Gjeje barazimin e pérgjithshém té rrafshit X qé kalon népér pikén 4 (5, 0, —3) dhe éshté
paralel me rrafshin Oyz

5. Gjeje barazimin e pérgjithshém té rrafshit £ qé kalon népér pikén B (-1, 3, —3) dhe

népér boshtin y.
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5. Forma normale e barazimit té rrafshit

Le té jeté dhéné rrafshi X me vektor #n 1L X (vektor normal éshté orientuar prej fillimit té
koordinatave kah rrafshi) dhe me ¢farédo piké MO té cilés i pérgjigjet rreze-vektor ?, qé éshté né
largési p > 0 prej fillimit koordinativ O te sistemi koordinativ kénddrejté té Dekartit né hapésiré

- n
Figura 4. Atéheré vektori njési gé i pérgjigjet vektorit n éshté n, Zﬁ. Largésia p prej fillimit té
n

koordinatave O deri te rrafshi X, qarté éshté projeksioni i rreze-vektorit 7 mbi vektorin njési 7,

- . r-n .. I,
dm.th, T Te p=prr=-— T =71y Prej kétu fitohet barazimi 7i, 7 —p=0
0
Vv A
i
Figura 4
Pérkufizimi 1: Barazimi
hy ¥ —p=0

quhet forma normale vektoriale e barazimit té rrafshit X ku # 1 X éshté vektori njési dhe p

éshté largésia e rrafshit prej fillimit t&€ koordinatave.

Eshté e garté se pér rrafshin £ qé kalon népér fillimine p = 0
Pér format koordinative t& vektoréve 7’ :(x,y,z) dhe "o Z(COS“aCOSIBaCOS7), ku a, S dhe y
jané kéndet e vektorit 7, me boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz pérkatésisht, forma normale

vektoriale e barazimit 7, ' 7 — p =0 transformohet né formén

xcosa+ycosf+zcosy—p=0
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Pérkufizimi 2: Barazimi

xcosa+ycosf+zcosy—p=0
éshté forma normale e barazimit té rrafshit X, ku o, S dhe y jané kéndet e vektorit njési ﬁo me
boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz pérkatésisht dhe p éshté largésia e rrafshit prej fillimit té

kordinatave.

Shembulli 1 ) Ta shkruajmé formén normale vektoriale t€ barazimit té rrafshitx —y + 3z -5 =0

qé éshté paralel me rrafshin x —y + 3z — 5 = 0 dhe éshté né largési 7 prej fillimit té€ koordinatave.
Vektori gé éshté normal né rrafshin e dhéné barazimi i té cilit kérkohet dhe ai éshté » = (1,—1,3).

Vit Vi3

117 117 11

=

Sy

Vektori njési do té jeté 7, = :L J dhe p = 7. Atéheré barazimi né formén

|7
Vi1 34

117 11 11
[ 1 Shkruaje formén normale vektoriale té€ barazimit té rrafshit qgé éshté normal né vektorin

normale vektoriale do té jeté 7 - ( )=7=0

1 =(1,2,3) dhe kalon népér fillimin e koordinatave O.

Duke pasur parasysh se te normalja prej njé rrafshi ekzistojné dy ort ndérmjet veti té kundért

rio = (cos a, cos f, cos y) dhe —rio = (cos(mw — a), cos(w — f), cos(w — 7)), né pajtim me figurén 4,

kemi se ekzistojné dy forma normale té barazimit té rrafshit X ku duke shumézuar me (-1) kalohet
prej njérit barazim né tjetrin (-1)

Késhtu X nése éshté pércaktuar me barazimin e tij té pérgjithshém Ax + By + Cz + D = 0 atéheré

forma normale e tij €shté dhéné me barazimin
Ax+By+Cz+D

++J A* + B> + C?

0

ku n=(4,B,C) éshté vektor i normales me gjatési v/ 4> + B> + C* , Shenja para rrénjés katrore te
eméruesi zgjedhet té jeté i kundért prej shenjés para anétarit té liré D né formén e pérgjithshme té
barazimit té rrafshit, pér té€ siguruar vektori njési té jeté i orientuar prej fillimit té koordinatave ndaj

rrafshit
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Shembulli2 ) a) Né formén normale t&€ barazimit té rrafshit %x—gy + zz —5=0 vektorinjési i

122

rrafshit éshté % = (5’_5’5) dhe largésia prej fillimit té koordinatave éshté p = 5.

b) Rrafshi i dhéné né formén e pérgjithshme 4x — 5y — z — 1 = 0 e ka formén normale

2E B B

0, ku wvektori njési i normal né rrafshin éshté
21 42 42 42

42
ny, = (2\2/411—2,— 5:{;—2 ,— \242—2) edhe largésia prej fillimit t&€ koordinatave éshté p = 4—C

[ 2 Kéto barazime té rrafsheve té dhéné né formén e pérgjithshme paraqiti né formén

normale:

a)2x +3y—-2z+3=0 b)x—y+3z-5=0

Detyra pér puné té pavarur
1. Shkruaj formén normale vektoriale t€ barazimit qgé éshté:

a) normal me vektorin 7 = (1, 2, —2) dhe éshté né largési 10 prej fillimit t& koordinatave;
b) normal me vektorin 7 = (—4, —4, 2) dhe éshté né largési 4 prej fillimit t& koordinatave
2. Shkruaj formén normale vektoriale t€ barazimit t€ rrafshit qé éshté paralel me rrafshin
X —2y + 2z—15 = 0 dhe éshté né largési 5 prej fillimit t& koordinatave
3. Shkruaj formén normale vektoriale té barazimit té rrafshit qé éshté paralel me rrafshin qé
kalon népér tri pika jokolineare A(1, 2, 3), B(-2, 5, —4), C(0, —1, 5) dhe kalon népér

fillikin e koordinatave O.

4. Kéto barazime té rrafsheve té dhéné né formén e pérgjithshme paraqiti né formén normale:
a)2x +y-2z+6=0 b)x—2y+3z-2=0

5. Cili rrafsh éshté paragqitur né formén normale:

L N
3 37737357,

6. Te barazimet vijuese té rrafsheve té€ dhéné né formén normale, gjej largesén prej fillimit t&
koordinatave dhe vektorit té€ tyre normail:

1 2 2 5 2 1 2
a) —x+—y——z——=0; b) =x—=y+—-z+3=0.
) 3 3y 3 6 ) 3 3y 3

2 2 1 2 2 1
a) Sx+y-z+3=0; b) —x+3y—gz—4=0; c)
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6. Forma segmentale e barazimit té rrafshit

Le té jeté dhéné forma e pérgjithshme e barazimit té rrafshit X: Ax + By + Cz + D =0 ku
té gjithé koeficientét jané té ndryshém prej zeros d.m.th., 4 #0, B #0, C # 0, D # 0 atéheré
barazimiin mund ta pérshkruajmé né formén

A B
Ax By  Cz

=1
-D -D -D
d.m.th.,
X y z -
IZ R
A B C
) g D, D _ D X Y. Z_
Nése marrim 1’ B’ CfItijea P
Pérkufizimi 1: Barazimi
£+X+£:1
a b ¢

quhet form segmentale e barazimit té rrafshit.

Koncepti “segmental” vjen prej segmentit jozero (pjesé) a, b dhe ¢, qé gjeometrikisht i paragesin
segmentet gé te boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz i pren rrafshi i dhéné, Figura 5.

v

Figura 5

Kéto segmente mund té jené edhe negative. Te Figura 6 éshté dhéné rasti ku segmenti i boshti té

abshisés dhe ordinates éshté numér negative d.m.th., a = b = 2.
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v

Figura 6

Tani mé vérejtém se forma segmentale e barazimit té rrafshit fitohet me transformimin e formés sé

pérgjithshme té barazimit té rrafshit dhe té njéjtén do ta paragesim me kété shembull.

Shembulli1 ) Le té jeté dhéné njé rrafsh né formén e pérgjithshme
S5x-3y+z-15=0,

kud=5#0,B=-3#0,C=1+#0, D =-15+#0.Ményra e transformimit né formén segmentale
éshté kjo:

5x-3y+z-15=0
5x-3y+z=15/:15
5x 3y

z
———+—=1
15 15 15
X y z

3 5 15

[ 1 Paraqiti barazimet e kétyre rrafsheve né formén segmentale:

a)3x—4y+3z+7=0 b)d4x—-3y—6z+12=0

Le té jeté dhéné barazimi i njé rrafshi né formén segmentale X. Transformimi prej formés segmentale
X y z
né formén e pérgjithshme té rrafshit ;Jf b +Z =1,a#0,6#0,c#0 gghte ¥

2221/ abe
a b c

bcex +acy + abz = abe

bex+acy +abz—abe =0

ku Ax+By+Cz+ D=0,

ku A=bc, B=ac, C=ab, D=—abc.
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[ 2 Paraqiti barazimet e kétyre rrafsheve né formén e pérgjithshme:

XY R B
Shembulli2 >, Le té jeté dhéné barazimi i rrafshit 2-§+§—Z:1 né formén segmentale
a =2, b =73, c =-1. Ta transformojmé barazimin né formén e pérgjithshme

XX =176
2 3

3x+2y—-6z=6
3x+2y—-6z-6=0

kud=3B=2C=-6,D=-6

Shembulli3 > Té formojmé barazim té rrafshit X qé kalon népér pikat A(2, 1, —5) dhe B(-2, 0, 3),
port e boshtet koordinative x dhe z pren segmente té barabarté. Domethéné, a = c: Atéheré forma
segmentale e barazimit té tij do té jeté:

z
—+=+—=1
a b a

Pika 4 € X d.m.th., koordinatat e saja e kénagin formén segmentale té barazimit:

z+l—§=1/-ab
a b a

2b+a—5b=ab
a—3b=ab.
Pika B € ¥ d.m.th., koordinatat e saja e kénagin formén segmentale té barazimit:

__2+9+§=]/.a
a b a

a=1.

E zgjidhim sistemin

{a—?ab:ab {1—3b=b b=
= =

a=1 a=1

Q
Il
—_ A=
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X y z
Forma segmentale e barazimit X éshté: €: T+T+T =1

4
[ 3 Shkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér pikén A(8, —3, 2) dhe te bishtet koordinative

pren segmente té barabarta

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto segmentet gé i prejné kéto rrafshe te boshtet koordinative:

a)2x—3y—5z-20=0 b)7x + 5y +4z +15=0

2. Shkruaj barazimin e rrafshit qé te boshtet koordinative pren segmente a = -2, b =c =1

3. a) Shkruaj barazimin e rrafshit gé kalon népér pikén A(1, 2, 3) dhe te boshtet koordinative
pren segmente té barabarté
b) Shkruaj barazimin e rrafshit gé kalon népér pikén A(1, 2, 3) dhe B(-1, -2, 4) te
boshtet koordinative y dhe z pren segmente té barabarté

4. Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (2 — m)x — 3y — 5z — 15 = 0 ashtu gé shuma e
segmenteve té cilét i pren rrafshi me boshte koordinative éshté 7.

5. Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (2m — 3)x — 3my + 2z — 10 = 0 ashtu qé
prodhimi i segmenteve té cilét i pren rrafshi né boshtet koordinative x dhe z éshté 2.

6. Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (1 —m)x + 2y + 5z — 20 = 0 ashtu gé& prodhimi
i segmenteve té cilét i pren rrafshi né boshtet koordinative x dhe z éshté 100.

7. Njehso véllimi e tetraedrit té formuar prej rrafsheve koordinative dhe rrafshit

2x—10y + 5z—-30 = 0.
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7. Barazimi i rrafshit népér tri pika

Le té jené dhéné tri pika jokolineare Mi, M: dhe M. Rreze-vektorét le té jené dhéné me pikat M, M-

dhe Ms, té cilat shtrihen te rrafshi X i shénojmé me 17172173 pérkatésisht, ndérsa rreze-vektori i

cfarédo piké M e shénojmé me 7, Figura 7. Vektorst M\M =r—n, MM, =r» —, MM, =r,— 1;
shtrihen né rrafsh X, domethéné ato jané vektor komplanar, pra prodhimi i tyre i pérzier éshté zero
(F =77y =7y —7) =0

M,

b1

Figura 7

Pérkufizimi 1: Barazimi
(F—F,F,~F,F,~7)=0

paraget formé vektoriale e barazimit té rrafshit qé kalon népér tri pika.

Nése pikat jokolineare té cilat shtrihen te rrafshi i shprehim népérmjet koordinatave
Mi(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, ys, z3) atéheré edhe rreze-vektorét e tyre do t'i kené koordinatat

e njéjté, r=(x,,.2), i=1,2,3, pérkatésisht. Forma koordinative e cfarédo piké prej rrafshit

éshté M(x, y, z) edhe rreze-vektor i tij ;Z(x, ¥,z). Vektorét e ] jané dhéné me

koordinatat

MIMI;_Zz(x_xny_)"nZ_ZJa M M, 2;2_ZZ(XZ_xlayz_ylazz_Zl)a

MM, =r—r=(-X,Y;—2,2,—2) -

Atéheré barazimi vektorial i rrafshit gé kalon népér tri pika jokolineare né formén koordinative éshté:
X=X, Y=y z—Z
X=X Yo=Y Z,—z|=0,

X=X V3= 2374
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ku ;:(X,y,Z), E:(xi’yi’zi)’ i=123.

Pérkufizimi 2: Barazimi

X=X Y= -z

X, =X V=0 Z,—z|=0

SR UR S R R
quhet barazimi i rrafshit qé kalon népér tri pika jokolineare M:(x;, yi, z1), Mx(xz, y2, z2)
dhe Ms(xs, ys, z3)

Shembulli1 > Barazimi [ rrafshit  qgé kalon népér  ftri pika  jokolineare
Mi(0, -1, 2), Mx(1, =2, —1) dhe M3(3, 1, 0) éshté

x=0 y+1 z-2 x y+1 z-=-2
1-0 241 -1-2|=0<|1 -1 -3 1=0.
3-0 1+1 0-2 3 2 -2

Me zgjidhjen e determinantés sé rendit té treté fitohet
2x-9(y+1)+2(z-2)+3(z-2)+6x+2(y+1)=0

8x—7(y—2)+5(z—3)=0
8x—T7y+5z-1=0.

Barazimi i pérgjithshém i kétij rrafshi éshté

8x—Ty+5z—1=0

1 WShkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér tri pika jokolineare dhe

Mi(1, -1, =3), Mo(-1, 2, 0) dhe M5(=5, -2, 1)

Detyra pér puné té pavarur
1. Shkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér tri pika

a) M, (0,1,-3), M,(1,2,0), M,(-1,-2,1);

b) M,(-2,4,-10), M,(1,4,5), M,(0,2,0).
2. Kontrollo vallé pikat:

a) 4(1,2,-3), B(3,2,2), C@4 5 1), D4 -3 1)
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b) A0, 1,-2), B(1, 0, 1), C(1, 1, 0), D(2, -1, 0)
Jané komplanare! Né rastin e konstatuar, gjeje barazimin e atij rrafshi!
2. Shkruaje barazimin e rrafshit te i cili shtrihet 44BC/ A(1,2,0), B(3,0,-3),C(5,2,6) / Ndonjé prej
pikave M(—1, 2, 3), N(2, 1, =3), S(0, =2, 1) a shtrihet né até rrafsh?

8. Pozita reciproke e dy rrafsheve

Né lidhje me pozitén reciproke té dy rrafsheve, ato mund té jené paralel ndérmjet veti (t€ puthiten
ose té mos kené pika té pérbashkéta) ose té priten.

Le té jené dhéné dy rrafshe né formén e pérgjithshme:
2 :Ax+By+Cz+D =0

2, :Ax+B,y+C,z+D, =0
Vektorét, té cilét jané normal ted y rrafshet jané:
;1' :(AI’BI’CI)’ ;1- 1% dhe n_-z :(Aanz’Cz)a ’72' 1%,.

Kéndi ndérmjet rrafsheve. Kur dy rrafshe priten atéheré ato formojné kénd & = <(Z,%,). Ky
kénd éshté né realitet kéndi ndérmjet vektoréve té tyre normal « = <(n,1,). Pér kéndin ndérmjet
dy rrafsheve e llogarisim kéndin mé té vogél prej té dy kéndeve a dhe & — o . Pér kéndin mé té

vogél le ta marrim kéndin si kénd ndérmjet 7, dhe 7, Figura 8.

Figura 8
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Kéndin a mund ta njehsojmé népérmjet prodhimit skalar té vektoréve n,,7n, d.m.th.,,
n, -1,

— . Deri sa e shfrytézojmé
|n1 | | n, |

7, -7, =1, |- 1, |-cosax Prej kétu fitohet kéndi o si Cosa =

formén koordinative té vektoréve normal ii, dhe 7, atéheré fitohet formula
|4,4, + BB, + C,C,|
\/A12 +Bl2 +C12 -\/A22 +B22 +C22

cosa =

Prerja e dy rrafsheve éshté drejtéz, e cila qarté vérehet prej figurés 8.

Kushti pér normalitet té dy rrafsheve. Té dy rrafshet le té priten dhe kéndi ndérmjettyre le té€ jeté a =

90°. Atéheré prodhimi skalar i vektoréve normal 7, 71, éshté zero d.m.th., 7, - i, = 0. Me shfrytézimin
e formés koordinative té prodhimit skalar pér vektorét normal kemi A;4> + B:B> + C:C2 =0

Barazimi A:4> + B:B> + C:C> =0
paragetkushtpérnormalitet(ortogonalitet)tédyrrafsheve 2;dhe 2>, ku n = (4.B,.C), n Lz,

dhe n—Z :(AzaBzacz)o ”—2 L2.

Kushti pér paralelizém té dy rrafsheve. Kurd y rrafshe jané paralel 2; || 22, atéheré vektorét

normal té tyre jané paralel 7, || 7i,, Figura 9.

Figura 9
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Qarté shikohet prej figurés 9 se vektorét normal 7,72, jané vektor kolinear. Atéheré ekziston numér

real A ashtu g& ™ = A7 . Me shfrytézimin e koordinatave t& tyre kemi 4 =A4,,B, = AB,,C, = AC,.

Al Bl Cl
Vion — =—-=—-=4
AZ B2 C2
Barazimi

4_B_C_,

AZ BZ CZ

paraqet kusht pér paralelizém ndérmjet rrafsheve 2 dhe 22, ku ”—1 :(ADBDC])7 ’71 12 dhe
n,=(4,,B,,C,), n, L3,.

D,
Nése vlen kushti pér paralelizém dhe éshté e sakté Fl = A edhe atéheré té dy rrafshet puthiten
2

_ D
X, =2, Nase vlen kushti pér paralelizém, ndérsa edhe Hl # A atéheré té dy rrafshet nuk kané
pika té pérbashkéta 2; N X, = @. 2

Shembulli 1 ) Rrafshet £;1: 3x —3y + 9z -2 =0dhe Z,: x —y + 3z—2 =0 jané paralel ¥4 || 2,

3 3 9 -
pasiT:TZE;tl.PorrrafshetZl:3x—3y+9z—6=Odhe22:x—y+3z—2=Oputhiten21:22
.3 3 9 6 _
paS|TZTZEZE-.Sauthatanl,rrafshet21:4x+2y+z—2=0dhe22:x+y+22—1=O
. 4,21
priten, paS|1 173"

[ 1 Cakto raportin reciprok té kétyre rrafsheve;

a)Zix—y+z—2=0,2:x-y+3z-2=0 b)Zy:x—y+z-2=0,Z,;x—y+z-2=0
c)Xiix—y+z—2=0,2x-y+z-1=0

Shembulli2 > Ta caktojmé kéndin o nén té cilin priten rrafshet X : x —y + z — 2 = 0 dhe
2, x+y+2z—1=0.Vektorétetyre normaljané n, = (1,—1,1), n, L, dhe n, = (1,1,2), n,L3,.
Né pajtim me formulén t& dhéné mé lart kemi:

1-1-1-1+1-2] 2 2 22 2

JE+ 12 AP+ +22 BJe 32 6

cosq = S a~62".
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[3)]

2 Cakto kéndin a ndérmjet rrafsheve 2x —3y +z—2=0dhex +y+z+3 =0

Shembulli3 ) Ta gjejmé barazimin e rrafshit X, qé kalon népér pikat M/(1, -1, 0) dhe N(2, -3, 1)
dhe éshté normalnérrafshinX,:2x—y +3z—-10=0.Prej M €%, : A(x—1)+ B(y +1)+ Cz =0 dhe

NeX :A2-1)+B(-3+1)+C-1=0 Prej kushtit pér nomrlalitet ©; 1 X2 kemi 24 — B + 3C = 0.
Kemi,

A-2B+C=0 C=2B-4 C=2B-4 C=-3B
<~ <~ <~
24-B+3C=0 24-B+6B-34=0 —-A+5B=0 A=5B

Marrim B = 1 dhe fitojmé: C = -3, A = 5 Barazimi i rrafshit do té jeté:
XiiS5x+y—-3z-4=0

[ 3 Shkruaje barazimin e rrafshit X1 qé kalon népér pikén M(1, —1, 0) dhe éshté paralel me

rrafshin X, : 2x—y +3z—-10 =0

Detyra pér puné té pavarur

1. Cakto raportin reciprok té kétyre dy rrafsheve:
a)X :3x—4y+z-1=0,%, :6x-8y+2z-2=0;
b) X, :3x—4y+z—-1=0,%,:6x—-8y+2z-5=0;
c) X :3x—4y+z-1=0,%, :x-2y+z—-1=0.
Pér rrafshet té cilét priten, gjej kéndin a nén té cilin priten

2. Shkruaje barazimin e rrafshit X gé kalon népér fillimin e koordinatave dhe éshté normal né
rrafshetX:x—y +z—-1=0,2;:x+y—-2z-3=0

3. Shkruaj barazimin e rrafshit ¥; qé kalon népér pikat M(1, —1, 0) dhe N(2, 3, —2) dhe
éshté normal né rrafshin £,:2x + 3y —z -2 = 0.

4. Shkruaje barazimin e rrafshit £; qé kalon népér pikén N(2, 3, —2) dhe éshté paralel me
rrafshin ¥,: x —y +z =10
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9. Largesa prej pikés deri te rrafshi

Pér pércaktimin e largesés prej pikés deri te rrafshi do ta shfrytézojmé gasjen e njéjté si edhe fitimin
e formés normale vektoriale té barazimit té rrafshit.

* Cka éshté largesa prej pikés deri te rrafshi?

Pérgjigja e késaj pyetje éshté se ajo éshté largesse mé e shkurtér prej pikés deri te rrafshi. Le té

jeté Mi(x1, y1, z1) gfarédo piké prej rrafshit me rreze-vektor X dhe vektor % = (xo, Vo, Zo). Le té
jeté pikan L X, 1 = (A, B, C)dhe déshirojmé ta njehsojmé largesén prej pikés M deri te rrafshi X.
Te pika Mi(x1, y1, z1) me rreze-vektor 7 = (X1, y1, z1) e gjejmé projeksionin e saj M: mbi rrafshin
2. Atéheré

MM =0M —OM, =7 =1y = (X, =Xy, ¥, — Yo, 2, — Z,) .

Largesa prej pikés M(x:, y1, z1) deri te rrafshi X &shté projeksioni i vektorit mbi vektor 7 — 7
i-(F—7)| 1Ay —x)+ By, — )+ Clz,—z)]
il NA*+B* +C?
| Ax, + By, +Cz, — Ax, = By, —Cz,| | Ax, +By,+Cz,+D|
B NA +B+C° N
M

d=MM, = pr,(F =1,) |=

Figura 10

Pérkufizimi 1: Largesa prej pikés M(x:, yi, z:) deri te rrafshi X éshté
_ | A% +By, +Cz,+ D |

d
JA22+B*+C?

ku l’i:(A,B,C), nlZ. o

Eshté e qarté se largesa prej pikés deri te rrafshi éshté d = 0. Largesa d = 0, nése pika shtrihet te
rrafshi.
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Shembulli 1 ) Barazimi i rrafshit qé kalon népér tri pika A(—1, 2, =3), B(0, 5, —2) dhe C(-1, -1, 1)
éshté
x+1 y-2 z+3

1 3 1 [=12(x+1)=3(z+3)+3(x+1)—4(y—2) =15x—4y—3z+14,

0 -3 4

d.m.th. 15x —4y — 3z + 14 = 0. Largesa prej pikés M(1, 1, —1) deri te rrafshi éshté

| Ax,+ By, +Cz,+D| _[15-4+3+14 28 14410

d - -
JA&2+ B +C? J225+16+9 510 25

[3)]

1 Njehso largesén prej pikés M(1, 0, —2) deri te rrafshi gé kalon népér pikén A(—1, 2, 3)
dhe éshté paralel me rrafshinx — 2y +z—4 = 0.

Shembulli2 ) Té formohet barazimi i rrafshit paralel i rrafshit 2x —y — 2z — 2 = 0, largesa e té
cilit prej atij éshté 4.

Pér ta gjetur largesén ndérmjet rrafshit t& dhéné 2x — y — 2z — 2 = 0 dhe rrafshit gé éshté paralel
me rrafshin e dhéné M(1, 1, 0) dhe duhet ta caktojmé, do té marrim gfarédo piké prej rrafshit té

dhéné. Le té jeté pika prej rrafshit 2x —y — 2z — 2 = 0. Prej largesés sé dhéné kemi

_|4:1+B-1+C-0+D| _ [A+B+D|

d =4.
NA + B +C? NA* +B* +C?
. o .. A B C .
Prej paralelizmit té rrafsheve vijon ST 5T k prejku A =2k, B =k, C = -2k.

Nése k=1, atéheré kemise A =2, B=-1,C=-2
2-1+D|

Prej largesés sé dhéné kemi: %

4<1+D|=12& D, =11; D, =-11
4+1+4

Prej kétu kemi barazimet e té dy rrafsheve 2x —y —2z + 11 =0 dhe 2x —y —2z— 11 = 0 té cilét
i kénaqin kushtet e dhéna

[ 2 Njehsolargesén ndérmjetdy rrafsheve paralel 2x—3y +z—4 =0dhe4x—6y +2z—-5=0.
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Detyra pér puné té pavarur
1. Njehso largesén prej pikés A(—1, 2, 3) deri te rrafshix -2y —3z—-3 =0
2. Né boshtin z cakto piké né lloj e larguar prej rrafsheve x — 2y — 3z — 3 = 0 dhe
Ix+y—-z+6=0.

3. Njehso largesén prej fillimit té kon;d_inln*n}nﬁzﬁri ’r; fgfshi gé kalon népér pikat A(—1, 2, 3)
dhe éshté normale né drejtézén 3 2 -

4. Njehso gjatésiné e lartésisé té Iéshuar prej kulmit 4 té tetraedrit
ABCD / A(1, 2, -3), B(0, 1, 2), C(-3, 0, -1), D(1, -1, -2)

5. Cakto piké prej boshtit y qé éshté né largési 5 njési prej rrafshit x + 2y — 2z + 2 = 0.

10. Barazimi i drejtézés né hapésiré

Kétu do té jepen barazimet e e drejtézave né hapésiré dhe até: forma parametrike e barazimit té
drejtézés, forma kanonike e barazimit t€ drejtézés, barazimi i drejtézés népér dy pika dhe forma
implicite e drejtézés sé dhéné (si prerje té dy rrafsheve).

Forma vektoriale e drejtézés

Le té jeté dhéné drejtéza p né hapésiré, paralel me vektor a#0 dhe e cila kalon népér ¢farédo

piké piké Mo me rreze-vektor a Pér ta fituar barazimin e drejtézés p, zgjedhim piké Mo me rreze-

vektor ; Figura 11

Figura 11

Né pajtim me figurén 11 kemi se vektori a éshté kolinear me vektorin M M gé do té thoté se

ekziston skalar t ashtu q¢ M M =t-a . Atéheré pér rreze-vektor té pikés M kemi

F=0OM =OM,+M M =7, +t-aG.
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Pérkufizimi 1: Barazimi

|

F=r +t-a

(=]

éshté forma vektoriale e barazimit té drejtézés, qé éshté paralel me vektorin a+0 dhe kalon

népér ¢farédo piké Mo me rreze-vektor Z ku ¢ éshté skalar. Vektori a quhet vektor mbajtés i
drejtézeés.

Forma parametrike e barazimit té drejtézés

Me shfrytézimin e barazimit vektorial té drejtézés 7 =7, +¢-d dhe formés koordinative e vektoréve

a:(al’aZ’a3)1 a:(XO’yO’ZO) dhe ;:(xay’z) kemi
(%, ¥,2) = (X, Y5 20) +1 (a1, 45, 43) -

Barazimet e fituara X =X, ta;f, ¥y =Y, + a,l, Z =z, + a;! jané barazimet pér drejtézén p né formén

koordinative

Pérkufizimi 2: Barazimet

X=Xx,+at
Y=y, ta,t
z=2z,+a,l

quhen forma parametrike e barazimit té drejtézés qé éshté paralel me vektorin 4 = (al, a,, 03)

dhe kalon népér pikén Mo(xo, yo, zo), ku ¢ éshté skalar.

Shembulli 1 > Forma parametrike e barazimit té drejtézés gé éshté paralel me vektorin a= (—1,1, 2)
dhe kalon népér pikén Mo(2, 0, —3) éshté dhéné me barazimet:

x=2-t
y=t
z=-3+2¢t.

[ 1 Shkruaje formén parametrike té barazimit té drejtézés qé éshté paralel me vektorin

a= (1,—2, —3) dhe kalon népér fillimin e koordinatave.
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Forma kanonike e barazimit té drejtézés
Me transformim té vogél té barazimeve té cilat jané né formé parametrike té barazimeve pér
ar # 0, az #0, as # 0, fitohet formé e re e barazimit té drejtézés ¢. Transformimi i vogél i té

shprehurit té skalarit prej té gjitha tre barazimeve

S TP S P )

a, a, as

t

dhe barazimi i anéve té djathta té tyre.

Pérkufizimi 3: Barazimi

quhet forma kanonike e barazimit t€ drejtézés e cila éshté paralele me vektorin a = (01,02,613)

dhe kalon népér pikén Mo(xo, Vo, zo) , ku t éshté skalar.

Né formén kanonike t& barazimit té drejtézés vérehet se pjesétohet me a:, az, as, té cilat jané
koordinatat a vektorit mbajtés até drejtézés
Imponohet pyetja:
* Cka me formén kanonike té barazimit té€ drejtézés, kur ndonjéra prej koordinatave té

vektorit a éshté zero?

Nése ndonjéra prej koordinatave té vektorit mbajtés a éshté zero d.m.th., ndonjéra ai, az, as éshté
zero, pér shembull a; = 0, az # 0, as # 0 atéheré forma kanonike e barazimit té drejtézés éshté

Shembulli2 > Ta paragesim né sistemin koordinativ kénddrejté té& Dekartit drejtéza p gé kalon

népér pikén Mo(1, —1, 5) dhe éshté paralel me vektorin a =(1,4,0) Figura 12
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-1 Q 4 Vi

Figura 12
a) Forma parametrike e barazimitéshtée x =t + 1, y=4r—-1,z=5

+1

Forma kanonike e barazimit &shté x—1=2——,z-5=0
b) Forma parametrike e barazimit t& drejtézés gé éshté paralele me vektorin a= (—4,3,—1) dhe

kalon népér pikén Mo(-2, -3, 1) éshté

x=-2-4¢
y=-3+3t
z=1-t

x+2 y+3 z-1
—4 3 -1

Derisa tani, forma kanonike e barazimit té drejtézés éshté

[ 2 Shkruaje formén kanonike té barazimit t& drejtézés qé éshté paralele me vektorin

a= (1, —2,—3) dhe kalon népér fillimin e koordinatave

Barazimi i drejtézés népér dy pika
Drejtéza ¢ le té kalon népér pikat Mi(x1, y1, z1) dhe Ma(xz, 2, z2), Figura 13. Atéheré drejtéza t éshté

paralele me vektorin ¢ =M M, = (xz XV =4, —Zl) dhe kalon népér pikén Mi(x:, yi1, z:) ka
formé kanonike:
X=X _Y=nh _Z27%4

Xo=X% W=V Z7%

2
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\Q

Figura 13

Pérkufizimi 4: Barazimi
X=X _V=h _ 274
Xo =Xy Vo=V Z,—Z

éshté barazimi i drejtézés qé kalon népér dy pika M:(x, yi, z:) dhe Mz(x2, y2, z2)

Shembulli3 ) Forma kanonike e barazimit té drejtézés qé kalon népér dy pika M:(2, —1, 2) dhe
M:(1, -2, 0) éshté

x=2 y+1 z-2
-1 -1 -2

[ 3 Shkruaj barazimin e drejtézés gé kalon népér kulmin B té katérkéndéshit
ABCD/ A(1, -2, -3), B(2, 3, —6), C(-3, 5, 4), D(-5, —6, 4) paralel me diagonalen AC e
katérkéndéshit ABCD.

Drejtéza e dhéné né formén implicite (si prerje e dy rrafsheve)

Te pjesa e shqyrtimit té raportit té dy rrafsheve joparalel, se ato rrafshe formojné ndonjé kénd dhe
prerja e tyre éshté drejtéz. Duke pasur parasysh pér até gé prerja e dy rrafsheve joparalele éshté
drejtéz (figura 14), atéheré mund si barazim té drejtézés ta llogarisim edhe kété formé:

Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+Cyz+D, =0

220



L J

Figura 14

Pérkufizimi 5: Barazimi i drejtézés sé formés
Ax+By+Cz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

quhet forma implicite e drejtézés sé dhéné (forma e pérgjithshme e barazimit té drejtézés),
ku X:: Aix + Biy + Ciz + D1 = 0 dhe Z2: A2x + B2y + Coz + D2 =0 jané dy rrafshe joparalele.

Cdo barazim i drejtézés sé dhéné né formén implicite mund ta transformojmé né formén kanonike
té barazimit té drejtézés éshté normale né vektorét normal té dy rrafsheve. Prej kétu vektori i tij
mbajtés mund ta marrim prodhimin vektorial t€ dy vektoréve normal, qé éshté gjithashtu normale
te ato.

Ményra éshté kjo gé vijon:

Vektori i cili Eshté paralel me drejtézén éshté:

Ez:;]x;?zz( }tO,

ku 1 =(4,B,C) LX, dhe m,=(4,B,,C,) LT, jané vektor normal te y rrafshet. Gjendet pika

Mo(xo, Vo, zo) € cila i kénaq té dy barazimet, d.m.th., Mo éshté pika prej drejtézés, pra forma

Bl CI
B, G

G 4
¢, 4,

4, B
4, B,

M 2

kanonike e barazimit té drejtézés éshté:
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Y=X _ Y=V _ Z7%
B G| |C 4] |4 B
B, C, 4, B,

C2 A2
Shembulli4 > Prej formés implicite té drejtézés sé dhéné

'{x—2y+32+4=0

Sx+4y—-z+2=0

ta gjejmé formén e saj kanonike.
Vektori paralel me kété drejtéz éshté
.- - (-2 3] 13 1
a=nxn, =
-1 5

1 2
5 4

5 95

4 -1

|j=040J6J4y

Pika e cila shtrihet te drejtéza Mo(O, Y, z) éshté i kénaq barazimet e té dy rrafsheve,

2y+3z+4=0 [2y+12y+6+4=0 =-1
y+3z o |2y 12y +6+ oY
4y—z+2=0 z=4y+2 z=-2.

d.m.th., Mo(0, —1, —2). Forma kanonike e barazimit t& késaj drejtéze éshté

x _y+l z+2

-10 16 14

[ 4 Shkruaje formén kanonike té barazimit pér drejtézén p t& dhéné né formén kanonike
Pastaj, kontrollo se pika M(0, 1, 1) a shtrihet te drejtéza p

|3x-2y+z+1=0
|x+4y-z-3=0

Detyra pér puné té pavarur
1. Shkruaje formén kanonike té barazimit té drejtézés qé éshté paralele me vektorin a= (-1,0,2)

dhe kalon népér pikén A(1, 2, -2).
2. Shkruaje formén parametrike t&€ barazimit té€ drejtézés qé éshté normale né rrafshin
X: —3x—2y + z + 1 = 0 dhe kalon népér pikén B(3, -5, —7).
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3. Shkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér drejtézén p :

{Zx +3y=z-1=0 dhe éshté paralele

] x=2y+4z+5=0
me boshtin y.

x=3 y+l
4. Shkruaje barazimin e rrafshit gé kalon népér drejtézén ——=—"—=2-3 dhe kalon népér

2 4

fillimin e koordinatave
x=2 y-1_ z+3
-2

5. Shkruaje barazimin e rrafshit qé éshté paralel me drejtézén
pikén C(0, -1, -2)

6. Shkruaj barazimet e drejtézave té cilat kalojné népér ¢do kuim AABC té dhéné me koordinatat
A(-1, 2, -3), B(1, 3, -5), C(0, 4, 6) dhe jané paralele me brinjét e pérballta

7. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér ¢donjérin kulm té katérkéndéshit ABCD té dhéné
me koorinatat A(—1, 2, 5), B(-2, -3, —6), C(-3, 5, 4), D(5, —6, 4 dhe éshté paralel me diagonalen
e katérkéndéshit gé i lidh kulmet e tij pérkatés

dhe kalon népér

11. Raporti reciprok i drejtézés dhe rrafshit

Né lidhje me pozitén e ndérmjetshme, drejtéza p dhe rrafshi X mund té jené paralel, shénimi (p || X
(drejtéza p dhe rrafshi X nuk kané pika té pérbashkéta p N ¥ = @ — ose drejtéza p shtrihet te rrafshi
p LX), ose ta kené piké té pérbashkét d.m.th., drejtéza p e depérton rrafshin X (né rastin e vecanté,
drejtéza p éshté normale te rrafshi £ d.m.th.,

Le té jeté dhéné drejtéza p dhe rrafshi X

X=Xy Y=Y _275%

a a, a,
X:Ax+By+Cz+ D=0

p:

ku vektori mbaijtés i drejtézés p éshté a=(a;,a,,a,) pika Mo(xo, yo, zo) € p dhe vektori normal
te rrafshi £, 7 =(4,B,C)

Drejtéza e depérton rrafshin
Drejtéza p dhe rrafshi X le té kené njé piké té pérbashkét M d.m.th., M € p N X = {M} Figura 15.
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M

Figura 15
Kéndi a ndérmjet drejtézés p dhe rrafshit X éshté mé i vogli prej té& dy kéndeve fginje gé i formon
drejtéza p dhe projeksioni i tij ortogonal p' mbi rrafshin X, d.m.th. kéto dy kénde jané kénde
sublementar, pér té cilét vlen sin a = sin(x — o). Pasi merret kéndi mé i vogél, mund té llogaritet

- Vs
se a < % Kéndi ndérmjet drejtézés p, n éshteé 5—0!. Prej formulés trigonometrike pér ¢farédo

kénd vien sin o = cos[%—a} Prej kétu pér kéndin ndérmjet @ =(4,,4,,4;) dhe n=(4,B,C) prej

pérkufizimit t& prodhimit skalar kemi

» d.m.th.

|a|A+azB+a3C|
Jﬁ+ﬂ§+é-¢A2+B”+C2

sing =

Pika tek e cila drejtéza e depérton rrafshin quhet pika e depértimit.

: x—8 y+6 _z-7 . :
Shembulli1 ) Drejtéza p: 3, e depérton rrafshin X: 5x + 3y —4z + 16 = 0 dhe

pika e depértimit éshté pika M, qé e fitojmé me transformimin e formés kanonike té drejtézés né

formé parametrike

x=8-3¢
y=—6+2t
z=T7—t.

Me zévendésimin e saj te barazimi i rrafshit kemi

5830 +3(6+20)-4T-H)+16=0=>5=10=>¢=2

224



Pika e depértimit té drejtézés me rrafshin éshté pika M(2, -2, 5)
Kéndi o ndérmjet drejtézés p dhe rrafshit X do ta njehsojmé népérmjet formulés

(3):5+2:3+ (DA _T

sing = = =a~11".
JEBP 2+ (—1) ([5P+32 +(—4) 14

4—z
[ 1 Cakto pikén e depértimit té drejtézés p:x—1=2y = —, me rrafshin

L:2x+3y—-z+1=0
Né rastin e vecanté p L X, d.m.th., kéndi ndérmjet drejtézés p dhe rrafshit £ éshté a = 90°.

Atéheré vektori mbajtés d@ =(a,,a,,a;) i drejtézés p dhe vektorit n = (4,B,C) normal né rrafsh

2 jané kolinear. Domethéné, ekziston skalar A ashtu qé 4 = A7 . Me shfrytézimin e formés sé tyre
4G _D _ 4

koordinative kemi 1B C

Kushti pér normalitet té drejtézés dhe rrafshit éshté
G _4 _ 4

A B C

ku d =(a,,a,,a;) éshté vektori mbajtés i drejtézés, ndérsa n = (4,B,C) éshté vektor normal te

rrafshi

x y—-1 z+1
Shembulli1 > Drejtéza 5 = 3~ = "5 éshté normale né rrafshin 2x — 3y + 5z — 1 = 0, pasi

Drejtéza éshté paralele me rrafshin
Drejtéza p le té jeté paralele me rrafshin £ d.m.th., p || Z Figura 16.

a P

L J

=l
-

Figura 16
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Nése p || Z atéheré a=(q,,a,,a;) L7i=(A,B,C). Domethéng, prodhimi skalar i vektorit mbajtés
7i sé drejtézés p dhe vektorit ¢ normal né rrafsh X éshté zero d.m.th., @ -7 = 0. Me shfrytézimin e

formés sé tyre koordinative kemi a:4 + a:B + asC =0

Barazimi
aiA+ a:B+asC=0

quhet kushti pér paralelizém té drejtézés me mbajtés a = (a,,a,,a;) dhe vektor normal né

rrafshin 77 =(4,B,C)

X=X - z-z
0 -2 o _ L shtrihetterrafshiZ: Ax + By + Cz+D =0
a, a, a,

Né rastin e veganté, drejtéza p:

nése vlen kushti pér paralelizém a:4 + a:B + asC = 0 dhe pika Mo(xo, yo, zo) prej drejtézés e
kénaq barazimin e rrafshit Axo + Byo + Czo + D = 0.

x—1
Shembulli3 > a) Drejtéza 7 —— = 2—y=z+1 gshté paralele me rrafshin : x +y—z—4 =0

pasi e kénaq kushtin pér paralelizém2 -1 +(=1)-1+1-(-1)=0.Prej1 +2 + 1 -4 = 0’ vijon

se kjo drejtéz p shtrihet te rrafshi X.

x=1_ y-=2 o :
b) Drejtéza p:T=—1=Z+1, e cila éshté paralele me rrafshin £: x + y —z — 1 = 0 nuk

shtrihet te rrafshi, pasi éshté kénaq kushti pér paralelizém 2 -1 + (-1) -1 + 1 - (-1) =0,

1+2+1-1=3#0dir,dmth,pNZI=0

[ 2 Cakto pozitén reciproke té drejtézés me rrafshin:

a) p:x_—_llzy_—Jrllzz—4, X:2x—-y+z-6=0;

b)p:erz2 =y-1l= Z+11 , 2:2x-y+z-6=0.

Detyra pér puné té pavarur

x+y+z=0

1. Cakto pikén e depértimit té drejtézés p: { me rrafshinX:x +2y +3z+4 =0

2x-3y+z=0

Sa éshté kéndi ndérmjet drejtézés p dhe rrafshit X?
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2. Cakto pozitén reciproke té drejtézés p: x =y =6 —zme rrafshin X: 2x—y +z—-6 =0

Y
3. Shkruaje barazimin e rrafshit X qé éshté normal te drejtéza 2 x—1= 5 =z+2 dhe kalon
népér pikén A(—1, 2, —3). Pastaj, gjeje pikén e depértimit!

4. Shkruaje barazimin e rrafshit £ aé kalon népér fillimin e koordinatave dhe né té cilén
x-1 y-2 z-3

2 3 4
5. Shkruaje barazimin e drejtézés gé kalon népér pikén B(—1, —4, 4) dhe éshté normale te

shtrihet drejtéza p:

rrafshi X: 2x + 5y — 3z — 4 = ( . Pastaj, cakto pikén e depértimit!

12. Pozita reciproke e dy drejtézave

Né lidhje me pozitén e ndérmjetshme té dy drejtézave né hapésiré mund té priten, té jené paralele
dhe té jené aplanare. Ta shqyrtojmé ¢donjérén né vecantéi.

Le té jené dhéné dy drejtéza

X=X _Y=h _274%

a, a, a,

p X" H YT _Z75

b b, by

a.

ku vektorét @=(a,,a,,a,),b = (b,,b,,b,) mbajtés Mi(x:, yi, z1) dhe Ma(x2, y2, z2) dhe jané pika
prej drejtézave a dhe b pérkatésisht

Drejtézat priten

Drejtézat a dhe b le té priten né pikén M(x, y, z) , Figura 17. Kéndi a qé e formojné té dy drejtézat a
dhe b éshté kéndi ndérmjet vektoréve té tyre mbajtés @ = (a,.a,,a;),b = (b,,b,,b;) . Njéjté sic edhe
te prerja e dy rrafsheve, kéndi a ndérmijet té dy drejtézave a dhe b mund ta gjejmé me shfrytézimin

e prodhimit skalar t& vektoréve mbajtés @ = (a,,a,.a;),b =(b,b,,b,).
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Figura 17

Pérkufizimi 1: Kéndi ndérmjet drejtézave a dhe b éshté
|a,b, + a,b, + a;b,|

cosa = 2 2 2 2 2 D
\/al +a,” +a, -\/b1 +b," +b,

ku vektorét e tyre mbajtés jané @=(a,,a,,a,),b = (b,,b,,b,), pérkatésisht Mi(x:, yi, zi) dhe
M:(xz, y2, z2), jané pikat prej drejtézave a dhe b pérkatésisht

Piképrerja M(x, y, z) e drejtézave a dhe b e fitojmé me zgjidhjen e sistemit té barazimeve té

dhéna né formén parametrike

Shembulli 1 > Pér drejtézat

x y=-5 z+15

a.—=—--=

3
b:x-2= Y _ZF !
-2
me vektor @ =(-2,3,6),b =(1,-2,2) mbajtés dhe pika M:(0, 5, —15) dhe M=(2, 0, —1) té cilat
shtrihen te drejtézat a dhe b pérkatésisht. Kéndi o qé e formojné kéto dy drejtéza e fitojmé e fitojmé

népérmjet formulés
-2)-143-(-2)+6-2
|( ) 2 | 4 i:>0{z790.

J2+3+6 P r(2y+2 VA9 2l

CoSax =

Piképrerjen M(x, y, z) pér drejtézat a dhe b (a N b = {M}) do ta gjejmé me kété ményré. Sé pari
i transformojmé barazimet e dhéna né formé parametrike:

2 3 6

pix_2=2 4
2 2

X y—5:z+15:t
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a:x==-2t,y=3t+5,z=6t-15
b:x=k+2,y=-2k,z=2k-1"

Fitojmé sistem prej tre barazimeve lineare me dy té panjohura

k+2=-2t
2k =3t+5
2k-1=6t-15

Si zgjidhje e tij fitohet t = 1, k = —4. Atéheré x = -2, y = 8, z = -9 d.m.th., M(-2, &, -9)

Né rastin e veganté gjaté prerjes sé dy drejtézave a L b dhe a Lb jané normale d.m.th.,. Atéheré

vektorét mbajtés jané normal d.m.th., a Lb . Prodhimi i tyre skalar éshté zero d.m.th., a-b=0.

Me shfrytézimin e formés sé tyre koordinative kemi &, *b, +a, -b, +a,-b; =0

Barazimi
a,-b+a,-b,+a,-b,=0

quhet kusht pér normalitet té drejtézave me mbaijtés @ = (a,,a,,a,),b = (b, b,,b,).

Shembulli 1 ) Pér drejtézat

a:x—2_y—3_z—1

vektorét mbajtés @ =(-1,-1,-1),b =(-1,0,1) dhe &shté i sakté kushti pér normalitet
1) -1)+(1)-0+(=1)-1=0.Domethéné, drejtézat priten a dnhe b jané normale d.m.th.,a L b

[ 1 Cakto kéndin a qé e formojné drejtézat

x—1 z+3
a.———= —_ ) =
4
x-=6 y-5 z+5
5 3 -2

Drejtézat a jané reciprokisht normale? Pastaj, cakto piképrerjen e tyre.
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Drejtézat jané paralele
Drejtézat a dhe b le t€ jené paralele (a || b) Figura 18.

M, a a
- >
—e b >
Figura 18
Vektorét mbaijtés @ = (a1,a,,@5),b = (b,b,,b,) jané paralel @||b d.m.th., ato dy vektor jané kolinear.
A . . = 2h . ) D e a _a4 4
Atéheré ekziston A ashtuqé 4 = Ab Me shfrytézimin e formés koordinative fitohet A= b_ = b_ = b_
1 2 3
Barazimi
G_4 _ 4
bl b2 3

quhet kusht pér paralelizém té drejtézave me mbajtés @ =(a,,a,,a,),b = (b,,b,,b,)

Shembulli3 > Drejtézat

x—1 z
a:—=y+2=—
3 y

Y270
2

jané paralele (@115) dhe vien kushti pér paralelizém té drejtézave

3_1_—4
6 2 -8

Kur dy drejtéza priten ose jané paralele, ato shtrihen né njé rrafsh. Kjo do té thoté se vektorét

mbajtés @ =(a,,4,,a;),b =(b,b,,b;) dhe vektori M, M, shtrihet te njé rrafsh d.m.th., ato jané

komplanar, ku gdonjéra prej pikave Mi(x1, yi1, z1), M2(xz, y2, z2) shtrinet nga njé drejtéz Figura 19
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Figura 19

Duke e ditur prodhimin e pérzier té tre vektoréve komplanar éshté zero d.m.th., (M,M,,d,b) =0

me shfrytézimin e formave koordinative té vektoréve fitohet:

=X V=W 5%

a, a, a, [=0
bl bZ b3
Barazimi
Xo=X =WV 2,74
a, a, a, |=0
b, b, b,

quhet kushti pér komplanar té dy drejtézave me mbajtés @ = (a,,a,,a;),b = (b,,b,,b;) dhe pikat

Mi(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), té cilét shtrihen te ato pérkatésiusht.

Kushti pér komplaritet éshté edhe kushti pér prerje té dy drejtézave.

Shembulli4 > a) Pér drejtézat prej shembullit 1 té cilat priten
y—=5 z+I15

me vektor mbajtés dhe vektori @ = (2,3,6),5 = (1,—2,2) , vlen kushti pér komplaritet 27,3, = (~1,2,1)



2 -5 14

-2 3 6(=12+56-30-42+24-20=0.
1 2 2

b) Pér drejtézat prej shembullit 2 t€ cilat jané paralele

a:x—2:y—3:z—1

b:x_

me vektor mbaijtés dhe vektorin @ = (—1,—1, —1),b =(=1,0,1) vlen kushti pér komplaritet
MM, =(1,0,-1)

10 -l
~1 -1 —1|=-1+1=0.
-1 0 1

c) Pér drejtézat prej shembullit 3 té cilat jané paralele

x—1 z
a:——
3

R

¥y z—1
2

| =

me vektor mbajtés dhe vektorin d=(3,1,-4),b=(6,2,-8) vlen kushti pér komplaritet

MM, =(-1,2,1)

-1 2 1
3 1 —4/=8+6+48-6-8+48=0.
6 2 -8

[ 2 Jané dhéné vektorét

3 -2 4
2’):x—2:y—+1:2_2
-1 2

Vallé drejtézat a dhe b shtrihen né njé rrafsh?
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Drejtéza aplanare

Nése dy drejtéza nuk priten dhe nuk jané paralele, atéheré ato jané aplanare. Te Figura 20 jané
dhéné dy drejtéza aplanare a dhe b. Pasi dy drejtéza té cilat priten ose jané paralele formojné njé
rrafsh, atéheré pér ato si¢ tani mé pérmendém vlen kushti pér komplaritet. Pra, prej kétu pérfundimi

logjik éshté se nése dy drejtéza jané aplanare atéheré pér ato nuk vlen kushti pér komplaritet.

Figura 20

Pérkufizimi 2: Dy drejtéza a dhe b

jané aplanare, nése

ku @=(a,,a,,a,),b = (b,,b,,b,) janévektoréte tyre mbaijtés dhe pikatMi(xs, ys, z1), Mz(xz, y2, z2) ,

shtrihen né drejtézat pérkatése.

Shembulli5 ) Pér drejtézat

X -1
a:—=——=1z2
2 3
b:—x:y—H:z
-4
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me vektor mbajtés dhe vektori d=(2,3,1,b=(-1-4,1)  nuk vlen kushtiu pér komplaritet

M M, =(0,-2,0) Drejtézat a dhe b jané drejtéza aplanare

0 -2 0
2 3 1|=0+0+2-0-0+4=6=0.
-1 4 1
[ 3 Jané dhéné drejtézat
g x=2_y-1_ =z
3 -3 2
1 -1
bix—2=2-=-2""°
- 2
Kontrollo a formojné rrafsh ose jané aplanare!
Detyra pér puné té pavarur
1. Shyrto pozitén reciproke té drejtézave:
x+y+z=0
4 dhe X3y _4_Z,
2x—y+3z+1=0 —4 3
-4 1 1 -2
b)x :y=Z+ dh fi__l__zf
2 2 3 4 5

2. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén A(1, 2, —1) dhe éshté paralele me

x—2y+z-3=0
drejtézat
2x+y—-z=0

-3 -6 +1
= dhe AL A T Cakto parametrin
4 3 A

ashtu qé drejtézat té formojné rrafsh! Nése priten, cakto kéndin ndérmjet tyre dhe

f s s . x—1
3. Jané dhéné drejtézat T:y—7:

koordinatat e piképrerjes sé tyre!

y—2
4. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér prerjen e drejtézave * = _—172 +1=0 ghe

x+2 y-2 z
==——="7 kalon népér pikén B(-1, 0, 1).

3 -1
-3
5. Shkruaje barazimin e drejtézés gé éshté normale né drejtézat x—2:y+1=§ dhe
y—2 z-1

x+1= BT éshté kalon népér pikén C(2, 3, 4).
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13. Largesa ndérmjet dy drejtézave

Paraprakisht tani mé treguam se pozita reciproke e dy drejtézave né hapésiré éshté: drejtézat priten,
té jené paralele ose té jené aplanare. Kur dy drejtéza priten, éshté e qarté se largesa ndérmijet tyre
éshté zero. Por, kur dy drejtéza jané paralele ose jané aplanare atéheré largesa ndérmjet tyre nuk

éshté zero. T'i shqyrtojmé té dy rastet vegmas.

Largesa ndérmjet dy drejtézave paralele

Largesa ndérmjet dy drejtézave paralele éshté largesa mé e shkurtér ndérmjet tyre, ndérsa ajo
éshté gjatésia e normales té I€shuar pre3j ¢farédo piké prej drejtézés deri te drejtéza tjetér. Kjo do
té thoté se largesa ndérmjet dy drejtézave paralele sillet né largesé prej ¢farédo piké prej njérés
drejtéz deri te drejtéza tjetér. Ta nxjerrim formulén pér largesén d prej pikés B deri te drejtéza a

Figura 21.

a a

Figura 21
Pika B ¢ a Mbi vektorét AB dhe a , konstruktojmé paralelogram syprina e té cilit éshté S = @x 4B |,
Syprinén e paralelogramit mund ta njehsojmé me formulén S =la| h ku h= B_B" Me shfrytézimin
— |dxAB|

e kétyre formulave pér njehsimin e sypcrinés sé paralelogramit fitohet se BB' = d|

Pérkufizimi 1: Largesa d prej pikés B deri te drejtéza a njehsohet sipas formulés
_|dx AB|

|

d

ku a éshté vektori mbajtés i drejtézés a dhe pikés 4 € a

Eshté e qarté kur pika B € a, largesa prej pikés B deri te drejtéza a éshté d = 0.
Largesén mund ta fitojmé edhe né formén koordinative, pérveg né formén vektoriale, nése jané dhéné

format koordinative pér vektorin mbajtés @ =(a,,a,,a;) dhe koordinatat e pikave A(x, y1, z1) € a

dhe B(xz, y2, z2). Até do ta realizojmé népérmijet kétij shembulli.
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-2 +1
Shembulli 1 ) Largesén prej pikés B(1, —1, 0) deri te drejtéza a: ol 3 y—=3= Z—l do ta gjejmé
né kété ményré:

1. Vektori mbajtés i drejtézés a éshté @ =(3,1.~1) me modul |a|=+11 dhe pike
A2,3,-1)€ea
2. E gjejmé vektorin i cili éshté prodhim vektorial i vektoréve a dhe AB.

ik
axAB=[3 1 —1|=(=3,-2,-11);
-1 4 1

3. Moduli i vektorit \c‘zxﬁ\ =/134; .

V134 1474
N 11

4. Largesa do té jeté d =

[411 Njehso largesén prej pikés B(2, 1, 2) deri te drejtéza ¢~ = +3

Pér ta njehsuar largesén ndérmjet té dy drejtézave paralele a dhe b, (a || b) t& dhéna né formén

. X—X — z—z X—X - z—z e N
kanonike a: N a4 L b: 2 Y70 2 do ta gjejmé népérmjet largesés
a a, a, a a, a;

prej pikés B(xz, y2, z2) € b deri te drejtéza né ményré té dhéné mé lart.

Eshté e qarté se kur a=b, largesa ndérmijet dy drejtézave éshté d = 0.

[ 2 Njehso largesén ndérmjet dy drejtézave paralele

a:
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Largesa ndérmjet dy drejtézave aplanare
Largesa ndérmjet dy drejtézave aplanare mund té njehsohet né shumé ményra. Kétu do té
prezantohet ményra ku shfrytézohet konstruksioni i paralelopipedit.
Le té jené dhéné dy drejtéza aplanare a dhe b me vektor mbajtés « dhe b pérkatésisht edhe pikat
A € a dhe B € b. Mbi vektorét ¢, b dhe AB i konstruktojmé paralelepipedét si te Figura.

[y

Figura 22

Largesa d ndérmjet drejtézave aplanare a dhe b do té jeté lartésia e paralelopipedit: Véllimin e
paralelopipedit mund ta njehsojmé népérmijet prodhimit t& pérzier V = (5,5, E) |. Véllimi njehsohet
edhe népérmjet formulés V = H-|@xb |, ku B=ldxb| syprina e paralelogramit t& konstruktuar

mbi vektorét ¢ dnhe b, gé luan rol te baza e paralelopipedit. Prej kétyre dy formulave kemi se

V=H-|axb|

- |Gxb |

Pérkufizimi 2: Largesa a ndérmjet drejtézave aplanare a dhe b njehsohet sipas formulés
g |(@.b,4B)|
|axb|

ku é dhe b jané vektorét mbajtés sé drejtézave a dhe b pérkatésisht edhe pikat 4 € a dne B € b.

Largesén mund ta fitojmé edhe né formén koordinative, pérve¢ né formén vektoriale, nése jané

dhéné format koordinative pér vektorét mbajtés @ = (a1, as, as) dhe b = (bs, b, bs) t& drejtézave
a dhe b pérkatésisht edhe koordinatat e pikave A(x:, v, z:) € a dhe B(xz, y2, z2) € b. Kété do ta

realizojmé népérmjet kétij shembulli.
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Shembulli2 ) Ta njehsojmé largesén ndérmjet drejtézave aplanare a dhe b,

1
2 3
y+1
b:—x=—=2z
—4

me vektorét mbaijtés @ =(2,3,1),b =(-1,—4,1) dhe pikave A4(0,1,0)ea dhe B(0,—1,0)ebh
népérmjet kétyre hapave:

1. E gjejmé prodhimin e pérzier té vektoréve a,b,AB né pajtim formulén:

2 3 1
AB =(0,-2,0)dne(d@,b, AB) =|-1 -4 1/=6;
0 -2 0

2. E gjejmé prodhimin vektorial té vektoréve a,b né pajtim me formulén

J
3

Qy
X
Sy
Il
ORI

k
1|=(-1,-3,11).
“1 4 1

3. E njehsojmé largesén ndérmjet drejtézave aplanare a dhe b:

[ 3 Njehso largesén ndérmjet drejtézave aplanare:

-2 z-1
a:x+l=y _z

3 -2 4
b:x—Z:y—H:Z_Z.
-1 2

Detyra pér puné té pavarur
1. Letéjeté dnhéné trekéndéshi A4 BC me koordinatat e kuimeve A(1, 2, 0), B(3, 0, =3), C(5, 2, 6).

Njehso largesén prej ¢do kulmi té€ trekéndéshit deri te brinja e pérballté.
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2. Njehso largesén ndérmjet drejtézave paralele

x=3 y+1 z-4

a

4 -2 2
b.x—S_y+2_z—1
-8 —4 4

3. Le té jeté dhéné paralelogrami ABCD me koordinatat e kulmeve
A3, -1, 2), B(1, 2, -1), C(2, 5, —6), D(4, 2, —3). Njehso largesén ndérmijet té dy
drejtézave paralele te té cilat shtrihen brinjét e paralelogramit.

4. Njehso largesén ndérmjet drejtézave aplanare

_x—3_y+2_£
C 4 3 5
b:x—+1=y—_3=z—2.
2 5

5. Njehso largesén ndérmjet drejtézave paralele:

y z ., x+2 y-3 z+l,

a) a:x==—==, b: ;
-2 3 2 —4 6
x+2y—-2z-8=0 3x-2y—-2z-15=0
b)a: , b: :
2x+y—z—-1=0 3x+y+4z-21=0
3x+y—z+4=0 - -
c)a: e ,b:x—lzy—7:Z 3
y+2z-8=0 2 4

14. Detyra pér pérséritje té njésisé modulare

1.

Njehso véllimin dhe lartésiné e tetraedrit ABCD té dhéné ma koordinatat e kulmeve
113 1 42
A RPN ) B 4:392 s C T AT o) D 23_39_4 ..
(424)( )(333)( )
Shkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér pikat A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(3, =3, 3). Vallé pika
M(1, —1, 1) shtrihet te rrafshi?
Shkruaje barazimin e rrafshit gé kalon népér prerjen e rrafsheve 3x + 2y — 5z + 10 = 0

dhe x + 3y + z—2 = 0 dhe kalon népér fillimin e koordinatave.

5
Shkruaje barazimin e rrafshit qé kalon népér pikén A(-1,1, g) dhe te boshtet koordinative pren

segmente té cilat géndrojné si 3: 2:1.
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5. Shkruaje barazimin e rrafshit gé kalon népér pikat A(0, 0, 2) dhe B(6, 0, 0) dhe formojné
T
6
6. Pércilatvleraté parametrave adhe brrafshet2x—3y +az—3 =0dhe8x—12y +20+bH=0

puthiten?

kénd — me rrafshin Oxy

-1 +2 -5 - -2 -1
x-1_y _z dhe X 7:y _z _

-3 4 3 2 -2
Nése drejtézat priten atéheré njehso largesén prej fillimit t&€ koordinatave deri te piképrerja.

7. Shqyrto pozitén reciproke té drejtézave

8. Shkruaje barazimin e drejtézés gé kalon népér mesin e segmentit AB t& dhéné me
koordinatat e pikave té skajshme A(1, -3, —2), B(-3, 5, —6) dhe népér pikén C(0, 0, 2)
. Sa éshté kéndi ndérmjet té dy drejtézave

9. Shkruaje barazimin e drejtézés qé kalon népér pikén A(1, 3, 2) dhe éshté normale né
x—1 y-2 z+3

drejtézén
3 -1

. N o -1 -
10. Njehso largesén ndérmjet drejtézave XT = e =z-3 dhe g =<—=z
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Njeésia modulare 5 — Integrali i pacaktuar
(per te gjithé grupet e tjera)
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1. Integrali i pacaktuar

Detyra i njehsimit diferencial éshté t& merret me gjetjen e derivative té funksionit té dnéné y = f(x).
Njehsimi integral zgjidh problem té kundért t& problemit pér gjetjen e derivatit. Ai problem éshté né
realitet caktimi i funksionit derivati i té cilit &shté i ditur. Pikérisht pér kété shkak, njehsimi integral

kuptohet si operacion invers i njehsimit diferencial.

Pérkufizimi 1: Le té jeté dhéné funksioni f t& pérkufizuar né intervalin (a, b). Cdo funksion

diferenciabil i pérkufizuar né intervalin (a, b) ashtu qé
F’(x) =f(x), x € (a, b)

, quhet funksion primitiv pér funksionin f.

4

. X
Shembulli 1 > Pér funksionin f(x) =x', xe IR funksioni primitiv éshté F(x) =?, xe R, pasi

4 '
F'(x):(x—] =x :f(x), xelk
X4
Por nése e shqyrtojmé edhe funksionin £ (x) = 7+5, x e IX, atéheré vlen
x4 ,
F’(x):[?+5) =x’=f(x), xek

Prej kétu vijon teorema:

Teorema 1: Le té jeté F(x) éshté funksioni primitiv F'(x) né intervalin (a, b) . Atéheré edhe
funksioni F(x)+C ku C € R éshté ¢farédo konstante, éshté gjithashtu funksion primitiv pér
funksionin F(x).

Vértetim: Gjykimi te teorema vijon prej pasi F(x) edhe F(x)+C kané derivate té paré té njéjté i cili

éshté i barabarté me funksionin F(x).

(fx) +¢)’= (fx)" = fix). u

Teorema 2: Le té jené F(x) dhe G(x) funksione primitive t&€ ndryshme té funksionit F(x) né
intervalin (a.b). Atéheré pér funksionin G(x) vlen G(x) = F(x)+Cku C € R
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Vértetim: Nése F'(x) dhe G(x) jané funksione primitive té ndryshme té funksionit /(x) né interva-
lin (a, b) , atéheré vlen

S (x)=fx),  G'(x)=fix), x € (a, b).
Le té jeté H(x) = G(x) — f(x), prej ku vijon se

H'(x) = G'(x) —f(x) = fix) = fix) = 0..
Pér H’(x) =0 kemise H(x) = C
pra sipas késaj C = G(x) — f{x) d.m.th., G(x)=F(x)+C, CeR. .-
Operacioni pér gjetien e funksionit primitiv té funksionit t¢ dhéné quhet integrim. Ky operacion
éshté invers i diferencimit pérkatésisht i gjetjes sé derivatit té funksionit.

Por, te diferencimi vérejtém se funksioni éshté njévlerésisht i pércaktuar, gé nuk éshté rast tek
integrimi. Até e vérejtém te Shembulli 1

Prej teoremés 1 mund té pérfundojmé se ¢do funksion ka pafundésisht shumé funksione primitive.

Gjithashtu, prej teoremés 2 mund té pérfundojmé se né vend té gjenden té gjitha funksionet primi-
tive té funksionit té dhéné, mjafton té gjendet vetém njé, cilado prej tyre. Nése gjendet vetém njé
funksion primitiv, té gjitha té tjerat fitohen me shtuarjen e konstantes C.

Bashkésiné e té gjitha funksioneve primitive 7, mund ta shénojmé si: {F (x)+C|C e R}

Pérkufizimi 2: Bashkésia prej té gjitha funksioneve primitive té funksionit t&¢ dhéné f quhet inte-
gral i pacaktuar.

Integrali i pacaktuar i funksionit /' shénohet me:

f Ax) dx.
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Sipas késaj, mund té shkruajmé se ff(x) dx = {fix) + C | C € R} ose vetém shkurtimisht
ff(x)dx=ﬂx)+c, CeR
Te pérkufizimi 2, f quhet integrand ose funksioni nénintegral por f(x) dx quhet shprehje

nénintegral.
Konstanta C pra te fﬂx) dx = f(x) + C, C € R quhet konstanta e integrimit

X ! X ax X
Shembulli2 > Pasi (Cl ) =a'Ina, vijon se 1— éshté funksion primitivi a', a>0,a#1. Pra
na

X

a
mund té shkruajmé se Iaxdx = l—+C ,a>0,a#1
na

1 Gjej funksionin primitiv té funksionit:

a) flx) = ex b) f(x)=x".

[@—

Vérejtém se funksioni i dhéné mund té keté pafund shumé funksione primitive. Por, jo ¢do funksion
ka primitive. Mund té theksojmé se ¢do funksion i vijueshém ka primitive.

Nése pér funksionin e dhéné f'i pérkufizuar né intervalin (a, b) ekziston funksion primitiv, atéheré
themi se funksioni f'éshté integrabil né intervalin (a, b).

Pjesa e matematikés e cila merret me caktimin e funksionit primitiv, d.m.th., me njehsimin e
integraleve, si edhe zbatimi i tyre quhet njehsimi integral.

Nése déshirojmé gjeometrikisht ta sqarojmé konceptin e integralit t& pacaktuar, atéheré pasi e
pérkufizuam si bashkési prej funksioneve primitive, lirisht mund té themi se integrali i pacaktuar
paraqet bashkési prej lakoreve né rrafsh, té cilat jané grafikét e funksioneve primitive dhe quhen
lakore integrale.

Pér ta gjetur lakoren integrale e cila kalon népér pikén e dhéné A(xo, 1), atéheré me zévendésim

té koordinatave té pikés né A(xo, )0), do ta fitojmé konstantén e integrimit, d.m.th., y = f(x) + C,

prej ku

vo = F(xo) + C, buradan C = yo — F(xo)..
Atéheré lakorja integrale e kérkuar e cila kalon népér pikén e ka barazimin y = f(x) + yo — F(xo).
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Do t'i shqyrtojmé kéto shembuj:

I, |1+
Shembulli3 ) Do té tregojmé se éshté funksion F'(x)= Eln | al

—| primitiv funksioni
—-X

1
Nése njehsojmé derivatin prej funksionit F(x) =—In

-4

1
3
Shembulli4 > Do ta caktojmé até funksion primitiv f'té f(x)=x +ﬁ grafiku i té cilés kalon

népér pikén A(1,2).

1+x
Tx , do té fitojmé:

"1 1 (14x) 1 1-x l-x+4l4x 1
2 1+x \1-x) 2 I+x (1_x)2 1-x*

1+x

1-x

1 x*
Funksioni primitiv i funksionit f(x) =y’ +$ éshté F(x) = ?"'2\/;, pasi

F'(x):{§+2&j’=x3+%.

4

1* 9
Me zévendésimin e koordinatave t pikés 4(1,2) né F(x)= %+2\/§  kemi F(1)= Z+2\ﬁ =7
Domethéné lakorja integrale e kérkuar e cila kalon népér pikén A(1,2) e ka barazimin,
4
X 1
y=F(x)+y,—F(x,), dm.th. y:ZH\/—_Z'

Detyra pér puné té pavarur
1. Cakto nga njé funksion primitiv pér funksionin:

1
a) f(x)=i,xvf0; b)f(x)=m

C)f(x):sinx; g)f(x)— !

cos’ x
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2. Trego se F(x)= ln‘x+x/x2 +a2‘ &shté funksion primitiv i funksionit f (x)=
3. Kontrollo a éshté e sakté:

+C; )I — +\/— 2J‘\/Fdx——jx/_dx.

2 2
X +a

)'[xlnx 21n’ x

dx
t 2xdx:tgx—x+C; —— =tgx—ctgx+C.
C)J 8 c‘;)J.sinz x-cos’ x

4. Cakto até funksion primitiv /i f'grafiku i té cilés kalon népér pikén A(0,2), nése
1

a) f(x)=3x*; b)f(x)=lnx,x>0; ¢)f(x)= —

2. Vetité themelore té integralit té pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore

Prej pérkufizimit té integralit t&€ pacaktuar vijojné kéto veti:

Teorema 1: Nése funksioni f éshté integrabile né intervalin (@, b) , atéheré vien:
1. Derivati i integralit t&€ pacaktuar éshté i barabarté me funksionin nénintegral, d.m.th.,nése
f f(x)dx=f(x)+C, CER atéheré
([f(x)dx)'=f(x), x€E(a,b)
2. Diferenciali i integralit t& pacaktuar éshté i barabarté me shprehjen nénintegral, d.m.th.,
nése ff(x)dx—f(x)JrC CEeR atéheré
d(ff(x)dx)—f(x)dx xX€(a,b)
3. Integrali i pacaktuar prej diferencialit té& funksionit primitiv F(x) éshté i barabarté me

f(x)+C,CeR, d.m.th., vlen:
f df(x)= fF (x)dx= f f(x)dx=f(x)+C,xE(a,b)

Vértetim: 1. Funksioni f'le té jeté funksion primitiv i funksionit né intervalin (a, b), pérkatésisht
f fx)dx=f(x)+C,CER
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Atéheré kemi: ( f fx)dx)" = (fix)+c) = F'(x) = f{x)
2.Funksioni éshté funksion primitiv i funksionit né intervalin (a,b), pérkatésisht
fﬂx)dx = f(x)+C, CeR.
Atéheré kemi: d(ff(x)dx )= d(f(x)tc) = F'(x)dx = f(x)dx, x€(a,b)
3. Funksioni le té jeté éshté funksion primitv i funksionit né intervalin (a,b), pérkatésisht
f fix)dx = flx)+C,CER.
Atéheré kemi: f df(x)= f F'(x)dx= f Ax)dx = fix)+C,xE(a,b)

Teorema 1 tregon se diferencimi dhe integrimi jané operacione inverse.

Gjaté njehsimit té integralit t& pacaktuar, viejné vetité e dhéna né kété teoremé:

Teorema 2:
1. Nése funksionet f dhe g jané integrabile né intervalin (a, b), atéheré shuma e tyre f+g
dhe ndryshimi i tyre f~g jané funksione integrabile né intervalin (a, b) dhe vien
f(f(x) + g(x))dx = fﬂx)dx + fg(x)dx, x€E(a,b)
2. Nése funksioni f éshté integrabil né intervalin (a, b) dhe nése k € R\ {0}, atéheré edhe

funksioni k - f éshté integrabile dhe vlen

f ke fix)dx = k f fx)dx, x€(a,b)

Vértetim: 1. Te njehsimi diferencial vlen se: d(f(x) = g(x) = df(x) £ dg(x). Nése kété barazim e

integrojmé nga t€ dy anét, fitojmé:

[d(fix) £ g(x)) = [(dfix) £ dg(x)).

Me shfrytézimin e 3. Prej teoremés 1, kemi:
[(@ftr)tdg()=[d(fix)yEg(0)) =fx)te(x)= [dfix)£ [ dg(x)
4. Pasi vlen: d(k-ff(x)dx)=kd(fj(x)dx), ndérsa duke e shfrytézuar 2. Prej teoremés 1, kemi:

d([Ieflx)x) = k[ flx)x n
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Vetité té vértetuara te teorema 2 jané té njohura si veti themelore pér integrim.
Né bazé té pérkufizimit t& integralit t& pacaktuar dhe tabelés sé derivateve themelore, mund ta

shkruajmé tabelén e integraleve themelore.

- a+l
1. J.dx—x-l-C 5 jx“dx=x—l+C, (a;t—l)
a—+

3. .[ede:ex+C 4 J.axdx:a_x+C,(a>O)

Ina
5. Ildx=1n|x|+C 6. Isinxdx:—cosx+C
X
7. Jcosxdx:sinx+C 8. thxdx:—ln|cosx|+C
9. Jctgxdx:1n|sinx|+C 10_J' 1 dx =—ctgx+C
sin” x
1 1
11. J.COS2xdx=tgx+C 12. Ix2+ldx=arctgx+C
1 o 1 1. [1+x
13.Imdx—arcsmx+C 14_Jx2_1dx:_1n:+c

15.J. 1 dx=1In

Vx?+1

x+\/x2i1‘+C

Me shfrytézimin e vetive themelore té integralit t&€ pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore, do
té zgjidhim disa shembu;j:

Shembulli 1 ) T'i zgjidhim kéto integrale té pacaktuara:

a) [ o) [(eseif o [l g f(2resan

a) Me shfrytézimin e tabelés me integrale themelore, d.m.th., integrali i dyté themelor, kemi:

7
X

J‘x(’dx:7+C_

b) Me shfrytézimin e tabelés me integrale themelore dhe rregulla pér integrim t€ shumés dhe

ndryshimit té funksioneve, kemi:

I(xz +3x—1)dx=J.x2dx+I3xdx—Idx=Ixzdx+3jxdx—jdx:%3+cl +3§+3C2 -x—-C;=

3 2 3 2
X X

=2 3 x4+ (C+3C,-C) =43 —x+C.
302 302
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c) Sé pari do té béjmé transformimin e funksionit nénintegral, ndérsa pastaj do ta shfrytézojmé

integralin tabelar té dyté

4 7
1 J 4 3 3
.fxi/;dx:jx-ﬁdx:fxl 3dx:jx3dx: al +C:x—+C:é3x7 +C=2x*3Yx+C
ﬂ+1 7 7
3

¢) Nése e pérshkruajmé ndryshe funksionin nén integral, do té fitojmé:

I(Z*+5x)2dx=I(22x+2-2x-5x+52x)dx:I(4x+2-10"+25x)dx:
4 +2 10 + 25° +C
In4 In10 1In25

:j4de+2jlonx+j25de=

Pér shkak té shénuarit e thjeshté, nuk do té shkruajmé mé shumé konstante te rezultati, ndérsa

drejtpérdrejt né fund do té shkruajmé vetém njé konstante.

[ 1 Zgjidhi integralet e pacaktuara:

a) I(1+2x+4x2)dx; b) I(1—3x)-(x2+1)dx; c) J{

Shembulli2 > Do t'i zgjidhim kéto integrale té pacaktuara:
1 Jxt+x e +1
a) I(x4—\/;+x3/;+—2]dx; b) J‘#ﬂdx; c)'[ dx .
X X

e’ +1

2\/;—3x—4J
ANXTIXTR N i,

X

Me shfrytézimin e tabelés sé integraleve themelore, si edhe té rregullave té integrimit do té kemi:

a)
4 3 1 ., < 2 ) ¥ ox2 ox3 x
— _ = —x2 3 B = 4 — 4 — =
I[x VX +Xx x+x2]dx I X X“+x’+Xx X 5 3 + z +_1+C

5
X 2053 e
5 7 X

5
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Ii;:ll dx =I(ex +1)£fzil—e" +1)dx = I(ez" —e' +1)a’x = J.(e2)x dx—J.exdx+J.dx =

2 Zgjidhi integralet e pacaktuara:
2x+1 _5x—1 1
a) J.de; b)j(l—;j\[xx/;dx

Shembulli3 > Do t'i zgjidhim kéto integrale e pacaktuar:
1—cos2x

a) J.(2x—3sinx+cosx)dx; b)J.tgzx dx ; c) — - —dx

1+cos2x

[ @— ]

a) Me shfrytézimin e tabelés sé integraleve themelor, si edhe rregullat pér integrim, do t&€ kemi:
. . x* .
J(Zx—3smx+cosx)dx = 2]xdx—3j.smxdx+J.cosxdx = 27—3(—cosx)+smx+C =
=x"+3cosx+sinx+C.

b) Me shfrytézimin e tabelés sé integraleve themelor, si edhe rregullat pér integrim, do té kemi:

thzxdxzjSinzzxdxzj'l_cogxdx:j ! dx—ICOSZxdx:tgx—jdxztgx—x-l—C.

COoS X COoS X COS 2X COS 2X

¢) Me shfrytézimin e tabelés sé integraleve themelor, si edhe rregullat pér integrim, do té kemi:
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J-I—COSZx =J-1—coszx+sin xd J-251n xd

J-l cos’ x
1+cos® x—sin’ x 2cos’ x cos’ x

dx =
1+cos2x

—Jcoszxdx—jdx:tgx—x+C.

[ 3 Zgjidhi integralet e pacaktuara:

_[ cos2x

dx ; b) Ictgzxdx.

cos? xsin® x

Detyra pér puné té pavarur:
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) I(xﬁ-i-\/gx)dx; b)j@dx; C)j(xj;l)zdx; Q)I xﬁdx;

d)J.( - xjdx; dh)j[%wL%—%jdx; &) [(2+x°) dx.

2. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) j\/l—sin2x dx;  b) J.l__sﬁdx; c) IL’

sin? x sin® x cos” x

c) j(§—4sinx+5005xjdx; d) J.‘;dx;

sin’ x + cos 2x

3. Metoda e zévendésimit

Pér zgjidhjen e integralit t& pacaktuar éshté e domosdoshme té zbatohen metoda té caktuara

(teknika té integrimit). Integralet mé té thjeshta zgjidhen népérmijet zbatimit té tabelés dhe vetive

themelore, té cilat tani mé i shqyrtuam, ndérsa ai integrim éshté i pamundshém té zbatohet né té

gjitha rastet. Njéra prej metodave themelore té cilat shfrytézohen pér zgjidhjen e integraleve té

pacaktuara mé té pérbéré éshté metoda e zévendésimit t&€ ndryshores ose metoda e substituimit.

Kjo metodé éshté pér zévendésimin e ndryshores x me ndryshore té re t, e cila do ta thjeshtésojé

integralin fillestar duke vijuar tek integrali tabelar

Metoda e zévendésimit éshté dhéné me kété teoremé:
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Teorema 1: Le té jeté f funksion integrabil né intervalin (a, b) dhe le té jeté ¢ dhe le té jeté

funksion diferenciabil gé intervalin (a, ) e pasqyron né interval (a, b). Atéheré vlen

[fix) dx = [Rop0)p () dt, pérx = p(o).

Vértetim: Funksioni f éshté funksion primitiv i funksionit /. Atéheré sipas pérkufizimit do té vien
ff(x) dx =flx) + C, CER, x € (a, b). Do té pérkufizojmé funksion @(¢) = F(¢(?)), t € (a, p)

Nése e diferencojmé funksionin @ do té fitojmé @ '(r) = F'(p(1))-¢ (¢), t € (a, p)
Prej kétu fitojmé se funksioni @ éshté funksion primitiv i funksionit f{(p(?)) (1)
Kjo do té thoté se prej pérkufizimit té integralit té pacaktuar do té kemi:
ff(w(t))(p (@) dt = O(1) + C = Flp(1) + C.

Nése marrim parasysh se x = ¢(¢), atéheré;

[fix) dx = [fp@)p () dt = () + C = Fp(t) + C = fix) + C .
Me shfrytézimin e metodés sé& zévendésimit, pjesé prej funksionit nénintegral zévendésohet me
ndryshore té re. Patjetér té theksojmé se nuk ekziston rregull sipas té cilés do té béhet zévendésimi
x = ¢(t). Gjithashtu, diferenciali i funksionit té vjetér patjetér té shprehet népérmjet diferencialit
té ndryshores sé re. Qéllimi éshté té fitohen njé ose mé shumé integrale tabelare té cilét lehté

zgjidhen. Pas zgjidhjes sé integralit, éshté e nevojshme té kthehemi te ndryshorja fillestare, duke

shfrytézuar zévendésimin.

Do ta shqyrtojmé kété shembull:

Shembulli 1 ) T'i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) I(S—Zx)4dx; b) J.()Cc_ll);)3 ; c) J.i—dx; r) lnTxdx.

a) Pér zgjidhjen e kétij integrali mund ta shfrytézojmé formulén e binomit dhe ta shkruajmé funksionin

(5-2x)* nénintegral né formén e zbérthyer. Por, kjo ményré merr mé shumé kohé. Pér kété shkak
do ta shfrytézojmé metodén e zévendésimit.
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Fusim zévendésim ¢ = 5 — 2x, prej ku dt = —2dx ose e shprehim diferencialin e funksionit me

dt
diferencialin e ndryshores sé re do té kemi dx = 3

4 4 —dt 14 17 (5—2)6)5
Prej kétu, I(S—Zx) dx=It (sz_gjt dl‘z—E'g-FC:—T-FC

b) Krejtésisht né ményré té ngjashme integrali i pacaktuar nén a) e shfrytézojmé zévendésimin
t=x-2,dt =dx

dx dt ¢ 5, t° 1 1
=[S ={fdt=—+C=-—+C=-——+C,
J (x—2) J 3 J -2 2t° 2(x-2)

c) Te ky shembull né ményré té ngjashme té€ shembujve paraprak, e shfrytézojmé zévendésimin

1
1

1 er 1
t=—, dt =——d. ) i i | — = _| ot = —p' — X
. 2 9%, prej ku kemi Ixz dx jedt e+C=—-e"+C

1
¢) Me shfrytézimin e zévendésimit ¢ =Inx, dt =—dx , kemi:
X

2
In“ x

2

+C.

jmTdezjlnx-idxz.[tdt=§+C=

1 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) | dx . b)jmoz; c)j—"_1 dx Q)jesmcosxdx; d) [ d.

[ @— ]

Sx+4’ x*—2x+2 sin’ x
Shembulli2 > T'i zgjidhim integralet e pacaktuar:
a) Jsinaxdx; b)sz; C)Isinsxcosxdx.
cos” (3x+2)

a) Duke pérdorur ndérrimin ¢t = ax, dt = a dx, ne marrim:

cosax

Isinaxdx:ljsintdt:—lcost+C:— +C.
a

a a

b) Nga turni t = 3x + 2, dt = 3 dx merret:
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dx 1 1
J‘cos (3x+2) J’cos t 3gt+ 3 g( x+2)+

c) Prej zévendésimit ¢ = sin(x), dt = cos(x) kemi:

sin® x
6

+C.

6
Isins X COS xdx :Itsdt :%-I-C =

2 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Isin3 6x-cosbxdx;  b) J.sin2 x-cos’ xdx ; C)Itgxdx; c) I2ex cos(e" )dx .

Shembulli3 > T’i zgjidhim integralet e pacaktuar:

[ c—

1+x
a) Gjaté zgjidhjes sé integralit e shfrytézojmé zévendésimin lnﬁ =1, prej ku 1.

1
a’x:—dt
) , ku

kemi:

2
e =1, %ezdxzdt, dxz%dt, ex=£e2j =7

| L 1n1+—xdx=ljtdt:l Lot o
I-x° 1-x 2 2 4 1-x
- me zévendésimin e paré integrali transformohet né

dx B da
J‘ex+e _Zj (Ht) 2Jt2(1+t)_

T G o) G e

—4[ 11++tz (1;)}1:2][’_2‘%*(11:)}”4[1_2’%Jd”zfﬁdt:(*)’

1
mé tej me shfrytézimin e zévendésimit pér integral s = ¢ + 1, ds = dt, kemi j(th) t
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-1
(*) = ZLt—l—ln|t|+ln|s|j+C = (**),
prej ku duke u kthyer prapa me futjen e zévendésimit, kemi:

X

e +1

X

*9=2 L 1nle?|+1n +C=-2¢ 7 —x+2In|e? +1+C.

€2

Vérejtje: Ndonjéheré éshté e nevojshme disa here té futet zévendésim me ndryshore té re, gé
integrali sillet né tabelar.

1
Shembulli 4 Ta zgjidhim integralin e pacaktuar _fmdx
xlnx X

1
Sé pari e shfrytézojmé zévendésimin /n x = ¢, prej ku —dx = dt, ndérsa pastaj edhe njéheré fusim
X

1
zévendésim ¢ = [n ¢, prej ku ;dt =du
Me kété pér integralin kemi:

I = —dt du—1n|u|+C:1n‘ln|t”+C:
xlnxln lnx tint

= ln‘ln‘ln|x|H+C.

Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

7 dx
2 13) dx; 3x% = 2x+1)(x* = x2 +x-9) dx; (2x+3)dx.
a) Ix(x ) X ; b)'[( X X+ )(x X +x ) X : )Ix2+3x—10
2. Zgjidhi integralet e pacaktuar:
2
a) [(¥ =3 —oxdx;  b) [—H i o) [,
(l+x2) (1+x2) (8x3+27)§
3. Zgjidhi integralet e pacaktuar:
Iedex- L I 1n(x+\/1+x2)dx
2) e +x b)jxlnsx i o) 1+x° .
4. Zgjidhi integralet e pacaktuar: '
a) Isin3xcos3xdx; b) J'Sifli?%dx; Icos x+/sin x dx ; Q)Ismxdx'
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4. Metoda e integrimit parcial

Metoda e zévendésimit té ndryshores nuk éshté i mjaftueshém gé€ té njehsohen integralet
e pacaktuar né klasén e gjeré té funksioneve. Shpesh funksioni nén integral é€shté shkruar né
formé té prodhimit t€ funksionit dhe diferencialit té€ funksionit tjetér, por poashtu nuk mund té futet

zévendésim té ndryshores pér té sjellé integralin né tabelar.

Pér kété shkak i gasemi metodés tjetér pér zgjidhjen e integralit t€ pacaktuar, ndérsa ajo éshté
metoda e integrimit parcial ose metoda e integrimi sipas pjeséve.

Formula pér integrimin parcial éshté dhéné né kété teoremé:

Teorema 1: Nése funksionet u(x) dhe v(x) jané funksione diferenciabile né intervalin (a, b),

atéheré vlen formula pér integrim parcial,

ju(x)v'(x)dx =u(x)v(x)—jv(x)u'(x)dx_

Vértetim: Le té jeté F. (a, b) — IR, funksion primitiv i funksionit u(x)v’(x) né intervalin (a, b).
Prej pérkufizimit té funksionit primitiv vijon se funksioni f éshté i vijueshém dhe pér kété vien f”(x)
= u(x)v'(x), x € (a, b) \ A, A c (a, b) éshté bashkési diskrete. Pér shkak t& diferenciabilitetit té

funksioneve u(x) dhe v(x) vijon se edhe funksioni u(x)v(x) éshté i vijueshém né intervalin (a, b):

Prej kétu vijon se edhe funksioni G(x) = u(x)v(x) — f(x) éshté i vijueshém né intervali (a, b). Nése

e diferencojmé, kemi:
G’(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’(x) — u(x)v’(x) = u’(x)v(x).

Vijon se funksioni G(x) éshté funksion primitiv i funksionit z ’(x)v(x) né intervalin (a, b) dhe poashtu

vlen:

SAx) = u(x)v(x) — Gx).
Prej kétu fitohet formula: Iu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) —Jv(x)u'(x)dx : u
Formulén pér integrim parcial mund ta shkruajmé edhe né formén:

J'udv =uv—jvdu .

Zgjedhja pér funksionet u(x) dhe v(x) nuk kryhet sipas rregullave té caktuara, ndérsa né ményré

intuitive

256



Nése zgjedhja pér funksionet u(x) dhe v(x) éshté e gabuar, né vend gé ta thjeshtésojé integralin,

do ta bén mé té ndérlikuar pér zgjidhje né lidhje me fillestarin.

Shembulli 1 > T'i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) jxe"‘dx; b) jln xdx .

a) Pér zgjidhjen e integralit do té shfrytézojmé integrimin parcial né kété ményré.

Se si u do ta zgjedhim u = x. Me njehsim té derivatit t&€ paré, d.m.th., diferencim kemi du = dx.
Mbetja prej shprehjes nénintegral éshté e~ dx, domethéné dv = e~ dx.. Prej kétu me integrim kemi
V= fe*x dx =—e™.

Me zévendésim te formula pér integrim parcial do té kemi:
_[ xe 'dx=—xe " + _[ edx=—xe"—e " +C.
b) Pér zgjidhjen e integralit do té shfrytézojmé integrim parcial né kété ményré: Se si do ta zgjedhim

1
u = In(x). Me njehsim té derivatit té paré, d.m.th., diferencim kemi du = —dx . Mbetja prej shprehjes
X

nénintegral éshté dv, domethéné dv = dx. Prej kétu me integrim kemi v = fdx =X

Me zévendésimin te formula pér integrim parcial do té kemi:

jlnxdx=xlnx—jx-ldx=x1nx—de=xlnx—x+C.
X

1 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Ixzexdx; b) sz Inxdx; «c) J'ixdx.
e

Shembulli2 > T'i zgjidhim integralet e pacaktuar:

a) ;.[ex+lnxdx b) I(x2+x)ln(x+l)dx.

[@—

Edhe té dy integralet do t'i zgjidhim me metodén e integrimit parcial:
a)Néseu =x,du=dx, dv=e*dx,v= fex dx = e*me zévendésim te formula pér integrim parcial

kemi:

J.e’”l“dx = je"eln“dx = Ixe"dx = xe" —Iexdx =xe' —-¢e" +C.
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b) Nése tek integrali fillestar sé pari e shfrytézojmé metodén e zévendésimit. Me zévendésim

X+ 1 =t=dx=dtkemi [(x’ +§c)ln(x+1)clx=J'((t—1)2 +t—l)lntdt=J.(t2 —~t)Inzdt .

Mé tej me shfrytézimin e metodés sé integrimit parcial, pér u=lnt=>»du:1dt, kemi
t

dv:(tz—t)dt:>v=§—§

3 2 3 2
J-(tz—t)lntdt=(t——t—jlnt—j(t——t—j1dt=
3 2 3 2t
_ 203
6
3 2
_2(x+1) —3(x+l) 1n(x+l)—l(x+1)3+l(x+l)2+C=
6 9 4
(x+1)-(2(x+1)-3)

- - ln(x+1)—é(x+1)3+%(x+1)2+C:

2
= (x+1) .(2x_l)ln(x+1)—lx3—ix2 +lx+C.
6 9 12 6

2 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Jxln(xz—l)dx; b) J.eﬁa’x-

Shembulli3 > Do t'i zgjidhim integralet e pacaktuar:

. _ x ) XCcos X
a) jxsmxdx, b) J'COSzxdx, c)j R dx .

28 =3¢

lnt—ljtzdt+lftdt= mi—irtleyo=
3 2 9 4

[ @— ]

Shfrytézojmé metodén e integrimit parcial.
a)Nése u=x=>du=dx, dv=sinxdx=>v= Isinxa’x =—C0SX me zévendésimin te formula pér

integrim parcial kem:

jxsinxdx:—xcosx+_[cosdx:—xcosx+sinx+C.

b)Nése U=x=>du=dx, dv=———dx=v= I dx =1g x me zévendésim te formula pér

COS X COS X

integrim kemi

sin x

dx .

J' x2 dxzxtgx—J.tgde=xtgx_I

COS X COS X
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Integrali i fundit zgjidhet me metodén e zévendésimit. Me shfrytézimin e zévendésimit fitohet:

t=cosx=dt =—sinxdx

x sin x
_[ 5 dx=xtgx—J.
cos” x

dx=xtgx+j1dt=xtgx+ln|t|+C=xtgx+1n|cosx|+C.
COS X t

c) E realizomé ményrén e njéjté si edhe ted y integralet paraprak d.m.th,,

cos X cos X
u=x=>du=dx, dv=— dx:>v=_[ ——dx Vérejmé se integrali i fundit zgjidhet

sin” x sin” x
me zévendésim. Prandaj me shfrytézimin e zévendésimit ¢ = sinx= dtf = cosxdx kemi:

CcOs X 3 1
V= de=\|t"dt=—
J.sin3 X I 2sin’ x
Me zévendésim te formula pér integrim parcial kemi:
XCOS X X 1 1 I{ x
dx =— +— dx=—— +ctgx |+C
'[ sin’ x 2sin®x  2Ysin’x 2 (sin2 X ng

[ 3 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

X

a) Jx2 sinxdx: D) j dx ; c) I(x2+5x+6)cosxdx.

sin’ x
Vérejtje: Ndonjéheré éshté e nevojshme shfrytézimi i metodés sé integrimit parcial disa here, deri

sa integrali sillet né integral tabelar.
| atillé éshté shembulli:

Shembulli4 > Ta zgjidhim integralin e pacaktuar J.e_’C sin xdx

Nése me zévendésim te formula pér integrim parcial kemi:
u = e’ x=du = e"x dx, dv = sin(x)dx=v = f sin(x)dx = —cos(x)

Vérehet se éshté e nevojshme té zbatohet pérséri integrimi parcial.
Nése u=¢e ' =>du=-e"dx, dv=cosxdx=>v= Icosxdx =sinx me zévendésim te formula pér

integrim parcial kemi:

J.e*x sin xdx =—e *cosx — I e “cosxdx =
=—e " cosx— (e"‘ sin x + Ie‘x sin xdx) =

=—e " cosx—e "sinx— Ie‘x sin xdx.

Te ky integral kemi situate ku integrali fillestar i njéjté paraqitet edhe prej anés sé djathté, ndérsa

me shenjé té kundért d.m.th.,
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je’x sinxdx=-e " cosx—e " sinx— I e " sin xdx.

Nése te barazimi i integralit t&€ pacaktuar prej anés sé djathté e hedhim prej anés sé maijté, kemi: 4.

2J e “sinxdx=—-e " cosx+e “sinx+C

—X

. e
Ie *sinxdx =—

[ 4 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Ie’” cosxdx; b) Icos(lnx)dx; c) J.ezx sin 3xdx .

(cosx+sinx)+C.

Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) J.xze’xdx; b) _[xSe’xzdx.
2. Zgijidhi integralet e pacaktuar:

a) jxlnz xdx  b) j(m_xj2dx.

X

3. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

4 ) 2. 1—x
a) Ix cos xdx ; b) Ix ln—1+xdx.

4. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

a) Iezx cos2xdx; b) '[ex cos xdx .
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5. Detyra pér pérséritje té njésisé modulare

1. Té zgjidhen integralet e pacaktuar:

a) J.i/x_3dx b) J.%dx

X

QJJQ_Q%PQJdX

2. Té zgjidhen integralet e pacaktuar:

a) I\/3x—4dx b)J.L5

(5x-2)2
x* -1 2x-3
d
Q)J-Mx_i_s X d)J-l_x dx
3. Té zgjidhen integralet e pacaktuar:
d.
a) J i b)J‘(xz—3)5x3—9xdx

(1+xz)2

1 1+x
d) Il—xz In de e) J.ctgxdx

4. Té zgjidhen integralet e pacaktuar:

3
X
2 jx+3dx

c) I sin (Zx - %) cos (3x + %j sin 3x dx

5. Té zgjidhen integralet e pacaktuar:

a) jxlnzxdx b)J.xln(xz—l)dx

g)'[x3e”‘zdx d) jx4 cosxdx .
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Njésia modulare 6 — Integrali i caktuar
(pér te gjitha drejtimet)
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1. Koncepti pér integral té caktuar

Koncepti integral i caktuar éshté koncept fundamental né matematiké dhe shkencat e tjera
teknike. Sé pari té vérejmé cili problem dhe cila ide ka sjellé deri te koncepti integral. Duhet té
theksojmé se metoda pér njehsimin e integralit ekziston shumé para metodave pér njehsimin
diferencial. Dihet se matematikani antik Arkimedi né shekullin 11l p.e.r. e ka shfrytézuar metodén pér
njehsimin e integraleve. Ai e ka pasur té ditur se parabola e ndan sipérfagen e drejtkéndéshit kulmet
e té cilit jané ta parabola, ndérsa dy té tjerét shtrihen te boshti x, né dy sipérfage qé géndrojné 2 :
1. Thelbésore deri te koncepti i integralit, ka ndikuar problem pér caktimin e syprinés sé trapezit té
lakuar. Sé pari do ta paragesim idené, pérkatésisht metodén deri tek e cila kané ardhur pavarésisht
njéri nga tjetri matematikani i madh gjerman Lajbnic dhe matematikani anglez Njutoni té cilét kané
jetuar né gjysmén e dyté té shekullit XVII dhe gjysmés sé paré té shekullit XVIII. Pérkufizimi té cilin
do ta japim e ka dhéné matematikani gjerman Riman né shekullin Xlx, ndérsa shenjén té cilén do
ta shfrytézojmé e ka futur matematikani francez Furie né shekullin XIX.

Me trapez té lakuar e nénkuptojmé pjesén prej rrafshit i cili gjendet ndérmjet boshtit x, grafiku
i dhéné i funksionit jonegativ y = f(x), x € [a, b] dhe drejtézave x = a dhe x = b dhe té cilat jané
paralele me boshtin y. Detyra joné éshté ta caktojmé syprinén e trapezit t& lakuar (figura 1). ldeja
éshté ta ndajmé intervalin [a, b] né shumé nénintervale, me té cilat sipérfagen e trapezit té lakuar
do ta ndajmé né drejtkéndésha, me té cilét péraférsisht do ta njehsojmé syprinén e trapezit té

lakuar.
A xX=a x=b
//’B/
Al y=fx)
0 a b =
Figura 1

Pérkufizimi 1: Me ndarje té segmentit [a, b] nénkuptojmé bashkési té fundshme prej pikave

XosXy5eesX,_1,X, ashtu qé:

a=Xxy<x<..<x,,<x,=b
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Domethéné kété segment e ndajmé né numér té€ fundshém té segmenteve. T'i shqyrtojmé pikat

A =Xy,X;,Xy,X3,X4,X5,Xg,X7,Xg,Xg =D (figura 2)

Figura 2
Me A, =x, —x,_; e shénojmé gjatésiné e segmentit i. Domethéné kéto jané gjatésité e té gjithé
segmenteve. Edhe e fusim konceptin diametér té ndarjes qé éshté e barabarté,e mdonjé segment
d.m.th. d(P)=maxA,
Vijimisht. Do té tregojmé se njé ndarje e segmentit P, éshté mé e mire nése P,vlen P, € P,d.m.th.,
ndarja P, pérmban numér mé té madh té pikave, nga ndarja P,. Kjo do té thoté se fusim edhe
ndonjé piké pér shembull ajo le té jeté pika x« ndérmjet pikave x3 dhe x+ atéheré ndarja e re do té

jeté mé e mire nga ndarja paraprake. (figura 3)

Figura 3
Domethéné éshté mé e mire deri sa pérmban mé shumé pika prej ndonjé ndarje tjetér. Tani né
gdonjérén ndarje té kétyre segmenteve do té zgjedhim nga njé piké: & € (x; x;). Te Shembulli joné
ato jané pikat &1, &, ..., & (figura 4). Né kéto pika do ta njehsojmé vlerén e funksionit y = f{&).
Pasi funksioni f éshté i vijueshém né ¢do piké té intervalit [a, b], ekziston f(&). Domethéné
vi = f(&D), ..., yo = (&) do t'i shénojmé kéto vlera té grafikut té funksionit (figura 4).
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.\:.{I XEXE X, E X, £ X E X B X £ X £ .;J
Figura 4
Tani pér ¢do segment do té konstruktojmé drejtkéndésh me brinjé & dhe f(£;) Te Shembulli joné do

té konstruktojmé nénté drejtkéndésha té kétillé (figura 5).

N€, XEXE XL X E N E Xf X XN E N

Figura 5
Kemi se gjatésia e drejtkéndéshit éshté e barabarté me gjatésiné e segmentit pérkatés, ndérsa
gjerésia e drejtkéndéshit éshté e barabarté me vlerén e funksionit né pikat & . Drejtkéndéshat t'i

shénojmé me I1;. Eshté e garté se syprina e ¢do drejtkéndéshi do té jeté e barabarté me:

P(I1)=1(&)A, -

Shuma e syprinave e té gjitha kétyre drejtkéndéshave mund té shkruhet né kété ményré:

P(S)=F(&)A, + 1 (&)A, ++ F(£)A,

Eshté e garté se kjo sypriné varet prej zgjedhjes sé pikave &. Nése zhvendosim ndonjérén prej
pikave ¢ atéheré do té ndryshojé edhe syprina e drejtkéndéshit pérkatés. Por até qé duhet ta
vértetojmé éshté se syprina e kétij trapeze té lakuar éshté péraférsisht i barabarté me shumén e

syprinave té drejtkéndéshave.
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Té vérejmé cka do té ndodhé nése tani e shtojmé pikén x’s dhe né intervalin prej xs deri te x%
zgjedhim pika 54 dhe né kété piké do ta caktojmé edhe vlerén e funksionit y’s. Tani pér segmentin
X3 prej deri te x4 do té konstruktojmé drejtkéndésh. Né vend té drejtkéndéshit te segmenti xs deri te

x’2 do té kemi dy drejtkéndésha prej x;s deri te x’» dhe prej x«deri te x’» (figura 6)

EALNE
=

MNE NEDEMECE W £ % E % E N o

Figura 6

Té vérejmé ¢cka mund té pérfundohet nése te ndarja ekzistuese fusim edhe njé piké. Sé pari mund té
vérejmé se shuma e syprinave e té gjithé drejtkéndéshave ka vleré mé té pérafért (mé té sakté) me
vlerén e syprinés sé trapezit té lakuar. Tjetér cka mund té pérfundohet éshté se diametri i ndarjes
sé re (ndarje mé e miré) éshté mé e vogél ose e barabarté me diametrin e ndarjes paraprake. Me
fialé té tjera sa mé shumé pika fusim te ndarja gjatésia maksimale e segmenteve éshté aqg mé
e vogél dhe e vogél, ndérsa syprina e té gjithé drejtkéndéshave éshté mé afér deri te syprina e
trapezit té lakuar.

Né ményré intuitive tani éshté e garté, se sado gé diametrik i ndarjes é€shté mé i vogél, d.m.th.,
nése diametrik i ndarjes tenton kah zero atéheré shuma e syprinave té kétyre drejtkéndéshave do
té afrohet né ményré arbitrare afér deri te syprina e trapezit té lakuar. Kjo na ¢on deri te pérkufizimi.

Pérkufizimi 2: Le té jeté funksioni i dnéné f: [a, b] — IR, le é jeté P ¢farédo ndarje e segmentit

[a, b] dhe le té jené & ¢farédo pika té zgjedhura, nga njéra prej ¢gdo nénsegmenti. Shuma
o(f)=27(5)A,
i=1

quhet shuma e integralit té Rimanit pér funksionin f pér ndarjen e dhéné P dhe zgjedhja e

pikave &.
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Pérkufizimi 3: Funksioni f: [a, b] — IR éshté integrabile né kuptimin e Rimanit, né segmentin

[a, b] nése ekziston numér real ashtu gé té vien:
Jim,o ()= Jim > (), =1
pérkatésisht nése vlen:
(Ve >0)(35>0)(VP)(VE)(d(P)<d=o(f)-1]<¢)
Numrin / e shénojmé me

I:jif(x)dx

dhe paraget integral i caktuar prej funksionit prej kufirit a deri te kufiri b.
Kufirin a e quajmé kufiri i poshtém i integralit, derisa b kufiri i larté i integralit. Funksioni
F(x) quhet funksioni nénintegral, derisa dx éshté diferencial i té panjohurés x, pérkatésisht e

paraqget gjatésiné e nénsegmenteve te ndarja P.

Integrali i caktuar né realitet shérben pér njehsimin e syprinés sé trapezit té lakuar, ndérsa ka
edhe zbatime té tjera né tekniké dhe inxhineri. Eshté shumé e réndésishme té dimé se integrali né
realitet éshté shuma prej shumé mbledhésve té pafundshém. Prej kétu edhe shénimi pér integral
éshté “i zgjatur S gé né realitet paraget shumé. Té pérfundojmé, integrali i caktuar éshté vlera
kufitare e shumés prej shumé mbledhésve té pafundshém.

Né vazhdim do té pérmendim teoremé pa e vértetuar, e cila éshté vetia e funksioneve integrabile

dhe integraleve té caktuar:

Teorema 1: Funksionet f{x) dhe g(x) jané funksione integrabile né intervalin [a, b] dhe le té jeté
o, f € IR. Atéheré funksioni af(x) + fg(x) éshté integrabil né intervalin [a, b] dhe viejné kéto veti:

() [ £0rds =] (o)
(2) j.f(x)dxz 0;
B) [(af)+peg@)dx=a f(x)dx+ B[ g(x)dx:

(4) jf(x)dxzjlf(x)dxﬂi.f(x)dx, ce(a,b)_
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Teorema e fundit vértetohet thjesht me zbatimin direkt té pérkufizimit pér integral té caktuar

1
Shembulli 1 ) Ta njehsojmé integralin Idx
0

1
Funksioni f{x) = 1 éshté i vijueshém né intervalin [0, 1], prej ku vijon se jdx ekziston. Pér té
0

njehsuar integralin mund ta zgjedhim kété ndarje

- 1 .1
P:0, 1 2 n 1,1. Gjatésia e ¢donjérit prej segmenteve, pér shembull ésht¢ — dhe lim—=0.
I’l n n n =% pn

Pikat & i zgjedhim té jené té barabarta me vlerén e kufirit té& djathté t& segmenteve, pér shembull

i i+1 j
pér segmentin i zgjedhim [—,—} Pér shumat pérkatése & = +1 =0,1,...n—1kemi:
n o n n
n—1 1
o(f)=21-—=
i—0 n

1

Pasi limo(f)=1, mund t¢ pérfundojmé se [dx=1.

n—»0
0

1
Shembulli2 ) Ta njehsojmé integralin jxdx..
0

1

Funksioni f{x) = x éshté i vijueshém né intervalin [0, 1], prej ku vijon Ide se ekziston.
0

Pér ta njehsuar integralin mund té zgjedhim kété ndarje:

_ 1 .1 :
P:0, 1 2 n 1,1 . Gjatésia e ¢cdo segmenti prej segmenteve éshté — dhe lim—=0. Pikat
n n n n n—o g

& i zgjedhim té jené té barabarta me vleré té kufirit té djathté té segmenteve, pér shembull pér

i i+1
segmentin i {—,—} zgjedhim ¢, —ﬂ ,1=0,1,...n—1 Pér shumat pérkatése kemi:
non n

i+l 1 i+2+ +n_ (n+1):n+1
i=0 N i=0 2”2 2}’1 .

O'(f
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Pasi: lima(f) zllim(1+lj :%

H—>0 n—>0 n

1
1
Prej ku mund té pérfundojmé se J.xdx =3
0
Njehsimi i integralit t& caktuar sipas pérkufizimit mund té jeté mé e komplikuar.
Te mésimi i ardhshém do té jepet formula e Njuton-Lajbnicit gé e lehtéson njehsimin e integralit té

caktuar.

2. Teorema themelore e njehsimit integral

Kétu do ta shqyrtojmé teoremén themelore té njehsimit integral té njohur edhe si formula e Njuton-
Lajbnicit. Do t'i shqyrtojmé edhe vetité e integralit t&€ caktuar.

Kur e pérkufizuam integralin e caktuar supozuam se éshté dhéné funksioni f{x) qé éshté i vijueshém
dhe jonegativ né intervalin [a, b]. Gjithashtu treguam se me integral té caktuar e kuptojmé syprinén
e trapezit té lakuar, i cili éshté caktuar me grafikun e funksionit f{x) boshti x dhe drejtézat x = a
dhe x = b (figura 7).

Figura 7
Sipas pérkufizimit integrali paraget shumé prej mé tepér syprinave té vogla té pafundshme té

drejtkéndéshave:

]=1imz;lf(§.)Axl.= lim o (f)=[f(x)dx.

now £ d(P)—0

Pér x € [a, b] le ta pérkufizojmé funksionin F(X)=_[f(l)dt. Pér kété funksion vien se éshté i

vijueshém né intervalin [a, b] dhe éshté funksion primﬁivf(x) i funksionit né intervalin [a, b].
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X

Kjo do té thoté se funksioni mund té jeté pérkufizuar edhe si F(x):jf(t)dt+C, ku konstanta C

a

éshté e ¢farédoshme

Barazimi i fundit do té thoté se integrali i caktuar prej a deri te x funksioni f{¢) (ky funksion éshteé i
njéjté f(x) vetém me tjetér shénim té ndryshores) éshté funksion i cili e mat syprinén e kétij trapezit

té lakuar kur x € [a, b] (figura 8).

Figura 8
Me f éshté caktuar syprina e pjesés prej trapezit té lakuar kur x € [a, b. Qarté vérehet derisa
x e zmadhojmé do té zmadhohet edhe syprina F, nése x e zvogélojmé do té zvogélohet edhe

syprina f (figura 9).

Figura 9
Prej kétu mund té pérfundojmé se funksioni f{x) éshté rrités. Ngel ta caktojmé vlerén e konstantes

C. Pér kété géllim do té vendojmé x = a edhe fitojmé:

F(a)=[f(0)dr+C=0+C=C.

a

Eshté e qarté se integrali If(t)dt do té jeté i barabarté me 0, pasi né vend té trapezit té lakuar do

a

té kemi segment (figura 10).
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Figura 10
Nga ana tjetér, nése vendojmé se x = b, kemi se:

b
F(b)=[f()dt+C=5+C,
qé do té thoté se syprina f'do té jeté e barabarté me syprinén e gjithé trapezit té lakuar S (figura 7).
Nése zévendésojmé se C = F(a) kemi
b

Szjf(x)dx:F(b)—F(a).

a

Formula e fundit éshté e njohur si formula e Njuton-Lajbnicit. Me kété e vértetuam kété teoremé.

Teorema 1: (Teorema e Njuton-Lajbnicit) Nése funksioni f éshté i vijueshém né intervalin [a, b]

dhe nése f éshté cfarédo funksion i tij primitiv, atéheré vlen barazimi:
b
If(x)dx:F(b)—F(a) 0
a 1

Kjo teoremé quhet teorema themelore e njehsimit integral, ndérsa barazimi (1) rregulla

themelore e njehsimit té integrimit ose formula e Njuton-Lajbnicit.

Formula Njuton-Lajbnic e jep lidhjen ndérmjet integralit t& pacaktuar dhe integralit t& caktuar dhe
me kété né masé té madhe lehtésohet njehsimi i integralit té caktuar. Pér ta njehsuar integralin
e caktuar té funksionit / né intervalin [a, b] mjafton té gjejmé funksionin e tij primitiv / dhe ta
njehsojmé rritjen e tij te segmenti [a, b]. Domethéné njehsimin e integralit té caktuar e sjellim né
gjetien e ndonjé funksioni primitiv gé éshté ekuivalente me njehsimin e integralit t&€ pacaktuar

b

Shembulli 1 ) Té njehsojmé J.x”dx, nex,0¢[a,b]

a
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Do té shqyrtojmé dy raste:

n+1 n+1

1 +C | funksioni 1 éshté primitiv pér funksionin x" pra kemi

n X
Kur n #—1, né kété rast jx dx = —
i  fdx .. [dx _
Pérn=-1, kemi 7 pasi pér I?=lnx+C kemi: x >0
“ b a1 |b n+1 n+1
Ixndx:x | :b _a — 1 (bn+1_an+1)
’ n+1|a n+1 n+1 n+1

2
1 Njehso integralin e caktuar Ixsdx.
1

b
@:lnxﬁ:lnb—lna ~in?,
X a

a

Shembulli2 > T’i zgjidhim integralet e caktuara:

Pér zgjidhjen e integraleve té caktuar do ta shfrytézojmé formulén e Njuton-Lajbnicit.
b) Me zgjidhjen e integralit pérkatés sé pacaktuar kemi:

[ @— ]

(sinx+cosx)dx .

s b

a) j[(3—2x)dx b) j[%Jrexjdx c)

Prej kétu pér integralin e caktuar do té kemi:
2 2\ 2 2
a) [(3-2x)dx= =2 32222 | [3.0-2% |6_4-2.
2 . 2 2

0
b) Sé pari e zgjidhim integralin pérkatés sé pacaktuar

I(l+exjdx=ln|x|+ex+c.
X

Prej kétu pér integralin e caktuar do té kemi:

j[i+exjdx=(ln|x|+ex)f

1

=In3+¢e’ —e.

c) Sé pari e zgjidhim integralin pérkatés sé pacaktuar

J(sinx+cosx)dx =—cosx+sinx+C.
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Prej kétu pér integralin e caktuar do té kemi:

T
(sinx +cos x)dx =(—cosx+sinx)|0E =2,

[ 2 Zgjidhi integralet e caktuara:

| ) 1 :
a) I 2x +3e" ——jdx; b)fxz(x3+1)dx; c) J(2cosx—
1 0 0

O 10 | N

X

Detyra pér puné té pavarur
1. Zgjidhi integralet e caktuara:

s

a) .[xdx, b) ]-xzdx, c) Jl.exdx,
0 1 0
74 z 2
g) chosxdx, d) Isinxdx, dh) Jizdx,
0 0 1X

o) J Vi 0 [4d

0
2 Zgjidhi integralet e caktuara:

a) j’mx—j*zdx; b)!(x—3)3dX; c)i(i—3jdx;

1 X

_3. Njehsg integ_ralin e caktuar:
1 2 6
X

a) x'dx: b) | —dx.

S oI5

3. Integrimi me zévendésim tek integrali i caktuar

c) j‘ e dx .

Sipas formulés sé& Njuton-Lajbnicit njehsimin e integralit té caktuar e sjellim né gjetjen e ndonjé

funksioni primitiv gé éshté ekuivalente me njehsimin e integralit t& pacaktuar. Tek integrali i pacaktuar

tanimé e shqyrtuam metodén e integrimit me zévendésim, i cili sillet te formula:
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[(x)ax=[ £(0(t)) d(o(t)=[ £ (0(1)) #'(r)d

Kétu do ta fusim z&vendésimin x = ¢(¢)

Shembulli 1 > T'i njehsojmé integralet e caktuara:

a) j(x + 2)3 dx; b) j). e dx; c)

sin(2x)dx.

Oy x| ¥

a) E fusim zévendésimin ¢t = x + 2 prej ku dx = dt. Me futjen e zévendésimit do té ndodhé
ndryshimi edhe te kufijté e integralit t& caktuar, té cilat jané pér ndryshoren Kufijté e rinj jané ku
x=—-1l=t=-1+2=1edhekurx=1=1¢=1+ 2 = 3. Me futjen e zévendésimit dhe kufijté
e rinj té njehsuar pér ndryshoren e re té future, integralin e zgjidhim si

1 3

3
1
2V dx= [ dt ==+
_[(x+) e _!t t=t

-1

4 4
E N
4 4

b) E fusim zévendésimin x + 1 = ¢, dx = dt. Me futjen e zévendésimit do t& ndodhé& ndryshim
edhe te kufijté e integralit té caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj jané kur x = -2 =
t=-2+1=-1dhekurx=0=1¢=0+1 = 1. Prej kétu kemi:

0 1
I eMdx = I edt=ée

-2 -1

1 » 1

1 e'

c) E fusim zévendésimin 2x =7, dx=2dt 'Me zévendésimin e future do t& ndodhé edhe te kufijté

e integralit t& caktuar qé éshté te ndryshorj. Kufijté e rinj jané kur x=0=7=2-0=0 dhe kur

x=Cr=2.22
4 4

NN

. Prej kétu kemi

sin (2x)dx =

O Cm— | N
O o[y

2sintdt:—2cost|05 =2-(—cos§+c050j=2.

[ 1 Njehso integralin e caktuar:

3 2
a) I(Zx—1)3 dx; b) Iezx*1dx; c)
1

2

cos(2x)dx

O [N
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Shembulli2 > T'i njehsojmé integralet e caktuara:

+odx ] ©odx )
2 J.x—3’ b)‘(|).(2x+1)2 ’ °)

tgxdx .

O i [y

a) Me futjen e zévendésimit t = x — 3, dx = dt do té ndodhé ndryshim edhe te kufijté e integralit
té caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj jané kurx =4 = t =4 — 3 =1 dhe kur
x=5=1t=5-3=2.Prej kétu kemi:

i
|

2
jldrzlnzﬁ =In2-Inl=In2.
x-3 1

1
b) E fusim zévendésimin £ =2x+1, dl=2dx= dx = Edt Me futjen e zévendésimit do t& ndodhé

ndryshim edhe te kufijté e integralit t&€ caktuar, t€ cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj jané kur
x=0=¢t=2-0+1=1dhekurx=2=1¢=2-2+1=35.Prej kétu kemi:

& _ljl _ L1 12

2 (2x+1)" 247 2¢, 10 2 5
% sin x

c) Pér ta zgjidhur integralin Itgx dx, duhet ta transformojmé duke shfrytézuar se tgx = .E
0 COS X

fusim zévendésimin ¢=cosx, df=-—sinxdx = dx= dt Me futjen e zévendésimit do té

—sinx
ndodhé ndryshim edhe te kufijté e integralit t& caktuar, té cilét jané pér ndryshoren. Kufijté e rinj

V2

jané kur x=0=¢=cos0=1 dhe kur x:%:t=cos%: . Prej kétu kemi:

275



[ 2 Njehso integralet e caktuara:

dx [ dx
(3x+1)" °) !(4x—3)2 9

Shembulli3 > T'i zgjidhim integralet e caktuara:

&) [ViTxde  b) [xlirdr.

a)

ctgx dx .

O t—
BN oy

a) E fusim zévendésimin \/(1 + x) = ¢ x = t* — 1, dx = 2t dt . Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé
edhe kufijté té integralit té caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = 0, ¢ = 1 edhe x = 3,
t = 2. Dhe kemi:

h [ 2 5p 2 14
I\/l+xdx=2jt2dt=§t3‘l =S(8-1)=7
0 1

b) E fusim zévendésimin t = /(1 —x) , £* = 1 —x, dx = -3¢ Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe
kufijté té integralit té caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = 1, ¢ = 0 edhe x = 9,
= —2. Dhe kemi:

9 — —

J.x%/dez f(l—t3)t(—3l2)dt: f(3t6_3t3)dt:(£_£j

0 ’ 4
=3.16 8.1 =w=66,85.
7 4 28

[ 3 Njehso integralet e caktuara:

a) [¥2x+1av  p) [V2x-3dx; ¢) [x¥fx+2ar; o)

0 2

3(2) 32

0 7 4

sin x

dx.

1—cosx

BN — |y
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Shembulli4 > T’i zgjidhim integralet e caktuara:

a) j.de' b) iﬁdx
o(xz+l)2 , 71x2—5x+6

a) E fusim zévendésimin t = x? + 1, dt = 2x dx. Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té

integralit t& caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésiminx = 0,7 =1 edhe x = 1, ¢t = 2. Dhe

[ox ledt 1 (1
£<xz+1>2d“517:5'(‘2)

b) E fusim zévendésimin x> — 5x + 6 = ¢, (2x — 5) dx = dt. Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe

kufijté té integralit té caktuar. Kufijté e rinj jané E fusim zévendésimin x = —1, ¢ = 12 edhe x = 0,

t = 6. Dhe kemi:
=ln6-Inl12=In £ =In l =—In2.
12 2

kemi:

0 . 6 6
J-zzx—sdx:jldtzlnt
S X =5x+6 t 12

12

4 Njehso integralet e caktuara

1 2 1

X _ 3x°
a).|.1 4% '([x3+2x+1

[@——

a) E fusim zévendésimin x — 1 = ¢, dx = 2t dt. Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té
integralit té caktuar. Kufijté e rinjjané x = 1,7 =0dhe x =2, ¢ = 1. Dhe kemi

[2t+2-2 _1 t+1 [ dt
et e

2 1
'!‘x+2\/x 1 Iz‘ +1+2t 7142t

0

01 [ adt 2
=2|——dt-2 2In(t+1)| +— =
'!t+l ;[(t+1)2 ( )| t+1],
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b) E fusim zévendésimin t°=e"+3, 6°dt =e"dx. Gjithashtu duhet t'i ndryshojmé edhe kufijté té
integralit t& caktuar. Kufijté e rinj jané x = 0, ¢ = ®/4 dhe x = In(2), t = /5. Dhe kemi

[l
oo -

" etet 1
[ 5 Njehso integralin e caktuar J x—dx
e +2

0

—6ftd 6 e’

zg(s%_m).

Né vazhdim do té japim disa veti té cilat mund t'i shfrytézojsh pér zgjidhje mé té lehté té integraleve
té caktuar.

1) Funksioni f{x) le té funksion tek, d.m.th. f{(—x) = —f(x) ta njehsojmé tani integralin:

jf(x)dx:jlf(x)derIf(x)dx.

0
Do ta shqyrtojmé sé pari integralin If(x)dx. E fusim zévendésimin ¢ = —x, dt = —dx , pra patjetér

—a

t'i ndryshojmé edhe kufijté e integralitx = —a, t = a dhe x = 0, ¢ = 0 Kemi
0

e[ roea) = fer@ag-fron = <[

funksioni tek 4 a me ndryshimin e kufijve 0

dhe nése zévendésojmé tek integrali i paré kemi:

j;f(X)dxz_jif(x)dx+]:f(x)dx:—_j:.f(x)dx+-1.f(x)dx:0_

Prej kétu mund té pérfundojmé se nése funksioni nén integral &shté tek, ndérsa intervali i integrimit

simetrik né lidhje me zeron, vlera e integralit €shté e barabarté me zero.

1
Shembullié > Té vértetojmé se jXde =0,
-1

Funksioni f{x) = x? éshté funksion tek pasi f{—x) = (—x)* = —x° = —f(x). Pasi intervali i integrimit

éshté simetrik né lidhje me zeron, vlera e integralit €shté zero. Pér kété integral lehté kontrollohet
se éshté i barabarté me zero:
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1

frarat] 21

) 4, 4 4 4 4
2) Ta shqyrtojmé tani edhe veti tjetér qé gjithashtu do té na ndihmon né zgjidhjen e integraleve té

caktuar. Le té jeté f(x) funksioni gift, d.m.th., f{(—x) = f(x) ta njehsojmé tani integralin:

jif(x)dx=J0‘f(x)dx+;|jf(x)dx.

0
Sé pari do ta shqyrtojmé integralin If(x)dx_ Me futien e zévendésimit t = —x, dt = —dx, éshté e

nevojshme t'i ndryshojmé edhe kufij:[(é eintervalit x =—a, t =adhex =0, ¢t =0, kemi

‘T f(X)dx B jlf(_t)(_dt) funk;ni ift jlf(t)(_dt) B 'T_f (X)dxme ndryshim? e kufijve 'If(x)dx.

Nése zévendésojmé tek integrali i paré kemi:

J 7 Cops= [ o [ Copan= [ op [ (s =2 s (s

Formula e fundit gjeometrikisht mund ta interpretojmé né kété ményré: deri sa funksioni éshté cift
grafiku i tij éshté simetrik né lidhje me boshtin y, prandaj syprina e figurés ndérmjet drejtézave
x = —a dhe x = 0 éshté e barabarté me syprinén e figurés ndérmjet drejtézave x = 0 dhe x = a prej

ku vijon formula e sipérme.
1

5 2
Shembulli7 ) Té vértetojmé se jx dx = 3

-1

Funksioni f{x) = x? éshté ¢ift pasi f{—x) = (—x)? = x? = f(x). Pasi intervali i integrimit éshté simetrik

né lidhje me zeron, pér vlerén e integralit kemi:
| 1 e ! )
szdx = 2_[x2dx =2.—

0 3

-1

3

0

[ 6 Njehso integralet e caktuara:

) j.x—sdx; b) j.2x4dx.
-3
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Detyra pér puné té pavarur
1. Njehso kéto integrale té caktuar:

1 1 1
x+2) dx, b 3x+1) dx, dx ’
a) :[1( ) ) _([( ) c) !(3x+2)2
1 d 4 10
) d) [Vxdr, ) [\2x+5dr,
3
0(X+1) 7 2
1 2x+4
5x+1) dx, —d
)'f[ (x+) P J " 9) Ix +4x+5
? ! In5
X 2x+1 e‘\Je  +2
h dx, i) | ¥ dx, . N i
) -!.g_xz )"[ )E[ Ve* +2
k) j-sin3xcosx- |)j‘0053xdx. ) j‘ cosx
0 , z sinx 1+s1nx

4. Integrimi parcial i integralit té caktuar

Njehsimin e integralit t€ caktuar e sjellim né gjetjen e ndonjé funksioni primitiv gé éshté ekuivalent
me gjetjen e integralit t& pacaktuar. Integrimi parcial mé sé shpeshti shfrytézohet kur funksioni
nénintegral éshté logaritmike, eksponenciale ose trigonometrike. Tek integrali i pacaktuar tani mé e
shqyrtuam metodén e integrimit parcial:

judv :uv—jvdu .

Kjo formulé pérshtatet pér integralin e caktuar dhe e ka formén :

ju(x) V(%) dx = u(x)v(x) |l; — Iv(x)u'(x) dx .

a a

Shembulli 1 ) T'i njehsojmé integralet e caktuara:
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a) J%xexdx; b)

0

(x2 —S)e’“dx; c) j(xz +3x—1)exdx .

0

o t—

a) Me shfrytézimin e integrimit parcial x=x=du=dx, dv=e'dx=>v=e" kemi:

jxe‘ dx:xex;—ie" dx=(2€2—060)—ex i =282—(€2—€0)=62 +1.
0 0

ox 1 .
b) Me shfrytézimin e integrimit parcial u=x"—5=>du=2xdx, dv=e"dx = v = _Ee > kemi:

;+%j:2xe_2x dx = —%(e‘2 —1)+Jl.xe_2x dx .

0

j. x -5 _2xdx:—%(x2—5)e_zx
0

1 2x 1 —2x

Pér ta zgjidhur integralin J.xe’zx dx, kemi; ¥=X=du=dx, dv=edx=v= T5¢ ., pérséri
0

duhet ta zbatojmé integrimin parcial, ku:

1

[ ST I I
J‘xe’xdxz——xe’x +—J.e’xdx— —e +—Ie’xdx
0 2 0 29 2 29
:_lefz_lefle=_le*2_l(e*2_1)
2 4 0 2 4
:—Ee’2+l,
4 4

nése kété e zévendésojmé tek integrali i paré do té kemi:

j-xzez‘” dx = —%(62 —1) + j.xez‘” dx =
0
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c) Me shfrytézimin e integrimit parcial v =x*> +3x—1=du=(2x+3)dx, dv=€e'dx=>v=e" kemi:

(x2+3x—1)exdx (x +3x— 1 j 2x+3 e “dx=3e+1- J. 2x+3 e “dx .

© C—y —

1
Pér ta zgjidhur integralin .[(2)6 +3)e" dx, kemi: u=2x+3=>du=2dx, dv=e‘dx=v=e" pérséri

duhet ta zbatojmé integrir(ﬁin parcial, ku:

2je dx =5e—3—2¢" —Se 3_2¢+2=3e—1,

1
[(2x+3)e" dx = (2x+3)e"
0

nése kété e zévendésojme tek integrali i paré do té kemi:

1j(x2 +3x—1)exdx:3e+1—j.(2x+3)exdx:3e+1—(3e—1):2.

1 Njehso kéto integrale té caktuar:

1 2

a) Ixe""dx; b) J-(xz + 2x+1)€"dx.

0 1

Shembulli2 > T’i njehsojmé integralet e caktuara:

[@—]

a) j‘medx; b)jx3 1n(2x)dx; c) ejlln(x+l)dx; c)

1 VX 2 0

xsin xdx .

O V|

1
a) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: dv= de’ V= 2\/;.

Kemi:

E

In x 4 24x ¢ 2
j dx=2\/;lnx‘l—'l[ dx=4ln4—!$ (In4-1).
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. . . - . . dx _ 3 _x4
b) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: u =In2x, du =—, dv=x'dx,v= ?

X
Kemi:

4 X 14 14
Ix3ln(2x)dx=—ln2x ——x* —dx——ln2x ——jx3dx
S 4 X 42

4 4 4 |4

~X mox| - X :1(441n8—241n4)—i(44—24)=1841n2—15.
4 2 1612 4 16

c) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: u = 1n(x+1), du = ﬂl , dv=dx,v=x.
X+

Kemi:
n et Fox x+1-1
_(|)‘ln(x+1)dx:xln(x+1)|0 - 0 mdx (e—1) lne :[ i
1 d e— e—
=e—1- {J.;C—ild — xf1:|—e—l—[x|01—(ln|x+l|)|0 1}:e—l—[(e—l—O)—(lne—lnl)]:

=e¢—1-e+1+Ilne=1.

¢) Nése e zbatojmé rregullén pér integrimin parcial kemi: % =x < du =dx

dv=sinxdx & v= Isinxdx:—cosx._

Kemi:
V4

. T . >y
xsmxdx=—xcosx|oé + cosxdx=smx|§ =1.

2 Njehso integralet e caktuara:
e—1

a) szlnx; b)J.lnx c) j(x2+x)ln(x+1)dx; c)
1

0

ot—mly
O 0 [Ny

[ @— ]

xcosxdx .

O 0 [N

2

¢In” x
Shembulli3 > Ta njehsojmé integralin e caktuar: I 2 d
'l

1
Prej integrimit parcial kemi # =1In”x, du=2Inx- ; dv—x—dx V=TT Kemi

283



s—dx =——
X X

¢ In2 1 e %1 1 1
In * ln2x|1+2.!.?lnxdx=—;+2!?1nxdx,

1

!
Pér ta zgjidhur integralin J.?ln xdx | kemi: pérséri duhet ta zbatojmé integrimin parcial,
ku: 1
1 1
u=Inx,du=—dx, dv=—dx,v=——.
X x X

I 1 1 1 2

fimdrm L] Lot L2
X X o1 X e x' e e e
nése kété e zévendésojmé tek integrali i paré do té kemi:
e 2 e
jln zxdx=—1+2ji21nxdx:—1+2(—3+1j:—§+2.
TX e X e e e
Detyra pér puné té pavarur
1. Té njehsohen kéto integrale:
1 2 1
a) I(2x+1)exdx; b) j(3x+5)e"‘dx; c) J(x2 +3x—1)exdx;
0 1 0
1 e e
¢) [(* —2)e'dx: d) [ In xdbx; dh)[** In xdx;
0 1 1
4\/_ 1 %
e x In xdx; f xIn(x?+1)dx X g
) '!‘ ) E[ ( ) g) ;[COS2 X ~
6
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5. Syprina e figurés sé rrafshét

Prej pérkufizimit té integralit t€ caktuar vérejtém se ai paraget syprinén e trapezit té lakuar i cili
éshté pércaktuar me grafikun e funksionit jonegativ f(x) dhe boshtin e intervalit [a, b] (figura 11)

’
i

— J_th)

-

N
F

Y

Figura 11

Domethéné pér syprinén e trapezit t& lakuar prej figurés 11 kemi se

P(F) :jf(x)dx.

Né rastin kur funksioni éshté negativ, vlera e integralit té caktuar do t€ jeté negative (figura 12).
Va

o ])

Figura 12
Domethéné pér ta njehsuar, syprinén e figurés né rastin kur funksioni éshté negativ f(x), vlerén
e integralit té caktua do ta vendojmé né shenjé té vlerés absolute, pér té fituar numér pozitiv, pasi

syprina nuk mund té jeté negative.
b
P(F) =|If(x)dx|.

1
Shembulli1 ) Ta njehsojmé syprinén e figurés, té kufizuar me lakoren y =;, boshtin e abshisés

dhe drejtézat x = 1 dhe x = 3 Te Figura 13 jané paraqitur lakorja dhe té dy drejtézat:
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Y a

Y

Figura 13

Sipas sqgarimit paraprak, pér ta njehsuar syprinén e pjesés sé ngjyrosur kemi:

| —

dx:ln|x”13 =In3-In1=In3.

=

3

P=|

1

Té shqyrtojmé tani se si do ta njehsojmé syprinén e figurés e cila éshté kufizuar me grafikét e

funksioneve fi(x) ve f2(x) té intervalit [a, b] te Figura 14.

Ny

Figura 14

Nése me F e shénojmé trapezin e lakuar nén grafikun e funksionit f:(x) por me F: e paragesim
trapezin e lakuar nén grafikun e funksionit f2(x) mund té paragitet si ndryshim té trapezit té lakuar
F me trapezin e lakuar F;. Prej ku mund té pérfundojmé se syprina e figurés F' éshté e barabarté

F'1 me ndryshimin a syprinés sé trapezit té lakuar dhe trapezit té lakuar F>-, d.m.th.,

PP)=P(R)=P(F)=[ £ (s)ae=[ 7 (e =] ()= ()
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Shembulli2 )> Ta paragesim syprinén e figurés (figura 15) té kufizuar me parabolat.
y?=2xvex?=2y

Figura 15
Parabolattécilatekufizojnéfigurénsyprinaetécilésduhettécaktohetjané paraqiturte Figura15. Sépari

igjejmékoordinatatapiképrerjeve géipércaktojnékufijté eintegrimit. Prej y?=2x=y=+2x,y>0
x2 X4 4 3
atéhersé v2x = > 2x= ” Prej X —8x=0& x(x - 8) =0 x =0, x, =2. Domethéné piképrerjet

2
jané 4(0, 0), B(2, 2) Syprina e trapezit té lakuar té kufizuar me lakoren y? = 2x éshté F, = I@dx.
0

2
X
Pra syprina e trapezit té lakuar qé e kérkojmé x? = 2y éshté F, = ?dX, dmth., F=F—F:

ot—,n

2

F:J@dx_ix dx:j(ﬁ_ijdxz(ﬁ.g.x.&—%

4
3

0

Shembulli3 ) Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 16) té kufizuar me parabolén y = x? dhe
drejtézén x + y = 2.
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EEANG

Figura 16

Sé parii gjejmé koordinatat e piképrerjeve qé i pércaktojné kufijté e integralit sipas té cilit integrojmé.
E z&vendésojmé te y = x?te x + y = 2 dhe e fitojmé barazimin katror x + x? = 2. Me zgjidhjen e
barazimit katror x? + x — 2 = 0 fitohet se zgjidhjet e tiju jané x; = -2, x> = 1 Domethéné piképrerjet
jané A(-2, 4), B(1, 1).Syprina e figurés qé e kérkojmé éshté:

pfler a2, G =5

o t—y

Shembulli5 > Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 17) té kufizuar me parabolén y = 2 — x?

dhe drejtézény = x

Ya

'
(o]

Figura 17
Sé pari i gjejmé koordinatat e piképrerjeve gé i pércaktojné kufijté e integrimit. | zévendésojmé
y =xtey =2 —x? dhe e fitojmé barazimin katror
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x? + x — 2 = 0. Me zgjidhjen e barazimit katror fitohet se zgjidhjet e tij jané x; = -2, x> = 1.
Domethéné piképrerjet jané A(—2, —2), B(1, 1)
Syprina e figurés qé e kérkojmé éshté:

! 1 3 219
F:J;(Z—xz—x)dx=2x|_2—%|_2—% _225.

Shembulli5 ) Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 18) té kufizuar me parabola y = 2x?+ 1 dhe
y=x*+10

Figura 18
Sé pari i gjejmé koordinatat e piképrerjeve qé i pércaktojné kufijté e integrimit. Nése i barazojmé
barazimet kemi 2x? + 1 = x? + 10 © x? = 9 & x;2 = £3 Syprinén e figurés qé e kérkojmé éshté:

3
F= i(xz +10—2x2 _1)dx: j(—xQ +9)dx=2j§(—x2 +9)dx:2.(_§+9xj =36 .
3 et 0 i

Gjaté zgjidhjes shfrytézojmé se edhe té dy funksionet jané gift (simetrike né lidhje me boshtin y)

Shembulli6 > Ta njehsojmé syprinén e figurés (figura 19) té kufizuar me lakoret y=e,y=e"
dhe drejtézén x = 2
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Figura 19
Prej figurés 19 mund té vérehet sipérfagja né té cilén léviz prej 0 deri te 2 dhe se lakorja e sipérme

éshté y = ex lakorja e poshtme éshté y = e™. Piképrerjet e té dy lakoreve mund t’i fitojmé edhe

prej :

' =12x=0<x=0.

Prej kétu pér syprinén kemi:

2

F= (ex—efx)dX=(ex+e“)o =(ez+e’2)—(e° +e’°):e2 +12—2.

e

ot

Shembulli7 > Té njehsohet syprina e figurés (figura 20) té kufizuar me lakorety =2 —x?ve y* =x?.

Figura 20
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E gjejmé prerjen e té dy lakoreve dhe i fitojmé piképrerjet x; = —1, x> = 1 Prej figurés 20 vérejmé

j‘( 2 2) ¥ 32 1
se F= 2—X —x3 dx:(z_x____x?:]
e 3 5

-1

15

Detyra pér puné té pavarur

1. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = x?dhe y = \x .

N

. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = x? + x + 3 dhe drejtézény =x + 7

3. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = In(x) dhe y = [n*(x).

1 x?
4. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret V Zm dhe V= DX

1’12)C

1
5. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y =

dhey =0,x =e.

1
6. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakore ¥ =x—2 drejtézat y = x.

7. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakore [a,b], f(x)>0 drejtézén x = 1.
6. Detyra pér pérséritje té njésisé modulare
1. Zgjidhi integralet e pacaktuara:
2\/_ 2 1
VUxPdx, —dbx,
a) '1[ b) ,!xa

3
c) J.(;—z+x3}dx, g)j(2x4+3x2+l)dx
1

0

2. Me zbatimin e formulés sé Njuton-Lajbnicit, njehso integralet:

1
B _
dx In2
a) I
0

_ 2x
(20° +1)2? +1° b)l fmeax
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2y . 3
c) .[ 4\/%’ g)'([«[(l_xz) dx

N
. Me ndihmén e integrimit me zévendésim njehso integralet:

'—.»—

1
J-e —1 e'dx;
0 o 1+x

. Me ndihmén e integrimit me zévendésim njehso integralet:

a) I2x+3d ; b) j-xzezxdx.

0 € 0

. Me metodén e integrimit parcial njehso integralet:

2 2
a) J'xln(2)c2 —l)dx; b) I(Zx—l)lnxdx.
1

1

. Me metodén e integrimit parcial njehso integralet:
e=2 2
a) [ In(x+2)dx b) [ In{x++/x" +1)ax

0 -2
. Njehso integralet:

2

x” cosxdx; b) |e" cosxdx .

a)

BN oy
oy

8. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = 2x? + 1 dhe y = x? + 10
9. Njehso syprinén e figurés sé kufizuar me lakoret y = 2x — x? dhe drejtézés x + y =0
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Zgjidhje:

Njésia modulare 1 — Njehsimi diferencial

1. a) AL=2m, AP =10m",

b) AL =1m, AP =10m".

1
2. a) Af_ﬁ,
b) & =2,
c) 4/=3,
C)Af:2
3. a)y'=4

b) y'=2x3ax,=2,y'(2)=2-2=4,
c) y'=2(x-2)3ax,=5y"'(5)=2-(5-2)=6,
2

+1
c)y'=x —3ax,=1y'(1)=2.
x
4. a)y (3)=Ly (3)=-1

b) ¥, (-2)=Ly (-2)=-1,
c) ».(0)=0,y"(0) nuk ekziston pasi pér x <0, funksioni nuk éshté pérkufizuar
¢) . (5)=o0, ¥ (5)=—

2.
1. a) y'=5x" b) y':%x%’ C)y'z%/x_z, g)y'z_%,
11 \ 7 6 , 1
2. = x* Vo= 195 -_ )
a) Y 2 X \/;’ b) 3x3%/; C) Yy 5 \/;’ Q)y ng/;
3.
1. a) f(x)—4 F(3) = o) f1(x) = 02
) f(x)_ X b) 8(‘/)673, 3x290)
2. &) fi(x)=x+s,  p) [i(¥)=x x-S
x3 XS

1
0) f'(x)=1+x+x7, c)f'(x):3+ﬁ-
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' _ x2 X—z4x3' ' :L_L
3. a) f'(x)=14x*Vx ; ; b) (%) N

4. a) f'(x)=§+€x—5, b) /'(x)=2"In2+5-4"In4,

5. a) f'(x)=x(2Inx+1).p) f(x) = x> " (3+x)

6. &) /()= b) f'(x):%’
X

—3Inx ' 2-
o f1(x) = o f (-2

X

1. a) y'=5(2x" +5x-6) (4x+5), b) y'=8(x" +2x) (5x*+2),

c) y':5(5x5+3x3+1)4 (25x4+9x2), g)y'=6m(mx+n)5.
2. a) y'=12x"~16x-35, b) y'=(x+2)(x* ~3x+1) (8> ~3x-16).

X

4
NEh b) ¥'=———
x -1 33(2x¢* 1)

1
4. a) y'=2e"", ) y‘=xe&[2+5\/;).

3. a)y'=

\ 2xy . X+2y 2+y° 3x*+y°
1, = - : = o) y'=— o)y =— .
2) X +2y b) ¥ 2x+y © 14+ 2xy ¢ 3xy”

\ 2
2. a)y':xﬁ[nx+ j, b) y':2x2x(lnx+1),

2x

o) yi— 1+x7 ) | 1+x? xz(l_xz) '—xi 1-Inx
Y= x n x i (1+x2)3 6V = 2 )

1. a) dyz(l—x)-e_xdx b)dy=(l—x2)-e_7dx
2. a) L000; b)0,001; c) 3,00005.
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oripz) B

a) barazimiitangjentés 2x—y+1=0
barazimi i normales X+2y-7=0
b) barazimiitangjentés 24x—y+33=0
barazimi i normales X +24y+362=0
2. Pikat e prerjes jané A4(2,0)dhe B(—2,0)

A(2,0)
barazimi i tangjentés 4x+y-8=0

barazimi i normales X —4y—2=0
B(-2.0)

barazimi i tangjentés 4x—y+8=0
barazimi i normales X+4y+2=0
3. Pikate prerjes jané 4(3,8)

barazimi i tangjentés 0xX—y—10=0
barazimi i normales X +6y—51=0

4. Pikat e prerjes jané A4 —3,1—5 dheB l,_i
2 6 27

4
3
274
barazimi i tangjentés x—2y+9=0
barazimi i normales 8x+4y+9=0

s
6 27

barazimi i tangjentés 27x—54y+10=0
barazimi i normales 108x+54y+5=0
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9. . 2(x2x) - (2x+2) o 4x(x’-3)
1' a) y":4ex*, b)y = ; 3 ’c)y :ﬁ,
(x +2x) (1+x )
yu:4 d) yn:_ 3
o = 16x4x
e) Y"=3x" —2x+2, f) y"=x(6Inx+35).
2(2x* +8x +13x” +10x+3)
2.2) y"=6(1-x), b) ¥'= 3 -
(x+1)
10. . .
2. a)rritet pér ¢do x € IR, nuk ka vlera ekstreme
b) minimum pér ng, Vo = —31, .
2 14 2
c) maksimum pér x=1,y,. = 3 minimum pér X =3, Y., = —5§ .
¢) y'= 3(x—2)2 >0, rritet pér gdo x € IR, nuk ka vlera ekstreme .
3 27
. G X=,y =
d) minimum pér 4 Y 256"
dh) dy minimume pér x=1,y,. =2 dhe x=-1,y,. =2,
e) maksimum pér X = -2, y,... =4e” minimum pér x=0, y,, =0 &shté
minimum .
f) minimum pér X =1L ¥, =1,
1
g) maksimum pér x=1y,_ . =3 minimum pér x=—1,y . =-1,
h) maksimum pér X ==7, Ve =—14 | minimum pér X ==L ¥, =2
T b4
i) maksimum pér X = 1’ Vimax = \/5 minimum pér X = 4 Yiin = —\/5.
1
3. a)a=1; 6) a=—
) a ) 5
4. a=2,b=-3.
1.
1. 1
a) Pér X& (gsooj funksioni éshté konkav, ndérsa pér X € (—00, gj funksioni éshté
konveks

1 1
b) Funksioni éshté konkav né (—«,0) dhe (5,00], ndérsa konveks né (O,Ej

c) Funksioni éshté konkav né (—,0) dhe (1,0), ndérsa konveks né (0, 1)
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¢) Funksioni éshté konkav né (—oo, —1) dhe (1, ), ndérsa konveks né (—1, 1)

2. (néna y= %,x # —1 detyra té shtohet) x # —1)
X
a) nuk ka pika té infleksionit, .
V3 3
b) pika té infleksionit jané (—\/5,—7], (0.0) dhe (\/5,7]
3.
a) Funksioni éshté konkav né (—1, 0) dhe (1, «©), ndérsa konveks né (—o, —1) dhe (1, 0).
Piké té infleksionit jané, (0, 0)
b) Funksioni éshté konkav né (—1, 0), ndérsa konveks né (—oo, —1). Nuk ka piké té inflek-
sionit
c) Funksioni éshté konkav né (—o, —3.41) dhe (-0.58, «©), ndérsa konveks né
(=3.41, —0.58). Piké té infleksionit jané, (—3.41, 0.38) dhe (—0.58, 0.19)
¢) Funksioni éshté konkav né (2, o), ndérsa konveks né (-, 2). Piké e infleksionit éshté,
2
>3]
¢ 1 1
d) Funksioni éshté konkav né (T>°°], ndérsa konveks né (O’ Tj Piké e infleksionit
ee eve
1 3
Sshtd, o
éshté (—e\/g 2e3j
dh) (te detyrat y = x/n’x, x > 0) Funksioni éshté konkav né (—,ooj, ndérsa konveks né
e
1 G T (S
0,— |. Piké e infleksionit éshtg, | —,—
13.
1. a=75b=175a-b=56.25
2. a=108,b="72,2a" +3b" =38880
3. a=5b=2,P=10
4. a=7.06,b=5.06,h=147V =>58.12
5.Trekéndésh barabrinjés me brinj¢ a=5, S = #
6. Kubi me brinjé a = 7,94, S = 378
p o3
2

8. r=632,H =24 s=18J2, P=288%
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Njésia modulare 2 — Njehsimi integral

1. 1.a) F(x)=lnx b) F(x)=+/x+3
4. a) F(x)=x’+2 b) F(x)=e€"+1

Bl " 2, 4
a)X_+£+c; b) x+1In|x|+C; c)«/;(—x2+—x+2j+C;
B+l 43 573

Q)%xglxls +C; p)2x +33x2 43X +C;

5 7
d) 8x+4x3+6x—+x—+C,
5 7

2 -13)"
1. a) %+C; b) 3 +C; C)ln‘x2+3x—10‘+C.
2 a)—S(x3—9x)6—|—C; b) ——(11 2)+C; C)é\3/8x3+27+C.
+x

3.a)ln‘e"+x‘+C; b) — ! +C; c)g\/[ln(x+\/1+x2)}3+C.

41n* x

4.
1. a) —e"‘(x2+2x+2)+C; b) _%exz(x2+1)+c_

2 2

2. a) C i x-Cnxs i+ b)l( 2—1)ln‘x2—1‘—lx2+C.
2 2 4 2 2

2
A2 8T  oe1 97 5 o)

5 65 3 14
2.a) In2—=; b)-—— ; In=-3; Yo+ —.
) 4 )= o3 Ge —ets

256

3.a)0; b) o
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2
- %
d) 3 e)3 3
1
f)1.61 9) 135
5 1 8
g)In| — —In| -
9) (2] M3 (SJ
R e 1843
|) Ee(e —1) J) 6 7
8.
11e-14
a) 1+e b) 2
e
3
2 _°
c) ),
d) 1 e)—(1+2€3)
26\/; 1
In2—-——
9.
1. 1
3
2 2
3
3. 3-¢
s =1
2 3
5. 4
3
7
6. —
6
7. e+1—2
e
10.
4ab’r
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2. =
3
3. 7
.
3
s
3

Njésia modulare 3 — Matricat (pér té gjitha drejtimet)

1.
1. a) —2sin2x; b) pg(q—p); c)2p’; ¢)0; d) nmp+2nm+2mp+2np; e) 0.
2.a)6; Db)-127; b)15.
3. a) x,=—Lx,, =+J2; b) x, =0,x, =6; c)Xi =—3,x, =-2,x =2%; ¢)x=0.
4. a) [_292]; b) (_003_6]U[_3>+OO)-
2.

2.2)0, b)0, ¢)0, ¢)0.
4.2)5; b)4; c)-T.

1. a)(1,3,-2); b) nuk ka zgjidhje;  c) pafund shumé zgjidhije; ¢)(1,5,1).
2. a)(0,0,0); 6) M ={(-1,101,7t) | teR}
3. a) m#1ve m#-2 zgjidhje té vetme, m = 1 shumé té pafundshme, m =-2 nuk ka zgjidhje;

b) m#-8 zgjidhje té vetme ve m =—8 pafund shumé zgjidhje.

1 1 13
4. 1,——.,1); ———,—).
a) (1, 2,) b)(2 44)
4,
1. x=-Ly=2,z=-3u=4;
- 1 O
2. AT:{ > };
2 -1 3

3. Péra = 2c gjaté ¢farédo c.

a) A éshté matricé trekéndore lart dhe poshté, matricé skalare dhe simetrike;
b) B éshté matricé trekéndore lart dhe poshté, matricé diagonale dhe simetrike;
c) C éshté matricé trekéndore lart;

P
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¢) A éshté matricé trekéndore lart dhe poshté, matricé skalare d.m.th., matricé njési e rendit 3;

5.

25 2 18 2
. (28 9 12 -6 ) 9 6 ) 12 -12
' ; ; c .
D4 1215 6 12 6 15 22
5 -3 -6 6
(4 98 135] (33 -30 15 283 52 38
3a)[ 12 7 -38[;  p)|18 44 —66[;  ©|196 124 —206].
|21 54 92 | 4 183 -159 240 32 112
5. DA, BC, CD, CA.
6.
12 2 1o 1 12 1
1g) A4 == . b)B'=- : Lo .
2) 4{—3 -1 ) 4{—4 5} ) 9|5 7
NERIE 3 6 2
2a) A'==|0 1 0| b)B'=——|-5 -2 -5 c)
3 36
0 0 3 19 -14 -17
10 13 -3
c'=L| 1 3 4
43
47 31 27
7. ]
70 63 115 -19
1a) X = : b) X =— .
42 847 176 -11
12 4 37 30 25 91
22) x=_|0 8 —4|; b) X=— |0 50 —40
24 150
0 0 6 0 25 25

(1,32 2.(2-13)  3.(3-21): 4. (151).

8
1
9.
1.(1,3,-2); 2.(2-1,3):  3.(3-21); 4.(1,51);
5
1
1

. nuk ka zgjidhje; 6. Pafund shumé zgjidhje
0.
La) b’; b) 40;
39 7
3. (=, —,—).
(2 10 10)
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4. a) _130 _121 237O 1314 _02 08 g L= 2 d
a - - ] ! - ] - ]
21 |9 9503 1 )
11 -8 0 0 -2
2 -1 -6
3 2 9
1 -1 -4
5.a) 2214 b)(7) 45 69
.a) — : -5 —9].
10| 29 18
0 2 4
6 4
7 L .
2{—9 6}
8. (1,0,-2).

9.a) Péra # 1, a # -2 té caktuar, pér a = 1 té papércaktuar dhe pér a = —2 kundérthénés .
b) Pér a # 0 i caktuar me zgjidhje (1 — a, a, 0); c) pér a = 0 i pacaktuar.
10. a) kundérthénés; b) i pacaktuar; c) pacaktuar; ¢) (0,0,0); d) , 5 —8§ i)
e) (1,0, —4). 1>11>1”

Njésia modulare 4 Gjeometria analitike né hapésiré

1.
1.2) 5V3; b)21; ¢)10(5v3 -6).
2.110, 89°.

5.a) 17; 6) +/14,/29 ; B) 33°.

55

6.a) 45% b) T .
7.(0,3,6), (0,-3,-6).

.a) 8;b) 16; ¢)80.

42

. 15 njési katrore.
.a) (-9,-11,-3); b)(-18,-22,-6); c) (-90,-110,-30).

. 0,8689.

1242

.343 njési kubike.
341

2
1
2
3
5
6. V13
7
3
3
4

5.

njési
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35 5
. 5,(>%.,0,0),5,(-,0,0).
1(35-0,0,.5.(5,0,0)

6
7. m=2,m,=-4.
4
1

. Sx+2y-3z-58=0; P,Q¢X,ReX.

2. x—3z—11=0.

3. a) kalon népér fillimin e koordinatave; b) paralel me boshtin z; c) kalon népér boshtin y;
¢) barazimi né rrafshin Oyz; d) paralele me boshtin x

4. x=5.
5. 3x—z=0.
5.
12 2 2 21
1.8) 7 (=,2,-2)-10=0; Fo(—-2,—-2,0)—4=0.
)r(33 3) b)r(3 33)
1 22
2 o(— —— )— =
r (3, 3,3)
L 15538 13538 124/538
3.7 (- , : )=0.
538 538 538
14 14 314 14
pa ey 2o pYE NE 3E VT
3 3 3 14 7 14 7
5. a) jo; b) jo; c) po.
5 12 2 2 12
6' =_:_‘ =\T.=">—"7)> _39_. e s )"
a) oM (3 3 3) b) p=3,7, (3 3 3)
6.
1.a) a=10,b=—§,0——4; b)a=—175,b— 3,0——1—5
2. x—6y-2z+2=0;
3.a)x+y+z-6=0; b) 15x+4y+4z+35=0.
4. m=1.
5. m=14.
6. m=-7.
7.V =45.
7.
1.a)13x=7y-2z+1=0; b)15x—3z-19=0.
2 a) pikat nuk jané komplanare;  b)2x+y—z—-3=0.

3. 3x+6y—-2z-15=0; asnjé

8.
1.a) nuk puthiten; b) paralele,c) priten nén kéndin a =~ 16°
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x+3y+2z=0.
2x-3y—-5z-5=0.
x—y+z-11=0.

O 0N

e
=
2. 4(0,0,

14
4

4 26+/278

139
5. 4(0,8,0), B(0,-10,0).

1 5
—-),B(0,0,>).
380,05

10.

x—1 z+2
-1 2
x—3_y+5

—

,v=2=0;x=

3 2
110x+10z+7=0.
3x-y-2z=0.

x y+l z+2

3 2 4

x+1 z+3 x-1

.U‘P.W!\’

_y-3_

1-t,y=2,z=2t-2.

=——=z+T7;x=3-3t,y=-5-2t,z=t-7.

z+5 x z—6

6. Xt _, o Z+3 _
o 7 T 2

z—=5 x+2 y+3

, = —4:
9 '2 7 2

z+6 x+3 y-5 z-4 x-5 y+6

_z—4

7 x+1 y-2
7 -3 10 6 -8

2107 3 100 6 -8

-1

11.
16 4

p—-——q a=22°.
2. DreJteza shtrlhet te rrafshl
3. X:x+2y+z=0, M(— = ——)
4. X:x-2y+z=0.

x+1 y+4 z-4
5. p: XL yr4_Z74 arq),
P 3 (LLD)

12.
1.a) paralele; b) aplanare.
2. x—lzy—_zz 2+l .

3 5

3. A=—2,a~60", M(-3,5,-5).
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x—1 y-1_ z+1

2 -1 2
x-2 y-3 z-4
-4 6 -1

4.

5.

13.
1 2817 14413 2889
o177 137 89
, 230
5

3. I3, \/10010.
35
4 37166

166

335

5.a .
) 7

14.
1.5
12
2.x—z=0.
3. 8x-17y=0.
4, 2x+3y+6z-6=0
5. x+\2y+3z-6=0.

6. a=5b=-12.

7.42 .

8. x+1:y—_11:Z+4, a~53",
1342

10. TJ_'

Njésia modulare 5 — Integrali i pacaktuar

2. 3.
a2 B el byarmpdrc; o (x*-13)"
B+ 3 ’ 1. a) 4—8+C
Jx Ze+lxe2 +C; (;)E\/8 x +C; (x3—x2+x—9)8
5 3 15 C-
b) 8 + )
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) > +3x-10/+
o g, 0 8) In|x’ +3x-10[+C.
nf I 2. a) i5(x3—9x)6+C; b)
2x +3x7 — a3 +c; f) 18
5 7 1 1
8x+4x3+6x—+x—+C, ——2+C c)§\3/8x3+27+C.
5 7 (1+x7)
. . b) —ctgxr+cosx+C.
2.a) —cosx—sinx+C; ) g ' 3.a) 1n‘ex+x‘+(j; b)— 14 +C;
o) tgx —ctgx+C. 4In* x
2 2 5 3
g)%+4cosx+5sinx+C; d) —ctgr+C. C)g\/[ln(““” )] +C.
A sin4x_sin6x+c_ X
S T Y )
Insin’ x+3|+C; o)
2 .3 4 .7 2 - 11 .
—\/sm x——\/sm x+—+sin" x+C;
3 7 11
r) In tg§+C
4.
1. a) —e*x(x2+2x+2)+C; b)_%e—xz(x2+1)+c_
x’ x’ 1 ) 1 2 1,
2. ) In*x-"Inxd o+ C b)E(xz—l)ln\x —1\—? +C.
. 4 2 3 I-x x 1 2
3. a) sinx(x* ~12x* +24)+cos x(4x" ~24x)+ C; b) 5 m—?—gln‘l—x |+C
4. cos2x +sin2x Aot
4
5.
4x(‘/x_3 1 27x 9x’ X"
+C _—4+C 27x+ — +—+C
1.a) 7 b) 2x c) 10
2
il 27 A ﬂ(‘/x>7+i+C X arctgx+C
Q)S\/x_ 7 x+3\/x_+C d)7 Ix e)2 g
f) —cigx—x+C
2,/(3x—4)’
2 a)¥+c b) - 2 3+C C)%arctanx\/%+€
15,(5x—2) x
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4 40 *
) ﬁﬁ4/(x+5)“ - (x+5) +32{‘/(x+5)3 +C  d)*—2x+In|x—1|+C
3.a) _;JFC b)iS/(x3_9x)6+C C) Larctgx—2+C
2(1+x°) 18 25 45

&)~ o ¢ In|sinx|+C

+C 4 1-x

¢ 2e 2 —x+2Inle? +1

X
e)lsinsx—zsin7x+ésin9x+c f)lntg§+C
(x+3)" 3(x+3)
4. a) PR +3(x+3)+In|x+3[+C
b) ! - 1 =+ ! 7+C C)—%cos2x—écos4x+€

99(1-x)"  49(1-x)" 97(1-x)

+In|cos x|+ C

¢)

2sin’ x

2 2

1
5. a) X—lnzx—X?lnx+ix2+C b) (xz—l)ln‘xz—l‘—5x2+C

N | =

c) —i(ln2x+ 2Inx+ 2)+C g)—%e"z (x2 +1)+C

d) sinx(x*—12x" +24)+cos x(4x’ —24x)+C

Njésia modulare 6 — Integrali i caktuar

1 2.
1. a2 )82 c) e—1 1
3 a20 )7
91 d)2 &) - 0~ g3
2 10 8
E 0 RN
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f)1.61 g) 13-
3
65 3
2.a) In2—-=; b)— In—-3;
14
et —e+—
¢) 3
3.2)0; )20
21
3. 4,
1.
1. 1
3
a)1 11e-14
+
¢ ¢ 2. 32
3
c) 2 Q)_; 3. 3-e
1 z 1
d) 1 dh)§(1+2€3) Y 273
1
2e\/g 5. -
e) 9 fy m2—— 3
7
6. —
2. a)0; @ 6
21 1
7. e+—-2
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