
Limonka Koceva Llazarova 

MATEMATIKA
PËR VITIN E KATËRT

(lëndë zgjedhore)

ARSIMI I MESËM
PROFESIONAL

Biljana Zllatanovska

Gjeologjike-minierë dhe metalurgjike /Gjeologjia, miniera dhe metalurgjia, Ndërtimore-gjeodezike/Ndërtimtari dhe 
gjeodezi, Grafike/Grafikë, Mbrojtja ekonomike-juridike dhe sociale/Ekonomia, drejtësia dhe tregtia, 
Elektroteknike/Elektroteknika, Shëndetësore/Mbrojtja shëndetësore dhe sociale, Bujqësore-veterinare/Bujqësia, peshkimi 
dhe veterinaria, Shërbimet personale/Shërbimet personale, Makineri-Makineria, Rrugor/Komunikacion, transport dhe 
deponim, Tekstil-lëkurëtari/Tekstil, lëkurë dhe prodhime të ngjashme, Hotelierike-turistike/Hotelieria dhe turizmi, Profesioni 
kimik-teknologjik/Kimia dhe teknologjia dhe Pyllëtaria-përpunimi i drurit/Pyllëtaria dhe përpunimi i drurit



Limonka Koceva Llazarova Biljana Zllatanovska

MATEMATIKA PËR VITIN E KATËRT
(lëndë zgjedhore)

ARSIMI I MESËM PROFESIONAL

Gjeologjike-minierë dhe metalurgjike /Gjeologjia, miniera dhe metalurgjia, Ndërtimore-
gjeodezike/Ndërtimtari dhe gjeodezi, Grafike/Grafikë, Mbrojtja ekonomike-juridike dhe 
sociale/Ekonomia, drejtësia dhe tregtia, Elektroteknike/Elektroteknika, Shëndetësore/Mbrojtja 
shëndetësore dhe sociale, Bujqësore-veterinare/Bujqësia, peshkimi dhe veterinaria, Shërbimet 
personale/Shërbimet personale, Makineri-Makineria, Rrugor/Komunikacion, transport dhe 
deponim, Tekstil-lëkurëtari/Tekstil, lëkurë dhe prodhime të ngjashme, Hotelierike-turistike/
Hotelieria dhe turizmi, Profesioni kimik-teknologjik/Kimia dhe teknologjia dhe Pyllëtaria-
përpunimi i drurit/Pyllëtaria dhe përpunimi i drurit.



2

MATEMATIKA PËR VITIN E KATËRT (lëndë zgjedhore)
ARSIMI I MESËM KATËRVJEÇAR

Gjeologjike-minierë dhe metalurgjike /Gjeologjia, miniera dhe metalurgjia, Ndërtimore-gjeodezike/Ndërtimtari dhe 
gjeodezi, Grafike/Grafikë, Mbrojtja ekonomike-juridike dhe sociale/Ekonomia, drejtësia dhe tregtia, Elektroteknike/
Elektroteknika, Shëndetësore/Mbrojtja shëndetësore dhe sociale, Bujqësore-veterinare/Bujqësia, peshkimi dhe 
veterinaria, Shërbimet personale/Shërbimet personale, Makineri-Makineria, Rrugor/Komunikacion, transport dhe 
deponim, Tekstil-lëkurëtari/Tekstil, lëkurë dhe prodhime të ngjashme, Hotelierike-turistike/Hotelieria dhe turizmi, 
Profesioni kimik-teknologjik/Kimia dhe teknologjia dhe Pyllëtaria-përpunimi i drurit/Pyllëtaria dhe përpunimi i drurit 
Autore:
Limonka Koceva Llazarova   
Biljana Zllatanovska

Recensentë: 
Marinja Miteva 
Jagoda Tanushoska 
Ismail Ameti 

Titulli origjinal:
МАТЕМАТИКА ЗА ЧЕТВРТА ГОДИНА (изборен)
СРЕДНО СТРУЧНО ОБРАЗОВАНИЕ
Геолошко-рударска и металуршка/Геологија, рударство и металургија, Градежно-геодетска/Градежништво и 
геодезија, Графичка/Графичарство, Економско-правна и трговска/Економија, право и трговија, Електротехничка/
Електротехника, Здравствена/Здравство и социјална заштита, Земјоделска-ветеринанрна/Земјоделство, рибарство и 
ветеринарство, Лични услуги/Лични услуги, Машинска/Машинство, Сообраќајна/Сообраќај, транспорт и складирање, 
Текстилно-кожарска/Текстил, кожа и слични производи, Угостителско-туристичка/Угостителство и туризам, Хемиско-
технолошка струка/Хемија и технологија и Шумарско-дрвопреработувачка/Шумарство и обработка на дрво 
Лимонка Коцева Лазарова
Билјана Златановска

Përkthyer nga gjuha maqedonase: Muzafer Beqiri
Redaktore profesionale në gjuhën shqipe: Xhevair Beqiri

Lektor: Refail Sulejmani

Redaktor: Refail Sulejmani

Botues: Ministria e Arsimit dhe Shkencës e Republikës së Maqedonisë së Veriut rr. “Shën Kirili dhe Metodi” nr. 54 1000 
Shkup.

Ilustrimet: Limonka Koceva Llazarova, Biljana Zllatanovska 

Rregullimi grafik-teknik: Todor Trajkovski – ARS STUDIO 

Vendi dhe viti i botimit: Shkup, 2025

Me dhendim për lejimin e tekstit shkollor nga lënda e Matematikës, lëndë zgjedhore, viti i katërt, arsimi i mesëm 
profesional, drejtimi: Gjeologji, xehetari dhe metalurgji, Ndërtimtari dhe gjeodezi, Grafikë, Ekonomi, drejtësi dhe tregti, 
Elektroteknikë, Shëndetësi dhe mbrojtje sociale, Bujqësi, peshkatari dhe dheterinari, Shërbime personale, Makineri, 
Komunikacion, transport dhe deponim, Tekstil, lëkurë dhe prodhime të ndryshme, Gastronomi dhe turizëm, Kimi dhe 
teknologji dhe Pylltari dhe përpunimi i drurit, numër 26-316/1 të datës 14.03.2024, të miratuar nga Komisioni nacional 
për tekste shkollore.



3

PARATHËNIE

Teksti shkollor është dedikuar para së gjithash për nxënësi te vitit IV në shkollat e mesme profesionale 
në Republikën e Maqedonisë së Veriut ku janë përfshirë drejtime: Gjeologji, xehetari dhe metalurgji, 
Ndërtimtari dhe gjeodezi, Grafikë, Ekonomi, drejtësi dhe tregti, Elektroteknikë, Shëndetësi dhe 
mbrojtje sociale, Bujqësi, peshkatari dhe dheterinari, Shërbime personale, Makineri, Komunikacion, 
transport dhe deponim, Tekstil, lëkurë dhe prodhime të ndryshme, Gastronomi dhe turizëm, Kimi 
dhe teknologji dhe Pylltari dhe përpunimi i druri si teksti themelor nga lënda e matematikës (lëndë 
zgjedhore). Por, ai mund të shfrytëzohet edhe si literaturë për çdonjërin që dëshiron ta mësojë 
matematikën që përfshihet tek ai.

Te teksti shkollor janë përfshirë këto njësi modulare: 

1. Njehsimi diferencial (për drejtimin/sektorin ekonomi); 

2. Njehsimi integral (për drejtimin/sektorin ekonomi);

3. Matrica (për të gjitha drejtimet/sektorët e tjerë); 

4. Gjeometria analitike në hapësirë (për të gjitha drejtimet/sektorët e tjerë); 

5. Integrali i pacaktuar (për të gjitha drejtimet/sektorët e tjerë); 

6. Integrali i caktuar dhe zbatimi (për të gjitha drejtimet/sektorët e tjerë).

Njësitë modulare janë përpunuar në pajtim me programin mësimor, i cili është parashikuar të realizohet 
në orët e matematikës për drejtimet e përmendura të vitit IV në shkollat e mesme profesionale. 

Çdo njësi modulare si një tërësi është ndarë në njësi mësimore. Njësitë mësimore përpunojnë 
përmbajtje, të cilat nuk janë dedikuar për përpunimin të dhetëm një ore mësimore: Arsimtari sipas 
parashikimit të tij mund të përpunojë në më shumë orë mësimore. Te çdo njësi mësimore si pjesë e 
njësisë modulare përpunohet përmbajtje mësimore konkrete tek e cila qartë dhe pa mëdyshje janë 
futur koncepte të reja, lidhja ndërmjet atyre, si edhe lidhja me koncepte paraprakisht të mësuara. Ato 
janë të mbështetura me shembuj të zgjidhur dhe detyra për zgjidhje nëpërmjet të ciladhe nxënësi 
do t’i përdhetësojë konceptet e reja. Në fund të çdo njësie mësimore janë dhënë Detyra për punë të 
pavarur, të cilat do t’i ndihmojnë nxënësit t’i kontrollojë njohuritë e dheta për atë që është mësuar. 
Në fund të çdo njësie mësimore janë dhënë detyra për përsëritje dhe përforcim të njohuridhe të 
përdhetësuara prej njësisë modulare. Zgjidhja e suksesshme e këtyre detyradhe nga ana e nxënësit 
do t’i mundësojnë për thellimin e njohuridhe të përdhetësuara. Në fund të tekstit shkollor janë dhënë 
përgjigje të shkurtëra të detyradhe për punë të pavarur prej çdo njësie mësimore dhe detyradhe 
për përsëritje dhe përforcim të çdo njësie modulare, të cilat i shërbejnë nxënësit për të vërtetuar 
saktësinë dhe zgjidhjen e suksesshme të detyrës. Në fund sinqerisht shpresojmë se ky tekst shkollor 
do t’i ndihmojë çdo nxënësi për përdhetësimin e suksesshëm të materialit të nevojshëm nga lënda 
e matematikës të parashikuar të mësojë në vitin IV prej drejtimedhe të lartpërmendura në shkollat 
e mesme profesionale. Ne si autor do të jemi krenarë dhe të kënaqur, nëse ky tekst në mënyrë 
plotësuese e mban dhe zgjon dashurinë e çdo nxënësi ndaj matematikës. 

Nga autoret 
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Njësia modulare 1 – Njehsimi diferencial 
(për drejtimin ekonomik)



8

Shumë fenomene në fizikë përfshijnë madhësi të ndryshueshme – shpejtësia e raketës, inflacioni 
monetar, ndryshimi i fitimit i realizuar gjatë shitjes së prodhimit të caktuar, numri i baktereve në kul-
turë, tension i sinjalit elektrik dhe shumë të tjera. Në këtë kapitull do ta zhvillojmë konceptin “derivati 
i funksionit“, i cili është vegël matematikore me ndihmën e të cilës studiohen hapat e ndryshimit të 
madhësive fizike. 

1. Koncepti për derivatin e funksionit

Shembulli 1  Ta shqyrtojmë funksionin y = 2 x+ 1. Nëse argumenti x i funksionit është 0, atëherë 

vlera e funksionit është (0) = 2 . 0 +1 = 1 . Parashtrohet pyetja, për sa do të ndryshojë vlera e 

funksionit nëse argumenti x ndryshon prej 0 në 2 (figura 1)?

Funlsioni y = f (x) është përkufizuar në intervalin (a, b) dhe le të jenë x0 dhe x1 vlerat e argumentit x prej 

intervalit (a, b). Vlerat e funksionit f në pikat 0 x dhe 1 x janë y0 = f(x0) dhe y1 = f(x1)

Многу физички феномени вклучуваат променливи величини - брзина на ракетата, 

монетарната инфлација, промена на добивката остварена при продажба на одреден 

производ, бројот на бактерии во културата, напонот на електричните сигнали и многу други. 

Во ова поглавје ќе го развиеме концептот „извод на функција“, кој е математичка алатка со 

помош на која се проучуваат стапките на промена на физичките величини.

1. Поим за извод на функција

                         Да ја разгледаме функцијата 2 1y х= + . Ако аргументот x на функцијата е

0, тогаш вредноста на функција е ( )0 2 0 1 1y =  + = . Се поставува прашањето, за колку ќе

се промени вредноста на функцијата ако аргументот x се промени од 0 на 2 (Слика 1)?

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 2 1 2 0 1 5 1 4y y− =  + −  + = − = .

Слика 1

Нека функцијата е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека и 1x се 

вредности на аргументот x од интервалот ( ),a b . Вредностите на функцијата f во точките

и 1x се ( )0 0y f x= и ( )1 1 .y f x=

Пример 1

8
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Ndryshimi i argumentit x, d.m.th., rritja e argumentit në intervalin 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 përkufizohet me 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

, 
ndërsa ndryshimi i vlerës së funksionit y = f(x), (rritja e funksionit) përkufizohet me

Pasi, 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 vijon se. 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 Prej këtu ndryshimi i funksionit mund të shkruhet në këtë 

mënyrë: 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3
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 Ndryshimin e vlerës së funksionit mund ta shënojmë edhe me 
Δf:

Shembulli 2  I caktojmë Δx dhe Δf të funksionit f(x) = x² + 2x + 1 nëse x0 = 0 dhe x1 = 2. Për 

rritjen e argumentit dhe rritjen e vlerës së funksionit do të marrim:

1
 
Përcaktoni Δx dhe Δf të funksionit f(x) = x² + 2x + 3 nëse x0 = 1 dhe x1 = 2.

Shembulli 3  Ta caktojmë Δf për funksionin 

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

 për çfarëdo pikë x.

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9

Промената на аргументот x , т.е. нараснувањето на аргументот во интервалот 

 0 1,x x се дефинира со 1 0 = −x x x , додека промената на вредноста на функцијата

, (нараснувањето на функцијата) се дефинира со:

( ) ( )1 0 1 0 .y f y y f x f x = = − = −

Слика  2

Бидејќи, 1 0x x x = − следува дека 1 0 .= + x x x Оттука промената на вредноста 

функција може да се запише на следниов начин: ( ) ( )0 0 .y f x x f x = +  − Промената на 

вредноста на функцијата можеме да ја означуваме и со f .

                        Да ги определиме x и f на функцијата 2( ) 2 1= +f x x ако 0 0=x и 1 2.=x

За нараснувањето на аргументот и нараснувањето на вредноста на функцијата ќе добиеме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 2
0 0

2 0 2,

0 2 0 2 0 2 2 1 2 0 1 9 1 8.

x x x

f f x x f x f f f f

 = − = − =

 = + − = + − = − =  + −  + = − =

Определи ги x и f на функцијата 2( ) 2 3= + +f x x x ако 0 1=x и 1 2.=x

                    Да го определиме f за функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + за произволна 

точка .x

Пример 2

1

Пример 3

9
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Nëse zëvendësojmë x = x₀ = 3 dhe Δx = 1 kemi 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2

1 13 6 3 6
2 2

1 3
2

 = +  −

= +  − +  + − + −

=  +  − 

f f x x f x

x x x x x x

x x x x

Ако замениме 0 3x x= = и  1 =x  добиваме  21 13 1 1 3 1 .
2 2

f =  +  −  =

Определи го f  за функциите: 

а) ( ) 2 2f x x= + во произволна точка ; 

б) ( )
2

xf x
x

=
+

  ако 0 4, 2.x x=  =

За функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + во пример 3 го определивме f за 

произволна точката 0.x За истата функција ќе го одредиме: 

а) Количникот од промената на вредноста функцијата и промената на аргументот; 

б) граничната вредност од количникот кога 0.x →  

Ќе ја одредиме граничната вредност ако 3,5.x =

а) 
( )21 3 12 3.

2

x x x xf x x
x x

 +  − 
= = +  −

 

б) 
0 0

1lim lim 3 3.
2x x

f x x x
x →  →

  = +  − = −   

За 3,5x =  имаме 
0

lim 3 3,5 3 0,5.
x

f x
x →


= − = − =



2 

Пример 4 

10

2  Cakto Δf për funksionet: 

a) f(x) = x² + 2 në çfarëdo pikë x₀; 

b) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2

1 13 6 3 6
2 2

1 3
2

 = +  −

= +  − +  + − + −

=  +  − 

f f x x f x

x x x x x x

x x x x

Ако замениме 0 3x x= = и  1 =x  добиваме  21 13 1 1 3 1 .
2 2

f =  +  −  =

Определи го f  за функциите: 

а) ( ) 2 2f x x= + во произволна точка ; 

б) ( )
2

xf x
x

=
+

  ако 0 4, 2.x x=  =

За функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + во пример 3 го определивме f за 

произволна точката 0.x За истата функција ќе го одредиме: 

а) Количникот од промената на вредноста функцијата и промената на аргументот; 

б) граничната вредност од количникот кога 0.x →  

Ќе ја одредиме граничната вредност ако 3,5.x =

а) 
( )21 3 12 3.

2

x x x xf x x
x x

 +  − 
= = +  −

 

б) 
0 0

1lim lim 3 3.
2x x

f x x x
x →  →

  = +  − = −   

За 3,5x =  имаме 
0

lim 3 3,5 3 0,5.
x

f x
x →


= − = − =



2 

Пример 4 
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 nëse x₀ = 4 dhe Δx = 2

Shembulli 4  Për funksionin 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

2

1 13 6 3 6
2 2

1 3
2

 = +  −

= +  − +  + − + −

=  +  − 

f f x x f x

x x x x x x

x x x x

Ако замениме 0 3x x= = и  1 =x  добиваме  21 13 1 1 3 1 .
2 2

f =  +  −  =

Определи го f  за функциите: 

а) ( ) 2 2f x x= + во произволна точка ; 

б) ( )
2

xf x
x

=
+

  ако 0 4, 2.x x=  =

За функцијата 21( ) 3 6
2

f x x x= − + во пример 3 го определивме f за 

произволна точката 0.x За истата функција ќе го одредиме: 
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а) 
( )21 3 12 3.

2

x x x xf x x
x x

 +  − 
= = +  −

 

б) 
0 0

1lim lim 3 3.
2x x

f x x x
x →  →

  = +  − = −   

За 3,5x =  имаме 
0

lim 3 3,5 3 0,5.
x

f x
x →


= − = − =



2 
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Nëse funksioni është dhënë në formën y=f(x) atëherë derivatin e shënojmë me y’ ose f′(x) 

Shembulli 5  a) Ta caktojmë derivatin e funksionit y = 2x² + 5x në pikat x = −1 dhe x = 1. 

E caktojmë herësin:

b) Ta caktojmë derivatin e funksionit y = x³ në çfarëdo pikë x ∈ ℝ

Ако функцијата е дадена во облик тогаш изводот го означуваме со 'y  или ( ).f x  

 а) Да го определиме изводот на функцијата 22 5= +y x x во точките 1x = −

и 1.x =

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 5 2 5 4 5 2y f x x f x x x x x x x x x x = +  − = +  + +  − + =  + + 

Го одредуваме количникот: 

( )4 5 2
4 5 2 .

x x xy x x
x x

 + + 
= = + + 

 
 

( )
0 0

lim lim 4 5 2 4 5.
x x

y x x x
x →  →


= + +  = +



( )
( )
' 1 4 ( 1) 5 1

' 1 4 1 5 9.

y

y

− =  − + =

=  + =

  б) Да го определиме изводот на функцијата 3y x= во произволна точка .x  

( )
( )

3 3 2 2

2 23 3

0 0 0

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( )

3 3 ( )( )lim lim lim

lim[3 3 ( ) ] 3 .
x x x

x

y f x x f x x x x x x x x x

x x x x xy x x x
x x x

x x x x x
 →  →  →

 →

 = +  − = +  − =  +  + 

 +  +  + −
= = =

  
= +  +  =

Пример 5 

0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xf
x x →  →

+  −
=

 
, 
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x x xy x x
x x
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 
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x x

y x x x
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
= + +  = +



( )
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' 1 4 ( 1) 5 1

' 1 4 1 5 9.

y

y
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=  + =

  б) Да го определиме изводот на функцијата 3y x= во произволна точка .x  

( )
( )

3 3 2 2

2 23 3

0 0 0

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( )

3 3 ( )( )lim lim lim

lim[3 3 ( ) ] 3 .
x x x

x

y f x x f x x x x x x x x x

x x x x xy x x x
x x x

x x x x x
 →  →  →

 →

 = +  − = +  − =  +  + 

 +  +  + −
= = =

  
= +  +  =
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0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xf
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 
, 
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3 3 2 2

2 23 3
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2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( )

3 3 ( )( )lim lim lim

lim[3 3 ( ) ] 3 .
x x x

x

y f x x f x x x x x x x x x

x x x x xy x x x
x x x

x x x x x
 →  →  →

 →

 = +  − = +  − =  +  + 
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2 23 3
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2 2 2

0

( ) ( ) ( ) 3 3 ( )
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lim[3 3 ( ) ] 3 .
x x x

x

y f x x f x x x x x x x x x
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x x x
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Пример 5 

0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xf
x x →  →
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 
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Përkufizimi 1: Nëse ekziston vlera kufitare e fundshme të herësit prej ndryshimit të vlerës së 

funksionit y = f(x) dhe ndryshimit të argumentit x₀ ∈ Df , kur ndryshimi i argumentit tenton kah 
0 d.m.th., 

atëherë themi se vlera kufitare është derivate (i parë) i funksionit y = f(x) në pikën x₀ dhe 
shënohet me f ’(x₀). Operacioni për gjetjen e derivatit të funksionit quhet diferencim, ndërsa 
për funksionin që në pikën e dhënë x0 ka derivate të parë themi se është diferenciabiul në atë 
pikë.
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Cakto derivatin e funksionit a) y=x2+1 ; b) y=x2+x 

Shembulli 6  a) Ta caktojmë derivatin e funksionit 

     Определи го изводот на функцијата    а) 2 1= +y x ;   б) 2 .= +y x x

                    а) Да го определиме изводот на функцијата  , \ 1 .
1

xy x
x

=  −
+

( )( )

( )( )
( )( )( ) ( )20 0 0

( ) ( ) ,
1 1 1 1

1 1 1lim lim lim .
1 1 1x x x

x x x xy f x x f x
x x x x x x

x
x x xy x

x x x x x x x →  →  →

+  
 = +  − = − =

+  + + +  + +


+  + + 

= = =
   + + + +

б) За функцијата 1, 1y x x= +  − , имаме: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

0 0 0

0

0 0

1 1
lim lim lim

1 1 1 1
lim

1 1

1 1 1lim lim
1 1 1 1

1 .
2 1

x x x

x

x x

x x xf x x f xy
x x x

x x x x x x
x x x x

x x x

x x x x x x x

x

 →  →  →

 →

 →  →

+  + − ++  −
= =

  

+  + − + +  + + +
= 

 +  + + +

+  + − +
= =

 +  + + + +  + + +

=
+

Изводот во точката 1x = − не постои, бидејќи за таа вредност добиваме неопределен

израз. 

      Определи го изводот на функцијата  1 , \ 0 .y x
x

= 

Дефиниција 2: Ако постојат конечните гранични вредности 

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x−

−

 →

+  − =


, 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x+

+

 →

+  − =


тогаш тие се нарекуваат соодветно лев и десен извод на функцијата  во 
точката . Извод на  во точка постои ако и само ако постојат нејзиниот лев 

и десен извод во таа точка и тие се еднакви, 0 0( ) ( )f x f x− + = .  

.

Пример 6 
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 marrim:

Derivati te pika x = −1 nuk ekziston pasi për atë vlerë kemi shprehje të pacaktuar. 

4
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Shembulli 6  Për funksionin              Функцијата ( )f x x= е дефинирана на множеството  )0,fD =  и има 

извод во секоја точка 0x  од дефиниционата област.
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Бидејќи граничната вредност е бесконечна, десниот извод во 0x =  не постои.

Доказ: Нека функцијата има извод во точката . Tогаш
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постои. За да покажеме дека функцијата е 
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 dhe ka 
derivate në çdo pikë x ≠ 0 prej fushës së përkufizimit
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ekziston. Për të treguar se funksioni 
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Tеоrema 1: Nëse funksioni y = f(x) ka derivate në pikën x0, atëherë funksioni y = f(x) është i 
pavijueshëm në pikën x0.
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Gjykimi i anasjelltë i Teoremës 1 në rastin e përgjithshëm nuk vlen. Si shembull do ta theksojmë 
funksionin 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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 prej shembullit 7. Ky funksion është i vijueshëm në gjithë domenin e tij [0, ∞), 
ndërsa nuk ka derivate te pika x0 = 0.
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2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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 	 b) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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c) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   

Пример 1 
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 	ç) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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3. Njehso derivatin e funksionit: 

a) y = 4x – 3 në pikën x = 1; 	 b) y = x² – 3, në pikën x₀ = 2; 

c) y = (x – 2)³ në pikën x₀ = 5; 	 ç) y = (x² – 1) / x, në pikën x₀ = 1.

4. Cakto derivatin e majtë dhe të djathtë të funksionit 

a) y = |x – 3| në pikën x₀ = 3; 	 b) y = |x + 2|, në pikën x₀ = –2; 

c) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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 në pikën x = 0; 	 ç) 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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 në pikën x₀ = 5.

2. Tabela e derivative të funksioneve themelore elementare 

Përcaktimi i derivatit sipas përkufizimit shpesh kërkon shumë kohë dhe mund që të jetë shumë i 
ndërlikuar. Për këtë qëllim, në këtë njësi mësimore, do të sjellim listën e derivative të disa funksioneve 
elementare, të njohura si tabela e derivative ose derivate tabelare. Rregullat për diferencim të cilat 
do t’i shqyrtojmë në këtë njësi vijuese dhe derivatet tabelare na japin vegël për gjetjen e derivatit 
të funksioneve të cilat dalin nga funksionet elementare të përfituara me operacionet mbledhje, 
shumëzim dhe pjesëtim. 

Do ta shqyrtojmë këtë shembull: 

Shembulli 1  Ta gjejmë sipas përkufizimit derivatin e funksioneve f(x) = x² dhe f(x) = x³ ndërsa 

pastaj të përfundojmë me çka është i barabartë derivati i funksionit 

Обратното тврдење на Tеорема 1 во општ случај не важи. Како пример ќе ја посочиме 

функцијата y x=  од пример 7. Оваа функција е непрекината на целиот своj домен  )0, ,  

но нема извод во точката 0 0x = . 

Задачи за самостојна работа 

1. Страните на правоаголникот се 10 m  и 20 m . Одреди ја промената на периметарот
и плоштината на правоаголникот ако:

а) поголемата страна се зголеми за 1 m ;

б) помалата страна се зголеми за 0,5 m .

2. Пресметај го y  ако:

а) 0
1( ) , 1, 0,1f x x x
x

= − =  = ; б) 0( ) 2 5, 3, 1f x x x x= + =  = ; 

в) ( ) 2
05, 1, 1f x x x x= + =  = ;  г) 0( ) 2 1, 5, 8.f x x x x= − =  =

3. Пресметај го изводот на функцијата:
а) 4 3y x= −  во точката 0 1;x = б) 2 3= −y x во точката 0 2;x =

в) ( )22y x= − во токата 0 5;x =  г) 
2 1xy
x
−

=  во точката 0 1.=x

4. Определи ги левиот и десниот извод на функцијата
а) 3y x= −  во точката 0 3;x = б) 2y x= + во точката 0 2;x = −

в) 
3
2y x=  во точката 0 0;x =  г) 5= −y x  во точката 0 5.=x

2. Таблица на изводи од основни елементарни функции

Определувањето на извод по дефиниција често бара многу време и може да биде 
многу сложено. За таа цел, во оваа наставна единица, ќе наведеме листа на изводи на 
некои елементарни функции, позната како таблица на изводи или таблични изводи. 
Правилата за диференцирање кои ќе ги разгледаме во следната наставна единица и 
табличните изводи ни даваат алатка за наоѓање на извод на функции кои произлегуваат 
од елементарните функции добиени со операциите собирање, множење и делење.  

Ќе го разгледаме следниот пример: 

                          Да го најдеме по дефиниција изводот на функциите ( ) 2f x x= и ( ) 3,f x x=

а потоа да заклучиме на што е еднаков изводот на функцијата ( ) , .nf x x n=   
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Tani mund të përfundojmë se edhe në rastin e përgjithshëm për çdo 

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 2 2 2

0 0 0

0

( )

2'( ) lim lim lim

2
lim 2 .

x x x

x

f x x

f x x f x x x x x x x x xf x
x x x

x x x
x

x

 →  →  →

 →

=

+  − +  − +  +  −
= = =

  
 +

= =


Значи добивме дека ( )2'( ) ' 2 .f x x x= =  

( )

( )

3

3 3 3 2 2 3 3

0 0

2 2
2

0

( )

3 3'( ) lim lim

3 3
lim 3 .

x x

x

f x x

x x x x x x x x x xf x
x x

x x x x x
x

x

 →  →

 →

=

+  − +  +  +  −
= =

 
 +  + 

= =


Добивме дека ( )3 2'( ) ' 3 .f x x x= =  

Сега, можеме да заклучиме дека и во општ случај за секој n  важи: 

Ако ( ) nf x x= тогаш ( ) 1'( ) ' .n nf x x nx −= =
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в) ( )10 10 1 9'( ) ' 10 10 .−= = =f x x x x

   Определи го изводот на функцијата: 

а) ( ) 4=f x x ; б) ( ) 6=f x x ; в) ( ) 9.=f x x

1 
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a)

b)

b)

c)

c)a)
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Për funksionin За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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 formula për njehsimin e derivatit është За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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 për çdo 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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Shembulli 3  Ta caktojmë derivatin e funksioneve:

a) 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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 b) 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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 c) 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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2 
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 ç)

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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Ta caktojmë derivatin e funksioneve: 

За функцијата ( ) ,nf x x n=   формулата за пресметување на извод е:

( ) 1' −=n nx nx за секој .n  

                    Да го определиме изводот на функциите: 

а)  ( ) , 0f x x x=  ; б) ( )3( )f x x x= ;    в) 
1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −

  = = = = = 
 

 б) ( )
1 1 413 3 3 3( ) ,f x x x x x x x

+
= =  = =

( )
4 4 11 33 3 34 4 4

3 3 3
f x x x x x

−
 

 = = = = 
 

; 

 в) ( )1 1 1
2

1 1( ) 1f x x x
x x

− − −
   = = = −  = − 

 
; 

 г) 
1 1 31
2 2 2

3

1 1 1 1( ) .
2 2 2

f x x x x
x x

− − − −
    = = = −  = −  = −  

   

 Определи го изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 , 0f x x x=  ; б) ( ) 2 , 0f x x x x=  ; 

в) ( ) 2
1 , 0f x x
x

=  ;  г) ( )
3

1 , 0.f x x
x

= 

                    Да го определиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) , 0, 1.xf x a a a=  

( ) ( ) ( )
0 0 0

0

1
'( ) lim lim lim

1lim .

+

 →  →  →



 →

−+  − −
= = =

  
−

=


x xx x x

x x x

x
x

x

a af x x f x a af x
x x x

aa
x
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2
 
Cakto derivatin e këtyre funksioneve: 

Shembulli 4  Ta caktojmë sipa përkufizimit derivatin e funksionit 

 Поради тоа што
0

1lim ln


 →

−
=



x

x

a a
x

 добиваме дека ( )( ) lnx xf x а а a = = . Ако =а е , тогаш

( ) .x xе е =

                    Да го oпределиме по дефиниција изводот на функциjaта 

( ) log , 0, 1, 0.af x x a a x=     

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0

0

loglog log
'( ) lim lim lim

log 1 log 1
1lim lim lim log 1

1lim log 1

 →  →  →

 →  →  →



 →

+ 
+  − +  −

= = =
  

     + +           = = = +        
 
 

   = +   
 

a
a a

x x x

a a

ax x x

x
x

ax

x x
f x x f x x x x xf x

x x x
x x

x x xx x
x x x x x x

x
x x 0

1 lim log 1 .


 →

   = +   
 

x
x

ax

x
x x

 Бидејќи: 
0

lim log 1 log
x
x

a ax

x e
x



 →

   + =   
 

, следува дека 
1 1( ) log .

lnaf x e
x x a

 = =  

Значи имаме ( ) 1log ' .
ln

=a x
x a

Во случај кога а e=  се добива ( ) 1ln ' .=x
x

Во продолжение е дадена таблицата на изводи од елементарни функции т.н. таблични 
изводи: 

1. ( ) 0, constc c = = 2. ( ) 1x  =
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x a
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Задачи за самостојна работa 
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а) 5y x= ;     б) 2 3y x x= ;           в) 3 5y x= ;              г) 5
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1( ) , 0f x x
x

=  ;   г) ( ) 1 , 0.f x x
x

= 

Согласно формулата за извод на функцијата ( ) ,nf x x n=  , добиваме: 

 а) ( )
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ;

2 2 2
f x x x x x

x
− −
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 
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+
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 
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2
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lim log 1 log
x
x
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x e
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   + =   
 
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1 1( ) log .

lnaf x e
x x a

 = =  

Значи имаме ( ) 1log ' .
ln

=a x
x a

Во случај кога а e=  се добива ( ) 1ln ' .=x
x

Во продолжение е дадена таблицата на изводи од елементарни функции т.н. таблични 
изводи: 

1. ( ) 0, constc c = = 2. ( ) 1x  =

3. 1( ) ,n nx n x n− =  4. ( ) lnx xa a a =
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Në vazhdim është dhënë tabela e derivative të funksioneve elementare të ashtuquajtura derivate 
tabelare:

Detyra për punë të pavarur 
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2. Cakto derivatin e këtyre funksioneve me zbatimin e formulës përkatëse:

3. Rregullat për diferencim 

Gjetja e derivatit në bazë të përkufizimit shpesh mund të jetë shumë e komplikuar. Ne deri tani 
caktuam derivate prej disa funksioneve elementare. Në vend të funksioneve elementare, shpesh 
ballafaqohemi me funksione të cilat fitohen me operacione aritmetike të funksioneve elementare. 
Me zbatimin e vetive të caktuara të derivatit të funksionit, në bazë të derivatit të funksioneve 
elementare, derivati i shumë funksioneve të përbëra mund të njehsohet në mënyrë relative të 
thjeshtë.

3.1. Derivati i prodhimit të konstantes dhe funksionit 

Do ta japim këtë teoremë

Teorema 1: Funksioni y = f(x) le të jetë diferenciabil në pikën x dhe c është konstante. Atëherë 

edhe funksioni f është diferenciabil në pikën x dhe është e saktë:

2. Определи го изводот на следните функции со примена на соодветната формула:

а) 5 , 0y x x x=  ;       б) 
3 7

1 , 0y x
x

=  ;      в) 5 , 0y x x x=  ;      

 г) 
5

1 , 0;y x
x

=  д) 3xy = ;  ѓ) 2log , 0y x x=  . 

3. Правила за диференцирање

Наоѓањето извод врз основа на дефиницијата често може да биде многу 
комплицирано. Ние досега определивме изводи од некои елементарни функции. Наместо 
елементарни функции, почесто се среќаваме со функции кои се добиени со аритметички 
операции од елементарните функции. Со примена на одредени својства на изводот на 
функцијата, врз основа на изводот на елементарните функции, изводот на многу посложени 
функции може да се пресмета на релативно едноставен начин. 

3.1. Извод од производ на константа и функција 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

 Доказ: Од дефиницијата на извод имаме: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim ( ).
x x

c f x x c f x f x x f x
c f x c c f x

x x →  →

 +  −  +  −  = = = 
 

 ▄ 

                   Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( ) 32 ;f x x= б) ( ) 1 ln , 0
2

f x x x=  ; в) ( ) 5 2 .xf x =   

Од соодветните таблични изводи и примена на теорема 1 добиваме: 

а) ( ) ( ) ( )3 3 2 22 2 2 3 6 ;f x x x x x  = = =  =

Пример 1 

Теорема 1: Нека функцијата  е диференцијабилнa функциja во точката x и c
е константа. Тогаш и функцијата c f  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( ( )) ( ).c f x c f x  = 
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b) c)a)
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Cakto derivatin e funksionit:  

3.2. Derivati prej shumës së funksioneve

Teorema vijuese është për diferencimin e shumës së dy funksioneve

Teorema 2: Funksionet  

а) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 22 5 2 5 6 10f x x x x x x x   = + = + = + ;

б) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 63ln 3ln
22

xf x x x x x
x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
промената на функцијата uv  во точката x  имаме, 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ).

u x v x u x x v x x u x v x u x x v x x u x v x x
u x v x x u x v x v x x u x x u x
u x v x x v x v x x u x u x v x

 = + + − = + + − +
+ + − = + + −
+ + − = +  + 

Од дефиницијата за извод имаме, 

Пример 3 

Теорема 3: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и нивниот производ  uv  е диференцијабилна функција во x  и точно 
е: 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u x v x u x v x u x v x  = +

2 
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 le të jenë funksione diferenciabile në pikën x. 
Atëherë edhe funksioni u + v është diferenciabile në pikën x dhe është e saktë
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22

xf x x x x x
x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
промената на функцијата uv  во точката x  имаме, 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ).

u x v x u x x v x x u x v x u x x v x x u x v x x
u x v x x u x v x v x x u x x u x
u x v x x v x v x x u x u x v x

 = + + − = + + − +
+ + − = + + −
+ + − = +  + 

Од дефиницијата за извод имаме, 

Пример 3 

Теорема 3: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и нивниот производ  uv  е диференцијабилна функција во x  и точно 
е: 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u x v x u x v x u x v x  = +

2 
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 funksione diferenciabile në pikën x. Prej përkufizimit 
për derivate kemi,

Vërejtje: Pasi ndryshimi i dy funksioneve përkufizohet nëpërmjet shumës së dy funksioneve, 

d.m.th., 

б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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, rregulla për diferencimin e ndryshimit të dy 

funksioneve diferenciabile u = u(x) dhe v = v(x)

Shembulli 2  Ta caktojmë derivatin e këtyre funksioneve: 

Prej teoremës 2 kemi: 

б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x

19

b)

a)
б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln

2 2 2 2
f x x x

x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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b) c)a)

б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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b) c)a)

б) ( ) ( )1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2

f x x x
x x

   = = =  = 
 

; 

в) ( ) ( ) ( )5 2 5 2 5 2 ln 2.x x xf x   =  = =   

     Определи го изводот на функцијата: 

 a) 4( ) 3f x x= ;  б) ( ) 4ln , 0f x x x=  ;         в) 
1( ) .
2

xf x e=

3.2. Извод од збир на функции 

Следната теорема се однесува на диференцирање на збир од две функции. 

 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )v v x=  се диференцијабилни функции во точката x . 

Од дефиницијата за извод имаме, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( ) ' lim lim

lim lim '( ) '( ).

 →  →

 →  →

+ +  − + +  + +  − −
+ = = =

 
+  − +  −

= + = +
 

x x

x x

u v x x u v x u x x v x x u x v x
u v x

x x
u x x u x v x x v x

u x v x
x x

 ▄ 

Забелешка: Бидејќи разликата на две функции се дефинира преку збир на две функции 

т.е. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )u v x u x v x u x v x− = − = + −  , правилото за диференцирање на разлика на

две диференцијабилни функции ( )=u u x  и ( )=v v x  е: 

( )( ) ' '( ) '( ).u v x u x v x− = −

                    Дa го определиме изводот на следните функции: 

а) ( ) 3 22 5f x x x= + ;  б) ( ) 3ln , 0f x x x x= +  ;      в) ( ) 35 xf x e x= + . 

Од теорема 2 имаме: 

1 

Пример 2 

Теорема 2: Нека функциите  ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и функцијата +u v  е диференцијабилна во точката x  и точно е: 

( )( ) ' '( ) '( ).+ = +u v x u x v x
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Të përmendim se rregulla për shumën vlen edhe për tre edhe për më shumë funksione diferenciabile 
në çfarëdo pikë x.

Shembulli 3  Ta caktojmë derivatin e funksionit 

а) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 22 5 2 5 6 10f x x x x x x x   = + = + = + ;

б) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 63ln 3ln
22

xf x x x x x
x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
промената на функцијата uv  во точката x  имаме, 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ).

u x v x u x x v x x u x v x u x x v x x u x v x x
u x v x x u x v x v x x u x x u x
u x v x x v x v x x u x u x v x

 = + + − = + + − +
+ + − = + + −
+ + − = +  + 

Од дефиницијата за извод имаме, 

Пример 3 

Теорема 3: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во 
точката x . Тогаш и нивниот производ  uv  е диференцијабилна функција во x  и точно 
е: 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u x v x u x v x u x v x  = +

2 
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3
 
Cakto derivatin e këtyre funksioneve:

3.3. Derivati prej prodhimit të funksioneve 

Do ta vërtetojmë këtë teoremë e cila është për derivatin e prodhimit të dy funksioneve:

Teorema 3: Funksionet 

а) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 22 5 2 5 6 10f x x x x x x x   = + = + = + ;

б) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 63ln 3ln
22

xf x x x x x
x xx

+  = + = + = + = ; 

в) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
3 2

15 5 5
3

x x xf x e x e x e
x

  = + = + = − .

Да напоменеме дека правилото за збир важи и за три и повеќе диференцијабилни функции 

во произволна точка x . 

                    Дa го определиме изводот на функцијата 3( ) 2 3 ln , 0.f x x x x x= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 12 3 ln 2 3 ln 6 3 .f x x x x x x x x
x

    = + + = + + = + +

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 3 2( ) 4 2 7f x x x x= − + ; б) ( ) 1ln 2 , 0.f x x x x
x

= + − 

3.3. Извод од производ на функции 

Ќе ја докажеме следната теорема која се однесува на извод од производ на две функции: 

                 

 

     Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во точката x . За 
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Shembulli 4  Ta caktojmë; derivatin prej këtyre funksioneve: 

0 0

0 0

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).

x x

x x

u x v x v x x u x u x v xu x v x
x x

u x v x x u x v x u x v x u x v x
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 →  →

 →  →

 +   +  = =
 
 +    = + = +

 

▄ 

                    Да го определиме изводот на следните функции: 

a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .

а) За функцијата ( )( )2( ) 2 5 3 2= + − +f x x x x нека ( ) 2 5= +u x x и 2( ) 3 2= − +v x x x . Со
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a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .
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shfrytëzimin e formulës për prodhim të funksioneve kemi
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a) ( )( )2( ) 2 5 3 2f x x x x= + − + ;  б) 2( ) 5 xf x x e=  ;  в) ( ) ( )1 ln , 0f x x x x= +   .
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две функции, имаме: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ln 1 ln
1ln 1

1ln .

f x x x x x

f x x x
x

xf x x
x

  = + + +

 = + +

+ = +

     Определи го изводот на следните функции: 

 а) ( )( )2 3( ) 2 1f x x x= + − ; б) ( ) 3 , 0f x x x x=  ;   в) ( ) ( )( )2 21 1 .f x x x= + −  

3 

Пример 4 

21

, duke shfrytëzuar formulën për derivate të prodhimit të 
dy funksioneve kemi: 
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3.4. Derivati prej herësit të funksioneve 

Do ta japim këtë teoremë

Teorema 4: Funksionet u = u(x) dhe v = v(x) le të jenë diferenciabile te pika x, ku v(x) ≠ 0. 

Atëherë edhe heresy 

3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во точката x , при што

( ) 0v x . За промената на функцијата 
u
v

 во точката x  имаме: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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v x x v x
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v x x v x

v x u x u x v x
v x

  +  +  − + 
 = − =  +  +  

+  − + − + 
=

+ 
+  − − +  −

= =
+ 

 − 
= .

) ( )x v x+ 
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( ) ( ) ( )
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u x
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 →  →

 
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=
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1
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= 
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 është funksion diferenciabil te pika x dhe është e saktë

3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во точката x , при што

( ) 0v x . За промената на функцијата 
u
v

 во точката x  имаме: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
(

u x u x x u x u x x v x v x x u x
v x v x x v x v x x v x

u x x v x v x u x v x u x v x x u x
v x x v x

v x u x x u x u x v x x v x
v x x v x

v x u x u x v x
v x

  +  +  − + 
 = − =  +  +  

+  − + − + 
=

+ 
+  − − +  −

= =
+ 

 − 
= .

) ( )x v x+ 

Од дефиницијата за извод имаме, 

0 0

2

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

( )

x x

u x
v xu x v x u x u x v x

v x x v x x v x x
u x v x u x v x

v x

 →  →

 
    −  = =   +   
 −

=

 ▄ 

                   Дa го oпределиме изводот на следните функции: 

a) ( ) , 1
1

xf x x
x

=  −
+

;  б) 
2

2
1( ) , 0.xf x x

x
−

= 

Пример 5 

Теорема 4: Нека функциите ( )=u u x  и ( )=v v x  се диференцијабилни функции во 

точката x , при што ( ) 0v x . Тогаш и количникот 
u
v

 е диференцијабилна функција во 

точката x и точно е:

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x v x

    −
= 

 

22

Vërtetim: Le të jenë u = u(x) dhe v = v(x) funksione diferenciabile te pika x, ku v(x) ≠ 0. Për 

ndryshimin e funksioneve 
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 te pika x kemi

Prej përkufizimit për derivate kemi: 

Shembulli 5  Ta caktojmë derivatin e këtyre funksioneve: 

3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 
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3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во точката x , при што

( ) 0v x . За промената на функцијата 
u
v
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3.4. Извод од количник на функции 

Ќе ја дадеме следната теорема: 

Доказ: Нека ( )=u u x  и ( )=v v x се диференцијабилни функции во точката x , при што
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a) Për funksionin а) За функцијата ( )
1

xf x
x

=
+

, нека ( ) =u x x и ( ) 1= +v x x . Со користење на формулата за 

извод од количник на функции добиваме:

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

1 1' .
1 1

u x v x u x v xf x
v x

x x x x
f x

x
x xf x
x x

 − =

  + −  +
 =

+

+ −
= =

+ +

б) За функцијата 
2

2
1( ) ,xf x

x
−

= според формулата за извод од количник на функции 

добиваме: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

2 2 2 2

22

2 2

4 4 3

1 1

2 2 2 2 2' .

x x x x
f x

x

x x x x x xf x
x x x

 − − −
 =

 −  +
= = =

 Определи го изводот на следните функции: 

 a) 2
2( ) , 1

1
xf x x
x

=  
−

;  б) 
1( ) , 1
1

xf x x
x
−

=  −
+

. 

Задачи за самостојна работa 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) 2( ) 2 ;f x x=  б) 42( ) , 0;
4

f x x x= − 

в) ( ) 33 ;f x x= г) ( ) 2 3.= +f x x

2. Определи го изводот на следните функции:

a) 2( ) 2 5 6;f x x x= + −  б) 
3 5

2 4
1 1( ) , 0

3 5
x xf x x

x x
= − + −  ; 

в) ( )
2 3

;
2 3
x xf x x= + +  г) ( ) 3 , 0.f x x x x= +   

3. Определи го изводот на следните функции:

а) 3( ) 4 , 0f x x x x x x x= −    б) 3( ) 2 3 , 0f x x x x= − 

4
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, le të jenë u(x) = x dhe v(x)= x + 1. Me shfrytëzimin e formulës për 
derivat prej herësit të funksioneve kemi: 

b) Për funksionin 

а) За функцијата ( )
1
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+

, нека ( ) =u x x и ( ) 1= +v x x . Со користење на формулата за 
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4	 Cakto derivatin e këtyre funksioneve:   

5. Cakto derivatin e këtyre funksioneve:   

6. Cakto derivatin e këtyre funksioneve:  

4. Derivati i funksionit të përbërë 

Funksioni i formës f(g(x)) quhet funksion i përbërë ose kompozicion prej funksioneve f(x) dhe 
g(x). 
Kështu, funksioni i formës 

4. Определи го изводот на следните функции:
а) ( ) ln 5 , 0xf x x e x x= + −   ;  б) ( ) 2 5 4 .x xf x = +   

5. Определи го изводот на следните функции:
а) 2( ) ln , 0f x x x x=   б) 3( ) .xf x x e=

6. Определи го изводот на следните функции:

а) 
2

2
1( ) , 1
1

xf x x
x
+

=  
−

  б) 
2

2
3 2( ) ;

1
x xf x

x
+ +

=
+

в) 3
ln( ) , 0;xf x x
x

=   г) 
2

( ) .= x
xf x
e

4.Извод на сложена функција

Функцијата од облик ( )( )f g x се вика сложена функција или композиција од 

функциите ( )f x и ( )g x .

Така, функцијата од облик 2 1= −y x е сложена функција. Со користење на 

смената ( ) 2 1= −u x x ,  сложената функција ќе го добие обликот .=y u

Ако имаме сложена функција од облик ( )42 1= +y x , тогаш со воведување на 

смената ( ) 2 1= +u x x , сложената функција ќе го добие обликот 4.=y u

                    Следните функции, користејќи смена ќе ги запишеме во поедноставен 

облик: 

а) Функцијата ( )33 ,y x= − со смената ( ) 3u x x= − можеме да ја запишеме во обликот 
3.y u=

б) Функцијата ( )2ln 3 ,y x= − со смената ( ) 2 3u x x= − можеме да ја запишеме во обликот 

ln .y u=

в) Функцијата 3 5,xy e += со смената ( ) 3 5,u x x= +  можеме да ја запишеме во обликот

.uy e=

     За секоја од сложените функции: 

 a) , 0;xy e x=                           б) 3 3 1,y x= +

определи ( )u x  и запиши ја функцијата во облик ( ).y f u=  

Пример 1 

1 
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. 

Nëse kemi funksion të përbërë të formës 
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, atëherë me futjen e u(x) = 2x + 1, funksioni 
i përbërë do ta fitojë formën y = u4
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Rregulla për derivat prej funksionit të përbërë do jepet me këtë teoremë

Teorema 1: Funksioni u(x) le të jetë diferenciabil në pikën x0, ndërsa funksioni f është diferenciabil 
në pikën u₀ = u(x₀). Atëherë edhe kompozicioni i tyre si funksion i përbërë (f ◦ u)(x) = f(u(x)) 
është funksion diferenciabil te pika x0 ku vlen

Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 

 

 

 

Доказ: Од дефиницијата на извод имаме: 

0 0( ) ( ) = + −u u x x u x следува 0 0( )+ =  +u x x u u . Бидејќи u  е непрекината имаме
0u → кога 0x → . Тогаш 

0 0 0 0 0 0
0 0 0

0 0

0 0 0 0
0 00 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )( ( ( ))) ' lim lim
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=  =
 

Значи, функцијата ( )( ) ( ( ))f u x f u x= е диференцијабилна во точката и точно е

0 0 0( ( ( )) ( ) ( ).f u x f u u x  =   ▄ 

                    Дa го пресметаме изводот на следните функции: 

а) ( )43 4y x= −  б)  1y x= −         в)  3 2 4y x= −   г)  2xy e−=   д)  
2 3x xy e −= . 

а) ( )43 4y x= −

( ) 43 4,u x x y u= − =
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Пример 1 

Теорема 1: Нека функцијата ( )u x  е диференцијабилна во точката , а функцијата f е 

диференцијабилна во точката 0 0( )u u x= . Тогаш и нивната композиција како сложена

функција ( )( ) ( ( ))f u x f u x=  е диференцијабилна функција во точката при што важи:

( )0 0 0( ( ) ( ( )) ( ).f u x f u x u x  =  
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Vërtetim: Prej përkufizimit të derivat kemi:.

Δu = u(x₀ + Δx) – u(x₀) vijon u(x₀ + Δx) = Δu + u₀. Pasi u është i vijueshëm Δx → 0 kur Δu → 0. 
Atëherë (f ◦ u)(x) = f(u(x))

Domethënë. Funksioni 

Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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Теорема 1: Нека функцијата ( )u x  е диференцијабилна во точката , а функцијата f е 
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 është diferenciabil në pikën x0 dhe saktë është 

Shembulli 1  Ta njehsojmë derivatin e këtyre funksioneve: 

Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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Правилото за извод од сложена функција ќе биде дадено со следната теорема. 
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0 0 0 0
0 00 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )( ( ( ))) ' lim lim
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )lim lim '( ) '( ).

x x

x x

f u x x f u x f u x x f u x u x x u xf u x
x u x x u x x

f u u f u u x x u x f u u x
u x

 →  →

 →  →

+  − +  − +  −
= = 

 +  − 
+  − +  −

=  =
 

Значи, функцијата ( )( ) ( ( ))f u x f u x= е диференцијабилна во точката и точно е

0 0 0( ( ( )) ( ) ( ).f u x f u u x  =   ▄ 

                    Дa го пресметаме изводот на следните функции: 

а) ( )43 4y x= −  б)  1y x= −         в)  3 2 4y x= −   г)  2xy e−=   д)  
2 3x xy e −= . 

а) ( )43 4y x= −

( ) 43 4,u x x y u= − =

( )3' 4 'y u u x= 

( ) ( )
( ) ( )

3

3 3

' 4 3 4 3 4 '

' 4 3 4 3 12 3 4 .

y x x

y x x

= −  −

= −  = −

б)  1y x= −  

( )

( )

( )

1,
1' '

2
1' 1 '

2 1
1 1' 1 .

2 1 2 1

u x x y u

y u x
u

y x
x

y
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

Пример 1 

Теорема 1: Нека функцијата ( )u x  е диференцијабилна во точката , а функцијата f е 

диференцијабилна во точката 0 0( )u u x= . Тогаш и нивната композиција како сложена

функција ( )( ) ( ( ))f u x f u x=  е диференцијабилна функција во точката при што важи:

( )0 0 0( ( ) ( ( )) ( ).f u x f u x u x  =  
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b)

b)

c) d)ç)
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в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2 3

3 2

2

223

2 22 23 3

4,
1' '

3
1' 4 '

3 4

1 2' 2 .
3 4 3 4

u x x y u

y u x
u

y x
x

xy x
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

( )
( )

2 ,

' '

u

u

u x x y e

y e u x

= − =

= 

( )
( )

2

2 2

' 2 '

' 2 2 .

x

x x

y e x

y e e

−

− −

=  −

=  − = −

д) 
2 3x xy e −=

( )
( )
( )
( )

2

2 2 2

2

3 2

3 3 3

3 ,

' '

' 3 '

' 2 3 2 3 .

u

u

x x

x x x x x x

u x x x y e

y e u x

y e x x

y e x xe e

−

− − −

= − =

= 

=  −

=  − = −

 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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2  Përcaktoni derivatin e funksioneve të mëposhtme:

3
 
Përcaktoni derivatin e funksioneve të mëposhtme:

Detyra për punë të pavarur

1 Cakto derivatin e këtyre funksioneve: 

2 Cakto derivatin e këtyre funksioneve: 

в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2 3

3 2

2
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2 22 23 3

4,
1' '

3
1' 4 '

3 4

1 2' 2 .
3 4 3 4

u x x y u

y u x
u

y x
x

xy x
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

( )
( )

2 ,

' '

u

u

u x x y e

y e u x

= − =

= 

( )
( )

2

2 2

' 2 '

' 2 2 .

x

x x

y e x

y e e

−

− −

=  −

=  − = −

д) 
2 3x xy e −=

( )
( )
( )
( )

2

2 2 2

2

3 2

3 3 3

3 ,

' '

' 3 '

' 2 3 2 3 .

u

u

x x

x x x x x x

u x x x y e

y e u x

y e x x

y e x xe e

−

− − −

= − =

= 

=  −

=  − = −

 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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b)

в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2 3

3 2

2
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2 22 23 3

4,
1' '

3
1' 4 '

3 4

1 2' 2 .
3 4 3 4

u x x y u

y u x
u

y x
x

xy x
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

( )
( )

2 ,

' '

u

u

u x x y e

y e u x

= − =

= 

( )
( )

2

2 2

' 2 '

' 2 2 .

x

x x

y e x

y e e

−

− −

=  −

=  − = −

д) 
2 3x xy e −=

( )
( )
( )
( )

2

2 2 2

2

3 2

3 3 3

3 ,

' '

' 3 '

' 2 3 2 3 .

u

u

x x

x x x x x x

u x x x y e

y e u x

y e x x

y e x xe e

−

− − −

= − =

= 

=  −

=  − = −

 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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b) c)

в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2 3

3 2

2

223

2 22 23 3

4,
1' '

3
1' 4 '

3 4

1 2' 2 .
3 4 3 4

u x x y u

y u x
u

y x
x

xy x
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

( )
( )

2 ,

' '

u

u

u x x y e

y e u x

= − =

= 

( )
( )

2

2 2

' 2 '

' 2 2 .

x

x x

y e x

y e e

−

− −

=  −

=  − = −

д) 
2 3x xy e −=

( )
( )
( )
( )

2

2 2 2

2

3 2

3 3 3

3 ,

' '

' 3 '

' 2 3 2 3 .

u

u

x x

x x x x x x

u x x x y e

y e u x

y e x x

y e x xe e

−

− − −

= − =

= 

=  −

=  − = −

 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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b)

в) 3 2 4y x= −  г)  2xy e−=

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2 3

3 2

2
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2 22 23 3

4,
1' '

3
1' 4 '

3 4

1 2' 2 .
3 4 3 4

u x x y u

y u x
u

y x
x

xy x
x x

= − =

= 

=  −
−

=  =
− −

( )
( )

2 ,

' '

u

u

u x x y e

y e u x

= − =

= 

( )
( )

2

2 2

' 2 '

' 2 2 .

x

x x

y e x

y e e

−

− −

=  −

=  − = −

д) 
2 3x xy e −=

( )
( )
( )
( )

2

2 2 2

2

3 2

3 3 3

3 ,

' '

' 3 '

' 2 3 2 3 .

u

u

x x

x x x x x x

u x x x y e

y e u x

y e x x

y e x xe e

−

− − −

= − =

= 

=  −

=  − = −

 Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )64 3 ;y x= − б) 
3

.xy e−=

Определи го изводот на следните функции: 

a) ( )22 3 1 ;xy x x e= + +  б) ( ) 21 1;y x x= + +  в) 
2 13 .xy xe +=

Задачи за самостојна работа: 

1. Определи го изводот на следните функции:

а) ( )522 5 6 ;y x x= + −               б) ( )85 2 ;y x x= +

в) ( )55 35 3 1 ;y x x= + +  г) ( )6 .y mx n= +

2. Определи го изводот на следните функции:

a) ( )( )23 2 5 ;y x x= + −  б) ( ) ( )32 22 3 1 .y x x x= + − +

2 

3 
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b)

c)

ç)

d)

ç)
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3 Cakto derivatin e këtyre funksioneve:  

4 Cakto derivatin e këtyre funksioneve:  

5. Derivati prej funksionit implicit dhe derivati logaritmik 

Në këtë njësi mësimore së pari do ta shqyrtojmë njehsimin e derivatit kur funksioni është dhënë në 
formën implicite. Mënyra për gjetjen e derivatit e funksionit të dhënë në formën implicite mund ta 
shfrytëzojmë për njehsimin e të ashtuquajtur derivat logaritmik. 

Funksioni implicit është funksion ku ndryshorja y nuk është shprehur nëpërmjet ndryshores x. Le 
të jetë dhënë funksioni në formën implicite F(x, y) = 0 , ku y = y(x) është përkufizuar në intervalin 

x ∈ (a, b), ku x është ndryshore e pavarur. Ndonjëherë është shumë vështirë kur funksioni është 
dhënë në formën implicite y ta shprehim nëpërmjet x. Shumë më lehtë do të jetë nëse për funksionin 
do të përcaktohemi me metodën implicite.

Funksioni y = y(x) është diferenciabil në intervalin x ∈ (a, b). Formën implicite mund ta shkruajmë 

si x ∈ (a, b) për çdo F(x, y(x)) = 0. Atëherë me shfrytëzimin e derivatit të funksionit të përbërë kemi

ku 

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 
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 është derivati sipas x, ndërsa 

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 

пак зависи од .x  Доколку го изразиме изводот 'y  добиваме дека изводот на имплицитно 
зададената функција може да се најде според следната формула, 

' ( , ( ))'
' ( , ( ))
x

y

F x y xy
F x y x

= − . 

Непосредното пресметување на извод е со пресметување на извод на секој член на 
зададената функција, при што мора да се води сметка дека x  е независна променлива, а 
y  е функција која зависи од променливата x .  

Опишаната постапка за пресметување извод на имплицитна функција најдобро може да се 

разгледа преку примери. 
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 është derivati sipas у që përsëri varet 

prej x. Nëse e shprehim derivatin y’ fitojmë se funksioni i dhënë implicit mund të gjendet sipas kësaj 
formule. 

Njehsimi i drejtpërdrejtë i derivatit është me njehsimin e derivatit të çdo anëtari të funksionit të 
dhënë, ku patjetër të mbahet llogari se x është ndryshore e pavarur, ndërsa y është funksion që 
varet prej ndryshores x. 

Mënyra e përshkruar për njehsimin e derivatit të funksionit implicit më së miri mund të shqyrtohet 
nëpërmjet shembujve.

3. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 1;y x= −   б) 3 22 1.y x= −

4. Определи го изводот на следните функции:
а) 2 5;xy e +=  б) 2 .= xy x e

5. Извод од имплицитна функција и логаритамски извод

Во оваа наставна единица прво ќе го разгледаме пресметувањето на извод кога функцијата 
е зададена во имплицитен облик. Постапката за наоѓање на извод од имплицитно зададена 
функција можеме да ја искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод.  

Имплицитна функција е функција во која променливата y  не е изразена преку 

променливата .x   

 Нека е зададена функцијата во имплицитен облик ( , ) 0F x y = , при што ( )y у x=  е 

дефинирана на интервал ( , )x a b , каде x  е независна променлива. Понекогаш е многу 

тешко кога функцијата е зададена во имплицитен облик y  да го изразиме преку .x  Многу 

поедноставно би било доколку изводот на функцијата би се одредил со имплицитен метод. 

Нека функцијата ( )y у x=  е диференцијабилна на интервалот ( , )x a b . 
Имплицитниот облик може да го запишеме како ( , ( )) 0F x y х = за секое ( , )x a b . Тогаш со 
користење на извод на сложена функција добиваме 

' ( , ( )) ' ( , ( )) ' 0x yF x y x F x y x y+  = , 

каде ' ( , ( ))xF x y x  е извод на функцијата по x , а ' ( , ( ))yF x y x е извод на функцијата по у која 
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разгледа преку примери. 
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   Дa го определиме изводот на функцијата дадена во имплицитен облик: 
2 24 5+ + =x x y . 

Со непосредно пресметување на извод се добива: 

2 4 2 ' 0.x yy+ + =

При пресметување на извод од имплицитно зададена функција ( , ) 0F x y =  потребно 
е да се внимава на постоење на функцијата ( )y у x= . Со други зборови, y е зависна
променлива која зависи од независната промнелива x , па пресметувањето извод на y  е 
всушност пресметување на извод од сложена функција. 

Сега останува уште само да го изразиме 'y . Значи добиваме: 
2 ' 2 4,

2' ,

2' .

yy x
xy
y

xy
y

= − −
− −

=

+
= −

                    Дa го определиме изводот на функцијата дадена во имлицитен облик: 
2 2 2+ + =x xy y . 

 Да забележиме дека овде за да го најдеме изводот на xy  ќе го користиме правилото за 
извод на производ на две функции. Значи ќе добиеме: 

( )

( )

2 ' 2 ' 0,
2 ' 2 ' 0,

' 2 2
2' .

2

x y xy yy
x y xy yy

y x y x y
x yy

x y

+ + + =

+ + + =

+ = − −

+
= −

+

 Определи го изводот на функцијата зададена во имплицитен облик: 

 a) 2 24 5+ + =x x y б) 3 22 2 5,+ + =x x y

 в) 2 2 1,+ + =xy xy y  г) 3 3 2 0.+ + =x y

Како што напоменавме на почеток на наставната единица, изводот од имплицитно 
зададена функција можеме да го искористиме за пресметување на т.н. логаритамски извод. 
Лoгаритамски извод се применува кога независната променлива е и во основата и во 
експонентот на некој степен. 

Пример 1 

1 

Пример 2 
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b)

c)

Shembulli 1   Ta caktojmë derivatin e funksionit të dhënë në formën implicite

x² + 4x + y² = 5.

Me njehsimin e drejtpërdrejt kemi

2x + 4 + 2yy’ = 0.

Gjatë njehsimit të derivatit prej funksionit të dhënë implicit F(x, y) = 0 është e nevojshme të kemi 
kujdes të ekzistimit të funksionit y = y(x). Me fjalë të tjera, y është ndryshore e varur prej ndryshores 
së pavarur x, pra njehsimi i derivatit të y është në realitet njehsimi i derivatit të funksionit të përbërë. 

Tani ngel edhe vetëm ta shprehim y ‘. Domethënë kemi

Shembulli 2   Ta caktojmë derivatin e funksionit të dhënë në formën implicite 

x² + xy + y² = 2.

Të vërejmë se këtu për ta gjetur derivatin e  xy do ta shfrytëzojmë rregullën për derivate të prodhimit 
të dy funksioneve. Domethënë do të kemi:

1   Cakto derivatin e funksionit të dhënë në formën implicite: 

Siç përmendëm në fillim të njësisë mësimore, derivati prej funksionit të dhënë në formë implicite 
mund ta shfrytëzojmë për njehsim të ashtuquajturit derivat logaritmik. Derivati logaritmik zbatohet 
kur ndryshorja e pavarur është edhe te baza edhe te eksponenti i ndonjë fuqie.

ç)



29

Shembulli 3   Ta njehsojmë derivatin e funksionit y = xx, x > 0. Për ta caktuar derivatin e këtij 
funksioni patjetër të lirohemi prej x që gjendet te eksponenti. Për këtë qëllim e logaritmizojmë 
funksionin

ln y = ln xx, d.m.th., ln y = x ln x.
Pastaj, diferencojmë 

 

                    Да го пресметаме изводот на функцијата , 0xy x x=  . За да го најдеме
изводот од оваа функција мораме да се ослободиме од x  што се наоѓа во експонентот. За 
таа цел ја логаритмираме функцијата:  

ln ln xy x= , т.е. ln lny x x= . 
Потоа, диференцираме: 

1 1' 1 ln

' 1 ln

y x x
y x
y x
y

=  + 

= +
 т.е. 

( )
( )

' 1 ln

' 1 lnx

y y x

y x x

= +

= +

      Определи го изводот на следните функции: 

 a) 
21 ;xy x −= б) 

3

.xy x=

Задачи за самостојна работa 

1. Определи го изводот на следните имплицитно зададени функции:

a) 2 22 1;x y x y+ + =  б) 2 24 0;x xy y+ + =
 в) 2 2 4;xy x y+ + =  г) 3 3 5 0.+ − =x xy

2. Определи го логаритамскиот извод на следните функции:
a) ;xy x=  б) 2 ;xy x=

 в) 
21 ;

x
xy

x
 +

=  
 

 г) 
1

.= xy x

6.Поим за диференцијал

Важен поим поврзан со егзистенцијата на изводот на функција е поимот 
диференцијал на функција. Тој може да биде искористен и за приближни пресметувања. 

Значи, диференцијалот на функцијата  во точката е 0 0( ) ( )dy x y x x=  , а во
произволна точка х е dy y x=  .  

Пример 3 

3 

Дефиниција 1: Нека функцијата  е диференцијабилна во точката т.е.
постои извод 0 0( ) ( )y x f x = . Производот 0( )y x x  се нарекува диференцијал на 
функцијата  во точката и се означува со 0( )dy x или кратко со dy .  
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Значи, диференцијалот на функцијата  во точката е 0 0( ) ( )dy x y x x=  , а во
произволна точка х е dy y x=  .  
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Дефиниција 1: Нека функцијата  е диференцијабилна во точката т.е.
постои извод 0 0( ) ( )y x f x = . Производот 0( )y x x  се нарекува диференцијал на 
функцијата  во точката и се означува со 0( )dy x или кратко со dy .  
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2   Cakto derivatin e këtyre funksioneve: 

Detyra për punë të pavarur 
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таа цел ја логаритмираме функцијата:  
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c) ç)
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c)

b)

ç)



30

Shembulli 1   a) Diferenciali i funksionit f(x) = x⁴ për çfarëdo pikë x prej domenit dy = 4x³Δx, 
pasi f ’(x) = 4x³. 

b) Duke shfrytëzuar faktin se derivati i funksionit linear y’ = 1, për diferencialin e funksionit linear 

kemi se dy = dx = y’Δx = Δx , prej ku dx = Δx. Prandaj, diferencialin e funksionit y = f(x) mund 

ta shkruajmë në formën dy = y’dx. Prej këtu kemi 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2

2
x

y xe
−

= ;  в) 2 lny x x= ;  г) 
3 2

1
х хy
х
+

=
+

. 

2. Пресметај приближно:
а) 3 1,0003 ;  б) ln1,001;  в) 9,0003 . 

Пример 1 

Пример 2 

2 

1 
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 (lexohet “de ipsillon për de 
iks“) është edhe shënimi për derivate të future nga Lajbnici, për dallim nga paraprakishtja që vijon 
prej Lagranzhit. 

1
 
Cakto diferencialin e këtyre funksioneve: 

a) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
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  b) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
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Nëse y = f(x) është diferenciabile në x0, atëherë rritja Δy = f(x₀ + Δx) – f(x₀) dhe diferenciali dy 
te pika x0 janë ekuivalente madhësi të vogla të pafundshme kur Δx → 0. Për shkak të kësaj vetie 
thuhet se dy është vlera kryesore e Δy, pasi për Δy ≈ dy shumë të vogël mund të llogarisim se |Δx|. 
Këtë veti mund ta shfrytëzojmë për njehsim të përafërt për vlera të funksioneve, dukie shfrytëzuar 
formulën Δy = f(x + Δx) – f(x) ≈ dy d.m.th., f(x + Δx) ≈ f(x) + dy për vlera të vogla të |Δx|. 
Shembulli 2  Për funksionin y = x² me domen D =  diferenciali i tij në çfarëdo pikë x prej 

domenit të tij është dy = 2xdx pasi y’ = 2x. Diferenciali i funksionit në pikën x0 = 1 është dy = 2dx. 
Me shfrytëzimin e diferencialit të funksionit mund përafërsisht ta njehsojmë sa është 1,22 në këtë 
mënyrë:

Së pari do ta shfrytëzojmë formulën dy = 2xΔx, ku x = 1 dhe Δx = 1.2 – 1 = 0.2. Kemi 
dy = 2xΔx = 0.4. Pastaj do ta shfrytëzojmë formulën f(x + Δx) ≈ f(x) + dy për x₀ = 1 dhe 

Δx = 1.2 – 1 = 0.2. kemi f(x + Δx) = f(1.2) = f(x₀) + dy = 1 + 0.4 = 1.4. Domethënë 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:
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 Njehso përafërsisht: 

a) 

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
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     b) ln 2.003.

Detyra për punë të pavarur 

1.	 Cakto diferencialin e këtyre funksioneve: 

2. Njehso përafërsisht:  

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
2
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b) c) ç)

                    а) Диференцијалот на функцијата 4( )f x x= за произволна точка x  од 
доменот D =  е 34dy x x=  , бидејќи 3( ) 4f x x =  . 

б) Користејќи го фактот дека изводот на линеарната функција y x=  е 1y = , за 
диференцијалот на линеарната функција имаме дека 'dy dx y x x= =  =  , од каде .dx x=   
Според тоа, диференцијалот на функција  можеме да го запишеме во обликот 

'dy y dx= . Оттука пак излегува дека ' dyy
dx

= , па 
dy
dx

 (се чита „де ипсилон по де икс“) е уште 

една ознака за извод воведена од Лајбниц, за разлика од претходната која потекнува од 
Лагранж. 

 Определи го диференцијалот на следните функции: 

 а) xy xe= ;  б) ( )2ln 1y x= + . 

Ако  е диференцијабилна во , тогаш нараснувањето 0 0( ) ( )y f x x f x = + − и 
диференцијалот dy  во точката  се еквивалентни бескрајно мали величини кога 0x → . 
Поради ова својство се вели дека dy  е главна вредност на y , бидејќи за доволно мало 
| |x  можеме да сметаме дека y dy  .  

Ова својство може да се искористи за приближно пресметување на вредности на функции, 
користејќи ја формулата 0 0( ) ( )y f x x f x dy = + −  т.е. 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за мали
вредности на | |x .  

                        За функцијата 2y x=  со домен D =  нејзиниот диференцијал во 
произволна точка x  од нејзиниот домен е 2dy хdx= , бидејќи ' 2y х= . Диференцијалот на 
функцијата во точка 0 1x =  е 2dy dx= . Со користење на диференцијал на функција можеме 

приближно да пресметаме колку е 21,2  на следниот начин: 

Прво ќе ја искористиме формулата 2dy х х=  , каде 0 1x = и 1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 
2 0,4dy х х=  = . Потоа, ќе ја искористиме формулата 0 0( ) ( )f x x f x dy+  + за 0 1x = и 

1,2 1 0,2х = − = . Добиваме 0 0( ) (1,2) ( ) 1 0,4 1,4f x x f f x dy+ =  + = + = . Значи, 21,2 1,4 . 

      Пресметај приближно: 

 а) 4,0002 ;  б) ln 2,003 . 

Задачи за самостојна работа 

1. Определи го диференцијалот на следните функции:

а) xy xe−= ;  б) 
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7. Derivati prej funksionit të dhënë në formë parametrike 

Le të jetë y = y(x)  funksion i vijueshëm ku x = x(t), y = y(t) janë funksione të vijueshme në 
intervalin t ∈ (a, b). Në këtë rast themi se funksioni y = y(x) është përcaktuar me barazimet 
parametrike x = x(t), y = y(t), t ∈ (a, b).

Teorema 1: Nëse x = x(t), y = y(t) janë funksione diferenciabile në intervalin t ∈ (a, b) dhe 
y’(t) ≠ 0 atëherë funksioni  y = y(x) është diferenciabil dhe poashtu vlen:

 

7. Извод од параметарски зададена функција

Нека ( )y у x= е непрекината функцијa каде ( ), ( )x x t y y t= = се непрекинати 
функции на интервалот ( , )t a b . Во овој случај велиме дека функцијата ( )y у x= е 
определена со параметарски равенки ( ), ( )x x t y y t= = , ( , )t a b .

Доказ: Нека параметарот t има промена t . Тогаш функциите х и у добиваат промени х
и у т.е ( ), ( ), ( )х х x t t y y y t t y y y x x+ = + + = + + = + . За изводот на функцијата

( )y y x= имаме:

0 0 0 0

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )lim ( ) .( ) ( ) ( )lim
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▄

                        За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = го пресметуваме ( )у x :

а) ( ) ( )3 33 1, 3 1x t t t y t t t= + + = − + ; б) ( ) ( )
2

3 3
3 3, .

1 1
t tx t y t
t t

= =
+ +

а) Според формулата дадена во теорема 1, првиот извод 
2 2
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−
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Теорема 1: Ако ( ), ( )x x t y y t= = се диференцијабилни функции на интервалот ( , )t a b
и ( ) 0y t  тогаш и функцијата ( )y у x= е диференцијабилна и притоа важи:

( )( )
( )

dy
dy y t ydtу x dxdx x t x

dt


 = = = =


.
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Vërtetim: Parametri t le të ketë ndryshim Δt. Atëherë funksionet x dhe y fitojnë ndryshime Δx dhe Δy 
d.m.th., x + Δx = x(t + Δt), y + Δy = y(t + Δt), y + Δy = y(x + Δx) kemi y = y(x):

Shembulli 1   Për funksionin x = x(t), y = y(t), të dhënë me barazimet parametrike y = y(x), e 
njehsojmë y’(x) 

   :a) x(t) = t³ + 3t + 1, y(t) = t³ – 3t + 1;         b) 

7. Извод од параметарски зададена функција

Нека ( )y у x= е непрекината функцијa каде ( ), ( )x x t y y t= = се непрекинати 
функции на интервалот ( , )t a b . Во овој случај велиме дека функцијата ( )y у x= е 
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1  Për funksionin y = y(x), të dhënë me barazime parametrike x = x(t), y = y(t), njehso y’(x).

Detyra për punë të pavarur

1. Për funksionin y = y(x) të dhënë me barazime parametrike x = x(t), y = y(t) njehso 

     a) x = ln(t) + 4, y = t² + 2;       b) x = ln(t + 5), y = ln(–t).
2. �Për funksionin y = y(x) të dhënë me barazime parametrike x = x(t), y = y(t) x = x(t), y = y(t) 

njehso 

8. Barazimi i tangjentës dhe barazimi i normales 

Këtu do ta zbatojmë derivatin e parë për përcaktimin e barazimeve të tangjentës dhe normales të 

grafikut të funksionit. 

Le të jetë dhënë funksioni y = f(x). Pika T₀(x₀, y₀) le t’i takojë grafikut të funksionit. Tangjenta e 

grafikut të funksionit te pika T₀(x₀, y₀) është drejtëz që e prek grafiku e funksionit në pikën T₀. 
Tangjentën do ta shënojmë me tT₀ ku tek indeksi theksohet pika ku e kërkojmë tangjentën. 

Normalja e grafikut të funksionit te pika e dhënë që është normale në tangjentën që kalon nëpër 

atë pikë. Normalja zakonisht shënohet me pT₀, ku përsëri tek indeksi theksojmë në cilën pikë e 

kërkojmë normalen, Figura 4.

За функцијата ( )y y x= , зададена со параметарските равенки

( ) ( ),x x t y y t= = пресметај '( )у x .

а) 2 23 2 3, 2 2 1x t t y t t= + − = + − ;  б) 3, tytx == .

в) 
12ln , 8x t y
t

= = + ; г) 
2 3 22 , 2 6t tx е y t t+= = + .

Задачи за самостојна работа

1. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .
а) 2ln 4, 2x t y t= + = + ; б) ( ) ( )ln 5 , lnx t y t= + = − .

2. За функцијата ( )y у x= , зададена со параметарските равенки ( ) ( ),x x t y y t= =

пресметај '( )у x .

a) ( ) ( )5 , 3t t t tx e e y e e− −= + = − ; б) 3 31 , 1x t y t= − = − .

8. Равенка на тангента и равенка на нормала

Овде ќе ја разгледаме примената на првиот извод во одредувањето на равенките на 
тангента и нормала на график на функција.

Нека е дадена функцијата ( )y f x= . Нека точката ( )0 0 0,T x y припаѓа на графикот на 

функцијата. Тангентата на графикот на функцијата во точката ( )0 0 0,T x y е права која го 

допира графикот на функцијата во точката 0.T Тангентата ќе ја означуваме со 
0Tt каде во 

индексот се нагласува точката во која ја бараме тангентата.
Нормала на график на функција во дадена точка е права која е нормална на тангентата 
која минува низ таа точка. Нормалата обично се означува со 

0Tp , каде повторно во 
индексот нагласуваме во која точка ја бараме нормалата, слика 4.
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b)
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тангента и нормала на график на функција.

Нека е дадена функцијата ( )y f x= . Нека точката ( )0 0 0,T x y припаѓа на графикот на 

функцијата. Тангентата на графикот на функцијата во точката ( )0 0 0,T x y е права која го 

допира графикот на функцијата во точката 0.T Тангентата ќе ја означуваме со 
0Tt каде во 

индексот се нагласува точката во која ја бараме тангентата.
Нормала на график на функција во дадена точка е права која е нормална на тангентата 
која минува низ таа точка. Нормалата обично се означува со 

0Tp , каде повторно во 
индексот нагласуваме во која точка ја бараме нормалата, слика 4.
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  Figura 4b

Koeficienti i drejtimit të tangjentës së tërhequr prej pikës T₀(x₀, y₀)  është 

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x
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 (figura 4b). 

Prej përkufizimit të funksionit trigonometrik tgx dhe prej trekëndëshit te Figura 4b)
 
ΔT₀CT, vijon se: 
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 ku β është këndi i sekantes (drejtëza BT e cila kalon nëpër pikën T0) e formon 

me pjesën pozitive të boshtit x. 

Kemi: y – y₀ = tgβ ⋅ (x – x₀) 
Siç zvogëlohet x, d.m.th. ku Δx →0, mënjanimi i sekantes aq më shumë afrohet deri te mënjanimi 
i tangjentes edhe për Δx = 0, sekanta përputhet me tangjentën

Vlen se 

Слика 4 а)

Слика 4 б)

Коефициентот на правецот на тангентата повлечена во точката ( )0 0 0,T x y е 
0

tg
Tt

k =

(слика 4б). Од дефиницијата на тригонометриската функција tgx и од триаголникот на 

слика 4 б) 0T CT , следува дека: 0

0

tg = ,y yy
x x x




−
=

−
каде   e аголот што секантата (правата

BT која минува низ точката 0T ) го зафаќа со позитивниот дел на x - оската.

Добиваме дека: ( )0 0tgy y x x− =  − .
Како се намалува x , т.е. кога 0x → , отклонот на секантата се повеќе се доближува до 
отклонот на тангентата и за 0x = , секантата се поклопува со тангенатата.

Важи дека ( )
0 0 0

0
0

0

tg lim tg lim
Tt x x x x

y yk f x
x x

 
→ →

− = = = =
−

.

Равенката на тангената го има следниов облик:
( )( )0 0 0' .− = −y y f x x x

33

. 

Barazimi i tangjentës e ka këtë formë 
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Shembulli 3  Ta shkruajmë barazimin a tangjentës dhe barazimin e normales së grafikut të 

funksionit

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата =y x во точката 0
1,
2

 
 
 

А x .

Да ја определиме апсцисата на точката 0
1,
2

 
 
 

А x :

( )0 0 0
1 1 1, , .
2 2 4

= = =f x x x
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( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )11 1
3

− = − −y x ,

1 43 4 0
3 3

x y y x+ − =  = − + .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
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Barazimi i normales te pika 
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b) б) 2
1 ,=y
x

во точката ( )01,−А y .

Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 

графикот на функцијата 3 2 5 8,= − −y x x во точката ( )05,А y .

Постапката за решавање е иста како и во претходните примери:
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Равенка на тангента: 
( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,
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12

+ = −y x ,

5 12 49 0.− − =x y

Равенка на нормала:
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0

1
'

− = − −y y x x
f x

,

( )122 5
5

+ = − −y x

12 5 50 0.+ − =x y

                  Да ја напишеме равенката на тангента и равенката на нормала на 
графикот на функцијата 2 2= −y x x во точките во кои графикот ја сече x - оската .

Графикот на оваа функција е парабола. Да ги најдеме прво пресечните точки со x -
оската.

( )2
1 20, 2 0, 2 0 0, 2= − = − =  = =y x x x x x x .

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките ( )0,0А и ( )2,0 .B
Ќе го одредиме првиот извод на функцијата:

( )' 2 2= −f x x .

Равенката на тангента во точката 
( )0,0А е:

( )( )0 0 0'− = −y y f x x x ,

   Равенка на нормала во точката 
( )0,0А е:

( ) ( )0 0
0

1
'

− = − −y y x x
f x
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Shkruaje barazimin e tangjentës dhe barazimit të normales së grafikut të funksionit 
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7 7
4
7
4

− + =
= +

= +

=

x y
y x

y x

k

( ) 2

2

2

' 3 4 1,
73 4 1 ,
4

12 16 3 0.

k f x x x

x x

x x

= = − +

− + =

− − =

Решение на оваа квадратна равенка се: 1
3
2

=x и 2
1
6

= −x .

3 13 1 481,
2 8 6 216

   = − − = −   
   

f f

2

Пример 6
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Barazimi i tangjentës në pikën B(2,0) është Barazimi i normales në pikën B(2,0) është:
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Domethënë, kërkojmë barazim të tangjentës dhe barazim të normales te pikat Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,
2 8

 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
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  dhe 
Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,

2 8
 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
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3  Shkruaje barazimin e tangjentës dhe barazimit të normales së grafikut të funksionit 

y = x³ + 3x² – 5 në pikën 6x + 2y + 3 = 0. Në pikat e prekjes të shkruhet edhe barazimi i normales. 

Detyra për punë të pavarur 

1.	 Shkruaje barazimin e tangjentës dhe barazimit të normales së grafikut të funksionit: 

	 a) y = x4 – x² + 3 në pikën A(1, 0); 
	 b) y = x³ – 3x² + 5, në pikën A(–2, y₀). 
2.	 Shkruaje barazimin e tangjentës dhe barazimit të normales së grafikut të funksionit y = 4 – x³ 

në pikëprerjet me boshtin x. 

3.	 Ta shkruajmë barazimin e tangjentës së lakores y = x² – 1 e cila është paralele me drejtëzën 
6x – y – 10 = 0. Në pikat e prekjes të shkruhet edhe barazimi i normales. 

4.	 Ta shkruajmë barazimin e tangjentës së lakores y = 2x³ + 4x² – x e cila është paralele me 
drejtëzën 2x + y + 4 = 0. Në pikat e prekjes të shkruhet edhe barazimi i normales.

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,
2 8

 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
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Barazimi i tangjentës në pikën Barazimi i normales në pikën 

do të jetë:do të jetë:dhe dhe

Значи бараме равенка на тангента и равенка на нормала во точките 3 13,
2 8

 − 
 

А и 

1 481,
6 216

 − − 
 

B .

Равенката на тангента во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

13 7 3
8 4 2

 + = − 
 

y x ,

14 8 34 0,
7 4 17 0.

− − =
− − =
x y

x y

Равенката на нормала во точката 
3 13,
2 8

 − 
 

А и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

13 4 3
8 7 2

 + = − − 
 

y x ,

32 56 43 0.+ + =x y

Равенката на тангента во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0− = −y y k x x ,

481 7 1
216 4 6

 + = + 
 

y x .

Равенката на нормала во точката 
1 481,
6 216

 − − 
 

B и 
7
4

=k ќе биде:

( )0 0
1

− = − −y y x x
k

,

418 4 1
216 7 6

 + = − + 
 

y x .

      Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 23 5= + −y x x која е паралелна 
на правата 6 2 3 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.    

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на
функцијата:

a) 4 2 3= − +y x x во точката ( )01,А y ;

б) 3 23 5,= − +y x x во точката ( )02,−А y .
2. Напиши ја равенката на тангента и равенката на нормала на графикот на функцијата

24= −y x во точките на пресек со x - оската .
3. Напиши ја равенката на тангента на кривата 2 1= −y x која е паралелна на правата 

6 10 0− − =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
4. Напиши ја равенката на тангента на кривата 3 22 4= + −y x x x која е нормална на 

правата 2 4 0+ + =x y . Во точките на допир напиши и равенка на нормала.
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Barazimi i tangjentës në pikën Barazimi i normales në pikën 

do të jetë:do të jetë:dhe dhe
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9. Derivati i rendit të lartë 

Për të përkufizuar derivat të funksionit të rendit të lartë, së pari përkufizojmë derivatet e dyta të 

funksionit y = f(x). Funksioni y = f(x) le të jetë diferenciabil në bashkësinë Df, atëherë derivati i tij 
f’(x) është funksion i përkufizuar në Df.

Përkufizimi 1: Nëse ekziston derivate i parë të funksionit të derivuar f`(x) në Df atëherë (f`(x)) 
quhet derivat i dytë i funksionit y = f(x) dhe shënohet me f’’(x). E shënojmë, 

f’’(x) = (f ’(x))’ ose y’’(x) = (y’(x))’.

Me diferencimin e më tejshëm të derivatit të dytë  f’’(x) e fitojmë derivatin e tretë të funksionit 
(f’’(x))’ = f’’’(x). Me mënyrën e njëjtë mund të fitohen derivati i katërt, i pestë etj., deri sa plotësohet 
kushti për ekzistimin e derivatit vijues.   

 Shembulli 1  Për funksionin  y = x5 kemi: 

9. Изводи од повисок ред

За да дефинираме извод на функција од повисок ред, прво ќе дефинираме втор 
извод на функција . Нека функцијата е диференцијабилна на 
множеството fD , тогаш нејзиниот извод '( )f x е функција дефинирана на fD .

                   

Со понатамошно диференцирање на вториот извод ''( )f x го добиваме третиот

извод на функцијата  ( )''( ) ' '''( )=f x f x . Со истата постапка понатаму може да се добијат 
четврти, петти извод итн., се додека е исполнет условот за постоење на следниот извод.

         За функцијата 5y x= имаме:

( ) ( ) ( )4 5 64 3 2' 5 , '' 20 , ''' 60 , 120 , 120, 0= = = = = =y x y x y x y x y y и секој нареден извод 
ќе биде 0.

                   Дa го определиме третиот изводот на функцијата ln=y x x .

( )

2

1' 1 ln 1 ln ,

1'' 1 ln ' ,

1 1''' ' .

=  +  = +

= + =

 = = − 
 

y x x x
x

y x
x

y
x x

        Дa го определиме вториот изводот на функцијатa 3 ln .
2

=
xy x

2 3 2 2

2

2 1' 3 ln 3 ln ,
2 2 2

2 1'' 6 ln 3 2 6 ln 5 .
2 2 2

x xy x x x x
x

x xy x x x x x
x

= + = +

= + + = +

     Определи го вториот извод на функцијата:

a) ;xy xe= б) 2 ln ;y x x=

Пример 1

1

Пример 3

Пример 2

Дефиниција 1: Ако постои прв извод на изводната функција '( )f x на fD тогаш

( '( )) 'f x се нарекува втор извод на функцијата и се означува со ''( ).f x

Означуваме, ''( ) ( '( )) 'f x f x= или ''( ) ( '( )) 'y x y x= .
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2   Vërteto se funksioni 

в) 2 1;y x= − г)
1.
1

+
=

−
xy
x

     Докажи дека функцијата 
2
3

−
=

+
xy
x

ја задоволува равенката ( )2 '' 2 ' 0.− + =x y yy

Задачи за самостојна работа

1. Определи го вториот изводот на функцијата:

a) 2 3;xy e −= б) ( )2ln 2 ;y x x= +

в) 2
2 ;

1
xy
x

=
+

г) 3 ln .=y x x

д) ;y x x= ѓ)
4 3 2

;
4 3 2
x x xy = − +

е) 22 5 3.y x x= + −

2. Определи го вториот извод на функцијата:

a) 3 23 1 0x x y− + − = б) 2 2.+ + =y xy x

3. Докажи дека функцијата −= +x xy е е ја задоволува равенката 
1 1'' ' 0.
2 4

+ − =xy y y

10. Монотоност и локални екстреми на функција

Да се потсетиме дека една функција е монотоно растечка ако од 
( ) ( )0 1 0 1  x x f x f x , додека функцијата е монотоно опаѓачка ако од

( ) ( )0 1 0 1 .x x f x f x   Испитувањето на монотоноста на функциите само со помош на
дефиницијата на монотоност понекогаш може да биде многу тешко. Во овој дел од 
модуларната единица ќе видиме како со помош на извод на едноставен начин можеме да 
ја определиме монотоноста на функциите во некои интервали од дефиниционата област 
за функцијата.

                       

2

Теорема 1. Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1) Ако  монотоно расте на интервалот ( , )a b тогаш '( ) 0f x  за секој
( , )x a b ;

2) Ако монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b тогаш '( ) 0f x  за секој
( , )x a b ;
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Detyra për punë të pavarur

1. Cakto derivatin e dytë të funksionit:   

2. Cakto derivatin e dytë të funksionit: 

	   a) x³ – 3x² + 1 – y = 0;                               b) y + xy + x² = 2. 
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. Shqyrtimi i monotonies së 
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Vërtetim: Derivati i parë i funksionit y = f(x) është përkufizuar me Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека '( ) 0f x за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x  односно функцијата 

монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .

41

 

Nëse supozojmë se Δx > 0 edhe te përkufizimi për derivatin e parë të funksionit y = f(x) zëvendësojmë 

x = x₀ dhe x + Δx = x₁, derivati i parë te x₀ < x₁ d.m.th., x₀  do të jetë 
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( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =

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

1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
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( ) ( )lim 0
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−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b
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
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Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 
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prej ku  

x ∈ (a, b) për f ’(x) > 0 

2.	 Le të jetë y = f(x)’in monotone zvogëluese në intervalin (a, b). Atëherë për x₀, x₁ ∈ (a, b) 
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( ) ( )lim 0
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−



, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b . ▄

Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 
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монотоно расте за ( , )x a b .

Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .
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, 

prej ku x ∈ (a, b) për f ’(x) < 0. � ■

Vlen edhe gjykimi i anasjelltë te teorema 1.

Teorema 2: Funksioni y = f(x) le të jetë diferenciabil në intervalin (a, b) ku –∞ ≤ a < b ≤ +∞

1.	 Nëse për çdo f ’(x) > 0, x ∈ (a, b). atëherë, y = f(x) monotonisht rritet në intervalin (a, b); 

2.	 Nëse për çdo  f ’(x) < 0, x ∈ (a, b).  atëherë y = f(x) monotonisht zvogëlohet në intervalin 

(a, b).

Vërtetim: Derivati i parë i funksionit y = f(x) është përkufizuar me 
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( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →
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1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b
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имаме 1 0
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( ) ( )lim 0
 →

−

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f x f x
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, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b
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


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Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 
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Nëse supozojmë se Δx > 0 edhe te përkufizimi i derivatit të parë të funksionit y = f(x) zëvendësojmë 

x = x₀, derivati i parë te pika x + Δx = x₁ d.m.th., x₀ < x₁ do të jetë 
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. Pasi ∆x>0 vijon se f(x + Δx) – f(x) = f(x₁) – f(x₀) > 0 d.m.th., 

f(x₁) > f(x₀) përkatësisht funksioni y = f(x) monotonisht rritet për x ∈ (a, b)

Доказ: Првиот извод на функцијата е дефиниран со ( )
0

( ) ( )lim .
x

f x x f xf x
x


 →

+ − =


Ако претпоставиме дека 0 x и во дефиницијата на првиот извод на функцијата 
замениме 0=x x и 1+ =x x x , т.е. 0 1x x , првиот извод во точката ќе биде

( ) 1 0
0 0

( ) ( )lim .
x

f x f xf x
x →

− =


1. Нека монотоно расте на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
 →

−


x

f x f x
x

, од каде '( ) 0f x за ( , )x a b .

2. Нека монотоно опаѓа на интервалот ( , )a b . Тогаш за 0 1, ( , )x x a b

такви што ( ) ( )0 1 0 1x x f x f x   ќе следува дека 1 0( ) ( ) 0f x f x−  . Оттука

имаме 1 0
0

( ) ( )lim 0
x

f x f x
x →

−



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Важи и обратното тврдење на тврдењето во теорема 1. 
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Теорема 2: Нека функцијата е диференцијабилна на интервалот ( , )a b каде 
што a b−   + .

1. Ако  '( ) 0f x за секој ( , )x a b , тогаш монотоно расте на 
интервалот ( , )a b ;

2. Ако '( ) 0f x    за секој ( , )x a b , тогаш монотоно опаѓа на ( , )a b .
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2.	 Le të jetë  f’(x) < 0 për x ∈ (a, b). Prej përkufizimit të derivatit të parë vijon se 2. Нека '( ) 0f x  за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека 

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x односно функцијата 

монотоно опаѓа за ( , )x a b . ▄

                         За функцијата 3=y x , првиот извод имаме: 2' 3 0,=   y x x . Бидејќи
изводот е поголем од нула за секој x , оваа функција е монотоно растечка за секој 
x (слика 5).

Слика 5

                        За функцијата 2 2 1= − +y x x ќе ги определиме интервалите на 
растење и опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: ' 2 2.= −y x

1. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата расте на 
интервалот ( )1, .

2. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата опаѓа на 
интервалот ( ),1 .−

3. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= − =  − =  − =  =y x x x x .

Точката во која за првиот извод важи ( )' ' 0= =y f x се нарекува стационарна точка. Во 

нашиот пример точката 0 1x = е стационарна точка. 

                   За функцијата 3 3= −y x x ќе ги определиме интервалите на растење и 
опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: 2' 3 3.= −y x

( ) ( )( )2 2' 3 3 3 1 3 1 1y x x x x= − = − = − + .

За да ги добиеме стационарните точки, пресметуваме: ( )( )0 3 1 1 0y x x =  − + = од каде 

добиваме дека 1 1x = и 2 1x = − . 

Пример 1

Пример 2

Пример 3 
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. Pasi Δx > 0 vijon se f(x + Δx) – f(x) = f(x₁) – f(x₀) < 0, d.m.th., 

f(x₁) < f(x₀) përkatësisht funksioni y = f(x) monotonisht zvogëlohet për x ∈ (a, b).� ■

Shembulli 1  Për funksionin y = x³, derivati i parë kemi: y’ = 3x² ≥ 0, ∀x ∈ . Pasi x ∈  derivati 

është më i madh se zero për çdo x ∈ , ky funksion është monotono rritës për çdo x ∈  (figura 5)

  Figura 5

Shembulli 2  Për funksionin y = x² – 2x + 1 do t’i përcaktojmë intervalet e rritjes dhe zvogëlimit. 

E kërkojmë derivatin e parë të funksionit: y’ = 2x – 2

1.	 y’ = 2x – 2 > 0 ⇔ 2(x – 1) > 0 ⇔ x – 1 > 0 ⇔ x > 1, domethënë funksioni rritet në 

intervalin (1, ∞). 

2.	 y’ = 2x – 2 < 0 ⇔ 2(x – 1) < 0 ⇔ x – 1 < 0 ⇔ x < 1, domethënë funksioni zvogëlohet në 

intervalin, (–∞, 1) 

3.	 y’ = 2x – 2 = 0 ⇔ 2(x – 1) = 0 ⇔ x – 1 = 0 ⇔ x = 1.

Pika x0 tek e cila derivati i parë vlen y’ = f’(x) = 0 quhet pika stacionare. Te Shembulli jonë pika 

x = 1 është pikë stacionare. 

Shembulli 3  Për funksionin y = x³ – 3x do t’i përcaktojmë intervalet e rritjes dhe zvogëlimit. E 

kërkojmë derivatin e parë të funksionit: y’ = 3x² – 3. 

Për t’i fituar pikat stacionare, njehsojmë: y’ = 0 ⇔ 3(x – 1)(x + 1) = 0 ku fitojmë se x₁ = 1 dhe x₂ = –1.

2. Нека '( ) 0f x  за ( , )x a b . Од дефиницијата на прв извод следува дека 

0

( ) ( )lim 0
x

f x x f x
x


 →

+ −



. Бидејќи 0 x , следува дека 

( ) ( )1 0( ) ( ) 0f x x f x f x f x+ − = −  , т.е. ( ) ( )1 0f x f x односно функцијата 

монотоно опаѓа за ( , )x a b . ▄

                         За функцијата 3=y x , првиот извод имаме: 2' 3 0,=   y x x . Бидејќи
изводот е поголем од нула за секој x , оваа функција е монотоно растечка за секој 
x (слика 5).

Слика 5

                        За функцијата 2 2 1= − +y x x ќе ги определиме интервалите на 
растење и опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: ' 2 2.= −y x

1. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата расте на 
интервалот ( )1, .

2. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= −   −   −   y x x x x , значи функцијата опаѓа на 
интервалот ( ),1 .−

3. ( )' 2 2 0 2 1 0 1 0 1= − =  − =  − =  =y x x x x .

Точката во која за првиот извод важи ( )' ' 0= =y f x се нарекува стационарна точка. Во 

нашиот пример точката 0 1x = е стационарна точка. 

                   За функцијата 3 3= −y x x ќе ги определиме интервалите на растење и 
опаѓање.  Го бараме првиот извод на функцијата: 2' 3 3.= −y x

( ) ( )( )2 2' 3 3 3 1 3 1 1y x x x x= − = − = − + .

За да ги добиеме стационарните точки, пресметуваме: ( )( )0 3 1 1 0y x x =  − + = од каде 

добиваме дека 1 1x = и 2 1x = − . 

Пример 1

Пример 2

Пример 3 
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Më tej, Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Domethënë funksioni rritet në intervalin  (–∞, –1) ∪ (1, ∞)

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Domethënë funksioni zvogëlohet në intervalin (–1, 1)

1  Cakto pikat stacionare dhe intervalet e rritjes dhe zvogëlimit për funksionin 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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b)

Shembulli 4  Për funksionin 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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 do t’i përcaktojmë intervalet e rritjes dhe zvogëlimit. E 

njehsojmë derivatin e parë të funksionit: 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0, 4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Këtu vërejmë se x ∈  \ {2}, për çdo (x – 2)² > 0, 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0, 4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Domethënë funksioni rritet në intervalin, (–∞, 0) dhe (4, ∞), 

Prej  vijon se funksioni zvogëlohet në interval (0, 4).

2
 
 Caktoi intervalet e rritjes dhe zvogëlimit për funksionin: 

   

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 

функцијата

a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
2

2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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                  b) 

Понатаму,
( )( ) ( ) ( )0 1 1 0 , 1 1, .y x x x   − +    − −  

Значи функцијата расте во интервалот ( ) ( ), 1 1,− −   .

( )( ) ( )0 1 1 0 1,1 .y x x x   − +    −

Значи функцијата опаѓа во интервалот ( )1,1 .−

      Определи ги стационарните точки и интервалите на растење и опаѓање за 
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a) 2 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

За функцијата 
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2
=

−
xy

x
да ги определиме интервалите на растење и 

опаѓање.  Го пресметуваме првиот извод на функцијата:
( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2 4' .
2 2

x x x x xy
x x
− − −

= =
− −

Овде да забележиме дека ( )22 0− x , за секој  \ 2x .

( ) ( ) ( )' 0 4 0 ,0 4,  −    −  y x x x .
Значи функцијата расте во интервалите ( ), 0− и ( )4, . 
Од,

( ) ( )' 0 4 0 0,4y x x x  −    ,
следува дека функцијата опаѓа во интервалот ( )0, 4 .

    Определи ги интервалите на растење и опаѓање за функцијата:

a) 2 ;xy x е= б) 22 .y x x= −

Нека =y е дефинирана на интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален максимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 6).
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Le të jetë y = f(x) përkufizuar në intervalin (a, b). Themi se (a, b) dhe le të jetë x₀ ∈ (a, b). 
funksioni f(x) ka maksimum lokal në pikën x0, nëse ekziston ε rrethinë x0 ashtu x ∈ (x₀ – ε, x₀ + ε) 
për çdo f(x) < f(x₀) (figura 6).
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Figura 6

Le të jetë y = f(x) përkufizuar në intervalin (a, b) dhe le të jetë x₀ ∈ (a, b) . Themi se funksioni  

f(x) ka minimum lokal në pikën x0, nëse ekziston ε rrethinë  f(x) > f(x₀) për çdo x ∈ (x₀ – ε, x₀ + ε) 
(figura 7)

 Figura 7

Minimumi lokal dhe maksimumi lokal i një funksioni quhen ekstremet lokale të funksionit. 

Pika x0 tek e cila funksioni y = f(x) ka ekstrem lokal, e ndan fushën e përkufizimit të funksionit në 

interval të rritjes dhe interval të zvogëlimit, d.m.th., nëse për δ > 0, funksioni rritet në intervalin 

(x₀ – δ, x₀) 

 Shembulli 5  Cakto ekstremet lokale të funksionit  f(x) = x² – 4x + 2. 

Së pari do t’i caktojmë intervalet e monotonies: Kemi f ’(x) > 0 ⇔ 2x – 4 > 0 ⇔ x ∈ (2, ∞) edhe në 

këtë interval funksioni rritet. Ndërsa kur f ’(x) > 0 ⇔ 2x – 4 > 0 ⇔ x ∈ (2, ∞) edhe në këtë interval 

funksioni zvogëlohet, (figura 8). Domethënë te pika x0 = 2, derivati i parë e ndryshon shenjën prej 

negative në pozitive, pra në këtë pikë funksioni ka minimum lokal.

Слика 6

Нека ( )y f x= е дефинирана во интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален минимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 7).

Слика 7

Локалниот минимум и локалниот максимум на една функција се викаат локални екстреми 
на функцијата.

Точката во која функцијата ( )y f x= има локален екстрем, ја разделува
дефиниционата област на функцијата на интервал на растење и интервал на опаѓање, т.е. 
ако за 0  , функцијата расте (опаѓа) во интервалот ( )0 0,x x− , тогаш ќе опаѓа (расте) во 

интервалот ( )0 0, .x x +

                    Одреди ги локалните екстреми на функцијата ( ) 2 4 2f x x x= − + .

Прво ќе ги определиме интервалите на монотоност. Имаме:
( ) ( )' 0 2 4 0 2,  −    f x x x и во овој интервал функцијата расте. Додека кога

( ) ( )' 0 2 4 0 ,2  −    −f x x x и во овој интервал функцијата опаѓа, (слика 8). Значи 

во точката 0 2=x , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 
точка функцијата има локален минимум.
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Слика 6

Нека ( )y f x= е дефинирана во интервалот ( ),a b и нека ( )0 ,x a b . Велиме дека

функцијата ( )f x има локален минимум во точката , ако постои  - околина на така 

што ( ) ( )0f x f x за секој ( )0 0, ,x x x  − + (слика 7).

Слика 7

Локалниот минимум и локалниот максимум на една функција се викаат локални екстреми 
на функцијата.

Точката во која функцијата ( )y f x= има локален екстрем, ја разделува
дефиниционата област на функцијата на интервал на растење и интервал на опаѓање, т.е. 
ако за 0  , функцијата расте (опаѓа) во интервалот ( )0 0,x x− , тогаш ќе опаѓа (расте) во 

интервалот ( )0 0, .x x +

                    Одреди ги локалните екстреми на функцијата ( ) 2 4 2f x x x= − + .

Прво ќе ги определиме интервалите на монотоност. Имаме:
( ) ( )' 0 2 4 0 2,  −    f x x x и во овој интервал функцијата расте. Додека кога

( ) ( )' 0 2 4 0 ,2  −    −f x x x и во овој интервал функцијата опаѓа, (слика 8). Значи 

во точката 0 2=x , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 
точка функцијата има локален минимум.
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 Figura 8

Teorema 3: Nëse funksioni y = f(x) është diferenciabil në intervalin (a, b)  dhe nëse f(x₀) është 

ekstrem lokal për ndonjë x₀ ∈ (a, b) atëherë f ’(x₀) = 0.

Gjykimi i anasjelltë jo patjetër të jetë i saktë, prej ku mund të përfundojmë se f ’(x₀) = 0 është kusht i 

nevojshëm, ndërsa jo, edhe i mjaftueshëm për ekzistimin e ekstremit lokal në pikën x0. Domethënë 

është e nevojshme caktimi i kushteve plotësuese me plotësimin e së cilës do të garantohet ekzistimi 

i ekstremit lokal në pikën e dhënë. Si shembull mund ta shqyrtojmë funksionin y = x³ + 3x. Derivati 

i parë te ky funksion është gjithmonë pozitiv, d.m.th., y’ = 3x² + 3 > 0, x ∈  që do të thotë se 

ky funksion monotonisht rritet në gjithë drejtëzën reale. Kjo do të thotë se nuk ka as minimum as 

maksimum. Gjithashtu edhe funksioni y = x³ monotonisht rritet në gjithë drejtëzën reale që do të 

thotë se nuki ka as minimum as maksimum, ndërsa në pikën x₀ = 0,  f ’(0) = 0.

Teorema 4: Nëse funksioni y = f(x) është diferenciabil në intervalin (a, b) edhe për çdo pikë x₀ 
∈ (a, b) vlen: 

1) f ’(x₀) = 0

2) f ’(x) e ndryshon shenjën në rrethinën e x0 atëherë f(xo) është ekstrem lokal i funksionit f(x).

Domethënë do t’i kemi tre raste:

Слика 8

Обратното тврдење не мора да биде точно, од каде може да заклучиме дека е 

потребен, но, не и доволен услов за постоење на локален екстрем во точката 0x . Значи 

потребно е определување на дополнителни услови со чие исполнување ќе се гарантира 

постоењето на локален екстрем во дадена точка. Како пример можеме да ја разгледаме 

функција 3 3y x x= + . Првиот извод на оваа функција е секогаш позитивен, т.е.

2' 3 3 0, ,у x x= +   што значи дека оваа функција монотоно расте на целата реална 

права. Ова значи дека нема ниту минимум ниту максимум. Исто така и функцијата 3y x=

монотоно расте на целата реална права што значи дека нема ниту минимум ниту максимум, 

но во точката 0 0, '(0) 0.= =x f

Значи ќе ги имаме следниве три ситуации:

Теорема 3: Ако функцијата е  диференцијабилна на интервалот ( , )a b и ако 

0( )f x е локален екстрем за некој 0 ( , )x a b , тогаш .

Теорема 4: Ако функцијата е  диференцијабилна на интервалот ( , )a b и  за 
некоја точка 0 ( , )x a b важи:

1) 0'( ) 0,f x =

2) '( )f x го менува знакот во околина на 

тогаш 0( )f x е локален екстрем на функцијата ( )f x .
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Nëse f ’(x) e ndryshon shenjën prej negative në pozitive, atëherë funksioni ka maksimum lokal. Por 

nëse f ’(x) e ndryshon shenjën prej pozitive në negative, atëherë funksioni ka minimum lokal. Por 

nëse nuk e ndryshon shenjën atëherë nuk ka vlerë ekstreme, (figura 9).

  Figura 9

 Shembulli 6  Për funksionin y = x³ – 3x  prej shembullit 3, t’i gjejmë ekstremet lokale. Vërejtëm 

se  f ’(x)> 0 në intervalet, (–∞, –1) dhe (–1, ∞). Derisa  f ’(x) < 0 në intervalin (–1, 1). 

Domethënë në intervalin (–∞, –1) funksioni rritet, ndërsa në intervalin (–1, 1)  funksioni zvogëlohet. 

Te pika x = −1, derivati i parë e ndryshon shenjën prej pozitive në negative. Pra në këtë pikë 

funksioni ka maksimum lokal, 

Ако '( )f x го менува знакот од позитивен во негативен, тогаш функцијата има локален

максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 

локален минимум. А ако не го менува знакот тогаш нема екстремна вредност, (слика 9).

Слика 9

                          За функцијата 3 3= −y x x од пример 3, да ги најдеме локалните екстреми.

Видовме дека '( ) 0f x во интервалите ( ), 1− − и ( )1, . Додека '( ) 0f x во интервалот

( )1,1 .−

Значи во интервалот ( ), 1− − функцијата расте, а во интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа. 

Во точката 1x = − , првиот извод го менува знакот од позитивен во негативен. Па во оваа 

точка функцијата има локален максимум, ( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 2.y f= − = − − − =

Оттука следува дека функцијата има локален максимум во точката ( )1, 2A − .

На интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа, а во интервалот ( )1, функцијата расте. Значи

во точката 1x = , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 

точка функција има локален минимум ( ) 3
min 1 1 3 1 2.y f= = −  = −

Пример 6

46

. 

Prej këtu vijon se funksioni ka maksimum lokal në pikën A(−1, 2). 

Në intervalin (–1, 1) funksioni zvogëlohet, ndërsa në intervalin (1, ∞), funksioni rritet. Domethënë 

në pikën x = 1, derivati i parë e ndryshon shenjën prej negative në pozitive, pra në këtë pikë 

funksioni ka maksimum lokal 

Ако '( )f x го менува знакот од позитивен во негативен, тогаш функцијата има локален

максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 

локален минимум. А ако не го менува знакот тогаш нема екстремна вредност, (слика 9).

Слика 9

                          За функцијата 3 3= −y x x од пример 3, да ги најдеме локалните екстреми.

Видовме дека '( ) 0f x во интервалите ( ), 1− − и ( )1, . Додека '( ) 0f x во интервалот

( )1,1 .−

Значи во интервалот ( ), 1− − функцијата расте, а во интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа. 

Во точката 1x = − , првиот извод го менува знакот од позитивен во негативен. Па во оваа 

точка функцијата има локален максимум, ( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 2.y f= − = − − − =

Оттука следува дека функцијата има локален максимум во точката ( )1, 2A − .

На интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа, а во интервалот ( )1, функцијата расте. Значи

во точката 1x = , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 

точка функција има локален минимум ( ) 3
min 1 1 3 1 2.y f= = −  = −
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Ако '( )f x го менува знакот од позитивен во негативен, тогаш функцијата има локален

максимум. Додека ако '( )f x го менува знакот од негативен во позитивен тогаш има 

локален минимум. А ако не го менува знакот тогаш нема екстремна вредност, (слика 9).

Слика 9

                          За функцијата 3 3= −y x x од пример 3, да ги најдеме локалните екстреми.

Видовме дека '( ) 0f x во интервалите ( ), 1− − и ( )1, . Додека '( ) 0f x во интервалот

( )1,1 .−

Значи во интервалот ( ), 1− − функцијата расте, а во интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа. 

Во точката 1x = − , првиот извод го менува знакот од позитивен во негативен. Па во оваа 

точка функцијата има локален максимум, ( ) ( ) ( )3
max 1 1 3 1 2.y f= − = − − − =

Оттука следува дека функцијата има локален максимум во точката ( )1, 2A − .

На интервалот ( )1,1− функцијата опаѓа, а во интервалот ( )1, функцијата расте. Значи

во точката 1x = , првиот извод го менува знакот од негативен во позитивен, па во оваа 

точка функција има локален минимум ( ) 3
min 1 1 3 1 2.y f= = −  = −
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Domethënë funksioni ka minimum te pika B(1,–2), (figura 10)

 Figura 10

3 	Caktoi ekstremet lokale të funksionit

  a) y = x³ – x² – x – 1;                                   b) y = –3x² – 6x + 1. 

Shembulli 7  T’i caktojmë ekstremet lokale të funksionit 

Значи функцијата има минимум во точката ( )1, 2B − . (слика 10)

Слика 10

      Определи ги локалните екстреми на функцијата

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 23 6 1= − − +y x x .

                  Да ги определиме локалните екстреми на функцијата 3 2 .=y x За оваа 

функција дефинициона област е целото множество од реални броеви, т.е. =fD .

2 1
3 3

3

2 2' '
3 3

− 
= = = 
 

y x x
x

( )
3

2' 0 0, ,
3

=    y x
x

и ( )
3

2' 0 ,0
3

=    −y x
x

.

Проблемот овде е тоа што првиот извод не е дефиниран за 0=x , но бидејќи 0 припаѓа во 

дефиниционата област на функција тоа не значи дека функцијата во 0=x нема да има 

екстремна вредност, во овој случај минимум.

Понекогаш одредувањето на знакот на првиот извод не е едноставна задача.  Со примена 

на вториот извод задачите од овој вид стануваат доста поедноставни. Да претпоставиме 

дека функцијата има прв и втор извод во околина на точката . Како што со помош на 

првиот извод определувавме дали функцијата расте или опаѓа во околина на точката ,

така и со вториот извод ќе определиме дали '( )f x расте или опаѓа.

3
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. Për këtë funksion të përkufizuar 

në fushën e përkufizimit është gjithë bashkësia prej numrave realë, d.m.th., D f =  dhe 

. 

Problemi këtu është ai që derivati i parë nuk është përkufizuar për x = 0, ndërsa pasi 0 i takon 

fushës së përkufizimit të funksionit kjo nuk do të thotë se funksioni te x = 0 nuk do të ketë vlerë 

ekstreme, në këtë rast minimum. 

Ndonjëherë caktimi i shenjës së derivatit të parë nuk është detyrë e thjeshtë. Me zbatimin e derivatit 

të dytë detyrat të këtij lloj bëhen shumë më të thjeshta. Të supozojmë se funksioni ka derivat të 
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Значи функцијата има минимум во точката ( )1, 2B − . (слика 10)

Слика 10

      Определи ги локалните екстреми на функцијата

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 23 6 1= − − +y x x .

                  Да ги определиме локалните екстреми на функцијата 3 2 .=y x За оваа 

функција дефинициона област е целото множество од реални броеви, т.е. =fD .

2 1
3 3

3

2 2' '
3 3

− 
= = = 
 

y x x
x

( )
3

2' 0 0, ,
3

=    y x
x

и ( )
3

2' 0 ,0
3

=    −y x
x

.

Проблемот овде е тоа што првиот извод не е дефиниран за 0=x , но бидејќи 0 припаѓа во 

дефиниционата област на функција тоа не значи дека функцијата во 0=x нема да има 

екстремна вредност, во овој случај минимум.

Понекогаш одредувањето на знакот на првиот извод не е едноставна задача.  Со примена 

на вториот извод задачите од овој вид стануваат доста поедноставни. Да претпоставиме 

дека функцијата има прв и втор извод во околина на точката . Како што со помош на 

првиот извод определувавме дали функцијата расте или опаѓа во околина на точката ,

така и со вториот извод ќе определиме дали '( )f x расте или опаѓа.
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Nëse në pikën x0 funksioni ka maksimum, atëherë derivati i parë i tij f ’(x) në rrethinën e pikës x0 

zvogëlohet. Kjo do të thotë se derivati i funksionit f ’(x) është negative, d.m.th., (f ’(x))’ = f’’(x) < x₀  
në rrethinën e pikës x0. 

Nëse në pikën x0 funksioni ka minimum, atëherë derivati i parë i tij  f ’(x) në rrethinën e pikës 

x0 rritet. Kjo do të thotë se derivati i funksionit f ’(x) është pozitiv, d.m.th., (f ’(x))’ = f ’’(x) > x₀ në 

rrethinën e pikës x0.

Domethënë mund të përfundojmë këtë rregull: 

Funksioni f(x) le të ketë derivat të parë dhe të dytë të vijueshëm në rrethinën e pikës x₀, dhe le të 

jetë  f ’(x₀) = 0 Atëherë funksioni ka ekstrem lokal në pikën x₀ dhe: 

1. Nëse  f’’(x₀) < 0 funksioni ka maksimum lokal, 

2. Nëse f’’(x₀) > 0 funksioni ka minimum lokal, 

3. Nëse f’’(x₀) = 0 derivatin e dytë nuk mund ta shfrytëzojmë për caktimin e vlerës ekstreme, 

në këtë rast do ta shqyrtojmë shenjën e derivatit të parë të funksionit. 

Shembulli 8  Do t’i caktojmë ekstremet lokale të funksionit y = x³ – 3x². 

Nëse e njehsojmë derivatin e parë dhe e barazojmë me 0, kemi: 

y’ = 3x² – 6x = 3x(x – 2),

y’ = 0 ⇔ 3x(x – 2) = 0 ⇔ x = 0 ose x = 2, 

d.m.th.,. funksioni do të ketë vlera ekstreme në pikat x = 0 dhe x = 2. 

Me njehsim dhe vlerësim të derivatit të dytë kemi: 

y’’ = 6x – 6,  x = 0 për, y’’(0) = 6 • 0 – 6 = –6 < 0, 

domethënë funksioni ka maksimum në pikën f y maks = 0³ – 3 • 0² = 0.

y’’(2) = 6 • 2 – 6 = 6 > 0,



49

domethënë funksioni x = 2 ka minimum në pikën ymin = 2³ – 3 ⋅ 2² = 8 – 12 = –4.

4   Caktoi ekstremet lokale të funksionit:

a) y = x⁴ + 2x² – 1;                        b) y = 3x² – 5x³.

Të përfundojmë se për caktimin e vlerave ekstreme të funksioneve të cilët janë dyherë diferenciabile 
i shfrytëzojmë këto rregulla: 

1. Caktohet derivati i parë f ’(x) i funksionit, 

2. Për caktimin e pikave stacionare zgjidhet barazimi f ’(x) = 0 

3. Caktohet derivati i dytë  f’’(x) dhe shqyrtohet shenja e tij për çdo pikë stacionare. 

Shembulli 9   T’i caktojmë vlerat ekstreme të funksionit 

значи функција има минимум во точката 2x = , 3 2
min 2 3 2 8 12 4.y = −  = − = −

      Определи ги локалните екстреми на функцијата:

a) 4 22 1;y x x= + −                      б) 5 33 5 .= −y x x

Да заклучиме дека за определување на екстремни вредности на функции кои се двапати 

диференцијабилни ги користиме следниве правила:

1. Се одредува првиот извод ( )'f x на функцијата,

2. За определување на стационарните точки се решава равенката ( )' 0,f x =

3. Се одредува вториот извод ( )''f x и се испитува неговиот знак за секоја 

стационарна точка.

                   Да ги определиме екстремните вредности на функцијата 
5 4

5 4
= −

x xy .

Ако го пресметаме првиот извод и го изедначиме со 0, добиваме:

( )4 3 3' 1y x x x x= − =  − ,

( )3' 0 1 0,y x x=   − =

следува дека функцијата ќе има екстремни вредности во точките 0x = или 1.x =

Со пресметување и оценка на вториот извод добиваме:

3 2'' 4 3 ,y x x= − за 0x = , ( )'' 0 0y = , од каде не можеме ништо да заклучиме за добиената

стационарна точка.

Бидејќи,

( )'' 1 1 0y =  ,

значи функција има локален минимум во точката 1x = , ( )min
1 1 11
5 4 20

y = − = − .

Бидејќи,

4
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. Nëse e njehsojmë derivatin 

e parë dhe e barazojmë me 0, kemi: 
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. 

Pasi,
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y’’(0) = 0,
domethënë nuk mund të caktojmë se në pikën x = 0, funksioni a ka ekstrem nëpërmjet derivatit të 

dytë. Duhet ta shqyrtojmë sjelljen e derivatit të parë te ajo pikë. 

Për f ’(x) > 0, d.m.th., funksioni  

( )'' 0 0y = ,

значи не можеме да определиме дали во точката 0x = , функцијата има екстрем преку

вториот извод. Треба да го испитаме однесувањето на првиот извод во таа точка.

За ( ) 0f x  , ( ) ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 1, ,0

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      +  − 

−  −  
, т.е. функцијата 

монотоно расте.

Додека за вредности за ( ) 0f x  , ( ) ( )
3 3

3 0 0
1 0 0,1

1 0 1 0
x x

x x x
x x

  
 −      

−  −  
, т.е. 

функцијата монотоно опаѓа.

Првиот извод на функцијата во 0=x го менува знакот, па оттука следува дека во точката 

0=x , функцијата има локален максимум.

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на растење и опаѓање  на функцијата:
a) 22 5;y x x= − + б) 2 2 3;y x x= + −
в) 3 25 7 2;y x x= − + г) 3 23 1;y x x= − + +

д) 2 1 ;
3 4

xy
x
−

=
+

ѓ) 2
3 ;

1
xy

x x
=

+ +

е) 2ln 1 .= +y x

2. Определи ги локалните екстреми на функцијата:
a) 2 5;y x= − б) 2 5 3;x x− +

в)
5

4 3;
5
xy x x= − + г) 3 26 12 3;y x x x= − + −

д) ( )3 1 ;y x x= − 2
2

1 ;y x
x

= +

е) 2 ;xy x e= ж) 1ln ;y x
x

= +

з) 2 ;
1

x
y

x x
=

+ +

2 7 .
4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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, d.m.th.,. 

funksioni monotonisht zvogëlohet. 

Derivati i parë i funksionit në x = 0 e ndryshon shenjën, pra prej këtu vijon se te pika x = 0, funksioni 

ka maksimum lokal. 
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4

xy
x
−

=
+

3. Одреди го параметарот a во функцијата ( ) 2 4 2= − +f x ax x така што таа да има 

а) локален минимум во 2,=x б) локален минимум во 4.x =

ѓ)

ѕ)
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4. Caktoi parametrat a dhe b te funksioni f(x) = ax³ + bx² – 36x – 1 ashtu që ai të ketë 

minimum lokal në x = 3, ndërsa maksimum lokal në x = −2. 

11. Konveksiteti/konkaviteti dhe pikat e infleksionit të funksionit 

Vërejtëm se derivati i parë mund ta shfrytëzojmë për vijimin e monotonies së fuksionit diferenciabil. 

Në mënyrë të ngjashme me ndihmën e derivatit të dytë mund të shqyrtojmë “lakimin e lakore“ 

y = f(x) në intervalin e dhënë.

Teorema 1: Funksioni y = f(x) le të ketë derivat të parë dhe të dytë të vijueshëm në intervalin 

(a, b). 

1.	 Nëse x ∈ (a, b) për çdo f’’(x) < 0, atëherë grafiku i funksionit është konveks (i dalë) në 

atë interval. 

2.	 Nëse x ∈ (a, b) për çdo f’’(x) > 0, atëherë grafiku i funksionit është konkav (i futur) në 

atë interval. 

Kjo teoremë na ndihmon ta caktojmë natyrën e lakesës së grafikut të funksionit y = f(x). 

Ta shqyrtojmë lakoren y = f(x), që është diferenciabile në intervalin (a, b) (figura 11 dhe Figura 

12). M₁(x₁, f(x₁)) dhe M₂(x₂, f(x₂)) le të jenë dy pika të çfarëdoshme prej lakores ashtu që x₁ < x₂. 

Tangjenta në pikat M₁ dhe M₂ le të jenë drejtëzat t₁ dhe t₂ dhe α₁ dhe α₂ janë këndet që tangjentat 

i formojnë me pjesën pozitive të boshtit x (figura 11 dhe Figura 12).
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 Figura 11 

Te Figura 11 është paraqitur lakorja konkave (e futur) në intervalin (a, b). Mund të vërejmë se 

me zmadhimin e vlerës së x zmadhohet edhe këndi që tangjenta përkatëse e formon me pjesën 

pozitive të boshtit x, d.m.th., x₁ < x₂ ⇒ α₁ < α₂ Pasi  f ’(x₁) = tgα₁ dhe f ’(x₂) = tgα₂ dhe pasi tgα 

është funksion rritës vijon se edhe f ’(x) është funksion rritës në (a, b), domethënë kemi x₁ < x₂ 
⇒ f ’(x₁) < f’(x₂) pra derivati i funksionit f ’(x) është pozitiv në intervalin (a, b) d.m.th., f’’(x) > 0

 Figura 12

Te Figura 12 është paraqitur lakore konvekse (e dalë) në intervalin (a, b). Mund të vërejmë se me 

zmadhimin e vlerës së x zvogëlohet këndi që tangjentat përkatëse e formojnë me pjesën pozitive 

të boshtit të x, d.m.th., x₁ < x₂ ⇒ α₁ > α₂.

Слика 11

На слика 11 е претставена конкавна (вдлабната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се зголемува и аголот 
што соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 

1 2 1 2.   x x Бидејќи 1 1'( ) =f x tg и 2 2'( ) =f x tg и бидејќи tg е растечка функција 
следува дека и ( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    ,

па изводот на функцијата ( )f x е позитивен во интервалот ( , )a b т.е. ( ) 0f x  .

Слика 12

На слика 12 е претставена конвексна (испакната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се намалува аголот што 
соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 1 2 1 2.   x x
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Слика 11

На слика 11 е претставена конкавна (вдлабната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се зголемува и аголот 
што соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 

1 2 1 2.   x x Бидејќи 1 1'( ) =f x tg и 2 2'( ) =f x tg и бидејќи tg е растечка функција 
следува дека и ( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    ,

па изводот на функцијата ( )f x е позитивен во интервалот ( , )a b т.е. ( ) 0f x  .

Слика 12

На слика 12 е претставена конвексна (испакната) крива на интервалот ( , )a b .
Можеме да забележиме дека со зголемување на вредноста на x се намалува аголот што 
соодветната тангента го зафаќа со позитивниот дел на x - оската, т.е. 1 2 1 2.   x x
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Pasi f ’(x₁) = tgα₁ dhe f ’(x₂) = tgα₂ dhe pasi tgα është funksion rritës vijon se edhe f ’(x) është 

funksion rritës në (a, b), domethënë kemi x₁ < x₂ ⇒ f ’(x₁) > f’(x₂), pra derivati i funksionit  f ’(x) 
është negative në intervalin (a, b) d.m.th., f’’(x) < 0. 

Shembulli 1  T’i caktojmë intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit të lakores y = x³. Derivati i 

parë dhe i dytë i funksionit janë y’ = 3x², y’’ = 6x. Funksioni është konkav kur y’’ = 6x > 0 ⇔ x > 0. 

Domethënë në intervalin (0, ∞), lakorja është konkave (e future). Derisa funksioni do të jetë konveks 

(i dalë) kur y’’ = 6x < 0 ⇔ x < 0 d.m.th., në intervalin (–∞, 0). 

1   Cakto intervalet e konveksitetit për funksionin:

a) y = x³ – 1;                       b) y = x³ – 6x² + 9x + 5.. 
Shembulli 2  T’i caktojmë intervalet e konveksitetit dhe të konkavitetit të lakore y = x² + 2lnx

Derivati i parë dhe i dytë i funksionit janë: 

Funksioni është konkav në intervalet (–∞, –1) dhe (1, ∞). Derisa funksioni do të jetë konveks në 

intervalin (–1, 1). 

2   Cakto intervalet e konveksitetit për funksionin: 

 a) y = lnx, x ∈ (0, ∞);                    b) 

Бидејќи 1 1( )f x tg = и 2 2( )f x tg = и бидејќи tg е растечка функција следува дека и 

( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    , па изводот на

функцијата ( )f x е негативен во интервалот ( , )a b т.е. ''( ) 0.f x 

         Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
3.=y x Првиот и вториот извод на функција се 2' 3 , '' 6y x y x= = . Функцијата е конкавна 

кога '' 6 0 0.y x x=    Значи во интервалот ( )0, кривата е конкавна (вдлабната). 

Додека функцијата ќе биде конвексна (испакната) кога '' 6 0 0,y x x=    т.е. на 
интервалот ( ), 0 .−

Определи ги интервалите на конвексност и конкавност за функцијата:

a) 3 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

        Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
2 2 ln .y x x= +

Првиот и вториот извод на функција се:

( )22

2 2 2

2 12 2 2 2' 2 , '' 2
xxy x y

x x x x
−−

= + = − = =

( ) ( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 , 1 1,

x
y x x

x
−

     −    − −  +

( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 1,1

x
y x x

x
−

     −    −

Функцијата е конкавна во интервалите ( ), 1− − и ( )1, .  Додека функцијата ќе биде 

конвексна на интервалот ( )1,1 .−

    Определи ги интервалите на конкавност и конвексност за функцијата

a) ( )ln , 0, ;y x x=   б)
2

.xy e−=

1

Пример 1

Пример 2

2 

Дефиниција 1: Точките од кривата кои го делат интервалот во кој кривата е 
конкавна/конвексна од интервалот во кој кривата е конвексна/конкавна се викаат 
превојни точки.
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Përkufizimi 1: Pikat prej lakores të cilat e ndajnë intervalin në të cilën lakorja është konkave /

konvekse në intervalin ku lakorja është konvekse /konkave quhen pikat e infleksionit (lakimit).

Бидејќи 1 1( )f x tg = и 2 2( )f x tg = и бидејќи tg е растечка функција следува дека и 

( )f x е растечка функција на ( , )a b , значи имаме ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x    , па изводот на

функцијата ( )f x е негативен во интервалот ( , )a b т.е. ''( ) 0.f x 

         Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
3.=y x Првиот и вториот извод на функција се 2' 3 , '' 6y x y x= = . Функцијата е конкавна 

кога '' 6 0 0.y x x=    Значи во интервалот ( )0, кривата е конкавна (вдлабната). 

Додека функцијата ќе биде конвексна (испакната) кога '' 6 0 0,y x x=    т.е. на 
интервалот ( ), 0 .−

Определи ги интервалите на конвексност и конкавност за функцијата:

a) 3 1;y x= − б) 3 26 9 5.y x x x= − + +

        Да ги определиме интервалите на конкавност и конвексност на кривата 
2 2 ln .y x x= +

Првиот и вториот извод на функција се:

( )22

2 2 2

2 12 2 2 2' 2 , '' 2
xxy x y

x x x x
−−

= + = − = =

( ) ( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 , 1 1,

x
y x x

x
−

     −    − −  +

( ) ( )
2

2
2

2 1
'' 0 0 1 0 1,1

x
y x x

x
−

     −    −

Функцијата е конкавна во интервалите ( ), 1− − и ( )1, .  Додека функцијата ќе биде 

конвексна на интервалот ( )1,1 .−

    Определи ги интервалите на конкавност и конвексност за функцијата

a) ( )ln , 0, ;y x x=   б)
2

.xy e−=

1

Пример 1

Пример 2

2 

Дефиниција 1: Точките од кривата кои го делат интервалот во кој кривата е 
конкавна/конвексна од интервалот во кој кривата е конвексна/конкавна се викаат 
превојни точки.
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Në pikën e kthesës x₀ lakorja e ndryshon formëpn e saj prej konkave (të future) në konvekse (të 

dalë) ose anasjelltas, që do të thotë se për funksionin y = f(x) kur x kalon prej të majtës djathtas 

nëpërmjet x₀ e ndryshon shenjën, pra derisa ekziston derivati i dytë atëherë f’’(x₀) = 0. Prej gjithë 

kësaj mund të përfundojmë:

Kushti i nevojshëm lakorja y = f(x) të ketë pikë të infleksionit në x0 është y = f(x), ndërsa kusht 

i mjaftueshëm është f’’(x) ta ndryshojë shenjën në rrethinën e pikës x0.

Shembulli 3   Do t’i caktojmë pikat e infleksionit të funksionit y = x³ – 3x² + 5x – 1 

Për intervalet për konkavitet dhe kemi: 

y’ = 3x² – 6x + 5, y’’ = 6x – 6 = 6(x – 1)

 y’’ = 0 ⇔ 6(x – 1) = 0 ⇔ x = 1. 

Në rrethinën e pikës x = 1, derivati i dytë e ndryshon shenjën y(1) = 1³ – 3 ⋅ 1² + 5 ⋅ 1 – 1 = 2,pra 

pika e infleksion it është P(1, 2). 

3   Cakto pikat e infleksionit të funksionit:

a) y = x³ – x² – x – 1;                               b) y = x⁴ – 3x² + 1. 

Kur funksioni y = f(x) ka derivat të dytë, pikat e infleksionit të funksionit caktohen në katër hapa: 

1.	 Gjendet f’’(x); 

2.	 Zgjidhet barazimi f’’(x) = 0 

3.	 Shqyrtohet shenja e f’’(x), në rrethinën e pikave të infleksionit. 

Shembulli 4   T’i caktojmë pikat e infleksionit të funksionit 

Значи во превојната точка , кривата го менува својот облик од конкавна 

(вдлабната) во конвексна (испакната) или обратно, што значи дека за функцијата ( ),y f x=

кога x поминува од лево надесно преку го менува знакот, па доколку постои вториот 

извод тогаш 0''( ) 0.=f x Од сето ова можеме да заклучиме:

Обратното не мора да биде точно.  Од каде може да заклучиме дека 

                           Ќе ги определиме превојните точки на графикот на функцијата
3 23 5 1= − + −y x x x .

( )2' 3 6 5, '' 6 6 6 1y x x y x x= − + = − = −

( )'' 0 6 1 0 1y x x=  − =  = .
За интервалите за конкавност и конвексност имаме:

( )
( )

'' 0 1 0, 1 1,

'' 0 1 0, 1 ,1 .

y x x x

y x x x

  −     

  −     −

Во околина на точката 1=x , вториот извод го менува знакот. 

3 2(1) 1 3 1 5 1 1 2= −  +  − =y , па превојната точка е ( )1, 2 .P

     Определи ги превојните точки на функцијата:

a) 3 2 1;y x x x= − − −                      б) 4 33 1= − +y x x .

Кога функцијата има втор извод, превојните точки на функцијата се 

определуваат во следниве чекори:

1. Се наоѓа ''( )f x ;

2. Се решава равенката ''( ) 0;f x =

3. Се испитува знакот на ''( ),f x во околина на превојните точки.

        ''( ),f x Да ги определиме превојните точки на функцијата 2
2 .

1
=

+
xy

x

3

Пример 3

Пример 4

Потребен услов кривата да има превојна точка во e 0''( ) 0,=f x а доволен 

услов е ''( )f x да го менува знакот во околина на точката 0x .
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Sipas hapave të përmendura më lart, do ta caktojmë derivatin e parë të funksionit: Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Pastaj, do ta caktojmë derivatin e dytë të funksionit: 

Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''
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x x x x x
y
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− + − +   −
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+

( ) ( ) ( )
( )
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2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:
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2
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1 2 3

4 3
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1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Me barazimin e derivatit të dytë të funksionit me 0, kemi: 

Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Me shqyrtimin e shenjës në rrethinën e pikave të infleksionit kemi: 

x ∈ (–∞, –√
–3 ), f ’’(x) < 0 ⇒ funksioni është konveks, 

x ∈ (–√
–3 , 0), f ’’(x) > 0 ⇒ funksioni është konkav, 

x ∈ (0, √
–3 ), f ’’(x) < 0 ⇒ funksioni është konveks, 

x ∈ (√
–3 , ∞), f ’’(x) > 0 ⇒ funksioni është konkav. 

Pasi majtas dhe djathtas prej pikave x₁ = –√
–3, x₂ = 0, x₃ = √

–3, derivati i dytë i funksionit ka shenja 

të ndryshme, vijon se këto pika janë pika të infleksionit 

Според наведените чекори погоре, ќе го определиме прво првиот извод на функцијата:

Потоа, ќе го определиме вториот извод на функцијата:

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

42

4 1 2 1 2 2 2
''

1

x x x x x
y

x

− + − +   −
=

+

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

42

3 3 3

3 32 2

1 4 1 4 2 2
''

1

4 4 8 8 4 12'' .
1 1

x x x x x
y

x

x x x x x xy
x x

 + − + − − =
+

− − − + −
= =

+ +

Со изедначување на вториот извод на функцијата со 0, добиваме:

( )
( )

( )
2

2
32

1 2 3

4 3
'' 0 4 3 0

1

3, 0, 3.

x x
y x x

x

x x x

−
= =  − =

+

= − = =

Со испитување на знакот во околина на превојните точки се добива:

( ) ( ), 3 , '' 0 − −  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3,0 , '' 0 −  x f x функцијата е конкавна,

( ) ( )0, 3 , '' 0  x f x функцијата е конвексна,

( ) ( )3, , '' 0   x f x функцијата е конкавна.

Бидејќи лево и десно од точките 1 2 33, 0, 3= − = =x x x , вториот извод на функцијата има 
различни знаци, следува дека овие точки се превојни точки, 

( )1 2 3
3, 3,3, , 0,0 , 3, .

2 2
P P P
   −
−      
   

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 2 2 2 4 2 2' .
1 1 1

x x x x x xy
x x x

+ −  + − −
= = =

+ + +
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Për qartësi më të madhe rezultatet e fituara do t’i fusim në tabelë:
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Detyra për punë të pavarur

1. Cakto intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit të lakore:

               a) y = 2x³ – x² + 5;                 b) y = 4x – 4x³ – 4; 
               c) y = 3x² – 5x + 2;                ç) y = 2x⁴ – 12x².
2. Cakto pikat e infleksionit të lakores:

x ( ), 3− − 3− ( )3,0− 0 ( )0, 3 3 ( )3,

( )''f x - 0 + 0 - 0 +

( )f x конвексна 3
2

−
конкавна 0 конвексна 3

2

конкавна

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата:
a) 3 22 5;y x x= − + б) 4 34 4 4;y x x= − −
в) 5 43 5 2;y x x= − + г) 4 22 12 .= −y x x

2. Определи ги превојните точки на кривата:

a) ;
1

xy
x

=
+

б) 2 .
1+

x
x

3. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одреди ги
превојните точки

а)
3

2 , 1
1

xy x
x

=  
−

б)
2 2 , 1;

1
x xy x

x
−

=  −
+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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b)

3. Cakto intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit të lakores dhe cakto pikat e infleksionit: 

x ( ), 3− − 3− ( )3,0− 0 ( )0, 3 3 ( )3,

( )''f x - 0 + 0 - 0 +

( )f x конвексна 3
2

−
конкавна 0 конвексна 3

2

конкавна

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата:
a) 3 22 5;y x x= − + б) 4 34 4 4;y x x= − −
в) 5 43 5 2;y x x= − + г) 4 22 12 .= −y x x

2. Определи ги превојните точки на кривата:

a) ;
1

xy
x

=
+

б) 2 .
1+

x
x

3. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одреди ги
превојните точки

а)
3

2 , 1
1

xy x
x

=  
−

б)
2 2 , 1;

1
x xy x

x
−

=  −
+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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b) c)

d)ç) dh)

12. Shqyrtimi i vijimit dhe skicimi i grafikut të funksionit

Për ta vizatuar grafikun e funksionit y = f(x), është e nevojshme së pari ta analizojmë vijimin e 

grafikut të funksionit, nëpërmjet këtyre katër hapave:

1.	 Fusha e përkufizimit të funksion it; 

2.	 Çift/tek i funksionit dhe periodicitetit i tij; 

3.	 Pikëprerjet e grafikut të funksionit me boshtet e koordinatave (zero, prerja me boshtin y); 

4.	  Asimptotat e funksionit; 

5.	 Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisë; 

6.	 Pikat e infleksionit, konkavitetit dhe konveksitetit.

Grafikun e funksionit e skicojmë në bazë të të dhënave të fituara për sjelljen e funksionit dhe për 

formën e grafikut të tij. Skema e përmendur jo patjetër të vijohet me radhë.

x ( ), 3− − 3− ( )3,0− 0 ( )0, 3 3 ( )3,

( )''f x - 0 + 0 - 0 +

( )f x конвексна 3
2

−
конкавна 0 конвексна 3

2

конкавна

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата:
a) 3 22 5;y x x= − + б) 4 34 4 4;y x x= − −
в) 5 43 5 2;y x x= − + г) 4 22 12 .= −y x x

2. Определи ги превојните точки на кривата:

a) ;
1

xy
x

=
+

б) 2 .
1+

x
x

3. Определи ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одреди ги
превојните точки

а)
3

2 , 1
1

xy x
x

=  
−

б)
2 2 , 1;

1
x xy x

x
−

=  −
+

в) 2ln , 0;y x x x= 

г) 2 ;xy x e= д)
1

, 0xy xe x=  ; ѓ) 2 ln , 0.y x x x= 

12. Испитување на тек и скицирање на график на функција

За да го нацртаме графикот на функцијата  , потребно e прво да го анализираме 
текот на графикот на функцијата, преку следните чекори: 

                          

Графикот на функцијата го скицираме врз основа на добиените податоци за однесувањето 
на функцијата и за обликот на нејзиниот график. Наведената шема не мора да се следи 

1. Дефиниционата област на функцијата;
2. Парноста/непарноста на функцијата и нејзината периодичност;
3. Пресечните точки на графикот на функцијата со координатите оски (нули,

пресек со y - оската);
4. Асимптоти на функцијата;
5. Екстремни вредности и интервали на монотоност;
6. Превојни точки, конкавност и конвексност.
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konvekse konveksekonkave konkave
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Preferohet të gjitha të dhënat me radhë të futen te tabela, dhe njëkohësisht të futen edhe në 

sistemin koordinativ. 

Shqyrtimi i vetive të funksionit dhe skicimi i grafikut të tij do ta shqyrtojmë nëpërmjet disa shembujve. 

 Shembulli 1  Ta shqyrtojmë dhe skicojmë grafikun e funksionit y = 2x² – 3x + 1. 

1.	Fusha e përkufizimit të funksionit është përkufizuar për çdo x ∈ , pra prej këtu Df = . 

2.	Çift/tek i funksionit 

 f(–x) = 2(–x)² – 3(–x) + 1 = 2x² + 3x + 1 ≠ f(x).

	 Funksioni nuk është çift: 

 f(–x) = 2(–x)² – 3(–x) + 1 = 2x² + 3x + 1 = –(–2x² – 3x – 1) = –f(x).
	  Funksioni nuk është tek. Domethënë funksioni nuk është as çift, as tek. 

3.	Pikëprerjet me boshtet koordinative 

Prerja me boshtin x (zero e funksionit) 

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност

Пример 1
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 dhe 

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност

Пример 1
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Pikat e prerjes me boshtin x janë 

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.
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 dhe B(1, 0)

Prerje me boshtin y
x = 0, 2 ⋅ 0² – 3 ⋅ 0 + 1 = 1. 

Pika e prerjes me boshtin y është C(0, 1). 

4.	Asimptotat e funksionit 

	 Asimptotë horizontale nuk ka pasi 

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.
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	 Asimptotë vertikale nuk ka, pasi funksioni është përkufizuar për çdo x ∈ . Asimptota e 

pjerrët është e formës y = kx + n. 

Pasi 

редоследно. Се препорачува сите податоци постепено да се внесуваат во табела, и воедно 
да се внесуваат и во координатниот систем. 

Испитувањето на својствата на функцијата и скицирањето на нејзиниот график ќе го 
разгледаме преку неколку примери.

         Да го испитаме и скицираме графикот на функцијата 22 3 1.= − +y x x

1. Дефинициона област на функција
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функција

( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 3 1− = − − − + = + + f x x x x x f x .
Функцијата не е парна:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 ,f x x x x x x x f x− = − − − + = + + = − − − −  −

Функција не е непарна. Значи функцијата е ниту парна, ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

2
1 2

10, 2 3 1 0, и 1.
2

y x x x x= − + = = =

Точките на пресек со x - оската  се ( )1 ,0 и 1,0 .
2

А B 
 
 

Пресек со y - оската
20, 2 0 3 0 1 1.x =  −  + =

Точкaтa на пресек со y - оската е ( )0,1 .C

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема, бидејќи:

( ) ( )2 2
2

3 1lim lim 2 3 1 lim 2 .
x x x

y f x x x x
x x→ → →

 = = − + = − + =  
 

Вертикална асимптота нема, бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Коса асимптота е од обликот .= +y kx n
Бидејќи:

( ) 22 3 1lim lim ,
→ →

 − +
= = =  

 x x

f x x xk
x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.
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 vijon se grafiku i funksionit nuk ka asimptotë të pjerrët. 

5.	Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisë



58

Domethënë funksioni për 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.

Слика 13
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 ka minimum lokal,

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.

Слика 13

58

Pika 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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 është minimum lokal i grafikut. 

Për monotoninë e funksionit kemi: 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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 d.m.th., për 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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 funksioni rritet, 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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d.m.th., për 

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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 funksioni zvogëlohet. Nëse shqyrtimin e 

bëjmë nëpërmjet tabelës, kemi:

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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6.	 Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit y’’ = 4 > 0 për çdo x ∈  lakorja nuk ka pika të 

infleksionit dhe në gjithë intervalin konkav (i future), ndërsa grafiku i tij nuk e ka formën “U”. 

Grafiku i funksionit është dhënë në figurën 13.

' 4 3,
3' 0, 4 3,
4

y x

y x x

= −

= = =

'' 4 0.y = 

Значи функцијата за 3
4

=x има локален минимум, 

2

min
3 3 3 12 3 1
4 4 4 8

   = = − + = −   
   

y y .

Точката 
3 1,
4 8

 − 
 

D е точка на локален минимум па графикот.

За монотоноста на функцијата имаме:
3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3 ,
4

   
 

x функцијата расте,

3' 4 3 0, 4 3, ,
4

= −   y x x x т.е. за 
3,
4

  − 
 

x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:
x 3,

4
 − 
 

3 ,
4

 + 
 

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
'' 4 0,= y за секој ,x кривата нема превојни точки и на целиот интервал е 

конкавна (вдлабната), а нејзиниот график го има обликот “ ”.

Графикот на функцијата е даден на слика 13.
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  Figura 13
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 Shembulli 2  Ta shqyrtojmë vijimin dh eta skicojmë grafikun e funksionit y = x⁴ – 4x³ . 
1.	 Fusha e përkufizimit 

	 Funksioni është përkufizuar për çdo x ∈ , pra prej këtu Df  = . 

2.	 Çift/tek i funksionit : 

f(–x) = (–x)⁴ – 4(–x)³ = x⁴ + 4x³ ≠ f(x).
	 Funksioni nuk është çift. 

f(–x) = (–x)⁴ – 4(–x)³ = x⁴ + 4x³ = –(–x⁴ – 4x³) = –f(x).
	 Funksioni nuk është tek. Domethënë funksioni nuk është as çift as tek. 

3.	 Prerjet me boshtet e koordinatave. 

	 Prerja me boshtin x (zero të funksionit) 

y = 0, x⁴ – 4x³ = x³(x – 4) = 0, x₁ = 0 ve x₂ = 4.
	 Pikat e prerjes me boshtin x janë A(0, 0) dhe B(4, 0)
	 Prerjet me boshtin y: 

x = 0, 0⁴ – 4 ⋅ 0³ = 0.
	 Pika e prerjes me boshtin y është A(0,0). 
4.	 Asimptotat e funksionit 

	 Asimptotë horizontale nuk ka pasi:

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 

4 34 .y x x= −

1. Дефинициона област
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функцијата:

( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 34 4− = − − − = + f x x x x x f x
Функцијата не е парна.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 4 34 4 4f x x x x x x x f x− = − − − = + = − − −  −

Функцијата не е непарна. Значи функцијата е ниту парна ниту непарна.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

( )4 3 3
1 20, 4 4 0, 0 и 4.y x x x x x x= − = − = = =

Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B

Пресек со y - оската:
4 30, 0 4 0 0.x = −  =

Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:

( ) ( )4 3 4 4lim lim 4 lim 1 .
x x x

y f x x x x
x→ → →

 = = − = − =  
 

Вертикална асимптота нема бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Косата асимптота е од облик .= +y kx n Бидејќи

( ) ( )
4 3

3 2 34 4lim lim lim 4 lim 1 ,
→ → → →

 −  = = = − = − =    
  x x x x

f x x xk x x x
x x x

следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Есктремни вредности и интервали на монотоност

( )3 2 2' 4 12 4 3y x x x x= − = −

( )2
1 20 4 3 0 0, 3y x x x x =  − =  = =

2'' 12 24 .y x x= −
За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( ) 2'' 0 12 0 24 0 0y =  −  = ,
од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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	 Asimptotë vertikale nuki ka pasi funksionit është përkufizuar për çdo x ∈  Asimptota e 

pjerrët është e formës y = kx + n. Pasi 

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 
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Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B
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Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:
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од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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	 vijon se grafiku i funksionit nuk ka asimptotë të pjerrët. 

5.	 Vlera ekstreme dhe interval të monotonisë

        Да го испитаме текот и да го скицираме го графикот на функцијата 

4 34 .y x x= −

1. Дефинициона област
Функцијата е дефинирана за секој ,x па оттука fD = .

2. Парност/непарност на функцијата:
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Функцијата не е парна.
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Пресек со x - оската (нула на функцијата)

( )4 3 3
1 20, 4 4 0, 0 и 4.y x x x x x x= − = − = = =

Точките на пресек со x - оската се ( ) ( )0,0 и 4,0 .А B

Пресек со y - оската:
4 30, 0 4 0 0.x = −  =

Точкaта на пресек со y - оската е ( )0,0A .

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота нема бидејќи:

( ) ( )4 3 4 4lim lim 4 lim 1 .
x x x

y f x x x x
x→ → →

 = = − = − =  
 

Вертикална асимптота нема бидејќи функцијата е дефинирана за секое .x
Косата асимптота е од облик .= +y kx n Бидејќи

( ) ( )
4 3
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следува дека графикот на функцијата нема коси асимптоти.

5. Есктремни вредности и интервали на монотоност

( )3 2 2' 4 12 4 3y x x x x= − = −

( )2
1 20 4 3 0 0, 3y x x x x =  − =  = =

2'' 12 24 .y x x= −
За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( ) 2'' 0 12 0 24 0 0y =  −  = ,
од каде не можеме да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 

1 0x = .
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	 Për derivatin e dytë zë funksionit te pika x₁ = 0  kemi y’’(0) = 12 ⋅ 0² – 24 ⋅ 0 = 0 prej 

ku nuk mund të themi se funksioni a ka ekstrem lokal në pikën x₁ = 0.
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Për derivatin e dytë të funksionit në pikën x₂ = 3 kemi y’’(3) = 12 ⋅ 3² – 24 ⋅ 3 > 0 pra vijon se 

funksioni në pikën x₂ = 3 ka minimum lokal 
За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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Pika C(3, –27) është pika e minimumit lokal. 

Me shqyrtimin e shenjës së derivatit të parë të funksionit kemi 
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Графикот на функцијата е скициран на слика 14.
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 d.m.th., për x ∈ (3, ∞) funksioni rritet, 

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,
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 d.m.th., për x ∈ (–∞, 3) funksioni zvogëlohet. 

Nëse shqyrtimin e bëjmë nëpërmjet tabelës, kemi

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
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конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.

60

6. Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit 

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.

60

 

Derivati i dytë y“ e ndryshon shenjën gjatë kalimit nëpër pikat x₁ = 0 dhe x₂ = 2, pasi 

y’’ = 12x² – 24x = 12x(x – 2) > 0, x ∈ (–∞, 0) ∪ (2, ∞) d.m.th., në këto interval funksioni është 

konkav dhe y’’ = 12x² – 24x = 12x(x – 2) < 0, x ∈ (0, 2) d.m.th., në këto interval funksioni është 

konveks. 

Për pikat x₁ = 0 kemi x₂ = 2

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 2'' 3 12 3 24 3 0y =  −   ,

па следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 
( ) 4 3

min 3 3 4 3 27y y= = −  = − .
Точката ( )3, 27−C е точка на локален минимум.
Со испитување на знакот на првиот извод на функцијата добиваме:

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( )3, x функцијата расте,

( ) ( )2' 4 3 0 3 0, 3,= −   −  y x x x x т.е. за ( ),3 −x функцијата опаѓа.

Ако испитувањето го направиме преку табела, добиваме:

x ( ),3− ( )3,+

'y - +

6. Превојни точки и интервали на закривеност
( )

( )

2

1 2

'' 12 24 12 2 ,

0 12 2 0 0 2.

y x x x x

y x x x x

= − = −

 =  − =  =  =

Вториот извод ''y го менува знакот при премин низ точките 1 0x = и 2 2x = , бидејќи
( ) ( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, ,0 2,= − = −   −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција 

е конкавна и
( ) ( )2'' 12 24 12 2 0, 0,2= − = −  y x x x x x т.е. во овие интервали функција е 

конвексна.
За точките 1 0x = и 2 2x = имаме

( )
( )

4 3

4 3

0 0 4 0 0,

2 2 4 2 16.

y

y

= −  =

= −  = −

Превојни точки се ( )1 0,0P и ( )2 2, 16 .−P

За поголема прегледност добиените резултати ќе ги внесеме во табела:

x ( ), 0− ( )0, 2 ( )2,

y + - +
y конкавна конвексна конкавна

Графикот на функцијата е скициран на слика 14.

60

Pika e infleksioni janë P₁(0, 0) dhe P₂(2, –16) 
Për qartësi më të madhe rezultatet e fituara do t’i fusim në tabelë:
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 Figura 14

 Shembulli 3  Për ta shqyrtuar vijimin dhe skicimin e grafikut të funksionit 
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3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

Пример 3
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	 Funksioni është tek, që do të thotë se grafiku i tij është simetrik në lidhje me fillimin e 
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5. Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonisë 

Prej

 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:
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x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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Derivati i dytë i funksionit është 

. 
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само позитивните вредности на .x
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Për derivatin e dytë të funksionit në pikën x₁ = 0 kemi ’(0) = 0 , prej ku nuk mund të themi se 

funksioni a ka ekstrem lokal në pikën x₁ = 0. 
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симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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, prej ku x₂ = √
–3  vijon 

se funksioni 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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në pikën  

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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 ka minimum lokal 

Për derivatin e dytë të funksionit në pikën x₃ = –√
–3 kemi 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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 nga e cila rrjedh 

se funksioni në pikën x₃ = –√
–3 ka maksimum lokal 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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Pika 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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 është pika e maksimumit lokal. 

Pasi x² > 0 dhe (x² – 1)² > 0 për çdo x ∈ , kemi se y’ > 0 kur  

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x
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, funksion i rritet derisa pra kur 

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Од

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 3 2 23 4 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2 2

3 1 2 33 3 2 3 ,
1 1 1 1 1

x x x x x xx x x x x xy
x x x x x

 − − −  − − − = = = = = −  − − − −

добиваме дека 
2 2 2 20 ( 3) 0 0 3 0y x x x x =  − =  =  − =

т.е. 
2

1

2 2
2/3

0 0

3 0 3 3.

x x

x x x

=  =

− =  =  = 
Вториот извод на функцијата е:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 24 2

2 2 32 2 2

3 2 33

1 1 1

x x x xx xy
x x x

    − +−    = = =
   − − −   

.

За вториот извод на функцијата во точката 1 0x = имаме ( )'' 0 0y = , од каде не можеме 

да кажеме дали функцијата има локален екстрем во точката 1 0x = .

За вториот извод на функцијата во точката 2 3x = имаме ( ) 3
12 3'' 3 0

8
y =  , од каде

следува дека функцијата во точката 2 3x = има локален минимум, 

( )min
3 33

2
y y= = .

Точката 
3 33, .

2
 
  
 

е точка на локален минимум.

За вториот извод на функцијата во точката 3 3x = − имаме ( ) 3
12 3'' 3 0
8

y −
− =  , од

каде следува дека функцијата во точката 3 3x = − има локален максимум,

( )min
3 33

2
y y= = − .

Точката 
3 33, .

2
 
− −  
 

е точка на локален максимум.

Бидејќи 2 0x и ( )22 1 0− x за секој x , имаме дека ' 0y кога

( ) ( )2 3 0 , 3 3,x x−    − −   , функцијата расте додека пак кога

( )2 3 0 3, 3 ,x x−    − функцијата опаѓа.

Видовме дека функцијата е непарна што значи дека графикот на функцијата е 
симетричен во однос на координатиот почеток. Затоа можеме да ги разгледуваме 
само позитивните вредности на .x

63

 funksioni zvogëlohet. 

Vërejtëm se funksioni është tek që do të thotë se grafiku i funksionit është simetrik në lidhje me 

fillimin e koordinatave. Prandaj mund t’i shqyrtojmë vetëm vlerat pozitive të x.



64

Nëse shqyrtimin e bëjmë nëpërmjet tabelës, kemi: 

6.	 Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit

barazimi x² + 3 = 0 nuk ka zgjidhje reale, pasi e kemi vetëm pikën x = 0  dhe y(0) = 0. Si 

kandidat për pikën e infleksionit është  P(0, 0). 
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Сега можемо да го нацртаме графикот на функцијата. На слика 15 ќе биде даден 

графикот само за позитивните вредности на .x
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 Figura 15 

Funksioni është tek d.m.th., grafiku i funksionit është simetrik ndaj fillimit të koordinatave dhe ai e 

ka formën të dhënë te Figura 16:

 Figura 16

Shembulli 4  Ta shqyrtojmë vijimin dhe skicimin e grafikut të funksionit 
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. Fusha e 

përkufizimit të funksionit 

x + 2 ≠ 0 ⇔ x ≠ –2, 
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. 
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2.	 Çift/tek të funksionit 

	 `

2. Парност/непарност на функцијата

( ) 1 1ln ln
2 2

− + −
− = =

− + −
x xf x
x x

.

Функцијата не е ниту парна ниту непарна, тоа можеме да го заклучиме и поради 
тоа што дефиниционата област не е симетрична.

3. Пресеци со координатите оски
Пресек со x - оската (нула на функцијата)

1 10, ln 0 ln1 1 1 2 0 1
2 2

x xy x x x
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+ +

= = =  =  + = +   =
+ +

,

што значи дека функцијата нема нули. 
Пресек со y - оската
Функцијата има пресек со y - оската, бидејќи за 0x = функцијата има вредност

1(0) ln .
2

y =

Точката која е пресек со y - оската е 
10, ln
2

A 
 
 

.

4. Асимптоти на функцијата
Хоризонтална асимптота
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па следува дека 1= −x е вертикална асимптота од десно.
Коса асимптота нема, бидејќи во правата y kx n= + , коефициентот 0k = , т.е.
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	 Funksioni nuk është as çift as tek, atë mund ta përfundojmë edhe për shkak të asaj që 

fusha e përkufizimit nuk është simetrike. 
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, 
që do të thotë se funksioni nuk ka zero.
Prerje me boshtin y 

Funksioni ka prerje me boshtin y, pasi për x = 0 funksioni ka vlerë 
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4.	 Asimptotat e funksionit 
	 Asimptota horizontale Pasi 
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vijon se y = 0 është asimptotë horizontale.
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pra vijon se x = −1 është asimptotë vertikale prej të djathtës.
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5.		  Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonies 
	 E caktojmë derivatin e parë të funksionit: 

Për ta shqyrtuar sjelljen e derivatit të parë të funksionit, e formojmë tabelën: 

Funksioni rritet në gjithë fushën e përkufizimit (–∞, –2) ∪ (–1, ∞), pra funksioni nuk ka vlera 

ekstreme. Mospasja e vlerave ekstreme vërehet edhe prej asaj që në asnjërën prej fushës së 

përkufizimit, derivati i parë nuk ka vlerë 0. 
6.	 Pikat e infleksionit dhe intervalet e lakimit 
E caktojmë derivatin e dytë të funksionit: 

Për ta shqyrtuar sjelljen e derivatit të parë të funksionit, e formojmë tabelën: 

 Grafiku i funksionit është dhënë te Figura 17

5. Екстремни вредности и интервали на монотоност
Го определуваме првиот извод на функцијата:
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За да го испитаме однесувањето на првиот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

1+x - +
2+x - +

'y + +
y

Функцијата расте на целата дефинициона област ( ) ( ), 2 1,− −  −  , па функцијата 
нема екстремни вредности. Немањето на екстремни вредности се согледува и од тоа што 
во ниту една од дефиниционата област, првиот извод нема вредност 0.

6. Превојни точки и интервали на закривеност
Го одредуваме вториот извод на функцијата:
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За да го испитаме однесувањето на вториот извод на функцијата, ја составуваме 
табелата:

( ), 2− − ( )1,− 

2 3+x - +
-1 - -

''y + -
y  

Графикот на функцијата е даден на слика 17.
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 Figura 17

Detyra për punë të pavarur 

1. Shqyrto vijimin dhe skico grafikun e funksionit:  

2. Shqyrto vijimin dhe skico grafikun e funksionit: 

Слика 17

Задачи за самостојна работа

1. Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата:
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13. Zbatimi i derivatit për zgjidhjen e problemeve të ekstremebe 

Këtu do të japim disa shembuj te të cilët do ta shqyrtojmë derivatin e parë dhe të dytë për zgjidhjen 

e problemeve praktike. 

Shembulli 1  Perimetri i një drejtkëndëshi është 20 njësi. Sa duhet të jetë gjatësia e brinjëve të 

drejtkëndëshit që syprina të jetë më e madhe? 

Brinjët e drejtkëndëshit le t’i shënojmë me a dhe b. Prej formulës për perimeter të drejtkëndëshit 

kemi P = 2a+2b.

Domethënë:

2a + 2b = 20 ⇒ a + b = 10 ⇒ b = 10 – a.
Syprina e drejtkëndëshit njehsohet sipas formulës S = a ⋅ b.Me zëvendësimin, kemi, 

13. Примена на извод за решавање на проблеми од екстреми

Овде ќе дадеме примери во кои ќе ја разгледаме примената на првиот и вториот извод за 
решавање на практични проблеми. 

     Нека периметарот на еден правоаголник е 20 единици. Колкава треба да 
биде должината на страните на правоаголникот за да плоштината биде најголема?

Нека страните на правоаголникот ги означиме со а и b . Од формулата за периметар на 
правоаголник имаме 2 2= +L a b . Значи:

2 2 20 10 10 .+ =  + =  = −а b a b b a

Плоштина на правоаголник се пресметува по формулата .P a b=  Со замена на 10= −b a ,
добиваме:

( ) ( ) 210 10P а a a a a= − = − .

( )' 10 2 0 2 10 5.P а a a a= − =  =  =

За да провериме дали за добиената вредност на должината на страната a , плоштината е 
најголема, мораме да го најдеме вториот извод. 
Вториот извод ( )'' 5 2 0,P = −  т.е. во било која точка е помал од нула. Заклучуваме дека за 

5=a единици плоштината е максимална.  
Страната 10 10 5 5b a= − = − = единици.
Значи најголема плоштина од сите правоаголници со ист периметар има квадратот со 
страна 5=а ,  и плоштината е 5 5 25P =  = квадратни единици.

          Нека должината на една отсечка е 20 cm. Да се подели отсечката на два 
дела, така што збирот на кубовите на двата дела да е најмал. 

Нека деловите од отсечката ги означиме со а и b .
Имаме дека 20 20 .+ =  = −а b b a
Со S да го означиме збирот од нивните кубови: 

( ) ( )

3 3

33 20 .

S а b

S a a a

= +

= + −

( ) ( ) ( ) ( )
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2 22 2

2 2
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S
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= 
Значи за 10=а , S има најмала вредност, па деловите од отсечката се 10 и 10.

     Во правоаголен триаголник со страни 15, 20 и 25 е впишан правоаголник 
така што две темиња на правоаголникот лежат на хипотенузата на триаголникот.  Колкава 
е максималната плоштина на впишаниот правоаголник?

Пример 1

Пример 2

Пример 3
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Kulmet e trekëndëshit do t’i shënojmë me A, B, dhe C, por të drejtkëndëshit me 

P Q R, dhe S (figura 18). Syprina e drejtkëndëshit është S=SQ— • RQ—. Prej kushtit të detyrës kemi  

AB—= 25, BC—= 15, AC—= 20 dhe brinjët e drejtkëndëshit t’i shënojmë me  SQ— = a,  RQ—= b,. Le 

të jetë CM—  lartësia e lëshuar ndaj hipotenuzës së trekëndëshit ABC dhe C–N është lartësia e 

lëshuar ndaj hipotenuzës së trekëndëshit SRC. Ta gjejmë varësinë ndërmjet SQ— = a dhe  RQ—= b. 

Prej figurës 18 vërejmë se: ∆ABC ∼ ∆SRC. Prej ngjashmërisë së trekëndëshave vijon se brinjët 

përkatëse janë proporcionale.

 Figura 18

Ta caktojmë tani CM—. Syprina e ΔABC mund të njehsohet në dy mënyra: 

Të zëvendësojmë te proporcionet 

Ngel ta caktojmë 

Темињата на триаголникот ќе ги означиме со ,A B и C , а на правоаголникот со , ,P Q R и
S (слика 18). Плоштината на правоаголникот е P PQ RQ=  . Од условот на задача имаме 

25, 15, 20AB BC AC= = = и страните на правоаголникот да ги означиме со 

,PQ a RQ b= = . Нека CM e висината спуштена кон хипотенузата на триаголникот ABC

и CN e висината спуштена кон хипотенузата на триаголникот SRC . Да ја најдеме 
зависноста меѓу PQ a= и RQ b= . Од слика 18 гледаме дека: ABC SRC  . Од 
сличностa на триаголниците следува дека соодветните страни се пропорционални.     

Слика 18

,ABC SRC

АB CM
SR CN

 

=

Да го најдеме сега CM .
Плоштината на ABC може да се пресмета на два начина: 

2 2
25 15 20

12.

AB CM AC BC

CM

CM

 
=

 = 

=

Да замениме во пропорцијата:
25 12
a CN
= .

Останува да го најдеме CN , 12 12CN CM MN RQ b= − = − = − , бидејќи MN RQ=

( )

( )

25 12 ,
12

12 25 12 ,
25 12 .
12

=
−

= −

= −

a b
a b

a b
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Për syprinën e drejtkëndëshit kemi:

Vijimisht, ta gjejmë derivatin e parë S (b) :

Domethënë për b = 6 syprina e drejtkëndëshit është maksimale. Ngel edhe ta gjejmë brinjën a dhe 

syprinën maksimale. 

Domethënë syprina maksimale e drejtkëndëshit të këtillë të brendashkruar te trekëndëshi kënddrejtë 

është 75. 

Shembulli 4  Prej copës së kartonit në formë të katrorit me brinjë 8 cm, te çdo kënd prehet nga 

një katror (si te Figura 19), dhe në këtë mënyrë formohet kutia. Do t’i gjejmë dimensionet për të cilat 
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Figura 19
Kutia paraqet prizmi katërkëndor i rregullt me vëllim: 

Vlera kritike për x (vlera maksimale ose minimale) do ta fitojmë kur derivatin e parë të funksionit 

V(x) do ta barazojmë me 0. 

Nga ana tjetër gjatësia e brinjës patjetër të jetë pozitive, d.m.th., 8 – 2x > 0 ⇒ –2x > –8 ⇒ 2x < 8 ⇒ x < 4 

domethënë x mund të pranojë vlerë prej intervalit (0, 4). Prej këtu zgjidhja e vetme është 
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. 

Kjo vlerë e vëllimit a është maksimale? 

Mund të përfundojmë se për 
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 , vëllimi është maksimal dhe vlera e tij është 

Për gjatësinë e brinjës së bazës së kutisë kemi: 
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Shembulli 5  Prodhues i kutive për deponim të ushqimit dëshiron të bëjë konserva në formë 

të cilindrit me vëllim 1000cm3. Do t’i gjejmë dimensionet e cilindrit për të cilët çmimi i konservës në 

formë të cilindrit do të jetë më e vogël.

Figura 20 

Ql çmimi i konservës së jetë më e vogël, duhet të gjenden vlerat e rrezes dhe lartësisë për të cilat 

syprina e cilindrit do të jetë më e vogël. Le të jetë h lartësia e cilindrit dhe r është rrezja e cilindrit. 

Vëllimi i cilindrit është 

                  Производител на кутии за складирање на храна сака да направи конзерва 
во форма на цилиндар со волумен 31000cm . Ќе ги најдеме димензиите на цилиндарот 
за кои цената на конзервата во форма на цилиндар ќе биде најмала.

Слика 20

За да цената на конзервата биде најмала, треба да се најдат вредностите на радиусот и 
висината за кои плоштината на цилиндарот ќе биде најмала.
Нека h е висината на цилиндарот и r е радиусот на цилиндарот.
Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Од формулата на волуменот ќе ја најдеме врската помеѓу r и h . Висината може да се
изрази преку радиусот на следниот начин:
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Плоштината на цилиндарот е збир од плоштина на основите ( 2r  ) и плоштината на 
правоаголникот ( 2r h ) (слика 21) :
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Tani për syprinën është funksioni S(r) : Сега плоштината е функција ( )P r :

2 2000( ) 2P r r
r

= + .

Треба да се внимава, радиусот r да е поголем од нула ( )0r . Со наоѓање на првиот 
извод се добива

2

2000'( ) 4P r r
r

= − .

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула.
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За да најдеме дали за оваа вредност плоштина е минимална мора да го најдеме вториот 
извод:

3

4000''( ) 4 .P r
r

= +

3

4000(5,41) 4 0.
(5,41)

P  = + 

Значи за 5,41 cmr  , плоштината на цилиндарот е минимална. За висината добиваме дека 

е: 2 2

1000 1000 10,88 cm.
(5,41)

h
r 

= =  Па минималната вредност на плоштината на цилиндарот 

е:

2 22 2 553,58 cmP r r h = +  .

               Во прав конус со радиус на основата 4 cm и висина  6 cm впишан е 
цилиндар со максимален волумен. Ќе го најдеме волуменот на цилиндарот.
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S

Duhet pasur kujdes, rrezja r të jetë më e madhe se zero (r>0). Me gjetjen e derivatit të parë fitohet 
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Për gjetjen e vlerës ekstreme, derivatin e parë e barazojmë me zero. 
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Domethënë për r ≈ 5,41, syprina e cilindrit është minimale. Për lartësinë kemi se është: 
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 Pra, vlera minimale e syprinës së cilindrit është 
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Shembulli 6  Te koni i drejtë me rreze të bazës 4 cm dhe lartësinë 6 cm është brendashkruar 
cilindri me vëllim maksimal. Do ta gjejmë vëllimin e cilindrit. 
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Le të jetë H lartësia e konit dhe R është rrezja e bazës së konit, derisa r dhe h janë rrezja dhe 
lartësia e cilindrit, përkatësisht. Vëllimi i cilindrit është V = πr²h Është e nevojshme vëllimi të varet 
vetëm prej një ndryshore r ose h, përkatësisht të shprehet nëpërmjet r ose h.

Нека H е висината на конусот и R е радиусот на oсновата на конусот, додека r и h се
радиусот и висината на  цилиндарот, соодветно. Волуменот на цилиндарот е 2V r h= .
Потребно е волуменот да зависи само од една променлива  r или h , односно да се изрази
преку r или h .

Слика 22

Нека ,AB R PQ r= = , a C e врвот на конусот. Од слика 22, можеме да видиме дека 
 ABC PQC и нивните соодветни страни се пропорционални.  Па ја имаме следнава 
пропорција:

,
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4 6 ,
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6 24 4 ,
4 24 6 ,
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2
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PQ QC
R H
r H h

r h
r h
h r

h r
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=
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= −
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Сега во формулата за волумен на цилиндарот да ја замениме висината:
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V r r r

V r r r
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 = − 
 

 = − 
 
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 Figura 22
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Tani te formula për vëllimin e cilindrit ta zëvendësojmë lartësinë: 
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 ABC PQC и нивните соодветни страни се пропорционални.  Па ја имаме следнава 
пропорција:

,

,

4 6 ,
6

6 24 4 ,
4 24 6 ,

36 .
2

АB BC
PQ QC
R H
r H h

r h
r h
h r

h r

=

=
−

=
−

= −
= −

= −

Сега во формулата за волумен на цилиндарот да ја замениме висината:

( )

( )

2

2 3

36 ,
2
36 .
2

V r r r

V r r r





 = − 
 

 = − 
 
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Me gjetjen e derivatit të parë kemi Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

Për gjetjen e vlerës ekstreme, derivatin e parë e barazojmë me zero: 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

Fitojmë se r1 = 0 ose 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

. Por nëse r1 = 0 atëherë edhe V = 0 sipas kësaj nuk është vëllimi 

më i madh. Domethënë vlera ekstreme e vetme fitohet për 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

. Për të shikuar se për këtë vlerë 

vëllimi a është maksimal e kërkojmë derivatin e dytë 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

Domethënë për  

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

, vëllimi i cilindrit është maksimal. Për lartësinë kemi se është: 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

  Pra vlera maksimale e vëllimit të cilindrit është: 

Со наоѓање на првиот извод се добива

29'( ) 12 .
2

V r r r  = − 
 

За наоѓање на екстремната вредност, првиот извод го изедначуваме на нула:

( )

2

2

2

912 0,
2

912 0,
2

24 9 0,
3 8 3 0.

r r

r r

r r
r r

  − = 
 

− =

− =

− =

Добиваме дека 1 0=r или 2
8
3

=r .  Но ако 1 0=r тогаш и 0=V по тоа не е најголемиот 

волумен. Значи единствена екстремна вредност се добива за 2
8 cm
3

r = . За да видиме 

дали за оваа вредност волуменот е максимален го бараме вториот извод:

( )''( ) 12 9 3 4 3 ,

8 8'' 3 4 3 12 0.
3 3

V r r r

V

  

 

= − = −

   = − = −    
   

Значи за 8 cm
3

r = , волуменот на цилиндарот е максимален. За висината добиваме дека е:

3 86 2 cm.
2 3

h = −  = Па максималната вредност на волуменот на цилиндарот е:

2
2 38 1282 cm .

3 9
V r h    = = = 

 

        Производителот на маици, одредува дека за да продаде x нови маици, 

цената на една маица треба да биде изразена преку функцијата 
16( )p x

x
= .

Производителот исто така определува дека трошоците за производство на x нови маици 
се дадени со функцијата ( ) 20 1,5C x x= + . Производителот сака да ја најде цената за една 
маица за која ќе има максимална добивка.

Вкупниот трошок се пресметува со: 

( ) ( ) ( )Фиксни трошоци+ Променливи трошоци Број на произведени единициC x = 

Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

Shembulli 7  Prodhuesi i këmishave, cakton se për të shitur x këmisha të reja, çmimi i një 
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Вкупниот приход се пресметува со: ( ) ( ) ( )Број на единици Цена по единицаR x = 

Пример 7

76

. 

Prodhuesi gjithashtu cakton se shpenzimet për prodhim të x këmishave të reja janë dhënë me 

funksionin C(x) = 20 + 1,5x. Prodhuesi dëshiron ta gjen çmimin për një këmishë për të cilën do 

të ketë fitim maksimal. 

Shpenzimi i përgjithshëm njehsohet me: 

C(x) = Shpenzime fikse + (Shpenzime të ndryshueshme)∙(Numri i njësive të prodhuara) 

Të ardhurat e përgjithshme njehsohet me R (x) = (Numri i njësive) ∙ (Çmimi sipas njësisë) 
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Përfitimi i përgjithshëm njehsohet me: P(x)= Të ardhurat e përgjithshme – Shpenzimet e 

përgjithshme. 

Për gjetjen e fitimit maksima, duhet së pari ta gjejmë derivatin e parë të funksionit të fitimit P’(x), 
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=  = = .

Функцијата на добивка:

( )
( )

( ) ( )

16 20 1.5

16 20 1.5

16 1.5 20.

P x R x C x

x x

x x

x x

= −

= − +

= − −

= − −
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За да видиме дали оваа вредност е максимална го бараме вториот извод:. 
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 

Бидејќи ( )P x е негативен, добивката ќе биде максимална кога ќе се произведат 28 маици.
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Për gjetjen e fitimit maksimal e kërkojmë derivatin e parë të P(x). 
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Për gjetjen e pikës stacionare: 
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Për të vërejtur se kjo vlerë a është maksimale e kërkojmë derivatin e dytë. 
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За да видиме дали оваа вредност е максимална го бараме вториот извод:. 

( )
'

3

8 41.5 .P x
x x

  = − = − 
 

Бидејќи ( )P x е негативен, добивката ќе биде максимална кога ќе се произведат 28 маици.
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Pasi P’(x) është negative, fitimi do të jetë maksimal kur do të prodhohen 28 këmisha.



78

Fitimi maksimal është Максималната добивка е (28) 16 1.5 20 22,66P x x= − − = .

Значи, производителот прави максимална добивка од 22,66 парични единици кога ќе 
произведе 28 маици.

Цената на една маица треба да биде
16( ) 3,
28

p x = = за да се оствари максимална 

добивка.

Задачи за самостојна работа

1. Бројот 15 подели го на два собироци, така што нивниот производ да биде најголем.
2. Бројот 180 подели го на два собироци така што збирот на квадратот на првиот

собирок помножен со два и квадратот на вториот собирок помножен со три да биде
најмал.

1. Даден е триаголник со страна 10 cm и висина 4 cm. Во триаголникот е впишан
правоалолник, така што две негови темиња лежат на дадената страна, а другите
две на останатите страни на триаголникот.  Најди ги страните на правоаголникот,
така што  плоштината на правоаголникот да биде најголема

2. Од парче картон во форма на правоаголник со страни 10 cm и  8 cm, од секое теме
се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
кутија ќе биде најмала.

5. Во елипсата 2 24 9 36+ =x y впишан е рамнокрак триаголник со најголема плоштина 
така што основата на триаголникот е паралелна на поголемата оска на елипсата, а 
едно теме на триаголникот е теме и на елипсата. Да се најде плоштината на 
триаголникот.

6. Околу топка со радиус 6 cm опишан е конус  со најмал волумен. Да се пресмета
плоштината на конусот.

7. Функцијата на побарувачка на еден производ е 100
2
1

+−= px , каде p е цената на 

производот, а функцијата на трошоци е ( ) 147202 ++= xxxC . Да се определи 
максималната добивка (заработувачка)?   
(Упатство: Функцијата на приход е производ од побарувачката и цената по единица 
производ)

8. Вкупните дневни трошоци и вкупните дневни приходи на една млекара се дадени

со функциите ( ) 100030 += xxC и ( ) xxxR 50
500
1 2 +−= , соодветно. Да се определи

дневното производство за кое се остварува максимална добивка. Колку изнесува
максималната добивка?
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. 

Domethënë, prodhuesi bënë fitim maksimal prej 22,66 njësi parash kur do të prodhon 28 këmisha. 

Çmimi i një këmishe duhet të jetë 
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произведе 28 маици.

Цената на една маица треба да биде
16( ) 3,
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p x = = за да се оствари максимална 

добивка.
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се отсекува по еден квадрат, и на тој начин се формира отворена кутија.  Да се
најдат димензиите за кои кутијата ќе има најголем волумен.

3. Од сите рамнокраки триаголници со периметар 15, најди ги димензиите на
триаголникот кој има најголема плоштина.

4. Производител на кутии сака да направи кутија во форма на паралелопипед со
волумен 3500cm .  Да се најдат димензиите на  паралелопипедот за кои цената на 
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, përkatësisht. Të 

caktohet prodhimi ditor për të cilën realizohet fitimi maksimal. Sa është fitimi maksimal?
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14. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 

1. Cakto derivatin e funksionit: 

	 a) y = x – 4 në pikën x₀ = 5,		  b) y = x² + 3 në pikën x₀ = 1, 

	 c) y = (2x + 1)² në pikën x₀ = 2,		  ç) 

14. Задачи за повторување на модуларната единица
1. Определи го изводот на функцијата:

а) 4y x= − во точката 0 5,x = б) 2 3y x= + во точката 0 1,x =

в) ( )22 1y x= + во токата 0 2,x = г) 
2 3xy
x
+

= во точката 0 1.=x

2. Определи го изводот на функцијата, со примена на соодвената формула:

а) 4 12 ,y x
x

= +                                    б) 2 3 2y x x= ,

в) 34y x= г) 3
4

1 2 .y x
x

= +

3. Определи го изводот на функција:
а) 25 4ln ,y x x= − б) 4

2log 3 ,xy x e x= + +

в) 3 5 ,x xy e= +  г) 2 ,
1

xy
x

=
−

д) 
1

xy
x

=
+

ѓ) ln .
ln

x xy
x x
−

=
+

4. Определи го  изводот на функцијата:
а) ln cos ,y x x=  б) 32 ln ,y x x=

в) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

г) 3
ln ,xy
x

=

д) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

ѓ) ( )2 1 ,xy x e= +

e) ( )2 3 4 ,xy x x e= + − ж) .
xey

x
=

5. Определи го изводот на сложената функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) 3 22 3,y x= +

в) 
3 2x xy e −= г) 5ln ,y x=

д) ( )ln 1 ,y x x= − − ѓ) 
2

2
1ln ,
1

xy
x

+
=

−

е) 
2ln ,

1 2
xy

x
=

−
ж) ( )2 22 1 ,xy x e= +

з) ln 2 ,xy e x= ѕ) 2 3.xy e x=

6. Определи го изводот на функцијата:

а)
2 3 4 ,x xy е + += б) 3 22 3,y x= +
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в) 3 5 ,x xy e= +  г) 2 ,
1

xy
x

=
−

д) 
1

xy
x

=
+

ѓ) ln .
ln

x xy
x x
−

=
+

4. Определи го  изводот на функцијата:
а) ln cos ,y x x=  б) 32 ln ,y x x=

в) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

г) 3
ln ,xy
x

=

д) 2
ln ,

1
xy
x

=
+

ѓ) ( )2 1 ,xy x e= +

e) ( )2 3 4 ,xy x x e= + − ж) .
xey

x
=

5. Определи го изводот на сложената функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) 3 22 3,y x= +

в) 
3 2x xy e −= г) 5ln ,y x=

д) ( )ln 1 ,y x x= − − ѓ) 
2

2
1ln ,
1

xy
x

+
=

−

е) 
2ln ,

1 2
xy

x
=

−
ж) ( )2 22 1 ,xy x e= +

з) ln 2 ,xy e x= ѕ) 2 3.xy e x=

6. Определи го изводот на функцијата:

а)
2 3 4 ,x xy е + += б) 3 22 3,y x= +
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b)a)

c)

d)

e) f)

ç)
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14. Задачи за повторување на модуларната единица
1. Определи го изводот на функцијата:

а) 4y x= − во точката 0 5,x = б) 2 3y x= + во точката 0 1,x =
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2 3xy
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+

= во точката 0 1.=x
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ѓ) ln .
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=
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+
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xy
x

+
=
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е) 
2ln ,

1 2
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x
=

−
ж) ( )2 22 1 ,xy x e= +

з) ln 2 ,xy e x= ѕ) 2 3.xy e x=

6. Определи го изводот на функцијата:

а)
2 3 4 ,x xy е + += б) 3 22 3,y x= +
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b)

c) ç)
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в) ( )22 1y x= + во токата 0 2,x = г) 
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+

= во точката 0 1.=x
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= +                                    б) 2 3 2y x x= ,
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1 2 .y x
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3. Определи го изводот на функција:
а) 25 4ln ,y x x= − б) 4

2log 3 ,xy x e x= + +

в) 3 5 ,x xy e= +  г) 2 ,
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xy
x

=
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1

xy
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=
+

ѓ) ln .
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=
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4. Определи го  изводот на функцијата:
а) ln cos ,y x x=  б) 32 ln ,y x x=

в) 2
ln ,
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=
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г) 3
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=

д) 2
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=
+
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5. Определи го изводот на сложената функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) 3 22 3,y x= +
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3 2x xy e −= г) 5ln ,y x=
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=
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b)
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7. Cakto derivatin e dytë të funksionit: 

8. Cakto intervalet e monotonies dhe vlerat ekstreme të funksionit: 

9. Cakto intervalet e konveksitetit dhe konkavitetit të lakores dhe cakto pikat e infleksionit:    

10. Skico grafikun e funksionit: 

в) 21 xy x −= г) ln .xy x=

7. Определи го вториот изводот на функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) ( )2ln 2 ,y x x= +

в) 2 22 3 5,y x x= − + г) 1 .
1

xy
x

−
=

+

8. Определете ги интервалите на монотоност и екстремните вредности на функцијата:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

9. Определете ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одредете ги
превојните точки:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

10. Скицирај го графикот на функцијата:

а) 21
2

x
xy

+
= ;     б) 

42

2

−
=

x
xy ;  в) 

x
ey

x

= ;  г) ( )1ln 2 += xy .
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ç)c)в) 21 xy x −= г) ln .xy x=

7. Определи го вториот изводот на функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) ( )2ln 2 ,y x x= +

в) 2 22 3 5,y x x= − + г) 1 .
1

xy
x

−
=

+

8. Определете ги интервалите на монотоност и екстремните вредности на функцијата:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

9. Определете ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одредете ги
превојните точки:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

10. Скицирај го графикот на функцијата:

а) 21
2

x
xy

+
= ;     б) 

42

2

−
=

x
xy ;  в) 

x
ey

x

= ;  г) ( )1ln 2 += xy .
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ç)

b)

c)

в) 21 xy x −= г) ln .xy x=

7. Определи го вториот изводот на функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) ( )2ln 2 ,y x x= +

в) 2 22 3 5,y x x= − + г) 1 .
1

xy
x

−
=

+

8. Определете ги интервалите на монотоност и екстремните вредности на функцијата:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

9. Определете ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одредете ги
превојните точки:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

10. Скицирај го графикот на функцијата:

а) 21
2

x
xy

+
= ;     б) 

42

2

−
=

x
xy ;  в) 

x
ey

x

= ;  г) ( )1ln 2 += xy .
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a) b)

c) ç)

в) 21 xy x −= г) ln .xy x=

7. Определи го вториот изводот на функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) ( )2ln 2 ,y x x= +

в) 2 22 3 5,y x x= − + г) 1 .
1

xy
x

−
=

+

8. Определете ги интервалите на монотоност и екстремните вредности на функцијата:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

9. Определете ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одредете ги
превојните точки:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

10. Скицирај го графикот на функцијата:

а) 21
2

x
xy

+
= ;     б) 

42

2

−
=

x
xy ;  в) 

x
ey

x

= ;  г) ( )1ln 2 += xy .
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a) b)

c) ç)

в) 21 xy x −= г) ln .xy x=

7. Определи го вториот изводот на функцијата:

а) ( )125 7 ,y x= + б) ( )2ln 2 ,y x x= +

в) 2 22 3 5,y x x= − + г) 1 .
1

xy
x

−
=

+

8. Определете ги интервалите на монотоност и екстремните вредности на функцијата:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

9. Определете ги интервалите на конвексност и конкавност на кривата и одредете ги
превојните точки:

а)
2 5 7 ,

2
x xy

x
− +

=
−

б) ,
1

xy
x

=
−

в) ( )1 ,xy x e= − г) 2 6 7.y x x= − + −

10. Скицирај го графикот на функцијата:

а) 21
2

x
xy

+
= ;     б) 

42

2

−
=

x
xy ;  в) 

x
ey

x

= ;  г) ( )1ln 2 += xy .
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b) c) ç)
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Njësia modulare 2 – Njehsimi integral 
(për drejtimin ekonomik)
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1. Integrali i pacaktuar 

Detyra e njehsimit diferencial është të merret me gjetjen e derivative të funksionit të dhënë  y = f(x). 
Njehsimi integral zgjidh problem të kundërt të problemit për gjetjen e derivatit. Ai problem është në 

realitet caktimi i funksionit derivati i të cilit është i ditur. Pikërisht për këtë shkak, njehsimi integral 

kuptohet si operacion invers i njehsimit diferencial.

Përkufizimi 1: Le të jetë dhënë funksioni f të përkufizuar në intervalin (a, b). Çdo funksion 

diferenciabil f i përkufizuar në intervalin (a, b) ashtu që 

 f ’(x) = f(x), x ∈ (a, b) , 
quhet funksion primitiv për funksionin f.

Shembulli 1  Për funksionin 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                    За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е 

( )
4

,
4
xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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, funksioni primitiv është 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                    За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е 

( )
4

,
4
xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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, pasi  

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                    За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е 

( )
4

,
4
xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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. 

Por nëse e shqyrtojmë edhe funksionin 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                    За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е 

( )
4

,
4
xF x x=  , бидејќи ( ) ( )

4
3 ,

4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .
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диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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Prej këtu vijon teorema:
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Teorema 2: Le të jenë F(x) dhe G(x) funlsione primitive të ndryshme të funksionit F(x) në 

intervalin (a, b). Atëherë për funksionin G(x) vlen G(x) = F(x)+C ku C ∈ 



83

Vërtetim: Nëse F(x) dhe G(x) janë funksione primitive të ndryshme të funksionit f(x) në intervalin 

(a, b), atëherë vlen 

Доказ: Ако ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), ,а b тогаш важи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x f x G x f x x а b = =  .

Нека ( ) ( ) ( )H x G x F x= − , од каде ќе следува дека

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0H x G x F x f x f x  = − = − = .

За ( ) 0H x = имаме дека ( ) ,H x C=

па според тоа ( ) ( )C G x F x= − , т.е. ( ) ( )G x F x C= + , C .  ▄

Операцијата на наоѓање на примитивна функција на дадена функција се нарекува 
интегрирање. Оваа операција е инверзна на диференцирањето односно на наоѓањето 
извод на функција.

Но, кај диференцирањето забележавме дека функцијата е еднозначно определена, што не 
е случај кај интегрирањето. Тоа го забележавме и од пример 1.

Од теорема 1 можеме да заклучиме дека секоја функција има бесконечно многу 
примитивни функции.

Исто така, од теорема 2 можеме да заклучиме дека наместо да се наоѓаат сите примитивни 
функции на дадена функција, доволно е да се најде само една, која било од нив. Ако се 
најде само една примитивна функција, сите останати се добиваат со додавање на 
константа C .

Множеството од сите примитивни функции на функцијата f , можеме да го означиме како: 
( ) |F x C C+  .

Дефиниција 2: Множеството од сите примитивни функции на дадена функција f се 
нарекува неопределен интеграл. 

Неопределениот интеграл на функцијата f се означува со:

( )f x dx .
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Le të jetë H(x) = G(x) – F(x) , prej ku vijon se 

Доказ: Ако ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 
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Множеството од сите примитивни функции на функцијата f , можеме да го означиме како: 
( ) |F x C C+  .

Дефиниција 2: Множеството од сите примитивни функции на дадена функција f се 
нарекува неопределен интеграл. 

Неопределениот интеграл на функцијата f се означува со:

( )f x dx .
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Për H’(x) = 0 kemi se H(x) = C  

pra sipas kësaj C = G(x) – F(x), d.m.th., G(x) = F(x) + C, C ∈  �  ▄

 

Operacioni për gjetjen e funksionit primitiv të funksionit të dhënë quhet integrim. Ky operacion 

është invers i diferencimit përkatësisht i gjetjes së derivatit të funksionit. 

Por, te diferencimi vërejtëm se funksioni është njëvlerësisht i përcaktuar, që nuk është rast tek 

integrimi. Atë e vërejtëm te shembulli 1. 

Prej teoremës 1 mund të përfundojmë se çdo funksion ka pafundësisht shumë funksione primitive. 

Gjithashtu, prej teoremës 2 mund të përfundojmë se në vend të gjenden të gjitha funksionet 

primitive të funksionit të dhënë, mjafton të gjendet vetëm një, cilado prej tyre. Nëse gjendet vetëm 

një funksion primitiv, të gjitha të tjerat fitohen me shtuarjen e konstantes C. 

Bashkësinë e të gjitha funksioneve primitive f, mund ta shënojmë si: 

{F(x) + C | C ∈ }.

Përkufizimi 2: Bashkësia prej të gjitha funksioneve primitive të funksionit të dhënë f quhet 

integral i pacaktuar. 
Integrali i pacaktuar i funksionit f shënohet me: 

∫f(x)dx
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Sipas kësaj, mund të shkruajmë se Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2

1 
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Te përkufizimi 2, f(x) quhet integranl ose funksioni nënintegral por f(x) dx quhet shprehje 
nënintegrale.

Konstanta C pra te 
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интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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 quhet konstanta e integrimit 

Shembulli 2  Pasi 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2

1 
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, vijon se 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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 është funksion primitiv i 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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. Pra 

mund të shkruajmë se 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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1
 
Gjej funksionin primitiv të funksionit: 

a)	

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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    	 b) 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2
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Vërejtëm se funksioni i dhënë mund të ketë pafund shumë funksione primitive. Por, jo çdo funksion 

ka primitive. Mund të theksojmë se çdo funksion i vijueshëm ka primitive. 

Nëse për funksionin e dhënë f i përkufizuar në intervalin (a, b)  ekziston funksion primitiv, atëherë 

themi se funksioni f është integrabil në intervalin (а, b). 
Pjesa e matematikës e cila merret me caktimin e funksionit primitiv, d.m.th., me njehsimin e 

integraleve, si edhe zbatimi i tyre quhet njehsimi integral. 
Nëse dëshirojmë gjeometrikisht ta sqarojmë konceptin e integralit të pacaktuar, atëherë pasi e 

përkufizuam si bashkësi prej funksioneve primitive, lirisht mund të themi se integrali i pacaktuar 

paraqet bashkësi prej lakoreve në rrafsh, të cilat janë grafikët e funksioneve primitive dhe quhen 

lakore integrale. 

Për ta gjetur lakoren integrale e cila kalon nëpër pikën e dhënë A(x₀, y₀), atëherë me zëvendësim 

të koordinatave të pikës në y = f(x) + C, do ta fitojmë konstantën e integrimit, d.m.th. 

y₀ = F(x₀) + C, prej ku  C = y₀ – F(x₀).. 

Atëherë lakorja integrale e kërkuar e cila kalon nëpër pikën A(x₀, y₀) e ka barazimin  

y = f(x) + y₀ – F(x₀).
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Do t’i shqyrtojmë këto shembuj: 

Shembulli 3  Do të tregojmë se është funksion 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4
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 primitiv funksioni 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x
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x
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график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
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3 12
4
xF x x x

x
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 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:
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x
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Nëse njehsojmë derivatin prej funksionit , do të fitojmë:
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2
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 = + = + 

 
.
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2
4
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Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .
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Shembulli 4  Do ta caktojmë atë funksion primitiv f të 

Ќе ги разгледаме следните примери:
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2
4
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41 91 2 1
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F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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xy x= + − .
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 grafiku i të cilës kalon 

nëpër pikën A(1, 2). 

Funksioni primitiv i funksionit 
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4
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 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:
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=
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 është 

Ќе ги разгледаме следните примери:
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+
=
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е примитивна функција на функцијата 
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.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:
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3 12
4
xF x x x
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 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:
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=
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Ќе ги разгледаме следните примери:
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Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
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график минува низ точката ( )1, 2A .
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2
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 
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 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
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2
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xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:
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=
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Me zëvendësimin e koordinatave të pikës në A(1, 2), kemi 
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график минува низ точката ( )1, 2A .
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 
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 
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Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
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2
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Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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Ќе ги разгледаме следните примери:
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( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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Domethënë lakorja integrale e kërkuar e cila kalon nëpër pikën A(1, 2) e ka barazimin, 

y = f(x) + y₀ – F(x₀) d.m.th., 
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Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
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Задачи за самостојна работа
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Detyra për punë të pavarur 
1. Cakto nga një funksion primitiv për funksionin: 

          		  a)  
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1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме 

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4
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2. Trego se 2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ;          б) ( ) .xf x e=

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
основни интеграли

Од дефиницијата на неопределениот интеграл следуваат следните својства:

Доказ: 1. Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f на интервалот 

( ),а b , односно ( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 

Тогаш имаме: ( )( ) ( )( ) ( ) ( ).f x dx F x C F x f x  = + = =

Теорема 1: Aко функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b , тогаш важи:

1. Изводот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралната функција, т.е.

ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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4. Cakto atë funksion primitiv f i f grafiku i të cilës kalon nëpër pikën A(0,2), nëse
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2. �Vetitë themelore të integralit të pacaktuar dhe tabela e integraleve 
themelore 

Prej përkufizimit të integralit të pacaktuar vijojnë këto veti:

Teorema 1: Nëse funksioni f është integrabile në intervalin (a, b) , atëherë vlen: 

 1.	 Derivati i integralit të pacaktuar është i barabartë me funksionin nënintegral, d.m.th.,nëse 

∫f(x) dx = f(x) + C atëherë C ∈  

(∫f(x) dx)’ = f(x), x ∈ (a, b).
 2.	 Diferenciali i integralit të pacaktuar është i barabartë me shprehjen nënintegral, d.m.th., 

nëse ∫f(x) dx = f(x) + C, atëherë C ∈ 

                                          d(∫f(x) dx) = f(x) dx, x ∈ (a, b).
 3.	 Integrali i pacaktuar prej diferencialit të funksionit primitiv f(x) është i barabartë 

me   f(x) + C, C ∈ , d.m.th., vlen: 

 ∫df(x) = ∫f ’(x) dx = ∫f(x) dx = f(x) + C, x ∈ (a, b). 

Vërtetim: 1. Funksioni f le të jetë funksion primitiv i funksionit në intervalin (a, b) , përkatësisht 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ .

Atëherë kemi: (∫f(x) dx)’ = (f(x) + c)’ = f’(x) = f(x) 
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 2.	 Funksioni f le të jetë funksion primitiv i funksionit f në intervalin (a, b), përkatësisht 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ . 

	 Atëherë kemi: d(∫f(x) dx) = d(f(x) + c) = f’(x) dx = f(x) dx, x ∈ (a, b)
 3.	 Funksionit f le të jetë funksion primitiv i funksionit f në intervalin (a.b), përkatësisht 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ . 

Atëherë kemi: ∫df(x) = ∫f ’(x) dx = ∫f(x) dx = f(x) + C, x ∈ (a, b) � n 

Teorema 1 tregon se diferencimi dhe integrimi janë operacione inverse. 

Gjatë njehsimit të integralit të pacaktuar, vlejnë vetitë e dhëna në këtë teoremë:

Teorema 2: 

1.	 Nëse funksionet f dhe g janë integrabile në intervalin (a, b) , atëherë shuma e tyre 

(f + g) dhe ndryshimi i tyre f-g janë funksione integrabile në intervalin (a, b)  dhe vlen 

∫(f(x) ± g(x)) dx = ∫f(x) dx ± ∫g(x) dx, x ∈ (a, b).

 2. Nëse funksioni f është integrabile në intervalin (a, b)  dhe nëse k ∈ \{0}, atëherë edhe 

funksioni k ⋅ f  është integtrabile dhe vlen 

∫k ⋅ f(x) dx = k∫f(x) dx, x ∈ (a, b).

 

Vërtetim: 1. Te njehsimi diferencial vlen se: d(f(x) ± g(x)) = df(x) ± dg(x). Nëse këtë barazim e 

integrojmë nga të dy anët, fitojmë: 

∫d(f(x) ± g(x)) = ∫(df(x) ± dg(x)). 

Me shfrytëzimin e 3. Prej teoremës 1, kemi: 

                        ∫(df(x) ± dg(x)) = ∫d(f(x) ± g(x)) = f(x) ± g(x) = ∫df(x) ± ∫dg(x).. 

2.	 Pasi vlen: d(∫k ⋅ f(x) dx) = kd(∫f(x) dx), ndërsa duke e shfrytëzuar 2. Prej teoremës 1, 

	 kemi: d(∫k ⋅ f(x) dx) = k∫f(x) dx.� n 
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Vetitë të vërtetuara te teorema 2 janë të njohura si veti themelore për integrim. 
Në bazë të përkufizimit të integralit të pacaktuar dhe tabelës së derivateve themelore, mund ta 

shkruajmë tabelën e integraleve themelore. 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1
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Me shfrytëzimin e vetive themelore të integralit të pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore, do 

të zgjidhim disa shembuj: 

Shembulli 1  T’i zgjidhim këto integrale të pacaktuara: 

a)   
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Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1
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	 b) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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   	c) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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88

 	   ç) 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1
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a) Me shfrytëzimin e tabelës me integrale themelore, d.m.th., integrali i dytë themelor, kemi: 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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b) Me shfrytëzimin e tabelës me integrale themelore dhe rregulla për integrim të shumës dhe 

ndryshimit të funksioneve, kemi: 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

Пример 1
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c) Së pari do të bëjmë transformimin e funksionit nënintegral, ndërsa pastaj do ta shfrytëzojmë 

integralin tabelar të dytë 

 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= +

Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:
                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:
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ç) Nëse e përshkruajmë ndryshe funksionin nën integral, do të fitojmë:



89

Për shkak të shënuarit e thjeshtë, nuk do të shkruajmë më shumë konstante te rezultati, ndërsa 

drejtpërdrejt në fund do të shkruajmë vetëm një konstante. 

1   Zgjidhi integralet e pacaktuara: 

a)
 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

1 

    Пр   и  м   ер      2
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	 b) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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	 c) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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Shembulli 2  Do t’i zgjidhim këto integrale të pacaktuara: 

a)
 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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b) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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	 c) 

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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Me shfrytëzimin e tabelës së integraleve themelore, si edhe të rregullave për integrim, do të kemi:

a)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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b)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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c)

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во рeзултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ; б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

б)

( )22 24 4 2 2 4
5

3 3 3

4

2 1 ln
4

1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x

x C
x

−− − −
−

++ + +  = = = + = + + =  − 

= − +

   

в)

( )( ) ( ) ( )

( )

23
2 2

2 2

2

1 11 1
1 1

.
ln 2

x x xx xx x x
x x

x
x

x x

e e ee dx dx e e dx e dx e dx dx
e e

e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     
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90

2
 
 Zgjidhi integralet e pacaktuara: 

		  a) 

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1 12 5
10

x x

x dx
+ −−

 ;  б) 2

11 x xdx
x

 − 
  .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ; в) ( )21x
dx

x
+

 ; 

г) x x x dx ;  д) dx
xxx 







−+

43

321
; ѓ) ( )322 x dx+ .

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
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3. Metoda e zëvendësimit 
Për zgjidhjen e integralit të pacaktuar është e domosdoshme të zbatohen metoda të caktuara 
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Vërtetim: Funksioni f është funksion primitiv i funksionit f. Atëherë sipas përkufizimit do të vlen 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ , x ∈ (a, b). Do të përkufizojmë funksion Φ(t) = F(φ(t)), t ∈ (α, β)

Nëse e diferencojmë funksionin Ф do të fitojmë Φ’(t) = F’(φ(t)) ⋅ φ’(t), t ∈ (α, β)

Prej këtu fitojmë se funksioni Ф është funksion primitiv i funksionit f(φ(t))φ’(t) 

Kjo do të thotë se prej përkufizimit të integralit të pacaktuar do të kemi: 

∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C.

Nëse marrim parasysh se x = φ(t), atëherë; 

 ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C = f(x) + C.

Me shfrytëzimin e metodës së zëvendësimit, pjesë prej funksionit nënintegral zëvendësohet me 

ndryshore të re. Patjetër të theksojmë se nuk ekziston rregull sipas të cilës do të bëhet zëvendësimi 

x = φ(t). Gjithashtu, diferenciali i funksionit të vjetër patjetër të shprehet nëpërmjet diferencialit 

të ndryshores së re. Qëllimi është të fitohen një ose më shumë integrale tabelare të cilët lehtë 

zgjidhen. Pas zgjidhjes së integralit, është e nevojshme të kthehemi te ndryshorja fillestare, duke 

shfrytëzuar zëvendësimin.

Do ta shqyrtojmë këtë shembull: 

Shembulli 1  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција 

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f t t dt t C F t C F x C   =  + = + = + ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така, диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x .

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 
запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 
користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .
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b) c) ç)

a) Për zgjidhjen e këtij integrali mund ta shfrytëzojmë formulën e binomit dh eta shkruajmë funksionin 

(5 – 2x)⁴ nënintegral në formën e zbërthyer. Por, kjo mënyrë merr më shumë kohë. Për këtë shkak 

do ta shfrytëzojmë metodën e zëvendësimit. 

Fusim zëvendësim t = 5 – 2x, prej ku dt = –2dx ose e shprehim diferencialin e funksionit me 
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Prej këtu, 
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( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x .

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 
запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 
користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

Пример 1

91

  



92

b) Krejtësisht në mënyrë të ngjashme integral i pacaktuar nën a) e shfrytëzojmë zëvendësimin t 
= x – 2, dt = dx
б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 

2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 
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c) Te ky shembull në mënyrë të ngjashme të shembujve paraprak, e shfrytëzojmë zëvendësimin 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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, 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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  prej ku kemi 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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ç) Me shfrytëzimin e zëvendësimit ln(x) = t, prej ku 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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, kemi 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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Пример 2

1

92

1
  
Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

a)   

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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    b)  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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     c) 

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 
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Shembulli 2  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

a)  

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 1 t
x
= , 

2

1 dx dt
x

− = , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената ln x t= , од каде 1 dx dt
x

= , добиваме: 

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

     Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .
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më tej me shfrytëzimin e zëvendësimit s = t + 1, ds = dt për integral 
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   
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од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
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 
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Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.
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Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:
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g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
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1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
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x x x x
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e
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 
 
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Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.
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( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .
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( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  
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функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 
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Shembulli 4  Shpenzimet kufitare për prodhimin e një prodhimi janë dhënë me funksionin 
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, ku Q është niveli i prodhimit. Nëse kompania prodhon 2 njësi, shpenzimet e 
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Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со 

функцијата ( )
3

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата 

произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични единици. Ќе ги определиме 
вкупните и фиксните трошоци.

Пример 3

    Пр   и  м   ер      4

93



94

Domethënë, për t’i caktuar shpenzimet e përgjithshme prej shpenzimeve kufitare, do të kemi: 
Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:

( ) ( ) ( )
3

Q

g g Q

eC Q C Q dQ C Q dQ dQ
e

= = =
+   .

Интегралот ќе го решиме со користење на метод на замена:

3Q Q
Q

dtt e dt e dQ dQ
e

= +  =  = , од каде:

( ) ( ) ( ) ln ln | 3 |
3

Q
Q

g g Q

e dtC Q C Q dQ C Q dQ dQ t C e C
e t

= = = = = + = + +
+    .

Од тоа што кога компанијата произведува 2 единици, вкупните трошоци се 2 парични 
единици, ќе ја најдеме вредноста на константата C .

( )2 2C = , т.е. 2 22 ln | 3 | 2 ln | 3 | 0,341.e C C e= + +  = − +  −

Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:

( ) ln | 3 | 0,341QC Q e= + − .

Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ; б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ; в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

2
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Ако функцијата на вкупни трошоци е дадена со ( )C x , каде x е бројот на произведени
единици, тогаш граничните трошоци се пресметуваат како извод од вкупните трошоци

( ) ( )gC x C x= .

Значи, за да ги одредиме вкупните трошоци од граничните трошоци, ќе имаме:
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Значи функцијата на вкупни трошоци е дадена со:
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Фиксните трошоци се трошоците кои компанијата ги има на почетокот и не се поврзани со 
нивото на производство:

( ) 00 ln | 3 | 0,341 1,046C e= + −  .

     Функцијата на граничниот приход е дадена со ( ) 2 1p
gR p e += , каде p  е цената на 

еден производ. Определи ја функцијата на вкупен приход.
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, ku p është çmimi i një 

prodhimi. Cakto funksionin e të ardhurave të përgjithshme. 

Detyra për punë të pavarur
1.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar: 
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 3.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

	

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ; б) 5

1
ln

dx
x x ; в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со функцијата

( )
2

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата произведува 4

единици, вкупните трошоци се 3 парични единици. Oпредели ги вкупните и фиксните 
трошоци.

4. Метод на парцијална интеграција

Методот на замена на променливата не е доволен за да се пресметуваат неопределени 
интеграли на поширока класа од функции. Честопати подинтегралната функција е 
запишана во облик на производ на функција и диференцијал на друга функција, но притоа 
не може да се воведе замена на променливата за да се сведе интегралот на табличен.

Поради тоа пристапуваме кон друг метод за решавање на неопределени интеграли, а тоа 
е методот на парцијална интеграција или методот на интеграција по делови.

Формулата за парцијална интеграција е дадена во следната теорема:

Доказ: Нека ( ): ,F а b → e примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на интервалот

( ),а b . Од дефиницијата на примитивна функција следува дека F e непрекината функција

и за неa важи ( ) ( ) ( ) ( ), , \F x u x v x x a b A =  , каде ( ),А a b e дискретно подмножество.

Поради диференцијабилноста на функциите ( )u x  и ( )v x следува дека и функцијата

( ) ( )u x v x е непрекината на интервалот ( ),а b .

Теорема 1: Ако функциите ( )u x и ( )v x се диференцијабилни функции на интервалот 

( ),а b , тогаш важи формулата за парцијална интеграција 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .

95

b) c)

 4.	 Shpenzimet kufitare për prodhim të një prodhimi janë dhënë me funksionin  

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ; б) 5

1
ln

dx
x x ; в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Граничните трошоци за производство на еден производ се дадени со функцијата

( )
2

Q

g Q

eC Q
e

=
+

, каде Q  e нивото на производство. Ако компанијата произведува 4

единици, вкупните трошоци се 3 парични единици. Oпредели ги вкупните и фиксните 
трошоци.

4. Метод на парцијална интеграција

Методот на замена на променливата не е доволен за да се пресметуваат неопределени 
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 , A ⊂ (a, b)  është bashkësi diskrete. Për shkak të diferenciabilitetit 

të funksioneve u(x) dhe v(x) vijon se edhe funksioni është i vijueshëm në intervalin (a, b).
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Prej këtu vijon se edhe funksioni G(x) = u(x)v(x) – f(x) është i vijueshëm në intervali (a, b). Nëse 

e diferencojmë, kemi: 

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

Пример 1
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Vijon se funksioni G(x)  është funksion primitiv i funksionit u’(x)v(x) në intervalin (a, b) dhe poashtu 
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Formulën për integrim parcial mund ta shkruajmë edhe në formën: 

∫u dv = uv – ∫v du.

Zgjedhja për funksionet u(x) dhe v(x) nuk kryhet sipas rregullave të caktuara, ndërsa në mënyrë 

intuitive 

Nëse zgjedhja për funksionet u(x) dhe v(x) është e gabuar, në vend që ta thjeshtësojë integralin, 

do ta bën më të ndërlikuar për zgjidhje në lidhje me fillestarin.
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b)

a) Për zgjidhjen e integralit do të shfrytëzojmë integrimin parcial në këtë mënyrë. 

Se si u do ta zgjedhim u = x. Me njehsim të derivatit të parë, d.m.th., diferencim kemi du = dx. 

Mbetja prej shprehjes nënintegral është dv, domethënë dv = e–x dx. Prej këtu me integrim kemi 

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:
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                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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Me zëvendësim te formula për integrim parcial do të kemi: 

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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b) Për zgjidhjen e integralit do të shfrytëzojmë integrim parcial në këtë mënyrë: Se si do ta zgjedhim 

u = ln(x). Me njehsim të derivatit të parë, d.m.th., diferencim kemi  

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x  и ( )v x не се врши според определени правила, туку
интуитивно.

Ако изборот за функциите ( )u x  и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 
добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниов начин:
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:
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. Mbetja prej shprehjes 

nënintegral është dv, domethënë dv = dx. Prej këtu me integrim kemi v = ∫dx = x 

Me zëvendësimin te formula për integrim parcial do të kemi: 
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1. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2

1 
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b) c)

 

Shembulli 2  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2
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b)a)

 

Edhe të dy integralet do t’i zgjidhim me metodën e integrimit parcial: 

a) Nëse 

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2
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, me zëvendësim te formula për integrim 

parcial kemi: 

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2
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b) Nëse tek integrali fillestar së pari e shfrytëzojmë metodën e zëvendësimit. Me zëvendësim 

x + 1 = t, dx = dt, kemi:  ∫(x² + x)ln(x + 1) dx = ∫((t – 1)² + t – 1)ln(t) dt = ∫(t² – t)ln(t) dt.  

Më tej me shfrytëzimin e metodës së integrimit parcial, për 

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
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6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
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+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

2
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1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;     в) x

x dx
e .

Да ги решиме неопределените интеграли:

а) lnx xe dx+ ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената

1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .
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Detyra për punë të pavarur
1. Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;       б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

a) x
x dx

e ;  б) 2 lnx xdx .

4. Реши ги неопределените интеграли:

а) ln xdx ;  б) ( )ln 1x x dx− .

х

5. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и 

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 

криволинискиот трапез (слика 1).  Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.
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технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
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5. Koncepti për integral të caktuar 
Koncepti integral i caktuar është koncept fundamental në matematikë dhe shkencat e tjera teknike. 

Së pari të vërejmë cili problem dhe cila ide ka sjellë deri te koncepti integral. Duhet të theksojmë 

se metoda për njehsimin e integralit ekziston shumë para metodave për njehsimin diferencial. 

Dihet se matematikani antik Arkimedi në shekullin III p.e.r. e ka shfrytëzuar metodën për njehsimin 

e integraleve. Ai e ka pasur të ditur se parabola e ndan sipërfaqen e drejtkëndëshit kulmet e të 

cilit janë ta parabola ndërsa dy të tjerët shtrihen te boshti x, në dy sipërfaqe që qëndrojnë 2 : 1. 

Thelbësore deri te koncepti i integralit, ka ndikuar problem për caktimin e syprinës së trapezit të 

lakuar. Së pari do ta paraqesim idenë, përkatësisht metodën deri tek e cila kanë ardhur pavarësisht 

njëri nga tjetri matematikani i madh gjerman Lajbnic dhe matematikani anglez Njutoni të cilët kanë 

jetuar në gjysmën e dytë të shekullit XVII dhe gjysmës së parë të shekullit XVIII. Përkufizimi të cilin 

do ta japim e ka dhënë matematikani gjerman Riman në shekullin XIx, ndërsa shenjën të cilën do 

ta shfrytëzojmë e ka future matematikani francez Furie në shekullin. 

Me trapez të lakuar e nënkuptojmë pjesën prej rrafshit i cili gjendet ndërmjet boshtit x, grafiku i 

dhënë i funksionit jonegativ y = f(x), x ∈ [a, b] dhe drejtëzave x = a dhe x = b dhe të cilat janë 

paralele me boshtin y. Detyra jonë është ta caktojmë syprinën e trapezit të lakuar (figura 1). Ideja 

është ta ndajmë intervalin [a, b] në shumë nënintervale, me të cilën sipërfaqen e trapezit të lakuar 

do ta ndajmë në drejtkëndësha, me të cilët përafërsisht do ta njehsojmë syprinën e trapezit të 

lakuar. 
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 Figura 1

Përkufizimi 1: Me ndarje të segmentit nënkuptojmë bashkësi të fundshme prej pikave 

A
B

y f x= ( )

a b

x a= x b= 

0
Слика 1

Значи овој сегмент го делиме на конечен број сегменти. Да ги разгледаме точките

, , , , , , , , , ,a x x x x x x x x x x b= =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (слика 2)

Слика 2

Со 
ix i ix x − = − 1 ја означуваме должината на i -от сегмент.  Значи ова се должините на сите 

сегменти. И го воведуваме поимот дијаметар на поделба што е еднаков на најголемата 
должина на некој потсегмент т.е. ( ) max

ixi n
d P

 
= 

1
.

Следно, ќе кажеме дека една поделба на сегмент P1 е пофина од поделбата P 2 ако важи
P P2 1 , т.е. поделбата P1 содржи поголем број точки, од поделбата P 2 .  Ова значи

дека ако воведеме уште некоја точка на пример нека тоа биде точката x4 помеѓу точките 
x3 и x4 тогаш новата поделба ќе биде пофина од претходната поделба. (слика 3).

Дефиниција 1: Под поделба на сегменот подразбираме конечно множество од

точки , ,..., ,n nx x x x−0 1 1 така што: 

... n na x x x x b−=     =0 1 1 .
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Vijimisht. Do të tregojmë se një ndarje e segmentit P₁ është më e mire P₂ nëse vlen P₂ ⊂ P₁ 
d.m.th., ndarja përmban numër më të madh të pikave, nga ndarja P₂. Kjo do të thotë se fusim edhe 

ndonjë pikë për shembull ajo le të jetë pika x4 ndërmjet pikave x3 dhe x4 atëherë ndarja e re do të 

jetë më e mire nga ndarja paraprake. (figura 3)
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 Figura 3 
Domethënë është më e mire deri sa përmban më shumë pika prej ndonjë ndarje tjetër. Tani në 

çdonjërën ndarje të këtyre segmenteve do të zgjedhim nga një pikë: ξᵢ ∈ (xᵢ, xᵢ). Te shembulli ynë 

ato janë pikat  ξ₁, ξ₂, ..., ξ₉’(figura 4). Në këto pika do ta njehsojmë vlerën e funksionit y = f(ξᵢ). 
Pasi funksioni f është i vijueshëm në çdo pikë të intervalit [a, b], ekziston f(ξᵢ). Domethënë 

y₁ = f(ξ₁), ..., y₉ = f(ξ₉) do t’i shënojmë këto vlera të grafikut të funksionit (figura 4).

Figura 4 
Tani për çdo segment do të konstruktojmë drejtkëndësh me brinjë Δxᵢ dhe f(ξᵢ) Te Shembulli jonë 

do të konstruktojmë nëntë drejtkëndësha të këtillë (figura 5).

Figura 5

Слика 3

Значи поделбата е пофина доколку содржи повеќе точки од некоја друга поделба.  Сега во 
секој од овие сегменти ќе избереме по една точка: ( ),i i ix x − 1 . Во нашиот пример тоа се

точките ,  1 2 9 (слика 4). Во овие точки ќе ја пресметаме вредноста на функцијата 

( )i iy f = .  Бидејќи функцијата f  е непрекината во секоја точка од интервалот  ,a b ,

постои ( )if  . Значи ( ) ( ),y f y f = =1 1 9 9 и ќе ги означиме овие вредности на графикот 
на функцијата (слика 4).

Слика 4

Сега за секој сегмент ќе конструираме правоаголник со страни i и ( ).if  Во нашиот 
пример ќе конструираме девет вакви правоаголници (слика 5).

Слика 5
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Kemi se gjatësia e drejtkëndëshit është e barabartë me gjatësinë e segmentit përkatës, ndërsa 

gjerësia e drejtkëndëshit është e barabartë me vlerën e funksionit në pikat ξᵢ. Drejtkëndëshat t’i 

shënojmë me Πi. Është e qartë se syprina e çdo drejtkëndëshi do të jetë e barabartë me: 

Shuma e syprinave e të gjitha këtyre drejtkëndëshave mund të shkruhet në këtë mënyrë: 

Është e qartë se kjo syprinë varet prej zgjedhjes së pikave ξᵢ. Nëse zhvendosim ndonjërën prej 

pikave ξᵢ atëherë do të ndryshojë edhe syprina e drejtkëndëshit përkatës. Por atë që duhet ta 

vërtetojmë është se syprina e këtij trapeze të lakuar është përafërsisht i barabartë me shumën e 
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trapezit të lakuar.

Имаме дека должината на правоаголникот е еднаква на должината на соодветниот
сегмент, а ширината на правоаголникот е еднаква на вредноста на функцијата во точките 

i . Правоаголниците да ги означиме со iП . Јасно е дека плоштината на секој правоаголник
ќе биде еднаква на:

( ) ( )
ii i xP П f =  .

Збирот од плоштината на сите овие правоаголници може да се запише на следниот начин:

( ) ( ) ( ) ( )x x xP S f f f  =  +  + + 
1 2 91 2 9

( ) ( )
ii x

i
P S f 

=

= 
9

1
.

Јасно е дека оваа плоштина зависи од изборот на точките i . Ако поместиме некоја од 

точките i тогаш ќе се промени и плоштината на соодветниот правоаголник. Но она што 
можеме да го тврдиме е дека плоштината на овој криволиниски трапез е приближно 
еднаква на збирот од плоштините на правоаголниците. 

Да видиме што ќе се случи ако пак ја додадеме точката x4 и на интервалот од x3 до x4
избереме точка '4 и во оваа точка ќе ја одредиме и вредноста на функцијата y4 . Сега за

сегментот од x3 до x4 ќе конструираме правоаголник. Наместо правоаголникот на

сегментот x3 до x4 ќе имаме два правоаголника од x3 до x4 и од x4 до x4 .
(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
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Në mënyrë intuitive tani është e qartë, se sado që diametrik i ndarjes është më i vogël, d.m.th., 

nëse diametrik i ndarjes tenton kah zero atëherë shuma e syprinave të këtyre drejtkëndëshave do 

të afrohet në mënyrë arbitrare afër deri te syprina e trapezit të lakuar. Kjo na çon deri te përkufizimi. 

Përkufizimi 2: Le të jetë funksioni i dhënë  f: [a, b] → R, le të jetë P është çfarëdo ndarje e 

segmentit [a, b] dhe le të jenë ξᵢ çfarëdo pika të zgjedhura, nga njëra prej çdo nënsegmenti. 

Shuma 

криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Се претпоставува дека фунцијата =y е непрекината на интервалот и

. Со цел да се пресмета плоштината на криволинискиот трапез, 

интервалот ќе го поделиме на n делови со точките:

, ,..., , , ...n n n na x x x x b x x x x− −= =    0 1 1 0 1 1 ,

овие точки се нарекуваат делбени точки.

                 Нека ја разгледамне функцијата 2 1= +y х , Ако аргументот x на функцијата

Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
трапез, но има и други примени во техниката и инженерството. Многу е важно да знаеме 
дека интеграл всушност е збир од бесконечно многу собироци. Оттука и ознаката за 
интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Пример 1 

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент.
Сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f за дадена поделба P и избор 

на точки i .

Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 

сегментот ако постои реален број I така што важи:

( )
( )

( )
( )lim lim

i

n

i xd P d P i
f f I 

→ →
=

=  =0 0 1

односно ако важи:

( )( )( )( ) ( ) ( )( )iP d P f I             − 0 0

Бројот I го означуваме со

( )
b

a

I f x dx= 

и означува определен интеграл од функцијата ( )f x од граница а до граница b .

Границата а ја нарекуваме долна граница на интегралот, додека граница b
горна граница на интегралот. Функцијата ( )f x се нарекува подинтегрална функција,
додека dx е диференцијал на непознатата x , односно ја означува должината на 
потсегментите во поделбата P .
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quhet shuma e integralit të Rimanit për funksionin f për ndarjen e dhënë P dhe zgjedhja e 

pikave ξᵢ. 
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përkatësisht nëse vlen: 
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Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Се претпоставува дека фунцијата =y е непрекината на интервалот и

. Со цел да се пресмета плоштината на криволинискиот трапез, 

интервалот ќе го поделиме на n делови со точките:

, ,..., , , ...n n n na x x x x b x x x x− −= =    0 1 1 0 1 1 ,
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                 Нека ја разгледамне функцијата 2 1= +y х , Ако аргументот x на функцијата
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интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Пример 1 

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент.
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i x
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=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f за дадена поделба P и избор 

на точки i .

Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 
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i xd P d P i
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=  =0 0 1
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( )( )( )( ) ( ) ( )( )iP d P f I             − 0 0

Бројот I го означуваме со

( )
b

a

I f x dx= 

и означува определен интеграл од функцијата ( )f x од граница а до граница b .

Границата а ја нарекуваме долна граница на интегралот, додека граница b
горна граница на интегралот. Функцијата ( )f x се нарекува подинтегрална функција,
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dhe paraqet integral i caktuar prej funksionit f(x) prej kufirit a deri te kufiri b. 

Kufirin a e quajmë kufiri i poshtëm i integralit, derisa b kufiri i lartë i integralit. Funksioni  

f(x) quhet funksioni nënintegral, derisa dx është diferencial i të panjohurës x, përkatësisht e 

paraqet gjatësinë e nënsegmenteve te ndarja P.

Integrali i caktuar në realitet shërben për njehsimin e syprinës së trapezit të lakuar, ndërsa ka 

edhe zbatime të tjera në teknikë dhe inxhineri. Është shumë e rëndësishme të dimë se integrali në 

realitet është shuma prej shumë mbledhësve të pafundshëm. Prej këtu edhe shënimi për integral 

është “i zgjatur S“ që në realitet paraqet shumë. Të përfundojmë, integrali i caktuar është vlera 

kufitare e shumës prej shumë mbledhësve të pafundshëm. 
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Në vazhdim do të përmendim teoremë pa e vërtetuar, e cila është vetia e funksioneve integrabile 

dhe integraleve të caktuar:

Teorema 1: Funksionet  f(x) dhe g(x) janë funksione integrabile në intervalin [a, b] dhe le të jetë 

α, β ∈ . Atëherë funksioni αf(x) + βg(x) është integrabil në intervalin [a, b] dhe vlejnë këto veti:

                   

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 
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i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −
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n

i
f

n


−

=

=  =
1

0

11 1

Бидејќи ( )lim ,
n

f
→

=1 можеме да заклучиме дека .dx =
1

0

1

Пример 1

Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:

(1) ;

(2) ;

(3) ;

(4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +   .

 −=
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b

b

a

dxxfdxxf )()(

0)( =
a

a

dxxf

( )  +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 

103

Teorema e fundit vërtetohet thjesht me zbatimin direkt të përkufizimit për integral të caktuar. 

Shembulli 1  Ta njehsojmë integralin 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:
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Funksioni f(x) = 1 është i vijueshëm në intervalin [0, 1], prej ku vijon se 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:
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 ekziston. Për të 

njehsuar integralin mund ta zgjedhim këtë ndarje 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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n n n
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и lim
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Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:

(1) ;
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(3) ;

(4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +   .
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. Gjatësia e çdonjërit prej 

segmenteve, për shembull është 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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n n n
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 dhe 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
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Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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. Pikat ξᵢ i zgjedhim të jenë të barabarta me vlerën 

e kufirit të djathtë të segmenteve, për shembull për segmentin i zgjedhim 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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 Për shumat 

përkatëse 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 
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 kemi: 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:
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Pasi 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
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 mund të përfundojmë se 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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постои. 
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Shembulli 3  Ta njehsojmë integralin                    Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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и lim
n n→
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1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 
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Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2
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Funksioni f(x) = x është i vijueshëm në intervalin [0, 1], prej ku vijon                    Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2
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 se ekziston. 

Për ta njehsuar integralin mund të zgjedhim këtë ndarje: 
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Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
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постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2
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. Gjatësia e çdo segmenti prej segmenteve është 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
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.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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постои. 
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Пример 1

Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:
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 dhe 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

                   Да го пресметаме интегралот dx
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n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) .
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f

n

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=

=  =
1
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11 1

Бидејќи ( )lim ,
n

f
→

=1 можеме да заклучиме дека .dx =
1

0

1

Пример 1

Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b

и нека ,   .  Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:

(1) ;

(2) ;

(3) ;

(4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +   .

 −=
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b

b
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dxxfdxxf )()(

0)( =
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dxxf

( )  +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 
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. Pikat 

                   Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:
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= =

++ + + + +
=  = = = 
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2 2
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11 1 1 2 1
2 2

Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
n


→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Пример 2
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 i zgjedhim të jenë të barabarta me vlerë të kufirit të djathtë të segmenteve, për shembull 

për segmentin i zgjedhim 

                   Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:
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Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
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
→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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 Për shumat përkatëse kemi: 

                   Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n
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1
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( ) ( ) .
n n

i i

n ni n nf
n n n n n


− −

= =

++ + + + +
=  = = = 

1 1

2 2
0 0

11 1 1 2 1
2 2

Бидејќи: ( )lim lim .
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f
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
→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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Pasi: 

                   Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i
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 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:
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Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
n


→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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104

 

Prej ku mund të përfundojmë se 

                   Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) ( ) .
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
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2 2
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Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
n


→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

6. Основна теорема на интегралното сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот .  Исто така кажавме дека под

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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Njehsimi i integralit të caktuar sipas përkufizimit mund të jetë më i komplikuar. 

Te mësimi i ardhshëm do të jepet formula e Njuton-Lajbnicit që e lehtëson njehsimin e integralit të 

caktuar. 

6. Teorema themelore e njehsimit integral 

Këtu do ta shqyrtojmë teoremën themelore të njehsimit integral të njohur edhe si formula e Njuton-
Lajbnicit, do t’i shqyrtojmë edhe vetitë e integralit të caktuar. 

Kur e përkufizuam integralin e caktuar supozuam se është dhënë funksioni f(x) që është i vijueshëm 

dhe jonegativ në intervalin [a, b]. Gjithashtu treguam se me integral të caktuar e kuptojmë syprinën 

e trapezit të lakuar, e cila është caktuar me grafikun e funksionit f(x) boshti x dhe drejtëzat a dhe 

b (figura 7).
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Figura 7
Sipas përkufizimit, integrali paraqet shumë prej më tepër syprinave të vogla të pafundshme të 

drejtkëndëshave: 

 

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека е 

непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).

Слика 8

Со F е определена плоштината на дел од криволинскиот трапез кога  ,x а b .  Јасно се
гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
намалуваме ќе се намалува и плоштината F (слика 9).
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Për x ∈ [a, b] le ta përkufizojmë funksionin 

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека е 

непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).

Слика 8

Со F е определена плоштината на дел од криволинскиот трапез кога  ,x а b .  Јасно се
гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
намалуваме ќе се намалува и плоштината F (слика 9).
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. Për këtë funksion vlen se është i 

vijueshëm në intervalin [a, b]  dhe është funksion primitiv f(x)  i funksionit në intervalin [a, b]. Kjo 

do të thotë se funksioni mund të jetë përkufizuar edhe si 

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека е 

непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).

Слика 8

Со F е определена плоштината на дел од криволинскиот трапез кога  ,x а b .  Јасно се
гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
намалуваме ќе се намалува и плоштината F (слика 9).
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 , ku konstanta C është 

e çfarëdoshme. 
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x e zmadhojmë do të zmadhohet edhe syprina F, nëse x zvogëlohet do të zvogëlohet edhe 
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Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека е 

непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.
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Figura 9 
Prej këtu mund të përfundojmë se funksioni f(x) është rritës. Ngel ta caktojmë vlerën e konstantes 

C. Për këtë qëllim do të vendojmë x = a edhe fitojmë:

  

Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt  ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).

Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:

( ) ( )
b

a

F b f t dt C S C= + = + ,

што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.
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 do të jetë i barabartë me 0, pasi në vend të trapezit të lakuar 

do të kemi segment (figura 10). 

Figura 10 
Nga ana tjetër nëse vendojmë se x = b, kemi se: 
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që do të thotë se syprina f do të jetë e barabartë me syprinën e gjithë trapezit të lakuar S (figura 7). 

Nëse zëvendësojmë se C = F(a) kemi 
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Formula e fundit është e njohur si formula e Njuton-Lajbnicit. Me këtë e vërtetuam këtë teoremë.
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Teorema 1: (Teorema e Njuton-Lajbnicit) Nëse funksioni f është i vijueshëm në intervalin [a, b] 

dhe nëse f është çfarëdo funksion i tij primitiv, atëherë vlen barazimi:

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)

1

Пример 2

Пример 1
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                                                           (1) 

Kjo teoremë quhet teorema themelore e njehsimit integral, ndërsa barazimi (1) rregulla 
themelore e njehsimit të integrimit ose formula e Njuton-Lajbnicit. 
Formula Njuton-Lajbnic e jep lidhjen ndërmjet integralit të pacaktuar dhe integralit të caktuar dhe 

me këtë në masë të madhe lehtësohet njehsimi i integralit të caktuar. Për ta njehsuar integralin 

e caktuar të funksionit f në intervalin [a, b] mjafton të gjejmë funksionin e tij primitiv f dhe ta 

njehsojmë rritjen e tij te segmenti [a, b]. Domethënë njehsimin e integralit të caktuar e sjellim në 

gjetjen e ndonjë funksioni primitiv që është ekuivalente me njehsimin e integralit të pacaktuar

Shembulli 1  Të njehsojmë 
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равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
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Do të shqyrtojmë dy raste: 

Kur n ≠ –1, në këtë rast 
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, funksioni 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)

1
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 është primitiv për funksionin xn pra kemi

 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
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n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n
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+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)

1
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Për n = –1 , kemi 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
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1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
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dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
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                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b
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f x dx F b F a= − (1)
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, pasi për 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n
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За n = −1,  добиваме 
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dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
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dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
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                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)
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 kemi: 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+
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1
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1
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функцијата nx па добиваме:
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За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
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a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
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3
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                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)
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1
  
Njehso integralin e caktuar 

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а 
равенството (1) основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова 
формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .

Ќе разгледаме два случаи:

Kога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+
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1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:
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+ += = − = −
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За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

                   Да ги решиме определените интеграли:

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:

( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= − (1)

1
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Shembulli 2  T’i zgjidhim integralet e caktuara:
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Për zgjidhjen e integraleve të caktuar do ta shfrytëzojmë formulën e Njuton-Lajbnicit. 

b) Me zgjidhjen e integralit përkatës së pacaktuar kemi: 

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )

4

1

xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .
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Prej këtu për integralin e caktuar do të kemi: 

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
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xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1
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0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
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0

б) ,x dx
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0
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2. Реши ги определените интеграли:
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2 4 2
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2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )
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0

3x dx− ; в) 
3
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1 3 dx
x

 − 
  ; г) ( )
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xe x dx+ .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
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x dx
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 ;  б) 
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2  Zgjidhi integralet e caktuara:   

Detyra për punë të pavarur 
1.	 Zgjidhi integralet e caktuara: 

2.	 Zgjidhi integralet e caktuara:

 3.	 Njehso integralin e caktuar: 

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Со решавање на соодветниот неопределен интеграл добиваме:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) ,xdx
1

0

д) ,dx
x

2

2
1

1
ѓ) .x dx

1
3 2

0

2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1
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7. Integrimi me zëvendësim tek integrali i caktuar 

Sipas formulës së Njuton-Lajbnicit njehsimin e integralit të caktuar e sjellim në gjetjen e ndonjë 

funksioni primitiv që është ekuivalente me njehsimin e integralit të pacaktuar. Tek integrali i 

pacaktuar tanimë e shqyrtuam metodën e integrimit me zëvendësim, i cili sillet te formula: Zgjidhi 

integralet e caktuara.

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1
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xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:
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3 3 4
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1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 
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Këtu do ta fusim zëvendësimin x = φ(t).

Shembulli 1  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 

7. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

Пример 1

1

Пример 2

109

b)
 

a) E fusim zëvendësimin t = x + 2 prej ku dx = dt. Me futjen e zëvendësimit do të ndodhë 

ndryshimi edhe te kufijtë e integralit të caktuar, të cilat për ndryshoren kufijtë e rinj janë ku x = –1 

⟹ t = –1 + 2 = 1 edhe kur x = 1 ⟹ t = 1 + 2 = 3. Me futjen e zëvendësimit dhe kufijtë e rinj të 

njehsuar për ndryshoren e re të future, integralin e zgjidhim si 
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b) E fusim zëvendësimin x + 1 = t, dx = dt . Me futjen e zëvendësimit do të ndodhë ndryshim 

edhe te kufijtë e integralit të caktuar, të cilët janë për ndryshoren. Kufijtë e rinj janë kur  

x = –2 ⟹ t = –2 + 1 = –1 dhe kur t = 0 + 1 = 1. Prej këtu kemi: 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + од каде dx dt= . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената 

смена и пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го 

решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 
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3

2

2 1 б) .xе dx+
2

2 1

1
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1. Njehso integralin e caktuar: 

7. Интеграција со смена кај определен интеграл
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .
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−
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 .
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решаваме како:

( )
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3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
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1
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e
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−
− −

= = = − = − 
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a) E fusim zëvendësimin  t = x – 3, dx = dt. Me futjen e zëvendësimit do të ndodhë ndryshimi 

edhe te kufijtë të integralit të caktuar, të cilët janë për ndryshoren. Kufijtë e rinj janë kur  

x = 4 ⇒ t = 4 – 3 = 1 dhe kur x = 5 ⇒ t = 5 – 3 = 2. Prej këtu kemi: 

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

    Пресметај ги определените интеграли:

а) 
( )

;dx
x +

1

3
0 3 1

b) 
( )

1

2
0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 

добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2

110

 

b) E fusim zëvendësimin t = 2x + 1, dt = 2dx ⇒ dx = (1/2). Me futjen e zëvendësimit do të 

ndodhë ndryshimi edhe te kufijtë të integralit të caktuar, të cilët janë për ndryshoren. Kufijtë e rinj 

janë kur x = 0 ⇒ t = 2 ⋅ 0 + 1 = 1 dhe kur x = 2 ⇒ t = 2 ⋅ 2 + 1 = 5. Prej këtu kemi: 

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .
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5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.
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+ 
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0 3 1
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1
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0 4 3

dx
x − .
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1 x dx+ ;  b) 
9

3
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1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 
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3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 
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2   Njehso integralin e caktuar: 

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )
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dx dt
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= = −  = − + =
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3
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1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 
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Shembulli 3  T’i zgjidhim integralet e caktuara:

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  
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+ 
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b) 
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1
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0 4 3
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x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
3

0

1 x dx+ ;  b) 
9

3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 3 , 2x t= = .  И 
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3 2
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a) E fusim zëvendësimin 

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 
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dx dt
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+ 
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3
0 3 1
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1
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0 4 3

dx
x − .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:
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3

0

1x x dx−

а) Ја воведуваме смената 1 x t+ = , 2 1, 2x t dx tdt= − = . Исто така треба да ги смениме и 
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0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 
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. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe 

kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 0, t = 1 dhe x = 3, t = 2. 

Dhe kemi:  

а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
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= = −  = − + =
+ 
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3
0 3 1
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dx
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а)
5

4 3
dx

x − ;  b) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1
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dx dt
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добиваме:

( )
3 2

22 3
1

0 1

2 2 141 2 8 1 .
3 3 3

x dx t dt t+ = = = − = 

Пример 3

2

110

b)
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b) E fusim zëvendësimin б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe 

kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 1, t = 0 edhe x = 9, 

t = –2. Dhe kemi: 

 

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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3   Zgjidhi integralet e caktuara:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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c)

Shembulli 4  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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a) E fusim zëvendësimin t = x² + 1, dt = 2x dx . Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe kufijtë të 

integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 0, t = 1 edhe x = 1, t = 2. Dhe 

kemi: 

 

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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b) E fusim zëvendësimin x² – 5x + 6 = t, (2x – 5) dx = dt . Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe 

kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin  x = –1, t = 12 edhe x = 0, 

t = 6. Dhe kemi: 

 

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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4   Njehso integralet e caktuara:

б) Ја воведуваме смената 33 1 , 1t x t x= − = − , 23dx t dt= − . Исто така треба да ги смениме 

и границите на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 9 , 2x t= = − . И 

добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 49 2 2 7 4 2
3 2 6 33

0
0 0 0

3 2 3 23 31 1 3 3 3
7 4 7 4

8 1 48 ( 39)3 16 66,85.
7 4 28

t tx x dx t t t dt t t dt
− − − − − 

− = − − = − = − = − 
 

 − =  − − = = 
 

  

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx+
1

3

0

2 1 b) 
4

2

2 3x dx− ;  в) 
1

5

0

2x x dx+ .

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  b) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = .  И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

2b) Ја воведуваме смената x − x +5 6 = t , ( x2 5 ) dx− = dt . Исто така 

треба да ги смениме и границите на определениот интеграл. Новите граници се = 

−1,x t =12 и 0 ,x t = = 6.  И добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

b) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

3
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112

Shembulli 5  T’i zgjidhim integralet e caktuara:                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

Пример 5 
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b)

a) E fusim zëvendësimin x –1 = t², dx = 2t dt. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe kufijtë të integralit 

të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 1, t = 0 edhe x = 2, t = 1. Dhe kemi: 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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b) E fusim zëvendësimin 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe kufijtë të 

integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 0, t = ⁶√
–4  edhe x = ln(2), t = ⁶√

–5. 

Dhe kemi: 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5
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2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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5  Njehso integralin e caktuar 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

 Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0
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2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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Në vazhdim do të japim disa veti të cilat mund t’i shfrytëzojsh për zgjidhje më të lehtë të integraleve 

të caktuar. 

1) Funksioni f(x) le të funksion tek, d.m.th. f(–x) = –f(x). ta njehsojmë tani integralin: 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −
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 Пресметај го определениот интеграл 
ln5
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x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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Do ta shqyrtojmë së pari integralin 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e
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 Пресметај го определениот интеграл 
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Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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. E fusim zëvendësimin t = –x, dt = –dx, pra patjetër 

t’i ndryshojmë edhe kufijtë e integralit x = –a, t = a dhe x = 0, t = 0 Kemi 

                    Да ги пресметаме определените интеграли: 

 а)  
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 . 

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= =  и 2 , 1x t= = .  И добиваме: 

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме: 

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73
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Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на определените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x  е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот: 

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    
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funksioni tek me ndryshimin e kufijve 
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dhe nëse zëvendësojmë tek integrali i parë kemi: 

Prej këtu mund të përfundojmë se nëse funksioni nën integral është tek, ndërsa intervali i integrimit 

simetrik në lidhje me zeron, vlera e integralit është e barabartë me zero. 

Shembulli 6  Të vërtetojmë se 

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

                   Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
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интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:
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funksioni çift me ndryshimin e kufijve
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Shembulli 7  Të vërtetojmë se                     Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1   в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9

1

1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

 ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

 и) ,xе dx+
1

2 1

0

 ј) 
ln

.
x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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Funksoni f(x) = x² është çift pasi f(–x) = (–x)² = x² = f(x). Pasi intervali i integrimit është simetrik 

në lidhje me zeron, për vlerën e integralit kemi: 

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−
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2  б) ( ) ,x dx+
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0

3 1   в) 
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,dx
x +
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2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +
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3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
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2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9

1

1
 з) ,x dx

x x−
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+ +
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4 5

 ѕ) ,x dx
x−
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 и) ,xе dx+
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2 1

0

 ј) 
ln

.
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x
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
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3
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2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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6  Njehso integralet e caktuara:

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
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2  б) ( ) ,x dx+
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
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x−
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2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b)a)

Detyra për punë të pavarur
1.	 Njehso këto integralet e caktuara:

2.	 Njehso këto integralet e caktuara: 

8. Integrimi parcial i integralit të caktuar 

Njehsimin e integralit të caktuar e sjellim në gjetjen e ndonjë funksioni primitiv që është ekuivalent 

me gjetjen e integralit të pacaktuar. Integrimi parcial më së shpeshti shfrytëzohet kur funksioni 

nënintegral është logaritmike, eksponenciale ose trigonometrike. Tek integrali i pacaktuar tani më e 

shqyrtuam metodën e integrimit parcial: 

∫udv = uv – ∫vdu 

Kjo formulë përshtatet për integralin e caktuar dhe e ka formën: 

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1   в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9

1

1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

 ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

 и) ,xе dx+
1

2 1

0

 ј) 
ln

.
x x

x

e e dx
e

+

+

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3
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2
2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b)

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= . 

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

 Пресметај ги определените интеграли: 

 а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


. 

Задачи за самостојна работа 

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2  б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1   в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

,  д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1  ж) ,x dx
x
−


9

1

1
 з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

 ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

 и) ,xе dx+
1

2 1

0

 ј) 
ln

.
x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
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2
2

2. Пресметај ги определените интеграли:

 а) 
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 . 

8. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подинтегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција: 

udv uv vdu= −  . 

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот: 
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b) c)

d)

e) f) g)

h) i) j)

ç) dh)
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Shembulli 1  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 

a) Me shfrytëzimin e integrimit parcial 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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, kemi:  

b) Me shfrytëzimin e integrimit parcial 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

 −=
b

a

b

a

b

a
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Për ta zgjidhur integralin 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:
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, kemi: 

.

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
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, përsëri 

duhet ta zbatojmë integrimin parcial, ku: 

nëse këtë e zëvendësojmë tek integrali i parë do të kemi:
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а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,
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b) c)

.

Да ги пресметаме определените интеграли:
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а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:
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2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2
20

0 0 0

1 1 2 55 5 2
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx xe dx

e
− − − −− = − − + = − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
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x xdv e dx v e− −=  = − .
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0 0 0
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  
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116

c) Me shfrytëzimin e integrimit parcial  

( )
1 1

2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

2 5 3 1
2 4 4

9 5
4 4

x xx e dx е xe dx

e e

e

− − −= − − + =

= − − +

= − +

 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = . Добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

      Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+

1
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= − +

 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = . Добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
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x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .
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, kemi: 

 

Për ta zgjidhur integralin 
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За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 
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, përsëri 

duhet ta zbatojmë integrimin parcial, ku: 

 

nëse këtë e zëvendësojmë tek integrali i parë do të kemi: 

 

1
 
Njehso këto integralet e caktuara: 

Shembulli 2  T’i njehsojmë integralet e caktuara:
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9. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).
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ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:
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Задачи за самостојна работа

1. Да се пресметаат следниве интеграли:
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x xdx 2
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е) ln ;x xdx
4
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ж)   ( )ln .x x dx+
1

2

0
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9. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).
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Figura 11 
Domethënë për syprinën e trapezit të lakuar prej figurës 11 kemi se

Në rastin kur funksioni është negativ, vlera e integralit të caktuar do të jetë negative (figura 12). 

Figura 12 
Domethënë për ta njehsuar, syprinën e figurës në rastin kur funksioni është negativ f(x), vlerën e 

integralit të caktua do ta vendojmë në shenjë të vlerës absolute, për të fituar numër pozitiv, pasi 

syprina nuk mund të jetë negative. 

Shembulli 1  Ta njehsojmë syprinën e figurës, të kufizuar me lakoren 

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
Во случај кога функцијата е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 
негативна (слика 12).

Слика 12

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата во случај кога функцијата ( )f x е
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак за апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата
1y
x

= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1 

a

F

119

, boshtin e abshisës 

dhe drejtëzat x = 1 dhe x = 3 

Te Figura 13 janë paraqitur lakorja dhe të dy drejtëzat: 
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Figura 13 
Sipas sqarimit paraprak, për ta njehsuar syprinën e pjesës së ngjyrosur kemi:   

Të shqyrtojmë tani se si do ta njehsojmë syprinën e fugurës e cila është kufizuar me grafikët e 

funksioneve f₁(x) dhe f₂(x) të intervalit [a, b] te Figura 14. 

Figura 14 
Nëse me F₁ e shënojmë trapezin e lakuar nën grafikun e funksionit f₁(x) por me F₂ e paraqesim 

trapezin e lakuar nën grafikun e funksionit f₂(x) mund të paraqitet si ndryshim të trapezit të lakuar 

F me trapezin e lakuar F₁. Prej ku mund të përfundojmë se syprina e figurës është e barabartë F₂ 
me ndryshimin e syprinës së trapezit të lakuar dhe trapezit të lakuar, d.m.th, 

Слика 13

Според претходното објаснување, за да ја пресметаме плоштината на обоениот дел 
добиваме:

3
3

1
1

1 ln ln 3 ln1 ln 3P dx x
x

= = = − = .

Да разгледаме сега како ќе ја пресметаме плоштината на фигура која е ограничена со 
графиците на функциите ( )1f x и ( )2f x на интервалот  , ,a b слика 14.

Слика 14

Ако со 1F го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )1f x , а со 2F

го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )2f x тогаш фигурата F

може да се претстави како разлика на криволинискиот трапез 1F со криволинискиот трапез 

2F . Од каде што можеме да заклучиме дека плоштината на фигурата F е еднаква на 
разликата на плоштината на криволинискиот трапез 1F и криволинискиот трапез 2F т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
.

b b b

a a a

P F P F P F f x dx f x dx f x f x dx = − = − = −   
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Shembulli 2  Ta paraqesim syprinën e figurës (figura 15) të kufizuar me parabolat: 
y² = 2x dhe x² = 2y 

Figura 15 
Parabolat të cilat e kufizojnë figurën syprina e të cilës duhet të caktohet janë paraqitur te 

Figura 15. Së pari i gjejmë koordinatat a pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. Prej 

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 15) ограничена со 

параболите yxxy 2,2 22 == .

Слика 15

Параболите кои ја ограничуваат фигурата чија што плоштина треба да се определи се 
претставени на слика 15.  Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги 
одредуваат границите на интегрирање. Од 2 2 2 , 0y x y x y=  =  тогаш 

2 4

2 , 2 .
2 4
x xx x= = Од ( )4 3

1 28 0 8 0 0, 2.x x x x x x− =  − =  = = Значи пресечни точки се 

( ) ( ), , , .A B0 0 2 2 Плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата y x=2 2 е 

F xdx= 
2

1
0

2 .  А плоштината на криволинискиот трапез ограничен со кривата x y=2 2 е 

xF dx= 
2 2

2
0 2

.  Па плоштината на фигурата што ја бараме е F F F= −1 2 , т.е

x x xF xdx dx x dx x x
   

= − = − =    − =   
   

  
22 2 22 2 3

0 0 0 0

2 42 2 2
2 2 3 6 3

.

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 16) ограничена со 

параболата y x= 2 и правата x y+ =2 .

Пример 2

    Пр   и  м    ер     3
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Figura 16 
Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integralit sipas të cilit integrojmë. 

E zëvendësojmë te y = x² dhe e fitojmë barazimin katror x + y = 2. Me zgjidhjen e barazimit katror 

x + x² = 2 fitohet se zgjidhjet e tij janë x² + x – 2 = 0, x₁ = –2, x₂ = 1. Domethënë pikëprerjet janë  

A(–2, 4), B(1, 1). Syprina e figurës që e kërkojmë është: 

 

Shembulli 4  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 17) të kufizuar me parabolën y = 2 – x² 
dhe drejtëzën y = x 

Figura 17 
Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. I zëvendësojmë 

y = x te x² + x – 2 = 0 dhe e fitojmë barazimin katror. 
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x² + x – 2 = 0 Me zgjidhjen e barazimit katror fitohet se zgjidhjet e tij janë x₁ = –2, x₂ = 1. 

Domethënë pikëprerjet janë A(–2, –2), B(1, 1) 
Syprina e figurës që e kërkojmë është:  

 

Shembulli 5  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 18) të kufizuar me parabola y = 2x² + 1 

dhe y = x² + 10 

Figura 18 
Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. Nëse i barazojmë 

barazimet kemi 2x² + 1 = x² + 10 ⇔ x² = 9 ⇔ x₁₂ = ±3 Syprinën e figurës që e kërkojmë është: 

 

Gjatë zgjidhjes shfrytëzojmë se edhe të dy funksionet janë çift (simetrike në lidhje me boshtin y) 

Shembulli 6  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 19) të kufizuar me lakoret 
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Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Ако ги изедначиме равенките добиваме / .x x x x+ = +  =  =2 2 2
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.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2.

    Пр   и  м   ер      5

Пример 6

123

 

dhe drejtëzën x = 2

.x x+ − =2 2 0 Со решавање на квадратната равенка се добива дека нејзини решенија се
, ,x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B− −2 2 11

Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
1 3 21 1 12

2 2 2
2

92 2
3 2 2

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Ако ги изедначиме равенките добиваме / .x x x x+ = +  =  =2 2 2

1 22 1 10 9 3
Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) ( ) ( ) xF x x dx x dx x dx x
− −

 
= + − − = − + = − + =  − + = 

 
  

33 3 3 3
2 2 2 2

3 3 0 0

10 2 1 9 2 9 2 9 36
3

.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2.

    Пр   и  м   ер      5

Пример 6

123

.x x+ − =2 2 0 Со решавање на квадратната равенка се добива дека нејзини решенија се
, ,x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B− −2 2 11

Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
1 3 21 1 12

2 2 2
2

92 2
3 2 2

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Ако ги изедначиме равенките добиваме / .x x x x+ = +  =  =2 2 2

1 22 1 10 9 3
Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) ( ) ( ) xF x x dx x dx x dx x
− −

 
= + − − = − + = − + =  − + = 

 
  

33 3 3 3
2 2 2 2

3 3 0 0

10 2 1 9 2 9 2 9 36
3

.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2.

    Пр   и  м   ер      5

Пример 6

123

.x x+ − =2 2 0 Со решавање на квадратната равенка се добива дека нејзини решенија се
, ,x x= − =1 22 1 Значи пресечни точки се ( ) ( ), , , .А B− −2 2 11

Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) .| | |x xF x x dx x
− − −

−

= − − = − − =
1 3 21 1 12

2 2 2
2

92 2
3 2 2

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 18) ограничена со 

параболите y x= +22 1 и .y x= +2 10

Слика 18

Најпрво ги наоѓаме координатите на пресечните точки што ги одредуваат границите на 
интегрирање. Ако ги изедначиме равенките добиваме / .x x x x+ = +  =  =2 2 2

1 22 1 10 9 3
Плоштината на фигурата што ја бараме е:

( ) ( ) ( ) xF x x dx x dx x dx x
− −

 
= + − − = − + = − + =  − + = 

 
  

33 3 3 3
2 2 2 2

3 3 0 0

10 2 1 9 2 9 2 9 36
3

.

При решавањето користиме дека и двете функции се парни (симетрични во однос на y −
оската).

Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 19) ограничена со 

кривите ,x xy e y e−= = и правата x =2.

    Пр   и  м   ер      5

Пример 6

123



124

Figura 19 
Prej figurës 19 mund të vërehet sipërfaqja në të cilën lëviz prej 0 deri te 2 dhe se lakorja e sipërme 

është y = ex lakorja e poshtme është y = e–x. Pikëprerjet e të dy lakoreve mund t’i fitojmë edhe prej 

Prej këtu për syprinën kemi: 

Shembulli 7  Të njehsohet syprina e figurës (figura 20) të kufizuar me lakoret y = 2 – x², y³ = x². 

Figura 20

Слика 19

Од слика 19 може да се види површина на која x се движи од 0 до 2 и дека горната крива 
е ,xy e= а долната крива е xy e−= . Пресечните точки на двете криви можеме да ги добиеме 
и од:

x x x
xe e e

e
−=  =

1

xe x x=  =  =2 1 2 0 0.

Оттука за плоштината имаме:

( ) ( ) ( ) ( ) .x x x xF е e dx е e е е е е е
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20
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Да се пресмета плоштината на фигурата (слика 20) ограничена со кривите
232 ,2 xyxy =−= .
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E gjejmë prerjen e të dy lakoreve dhe i fitojmë pikëprerjet x₁ = –1, x₂ = 1 Prej figurës 20 vërejmë se 

Detyra për punë të pavarur 
1.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = x² dhe y = √

–x . 
2.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = x² + x + 3 dhe drejtëzën y = x + 7 

3.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = ln(x) dhe y = ln²(x). 

4.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret 

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
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10. Волумен на ротационо тело

Со помош на определен интеграл може да се пресмета волумен на тело. Во продолжение 
ќе покажеме како можеме да пресметаме волумен на ротационо тело со помош на 
определен интеграл. Ќе покажеме како се доаѓа до формулата за пресметување на 
волумен на ротационо тело, со користење на дефиницијата на определен интеграл.  Нека 
f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој  ,x a b .

Со ротирање на криволинискиот трапез под кривата ( )f x на интервалот  ,a b
околу x− оската се добива ротационото тело K (слика 21).
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 drejtëzat x = 1. 

10. Vëllimi i trupit rrotullues 

Me ndihmën e integralit të caktuar mund të njehsohet vëllimi i trupit. Në vazhdim do të tregojmë se 
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f(x) ≥ 0.

Me rrotullimin e trapezit të lakuar nën lakoren f(x) e intervalit [a, b] rreth boshtit x fitohet trupi 

rrotullues K (figura 21). 
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Figura 21 
Me qëllim përafërsisht të njehsohet vëllimi i trupit rrotullues, ngjashëm siç punuam te përkufizimi 

për integral të caktuar, intervalin [a, b] do ta ndajmë në n nënsegmente me ndonjë ndarje P. Do të 

fokusohemi, te nënsegmenti [xᵢ, xᵢ₊₁]. Zgjedhim pikë ξ ∈ [xᵢ, xᵢ₊₁] dhe në këtë pikë f(ξ) do ta caktojmë 

vlerën e funksionit (ξ, f(ξ)).Te pika f(ξ) do të tërheqim drejtëz paralele me boshtin x. Kur ky trapez 

i lakuar rrotullohet rreth boshtit x fitohet trupi rrotullues (figura 22) 

Figura 22 
Por do ta rrotullojmë edhe drejtëzën që kalon nëpër (ξ, f(ξ)) dhe është paralele me boshti x. Në 

realitet vëllimi i trapezit të lakuar rrotullues do ta aproksimojmë me vëllimin e cilinrit (figura 23)

Слика 21
Со цел приближно да се пресмета волуменот на ротационото тело, слично како што 

работевме во дефиницијата за определен интеграл,  интервалот  ,a b ќе го поделиме на 
n потсегменти, со некоја поделба P . Ќе се фокусираме, на потсегментот  1,i ix x + . Бираме
точка  1,i i ix x + и во оваа точка ќе ја определиме вредноста на функцијата ( )if  . Во
точката ( )if  ќе повлечеме права паралелна на x− оската. Кога овој криволиниски трапез
ротира околу x− оската се добива ротационо тело (слика 22).

Слика 22

Но ќе ја ротираме и правата што поминува низ ( )if  и е паралелна на x− оската. Всушност 
волуменот на ротациониот криволински трапез ќе го апроксимираме со волуменот на 
цилиндарот (слика 23). 
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Figura 23 
Vëllimi i këtij cilindri është Vᵢ = f²(ξᵢ) π Δxᵢ ku Δxᵢ = xᵢ₊₁ – Δxᵢ është lartësia e cilindrit, ndërsa  f(ξᵢ) 
është rrezja e tij. Siç theksuam intervalin [a, b] e ndajmë në n nënsegmente dhe nëse i mbledhim 

vëllimet e të gjithë cilindrave në intervalet i = 0, ..., n–1 për [xᵢ, xᵢ₊₁] do të kemi 

Слика 23

Волуменот на овој цилиндар е ( )2
i i iV f x =  , каде 1i i ix x x+ = − е висината на 

цилиндарот, додека ( )if  е неговиот радиус. Како што кажавме интервалот  ,a b го 
поделивме на n потсегменти и ако ги сумираме волумените на сите цилиндри на 

интервалите  1,i ix x + за 0, 1i n= − ќе добиеме ( )2

1

n

i i
i

f x 
=

 . Колку е пофина поделбата 

на интервалот  ,a b , толку е помала разликата помеѓу волуменот на цилиндарот и делот 
од ротациониот цилиндар на разгледуваниот подсегмент  1,i ix x + , па за n→  можеме да
сметаме дека последната сума е волуменот на ротационото тело .K Ова е Риманова сума 
за функцијата ( )f x 2 . Кога ќе постои граничната вредност на оваа Риманова сума ќе 
постои и волуменот на ротационото тело. Од овде можеме да кажеме дека за волуменот 
на ротационото дело важи формулата:

( ) ( ) ( )2 2 .
b b

a a

V K f x dx f x dx = = 

Поформално ова можеме да го кажеме со следнава теорема:

                   Да пoкажеме дека волуменот на топка е еднаков r 34
3

.

Топката ќе ја добиеме со ротација на кругот x y r+ =2 2 2 околу x− оската. Од равенката 

x y r+ =2 2 2 имаме y r x= −2 2 2 .

Пример 1

Теорема 1: Нека f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој 

 ,x a b . Тогаш волуменот на ротационото тело ,K добиено со ротација околу x−
оската на криволинискиот трапез на интервалот  ,a b е еднаков на:

( ) ( )2 .
b

a

V K f x dx= 
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. Sa më e mirë është ndarja e intervalit [a, b], aq është më i vogël ndryshimi i vëllimit të cilindrit 

dhe pjesës së cilindrit rrotullues të nënsegmentit të shqyrtuar [xᵢ, xᵢ₊₁], pra për n → ∞ mund të 

llogarisim se shuma e fundit është vëllimi i trupit rrotullues K. Kjo është shuma e Rimanit për 

funksionin  f²(x) π. Kur do të ekzistojë vlera kufitare e kësaj shume të Rimanit do të ekzistojë edhe 

vëllimi i trupit rrotullues. Prej këtu mund të themi se për vëllimin e trupit rrotullues vlen formula 

Shembulli 1  Të tregojmë se vëllimi i topit është i barabartë me 

Слика 23

Волуменот на овој цилиндар е ( )2
i i iV f x =  , каде 1i i ix x x+ = − е висината на 

цилиндарот, додека ( )if  е неговиот радиус. Како што кажавме интервалот  ,a b го 
поделивме на n потсегменти и ако ги сумираме волумените на сите цилиндри на 

интервалите  1,i ix x + за 0, 1i n= − ќе добиеме ( )2

1

n

i i
i

f x 
=

 . Колку е пофина поделбата 

на интервалот  ,a b , толку е помала разликата помеѓу волуменот на цилиндарот и делот 
од ротациониот цилиндар на разгледуваниот подсегмент  1,i ix x + , па за n→  можеме да
сметаме дека последната сума е волуменот на ротационото тело .K Ова е Риманова сума 
за функцијата ( )f x 2 . Кога ќе постои граничната вредност на оваа Риманова сума ќе 
постои и волуменот на ротационото тело. Од овде можеме да кажеме дека за волуменот 
на ротационото дело важи формулата:

( ) ( ) ( )2 2 .
b b

a a

V K f x dx f x dx = = 

Поформално ова можеме да го кажеме со следнава теорема:

                   Да пoкажеме дека волуменот на топка е еднаков r 34
3

.

Топката ќе ја добиеме со ротација на кругот x y r+ =2 2 2 околу x− оската. Од равенката 

x y r+ =2 2 2 имаме y r x= −2 2 2 .

Пример 1

Теорема 1: Нека f е непрекината функција на интервалот  ,a b и ( ) 0f x  за секој 

 ,x a b . Тогаш волуменот на ротационото тело ,K добиено со ротација околу x−
оската на криволинискиот трапез на интервалот  ,a b е еднаков на:

( ) ( )2 .
b

a

V K f x dx= 
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. 

Topin do ta fitojmë me rrotullimin e rrethit x² + y² = r²  rreth boshtit x Prej barazimit x² + y² = r² 

kemi y² = r² – x² 
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Teorema 1: Le të jetë f  funksion i vijueshëm në intervalin [a, b] dhe  x ∈ [a, b] për çdo  

f(x) ≥ 0. Atëherë vëllimi i trupit rrotullues K i fituar me rrotullimin rreth boshti x të trapezit të lakuar 

në intervalin [a, b] është i barabartë me: 
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Figura 24 
Për të njehsuar vëllimin e topit, do të shqyrtojmë vetëm rrotullimin e gjysmërrethit të sipërm (të 

shënuar me të kuqe), dhe kemi:  

Shembulli 2  Ta njehsojmë vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin e lakores y = 9x – x² rreth 

boshtit x. 

Pikëprerjet e grafikut të funksionit y = 9x – x² me boshtin x janë 0 dhe 9 pasi 

9x – x² = 0 ⇔ x(9 – x) = 0 ⇔ x₁ = 0, x₂ = 9 Me rrotullimin do të fitohet figura e dhënë te figura 

25. 

Figura 25

Слика 24

За да го пресметаме волуменот на топката, ќе ја разгледуваме само ротацијата на горниот 
полукруг (означен со црвено), и добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

2 2 2 2 3 3 31 2 42 .
3 3 3 3| |

r
r r

r r
r

x r rV K r x dx r x r r r r r r    
− −

−

    = − = − = + − + = − =        


                               Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

кривата y x x= − 29 околу x− оската.

Пресечни точки на графикот на функцијата y x x= − 29 со x− оската се 0 и 9 бидејќи

( ) , .x x x x x x− =  − =  = =2
1 29 0 9 0 0 9 Со ротирање ќе се добие фигурата дадена на слика 

25.

Слика 25

Пример 2
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Pra për vëllimim do të fitojmë: 

Shembulli 3  Ta njehsojmë vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshti x të pjesës së 

rrafshit të kufizuar me lakoren 

Па за волуменот ќе добиеме:

( ) ( )
9 9 3 4 59 9 922 2 3 4

0 0 0
0 0

5
3 4

9 81 18 81 18
3 4 5

9 927 9 9 1968,3 .
2 5

| | |x x xV x x dx x x x dx  

 

 
= − = − + = − + 

 
 

=  −  + = 
 

 

                   Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

x− оската на делот од рамнината ограничен со кривата 1 ,y
x

= и правите 0, 1, 4.y x x= = =

(Фигурата што е ограничена со дадената крива и правите и која ротира околу x−
оската е дадена на слика 26а.   Додека телото чиј што волумен се бара е дадено на слика 

26б.)

Слика 26 а) Слика 26 б)

4
4

2 1
1

1 1 1 31 .
4 4|V dx

x x
     = = − = − + =   

   

                    Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

параболата 2y x= околу y − оската на интервалот 0 4y  .

Телото што се добива со ротација на параболата се нарекува параболоид. За 

нашиот пример со дадени ограничувања, параболоидот е претставен на слика 27.

Пример 3

Пример 4
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 dhe drejtëzat  y = 0, x = 1, x = 4 

(figura që është e kufizuar me lakoren e dhënë dhe drejtëzat dhe e cila rrotullohet rreth boshtit x 

është dhënë te Figura 26а. Ndërsa trupi vëllimi i të cilit kërkohet është dhënë te Figura 26b.) 

		  Figura 26 a)	 Figura 26 b) 

Shembulli 4  Ta njehsojmë vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin e parabolës y = x² rreth 

boshtit y të intervali 0 ≤ y ≤ 4 

Trupi që fitohet me rrotullimin e parabolës quhet paraboloid. Për shembullin tone me kufizime të 

dhëna, paraboloidi është paraqitur te Figura 27.
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x− оската на делот од рамнината ограничен со кривата 1 ,y
x

= и правите 0, 1, 4.y x x= = =

(Фигурата што е ограничена со дадената крива и правите и која ротира околу x−
оската е дадена на слика 26а.   Додека телото чиј што волумен се бара е дадено на слика 

26б.)

Слика 26 а) Слика 26 б)

4
4

2 1
1

1 1 1 31 .
4 4|V dx

x x
     = = − = − + =   

   

                    Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација на 

параболата 2y x= околу y − оската на интервалот 0 4y  .

Телото што се добива со ротација на параболата се нарекува параболоид. За 

нашиот пример со дадени ограничувања, параболоидот е претставен на слика 27.
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Figura 27 
Këtu duhet të theksojmë se rrotullimi rreth boshtit y, pra formula e sipërme e përshtatur kur kryhet 

rrotullimi rreth boshtit y do të jetë 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b

a

V K x dy= 
Значи имаме:

4 4 2 2 242

0
0 0

4 0 8 .
2 2 2|yV x dy ydy    

 
= = = = − = 

 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
x

=
+

и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 

околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)

Пример 5

130

 

Domethënë kemi: 

 

 Shembulli 5  Ta njehsojmë vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit y të trupit të 

kufizuar me lakoren 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b
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4 0 8 .
2 2 2|yV x dy ydy    

 
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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dhe drejtëzat y = 0, x = –1, x = 1 

Prej barazimit të lakores vijon se 

Слика 27
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 
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 
 
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збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2

и волуменот на ротационото тело што се добива со ротација 
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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 Vëllimi i trupit rrotullues që fitohet me rrotullimin rreth 

boshtit y në drejtëzën x = 1, për 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2
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околу y − оската на кривата 2 1 1,x
y

= − за ,y     

1 1
2

.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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 dhe vëllimi i trupit rrotullues që fitohet me rrotullimin rreth 

boshtit y të lakores 

Слика 27
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                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)

Пример 5

130

 për 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b

a

V K x dy= 
Значи имаме:
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 
= = = = − = 

 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 

y − оската на телото ограничено со кривата 2

1
1

y
x

=
+

и правите 0, 1, 1.y x x= = − =

Од равенката на кривата следува дека 2 1 1.x
y

= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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. Te (figura 28a) është dhënë Figura me rrotullimin e të 

cilës fitohet trupi, ndërsa te (figura 28b) është dhënë vet trupi. 

			   Figura 28 a)					     Figura 28 b) 

Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
b
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 
 
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.  На слика 28а) е дадена фигура со чија 

ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.

Слика 28 а)   Слика 28 б)
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Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
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= − Волуменот на ротационото тело ќе биде 

збир од волуменот на ротационото тело што се добива со ротација околу y − оската на 

правата 1x = , за ,y    

10
2
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ротација се добива ротационото тело, а на слика 28б) е дадено самото тело.
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Слика 27

Овде треба да нагласиме дека ротирањето е околу y − оската, па горната формула 

прилагодена кога се врши ротација околу y − оската ќе биде: ( ) 2 .
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 
 

                  Да го пресметаме волуменот на телото што се добива со ротација околу 
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Detyra për punë të pavarur

1.	 Të njehsohet vëllimi i trupit që fitohet me rrotullimin e elipsës 

( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
       = + − = + − = − − = − = − =               

 
 
1

1 12 1 12
10
210

2

1 1 1 1 11 2 2
2 2 2 2

Задачи за самостојна работа

1. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на елипсата

x y
a b

+ =
2 2

2 2 1 околу x− оската.

2. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото ограничено со параболата 2 1y x= − и правaта 2.y x= −

3. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на параболата

( )2 2 1y x= − околу x− оската на интервалот 1 3x  .

4. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривите 2 2 1x y+ = и 2 22 1x y+ = .

5. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривата 4y
x

= и правите , 4.y x x= =

11. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 34 x dx б) 5
2 dx
x в) ( )333 x dx+ г) 

3 2

4

2 1x x dx
x

− +


д) 2
11 x xdx
x

 − 
  ѓ) 

3

2
2

1
x x dx

x
+ −
+ е) 3 4x dx−

  

ж)
( )

5
25 2

dx

x −


з) 22 3
dx

x+

                    

ѕ)
2

4

1
5

x dx
x
−
+ ; и) 2 3 ;

1
x dx

x
−
−

2. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1
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 rreth boshtit x. 

2.	 Të njehsohet vëllimi i trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit x të trupit të kufizuar me 

parabolën y² = x – 1 dhe drejtëzën y = x – 2 

3.	 Të njehsohet vëllimi i trupit që fitohet me rrotullimin e parabolës y² = 2(x – 1) rreth boshtit 

x në intervalin 1 ≤ x ≤ 3 

4.	 Të njehsohet vëllimi i trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit x të trupit të kufizuar me 

lakoret x² + y² = 1 dhe x² + 2y² = 1 

5.	 Të njehsohet vëllimi i trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit x të trupit të kufizuar me 

lakoren 

( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
       = + − = + − = − − = − = − =               

 
 
1

1 12 1 12
10
210

2

1 1 1 1 11 2 2
2 2 2 2

Задачи за самостојна работа

1. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на елипсата

x y
a b

+ =
2 2

2 2 1 околу x− оската.

2. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото ограничено со параболата 2 1y x= − и правaта 2.y x= −

3. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на параболата

( )2 2 1y x= − околу x− оската на интервалот 1 3x  .

4. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривите 2 2 1x y+ = и 2 22 1x y+ = .

5. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривата 4y
x

= и правите , 4.y x x= =

11. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 34 x dx б) 5
2 dx
x в) ( )333 x dx+ г) 

3 2

4

2 1x x dx
x

− +


д) 2
11 x xdx
x

 − 
  ѓ) 

3

2
2

1
x x dx

x
+ −
+ е) 3 4x dx−

  

ж)
( )

5
25 2

dx

x −


з) 22 3
dx

x+

                    

ѕ)
2

4

1
5

x dx
x
−
+ ; и) 2 3 ;

1
x dx

x
−
−

2. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1
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 dhe drejtëzat y = x, x = 4

11. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 

1.	 Zgjidhi integralet e pacaktuara: 

2. Me zbatimin e formulës së Njuton-Lajbnicit, njehso integralet:

( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
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Задачи за самостојна работа
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x y
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+ =
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2 2 1 околу x− оската.
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на телото  ограничено со кривата 4y
x

= и правите , 4.y x x= =

11. Задачи за повторување на модуларната единица
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а) 34 x dx б) 5
2 dx
x в) ( )333 x dx+ г) 
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( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
       = + − = + − = − − = − = − =               
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Задачи за самостојна работа

1. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на елипсата

x y
a b

+ =
2 2

2 2 1 околу x− оската.

2. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото ограничено со параболата 2 1y x= − и правaта 2.y x= −

3. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на параболата

( )2 2 1y x= − околу x− оската на интервалот 1 3x  .

4. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривите 2 2 1x y+ = и 2 22 1x y+ = .

5. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривата 4y
x

= и правите , 4.y x x= =

11. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Реши ги неопределените интеграли:
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2. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
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34
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                                               б) ,dx
x

2
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b)

( ) ( )ln ln ln ln ln .| |V dy dy y y y
y

     −

 
       = + − = + − = − − = − = − =               

 
 
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1 12 1 12
10
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2

1 1 1 1 11 2 2
2 2 2 2

Задачи за самостојна работа

1. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на елипсата

x y
a b

+ =
2 2

2 2 1 околу x− оската.

2. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото ограничено со параболата 2 1y x= − и правaта 2.y x= −

3. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација на параболата

( )2 2 1y x= − околу x− оската на интервалот 1 3x  .

4. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривите 2 2 1x y+ = и 2 22 1x y+ = .

5. Да се пресмета волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската

на телото  ограничено со кривата 4y
x

= и правите , 4.y x x= =

11. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 34 x dx б) 5
2 dx
x в) ( )333 x dx+ г) 

3 2

4

2 1x x dx
x

− +


д) 2
11 x xdx
x

 − 
  ѓ) 
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2
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x x dx

x
+ −
+ е) 3 4x dx−

  

ж)
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dx

x −


з) 22 3
dx

x+

                    

ѕ)
2

4

1
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x dx
x
−
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1
x dx

x
−
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2. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1
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b) c)

d) e) f)

g) h) i)

ç)

dh)
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3. Me ndihmën e integrimit me zëvendësim njehso integralet:   

4. Me ndihmën e integrimit me zëvendësim njehso integralet: 

5. Me metodën e integrimit parcial njehso integralet:

6. Me metodën e integrimit parcial njehso integralet: 

7. Me metodën e integrimit parcial njehso integralet:   

8. Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = 2x² + 1 dhe y = x² + 10
9. Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = 2x – x² dhe drejtëzës x + y = 0

10. Njehso vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit y të trupit të kufizuar me lakoren 

y = x³ dhe drejtëzat y = 8 dhe x = 0
11. �Njehso vëllimin e trupit që fitohet me rrotullimin rreth boshtit x të trupit të kufizuar me lakoren 

y = 2 – x²  dhe drejtëzën y = 1

12. Funksioni i kufizuar me shpenzimet e dhëna me 

в) ,x dx
x

 + 
 

2
3

2
1

1
г) 

1
4 2

0

2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 ,x−

4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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, prej ku x është numri i 

njësive të prodhuara. Gjatë prodhimit dhe shitjes të 10 njësive, shpenzimet e përgjithshme 

janë 1000, d.m.th., C(10) = 1000. Të gjendet funksioni i shpenzimeve të përgjithshme.

в) ,x dx
x

 + 
 

2
3

2
1

1
г) 

1
4 2
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2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
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2 1 1

dx
x x+ +

 б)
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4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1
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1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0
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x dx
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5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 2 1x x dx− б) ( )
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7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 1x x dx
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8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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b)

в) ,x dx
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 
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1
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2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 ,x−

4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:
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1 ,x xе е dx− б)
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x dx
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5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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1

0

2 3
x

x dx
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+
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.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 2 1x x dx− б) ( )
4
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7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 2
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ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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ç)c)

b)
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 
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3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:
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4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:
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1 ,x xе е dx− б)
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x dx
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5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
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2 3
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x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:
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ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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в) ,x dx
x

 + 
 

2
3

2
1

1
г) 

1
4 2

0

2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 ,x−

4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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в) ,x dx
x

 + 
 

2
3

2
1

1
г) 

1
4 2

0

2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 ,x−

4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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c) ç)

b)

в) ,x dx
x

 + 
 

2
3

2
1

1
г) 

1
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2 3 1.x x+ +
3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0
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2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 ,x−

4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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4. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1 ,x xе е dx− б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



5. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 б)
1

2 2

0

.xx e dx
6. Со помош на методот на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− б) ( )
4

2

2 1 lnx xdx−

7. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

10. Пресметаj го волуменот на телото што се добива со ротација околу y − оската на
телото ограничено со кривата 3y x= и правите 8y = и 0.x =

11. Пресметај го волуменот на телото што се добива со ротација околу x− оската на
телото ограничено со кривата 22y x= − и правaта 1.y =

12. Функцијата на граничните трошоци е дадена со ( ) 600
40 1gC x

x
=

+
, каде x e број на 

произведени единици. При производство и продажба на 10 единици, вкупните 
трошоци се 1000, т.е. ( ) 100010 =C . Да се најде функцијата на вкупните трошоци.
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Njësia modulare 3 – Matricat
(për të gjitha drejtimet e tjera)
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Fillimet e disiplinës matematikore Algjebra lineare, e cila llogaritet për fushë të re matematikore 

relative, datojnë me futjen dhe zbatimin e determinantave, të cilat paraprakisht janë shfrytëzuar 

për zgjidhjen e sistemeve të barazimeve lineare. Në vitin 1693 në punën e matematikanit gjerman 

Gotfrid Vilhelm fon Lajbnic (1646-1716) janë shfrytëzuar determinantat, ndërsa matematikani 

zviceran Gabriel Kramer (1704-1752) në vitin 1750 e ka realizuar të ashtuquajturën rregulla e 
Kramerit për zgjidhjen e sistemeve të barazimeve lineare. Më vonë, matematikani gjerman Johan 

Karl Fridrih Gaus (1777− 1855) e ka future metodën e Gausit të eliminimit për zgjidhjen e sistemeve 

të barazimeve lineare. Konceptin matricë për here të parë haste në punën e matematikanëve 

anglez: Këtë termë e ka future Xhejms Xhozef Silvester (1814-1897) në vitin 1848. Shumëzimin e 

matricave dhe gjetjen e matricës inverse janë përkufizuar nga Artur Kejli (1821-1895). 

1. Koncepti për determinantën e rendit të dytë dhe të tretë 

Në vitin e parë u njohët me determinantat e rendit të dytë. Këtu përsëri do të përkujtohemi për ato 

dhe do të përkufizojmë determinantë të rendit të tretë. 

Determinanta e rendit të dytë

Përkufizimi 1: Determinanta e rendit të dytë është skema katrore e paraqitjes së shprehjes 

a1b2– a2b1  d.m.th., 

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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ku a₁, a₂, b₁, b₂ janë numra realë ose shprehje, të cilat janë shpërndarë në dy rreshta dhe kolona.

Shembulli 1  Ta njehsojmë determinantën e rendit të dytë. 

1
 
Njehso këto determinanta të rendit të dytë: a) 

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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  b) 

Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.
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Почетоците на математичката дисциплина Линеарна алгебра, која се смета за 

релативно млада математичка област, датираат од воведувањето и примената на 

детерминантите, кои првично се користеле за решавање на системи од линеарни равенки. 

Во 1693 година во работата на германскиот математичар Готфрид Вилхелм фон Лајбниц 

(1646-1716) се користени детерминанти, а швајцарскиот математичар Габријел Крамер 

(1704-1752) во 1750 година го извел т.н. Крамерово правило за решавање на системи 

линеарни равенки. Подоцна, германскиот математичар Јохан Карл Фридрих Гаус (1777-

1855) го вовел Гаусовиот метод на елиминација за решавање на системи линеарни 

равенки. Поимот матрица прв пат се среќава во работата на англиските математичари. 

Овој термин е воведен од Џејмс Џозеф Силвестер (1814-1897) во 1848 година. Множењето 

на матрици и наоѓањето на инверзна матрица се дефинирани од Артур Кејли (1821-1895). 

1. Поим за детерминанти од втор и трет ред
Во прва година се запознавме со детерминанти од втор ред. Овде повторно ќе се 
потсетиме на нив и ќе дефинираме детерминанта од трет ред. 

Детерминанта од втор ред

Да ja пресметаме детерминантата од втор ред 

5 2
5 1 3 ( 2) 5 6 11

3 1
−

=  −  − = + = .

Пресметај ги следниве детерминанти од втор ред: а) 
0 2
3 1−

б) 
а b
b c

.

Пример 1

Дефиниција 1: Детерминанта од втор ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 2 1a b a b− т.е

каде 1 2 1 2, , ,a a b b се реални броеви или изрази, кои се распределени во две редици и 
две колони.

1

134
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Shembulli 2  Ta zgjidhim barazimin            Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3
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, sipas të panjohurës x. Së pari e njehsojmë 

determinantën 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3
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 dhe e fitojmë barazimin x² – 6x = 0  zgjidhjet e të cilit x₁ = 0, x₂ = 6.

2   Zgjidhi barazimet sipas të panjohurës x: 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2
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b)

Shembulli 3  Ta zgjidhim pabarazimin  

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3

135

 sipas të panjohurës x. E njehsojmë 

determinantën 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3
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 dhe e fitojmë pabarazimin x² – 6x ≥ 0 i cili është i saktë 

për  x ∈ (–∞, 0] ∪ [6, ∞)

3  Zgjidhi pabarazimet sipas të panjohurës x: 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.

2

3

135

b)

Determinanta e rendit të tretë 

Përkufizimi 2: Determinanta e rendit të tretë është skemë katrori i paraqitjes së shprehjes 

a₁b₂c₃ + a₂b₃c₁ + a₃b₁c₂ – a₁b₃c₂ – a₂b₁c₃ – a₃b₂c₁ d.m.th. 

           Да ја решиме равенката 
2

0
3
x x

x
= , по непознатата х . Прво, ја 

пресметуваме детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме равенката 2 6 0x x− = чии

решенија 1 20, 6x x= = .

     Реши ги равенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−

=
−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−
=

+
.

               Да ја решиме неравенката 
2

0
3
x x

x
 по непознатата х . Ја пресметуваме 

детерминантата 22
6

3
x x

x x
x
= − и ја добиваме неравенката 2 6 0x x−  која е точна за 

(   ),0 6,x −   .

     Реши ги неравенките по непознатата х : а) 
2 2 1

0
1

x
x
−


−

; б) 
2 4

0
3 2

x
x

−


+
.

Детерминанта од трет ред

2.
3.
4.

Реалните броеви 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c или изрази се нарекуваат елементи на 

детерминантата. Елементите 1 2 3, ,a b c се елементи од главната дијагонала, а 3 2 1, ,a b c се 
елементи од споредната дијагонала на детерминантата од трет ред. Пресметувањето на 
детерминанта (за да не се памти формулата) се прави со помош на некои правила како 

Пример 2

Пример 3

Дефиниција 2: Детерминанта од трет ред е квадратна шема на претставување на 
изразот 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c+ + − − − т.е

1 2 3

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2 2 1 3 3 2 1

1 2 3

a a a
b b b a b c a b c a b c a b c a b c a b c
c c c

= + + − − −

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се реални броеви или изрази, кои се распределени во 
три редици и три колони.
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ku a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ numra realë ose shprehje, të cilët janë shpërndarë në tre rreshta 

dhe tri kolona. 

Numrat realë a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ ose shprehje quhen elementet e determinantës. 

Elementet a₁, b₂, c₃ janë elementet prej diagonales kryesore, ndërsa a₃, b₂, c₁ janë elementet 

prej diagonales dytësore të determinantës së rendit të tretë. Njehsimi i determinantës (për të mos 

e mbajtur mend) bëhet me ndihmën e disa rregullave si 
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Rregulla e Sarusit dhe rregulla e trekëndëshit, të cilat do t’i prezantojmë në vazhdim:

Rregulla e Sarusit: Kolona e parë dhe e dytë prej determinantës së rendit të tretë përshkruhen 

si kolona e katërt dhe e pestë. Bëhen prodhimet prej elementeve të diagonales kryesore dhe të 

elementeve të dy diagonaleve të cilat janë paralele me diagonalen kryesore, të cilat hyjnë në 

njehsimin me shenjë ”+” dhe prodhimet prej elementeve të diagonales dytësore dhe në të dy 

diagonalet të cilat janë paralele me diagonalen dytësore, të cilat hyjmë me shenjë “-“ d.m.th.,

 

Сарусовото правило и правилото на триаголници, кои ќе ги презентираме во 
продолжение:

            Да ja пресметаме детерминантата од трет ред  со Сарусово правило:

1 1 0 1 1
0 2 3 0 2 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0 1 2

− −
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

− −

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со Сарусово правило: 

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Пример 4

Сарусово правило: Првата и втората колона од детерминантата од трет ред се 
допишуваат како четврта и петта колона во шемата. Се прават производи на 
елементите на главната дијагонала и на елемeнтите на двете дијагонали кои се 
паралелни со главната дијагонала, кои влегуваат во пресметките со знак ”+” и 
производи од елементите на споредната дијагонала и на двете дијагонали кои се 
паралелни со споредната дијагонала, кои влегуваат со знак „-“ т.е. 

Правило на триаголници: Елементите од детерминантата се третираат како темиња 
на триаголници. Се прават производи oд елементите на главната дијагонала и на 
елемeнтите со улога на темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со 
главната дијагонала и тие влегуваат во пресметките со знак „+“ (означени со сина боја), 
и производи од елементите на споредната дијагонала и елемeнтите со улога на 
темиња на двата триаголника чија една страна е паралелна со споредната дијагонала, 
кои влегуваат со знак „-“ (означени со црвена боја), според следната шема:
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b)a)

Rregulla e trekëndëshave: Elementet e determinantës trajtohen si kulme të trekëndëshit. 
Bëhen prodhime prej elementeve të diagonales kryesore dhe të elementeve me rol të kulmeve 
të dy trekëndëshave një brinjë e të cilës është paralele me diagonalen kryesore dhe ato hyjnë 
në njehsim me shenjën “+“ (të shënuara me ngjyrë të kaltër), dhe prodhime prej elementeve 
të diagonales dytësore dhe elementeve me rol të kulmeve të dy trekëndëshave njëra brinjë e 
të cilit është paralele me diagonalen dytësore, të cilat hyjnë me shenjën “-“ (të shënuara me 
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Shembulli 5  Ta njehsojmë determinantën e rendit të tretë me rregullën e trekëndëshave sipas 

kësaj skeme: 

 

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:

т.е. 
1 1 0
0 2 3 1 2 0 ( 1) ( 3) 1 0 0 ( 2) 0 2 1 1 ( 3) ( 2) ( 1) 0 0 3
1 2 0

−
− =   + −  −  +   − −   −  −  − − −   = −

−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= .

Пример 5

Дефиниција 3: Нека  е детерминанта од трет ред и за произволно избрани индекси 
1 , 3i j   се изоставуваат елементите од  i-тата редица и  j-тата колона. За бројот ij

велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .

5
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d.m.th.,
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5   Njehsoi këto determinanta të rendit të tretë me rregullën e trekëndëshave 
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             b) 

Да ja пресметаме детерминантата од трет ред со правило на триаголници
според следната шема:
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−
.

Пресметај ги следниве детерминанти од трет ред со правило на триаголници

а) 
2 3 1
2 0 1

7 5 4
−

−

; б) 
1 1

3 1
4

а
b

a ab
− −
−

.

Спореди ги добиените решенија со решенијата на истите детерминанти од задача 4!

Детерминантите може да ги решаваме и со развивање на детерминантата по елементите 
на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
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индекс местоположбата на елементот во однос на редицата и колоната во детерминантата 
( 22а има индекс 22, што значи дека се наоѓа во втора редица и втора колона):
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Krahasoi zgjidhjet e fituara me zgjidhjet e determinantave prej detyrës 4! 

Determinantat mund t’i zgjidhim edhe me zbërthimin e determinantës sipas elementeve të rreshtit 

të dhënë, d.m.th., shtyllës. Para se ta tregojmë rregullën do të fusim dy koncepte minore dhe 

komplementi algjebrik. Determinantën e rendit të tretë do ta shënojmë me Δ dhe mund ta paraqesim 

edhe me shënimin e elementeve të tij me një shkronjë a dhe si indeks vendpozita e elementeve në 

lidhje me rreshtat dhe kolonat te determinanta (a22 ka indeks 22, që do të thotë se gjendet te rreshti 

i dytë dhe kolona e dytë 
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−
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на дадена редица т.е. колона. Пред да го покажеме ова правило ќе воведеме два поими 
минор и алгебарски комплемент. Детерминантата од трет ред ќе ја означувиме со Δ и 
можеме да ја претставиме и со означување на нејзините елементи со една буква а и како 
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велиме дека е минор на  што соодветствува на елементот ija .
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Përkufizimi 3: Le të jetë Δ determinanta e rendit të tretë dhe për çfarëdo indeksa 1 ≤ i, j ≤ 3 të 

zgjedhur eliminohen elementet prej rreshtit i dhe shtyllës j. Për numrin Δᵢⱼ themi se është minor 
i Δ që i korenspondon elementit aᵢⱼ.
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Përkufizimi 4: Komplementi algjebrik i elementit aᵢⱼ të determinantës së rendit të tretë Δ është 

numri aᵢⱼ* = (–1)ⁱ⁺ʲ Δᵢⱼ

Njehsimi i determinantave të rendit të tretë mund të realizohet me zbërthimin e determinantës 

nëpërmjet elementeve të njërit prej rreshtave të tij (kolonë) dhe minorëve të tyre përkatëse.

Teorema 1: Vlera e determinantës së rendit të tretë Δ mund të fitohet si shumë prej prodhimeve 
të elementeve të rreshtit i (kolona j) të shumëzuar me komplementet e tyre përkatëse algjebrike 
d.m.th., 

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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Vërtetim: Krejtësisht çfarëdo e zgjedhim kolonën e tretë dhe do të vërtetojmë j = 3 kemi 

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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. Prej përkufizimit 2, determinantë e rendit të tretë është 

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6
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Në mënyrë analoge vërtetohet i = 1, 2, 3 edhe për j = 1, 2.� n 

Shembulli 6  Vlera e determinantës së rendit të tretë të zbërthyer sipas kolonës së tretë është 

Пресметувањето на детерминантите од трет ред може да се изврши со развивање на 
детерминантата преку елементите на една нејзина редица (колона) и нивните соодветни 
минори. 

Доказ: Сосем произволно ја избираме третата колона и ќе докажеме дека за 3j = имаме 
* * *

13 13 23 23 33 33a a a a a a =  +  +  . Од дефиниција 2, детерминантата од трет ред е

11 22 33 12 23 31 13 21 32 11 23 32 12 21 33 13 22 31 13 21 32 22 31

21 22 11 12 11 12
23 11 32 12 31 33 11 22 12 21 13 23 33

31 32 31 32 21 22

* * *
13 13 23 23 33 33

Δ ( )

( ) ( )

a а а a а а a а а a а а a а а a а а a а а а а
а а а а а а

а a а a а а a а a а a а а
а а а а а а

a a а a а a

= + + − − − = − −

− − + − = − + =

=  +  + 

Аналогно се докажува и за 1,2,3i = и за 1,2j = . ▄

                    Вредноста на детерминантата од трет ред развиена по третата колона е 

1 1 0
0 2 1 1 1 1

0 2 3 0 ( 3) 0 3 ( 2 1) 3
1 2 1 2 0 2

1 2 0

−
− −

− =  − −  +  =  − + = −
− −

−

.

Спореди ја со вредноста на детерминантата од пример 5. Што заклучуваш?

Пресметај ја детерминантата од пример 6, развивајќи ја по:

а) втората редица б) првата колона.

Како и кај детерминантите од втор ред и со детерминанти од трет ред, ние можеме да 
решаваме равенки и неравенки.

Дефиниција 4: Алгебарски комплемент на елементот ija во детерминантата од трет 

ред  е бројот * ( 1)i j
ij ija += −  .

Пример 6

Теорема 1: Вредноста на детерминантата од трет ред  може да се добие како збир 
од производите на елементите на i-тата редица ( j-тата колона) помножени со нивните 
соодветни алгебарски комплементи т.е. * * *

1 1 2 2 3 3, 1 3i i i i i ia a a a a a i =  +  +   

( * * *
1 1 2 2 3 3 , 1 3j j j j j ja a a a a a j =  +  +    ).

6

138

Krahasoje vlerën e determinantës prej Shembullit 5. Çka përfundon? 

6    Njehso determinantën prej shembullit 6, duke e zbërthyer sipas: 

a) rreshtit të dytë       b) kolonës së parë. 

Siç edhe te determinantat e rendit të dytë dhe me determinantën e rendit të tretë, ne mund të 

zgjidhim barazime dhe pabarazime.
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7   Zgjidhi barazimet sipas të panjohurës x: 

a)  

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7
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                    b) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8
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8   Zgjidhi pabarazimet sipas të panjohurës x:

 a) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8
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b) 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .
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8
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Detyra për punë të pavarur
1.	 Njehsoi këto determinanta: 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8

139

b) c)

d)ç) dh)

 2.	 Njehsoi këto determinanta të rendit të tretë sipas ndonjë rreshti ose kolone: 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8
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b) c)

3.	 Zgjidhi këto barazime sipas të panjohurës x: 

Реши ги равенките по непознатата х :

а) 
2 2 2

2 2 2 0
2 2 2

x
x

x

+
+ =

+

; б)
2 1 1

2 2 1 0
3 1 1

x
x

+
− = .

Реши ги неравенките по непознатата х :

а) 
1 2 3

1 2 1 5
0 0 1

x
x

x

−
−  +
+

; б) 
2 2

0 1 1 3
2 0 5

х
х

−
−  −

−

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
2sin 3
sin 2 cos

x
x x

; б) 2 2

p q
p q

; в) 
2 2

1
p q p q

p q
− +
− +

;

г) 
1
1
1

a b d
b d a
d a b

+
+
+

; д) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

п
m

p

+
+

+

; ѓ) 
1 cos cos

cos 1 1
cos 1 1

x x
x
x

.

2. Пресметај ги следните детерминанти од трет ред со развивање по некоја редица

или колона:

а) 
1 5 1
0 3 6
1 4 1

−
−

− −

; б) 
7 5 1
1 2 6
1 4 1

−
−

− −

; в) 
0 2 1
0 3 6
1 4 1

−
− −

−

.

3. Реши ги следните равенки по непознатата х :

а) 2

1 1
0

1 ( 1)
x
х x
−

=
+ +

; б) 
1 1

2
5 1 1
x

х
х x
−

= −
+ +

;

в) 2

3

3 0 3
3 2 ( 3) 0
3 3 ( 3)

х
х
х

+
+ =
+

; г) 

2 0 1
2 1 3

0 3 0

x
x x− = .

7

8

139

b)

ç)c)
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4. Zgjidhi këto barazime sipas të panjohurës x:  

2. Vetitë e determinantës së rendit të dytë dhe të tretë 

Këtu do të jepen vetitë e determinantave të rendit të dytë dhe të tretë. Disa veti janë identike edhe 

te determinantat e rendit të dytë edhe te determinantat e rendit të tretë, prandaj ato veti do të 

jepen vetëm një herë.

10 Nëse te një determinantë, dy rreshta (kolona) i ndërrojnë vendet, atëherë determinantë e 

ndryshon shenjën.

Është e qartë për determinantën e rendit të dytë 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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, nëse të dy rreshtat i 

ndërrojnë vendet 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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 atëherë determinanta e 

ndryshon shenjën. 

1  Kontrollo vetinë 10 te determinanta e rendit të tretë kur 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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 kolona e 

dytë dhe e tretë do t’i ndërrojnë vendet. 

Shembulli 1  a) Te determinanta 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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 nëse rreshtat i ndërrojnë vendet kemi 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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. Është e qartë se determinanta e ndryshon shenjën. 

b) Te determinanta 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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, kur kolona e parë dhe e tretë i ndërrojnë vendet kemi 

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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. Është e qartë se determinanta e ndryshon shenjën.

4. Реши ги следните неравенки по непознатата х :

а) 
1 1

2
1 1

x
х

х x
−

 −
+ +

; б) 
3 3 1
3 2 1 0

3 3 1

x х
х

х

+ +
+ 

+

.

2. Својства на детерминантa oд втор и трет ред

Овде ќе бидат дадени својствата на детерминантите од втор и трет ред. Некои својства 
се идентични и кај детерминантите од втор и кај детерминантите од трет ред, затоа тие 
својства ќе бидат дадени само еднаш.  

Јасно е за детерминантата од втор ред 11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= − , ако двете редици си ги 

променат местата 21 22 11 12
12 21 11 22 11 22 12 21

11 12 21 22

( )
a a a a

a a a a a a a a
a a a a

= − = − − = − тогаш 

детерминантата го менува знакот.

Провери го својство 10 кај детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ
a a a
а а а
а а а

= кога 

втората и третата колона ќе си ги сменат местата.

               а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = ако редиците си ги заменат 

местата добиваме 
3 2

3 2 5
1 1

= − − = −
−

. Очигледно е дека детерминантата го менува

знакот. 

б) Во детерминантата 
1 0 0
2 3 0 15
1 1 5

− = −
− −

, кога првата и третата колона ќе си ги заменат 

местата добиваме:
0 0 1
0 3 2 15
5 1 1

− =
− −

. Очигледно е дека детерминантата го менува знакот. 

10 Ако во една детерминанта, две редици (колони) си ги променат местата, тогаш 
детерминантата го менува знакот.

Пример 1

1
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b)
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2  a) Te determinanta а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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 ndërroi vendet e të dy kolonave, pastaj njehsoi të dy 

determinantat. Çka përfundon? 

b) Te determinanta 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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 ndërroi vendet e rreshtit të dytë dhe të tretë, ndërsa pastaj njehsoi 

të dy determinantat. Çka përfundon? 

20 Nëse elementet përkatëse prej të dy rreshtave të ndryshëm (kolona) te determinanta janë të 

barabarta ndërmjet veti, atëherë vlera e determinantës është zero.

Për determinantën e rendit të tretë, ku elementet përkatëse të rreshtit të parë dhe të dytë janë të 

barabarta, vlera e asaj determinanta është zero d.m.th., 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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3
  
Kontrollo vetinë 20 te determinanta e rendit të dytë kur të dy kolonat kanë elemente 

përkatëse të barabartë! 

Shembulli 2  a) Determinanta 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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, ku edhe të dy rreshtat kanë elemente 

përkatëse të barabarta ka vlerë. 

b) Determinanta 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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, ku edhe kolona e dytë dhe e tretë 

kanë elemente përkatëse të barabarta ka vlerë 0.

4
 
 Njehso a) 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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 b) 

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

смени ги местата на двете колони, а потоа

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

смени ги местата на втората и третата редица, а потоа 

пресметај ги двете детерминанти. Што заклучуваш?

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се еднакви, вредноста на таа детерминанта е нула т.е.

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а а
а а а

= + + − − − = .

а) Детерминантата 
5 7

35 35 0
5 7
−

= − + =
−

, каде и двете редици имаат 

еднакви соодветни елементи има вредност 0.

б) Детерминантата 
1 1 1
5 2 2 8 4 20 4 8 20 0
2 4 4

− −
= − + + − + − =

− − −

, каде и втората и третата 

колона имаат еднакви соодветни елементи има вредност 0.

Пресметај: а) 
1 1
5 5− −

; б) 
1 1 2
5 2 5
1 1 2

− −

− −

.  Образложи го решението!

За детерминантата од трет ред, каде соодветните елементи од првата и втората редица 
се пропорционални имаме:

20 Ако соодветните елементи од две различни редици (колони) во детерминанта се 
еднакви меѓу себе, тогаш вредноста на детерминантата е нула.

Пример 2

30 Ако соодветните елементи на две редици (колони) во една детерминанта се 
пропорционални тогаш детерминантата има вредност нула.

2

3 Провери го својство 20 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
еднакви соодветни елементи !

4
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Sqaro zgjidhjen!

30 Nëse elementet përkatëse të dy rreshtave (kolonave) te një determinanta janë proporcionale 
atëherë determinanta e ka vlerën zero.

Për determinantën e rendit të tretë, ku elementet përkatëse të rreshtit të parë dhe të dytë janë 

proporcionale kemi:
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5  Kontrollo vetinë 30 te determinanta e rendit të dytë kur të dy kolonat kanë elemente 

përkatëse proporcionale! 

Shembulli 3  a) Determinanta 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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 pasi elementet e rreshtit të parë dhe 

të dytë janë proporcionale. 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4
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6

7

8
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b) Determinanta 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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 pasi elementet e kolonës së parë dhe të dytë 

janë proporcionale 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8

142

6
 
 Njehso: a) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.
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 b) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4
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.Sqaro zgjidhjen!

40 Nëse të gjithë elementet e ndonjë rreshti (kolone) te determinanta janë të barabartë me zero 
determinantë e ka vlerën zero.

Determinanta e rendit të dytë 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4
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8
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, pasi elementet e rreshtit të dytë janë të barabartë me 

zero. 

7
 
 Kontrollo vetinë 40 te determinanta e rendit të tretë kur e kolonës së dytë janë të 

barabarta me zero.

Shembulli 4  Determinantat  

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7
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 kanë vlerë zero, pasi te determinanta 

e rendit të dytë elementet e kolonës së dytë janë zero, port te determinanta e rendit të tretë 

elementet e rreshtit të tretë janë zero. 

8   Njehso:a) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4
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    b) 

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8
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  . Sqaro zgjidhjen!

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

0
a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

= + + − − − = .

            Провери го својство 30 кај детерминанта од втор ред кога двете колони имаат 
пропорционални соодветни елементи !

                    а) Детерминантата 
5 10

10 10 0
1 2
− −

= − + = , бидејќи елементите од првата 

и втората редица се пропорционални: 5 10
1 2
− −

= .

б) Детерминантата 
1 2 1
3 6 3 6 6 6 6 0

1 2 0

− −
− = − + − = , бидејќи елементите од првата и втората 

колона се пропорционални: 1 2 1
3 6 3

− −
= =

−
.

     Пресметај:  а) 
5 10
1 2

; б) 
1 2 1
3 6 1

1 2 1

− −
−

−

. Образложи го решението!

Детерминантата од втор ред 11 12 0
0 0

a a
= , бидејќи елементите од втората редица се 

еднакви на нула.

Провери го својство 40 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се еднакви на нула.

                    Детерминантите 
5 2 1

5 0
, 1 2 3

1 0
0 0 0

− −

−
имаат вредност нула, бидејќи во 

детерминантата од втор ред елементите од втората колона се нули, а во детерминантата 
од трет ред елементите од третата редица се нули.

Пресметај:  а) 
0 0
1 2

; б) 
1 0 1
3 0 1

1 0 1

−
− . Образложи го решението !

Пример 3

40 Ако сите елементи во некоја редица (колона) во детерминанта се еднакви на нула,
тогаш детерминантата има вредност нула.

Пример 4

5

6

7

8

142
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50 Vlera e determinantës nuk ndryshon nëse të gjithë elementet e një rreshti (kolone) shumëzohen 

me një numër të njëjtë k dhe prodhime e atilla të fituara u shtohen elementeve përkatës së ndonjë 

rreshti (kolone). 

Për determinantën e rendit të dytë, ku elementet përkatëse të rreshtit të dytë shumëzohen me 

numrin e njëjtë k dhe ushtohen elementet përkatëse të rreshtit të parë kemi: 

Vlera e determinantës nuk ndryshon. 

9
 
Kontrollo vetinë 50 te determinanta e rendit të tretë ku elementet e kolonës së dytë 

shumëzohen me një numër të njëjtë k dhe u shtohen elementet përkatëse të kolonës së tretë. 

Shembulli 5  a) Te determinanta 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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 te rreshti i parë i shtojmë elementet 

përkatëse të rreshtit të dytë të shumëzuar me numrin 3 dhe fitojmë determinantën 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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, e cila e ka vlerën e njëjtë me determinantën fillestare. 

b) Te determinanta 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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 te kolona e dytë i shtojmë elementet përkatëse 

të kolonës së tretë të shumëzuar me numrin -5 dhe fitojmë determinantën 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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, e cila e ka vlerën e njëjtë me determinantën 

fillestare.

10

 

 a) Te determinanta 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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 te kolona e dytë shtoi elementet përkatëse të kolonës së 

parë të shumëzuar me numrin 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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, ndërsa pastaj njehso të dy determinantat. Çka përfundon? 

За детерминантата од втор ред, каде соодветните елементи од втората редица се 
помножени со ист број k и се додадени на соодветните елементи од првата редица имаме:

11 12 12 22
11 12 22 12 12 22 11 22 12 22 12 12 12 22

12 22

11 12
11 22 12 12

21 22

( ) ( )

,

a ka a ka
a ka a a a ka a a ka a a a ka a

a a

a a
a a a a

a a

+ +
= + − + = − − −

= − =

вредноста на детерминантата не се менува.

Провери го својство 50 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се помножени со еден ист број k и се додадени на соодветните елементи од третата 
колона.

                а) Во детерминантата 
1 1

2 3 5
3 2

−
= + = на првата редица ги додаваме 

соодветните елементи од втората редица помножени со број 3 и добиваме детерминанта
1 3 3 1 2 3 10 5

20 15 5
3 2 3 2

+  − + 
= = − = , која има иста вредност со почетната детерминанта.

б) Во детерминантата 
1 2 3
0 1 2 1
0 0 1

− − =
−

на втората колона ги додаваме соодветните 

елементи од третата колона помножени со број -5 и добиваме детерминанта 
1 2 3 ( 5) 3 1 13 3
0 1 ( 2) ( 5) 2 0 9 2 9 10 1
0 0 ( 1) ( 5) 1 0 5 1

+  − −
− + −  − − = − = − + =
+ −  − − −

, која има иста вредност со почетната 

детерминанта.

а) Во детерминантата 
1 0
5 7−

на втората колона додади ги соодветните 

елементи од првата колона помножени со бројот 1
3

, а потоа пресметај ги двете 

детерминанти. Што заклучуваш?

50 Вредноста на детерминанта не се менува ако сите елементи од една редица
(колона) се помножат со еден ист број k и така добиените производи се додадат на 
соодветните елементи од некоја друга редица (колона).

.
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b) Te determinanta б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 te rreshti i tretë shtoi elementet përkatëse të rreshtit të parë të 

shumëzuar me numrin 0,5, ndërsa pastaj njehso të dy determinantat. Çka përfundon? 

60 Determinanta shumëzohet me numrin k ashtu që me atë numër k shumëzohen elementet prej 

një rreshti (kolone) të determinantës

Për determinantat e rendit të tretë elementet e të cilës së rreshtit të dytë shumëzohen me numër 

të njëjtë k, kemi: 

d.m.th., vlera është e barabartë me vlerën e determinantës fillestare të shumëzuar me k. 

11  Kontrollo vetinë 60 te determinanta e rendit të dytë ku elementet e kolonës së dytë 

shumëzohen me numrin e njëjtë k. 

Shembulli 6  Prej 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 dhe 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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 është e 

qartë se 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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. 

12  Njehso determinantën 

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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. Çka përfundon?

70 Nëse çdo element prej një rreshti (kolone) të determinantës që është shumë prej dy 
mbledhësve atëherë determinanta mund të paraqitet si shumë prej dy determinantave. Elementet 
te determinanta e parë (mbledhësi i parë-determinanta) te rreshti i përmendur (kolona) janë 
mbledhësi te parë dhe elementet e determinantës së dytë (mbledhësi i dytë-determinanta) te 
rreshti (kolona) i përmendur janë mbledhësi te dytë, ndërsa rreshtat (kolonat) tjera janë identike 
me rreshtat (kolonat) përkatëse si edhe te determinanta fillestare.

б) Во детерминантата 
1 0 1
1 5 2
3 1 1

−
− −

на третата редица додади ги соодветните елементи од 

првата редица помножени со бројот 0,5 , а потоа пресметај ги двете детерминанти. Што 
заклучуваш?

За детерминантата од трет ред чии елементи од втората редица се помножени со ист 
број k, имаме:

11 12 13

11 12 13 11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33

31 32 33

11 12 13

11 12 33 11 32 13 12 13 31 13 12 31 32 13 11 11 12 33 11 12 13

31 32 33

( )

a a a
kа kа kа kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а kа а а
а а а

a a a
k а а а а а а а а а а а а а а а а а а k а а а

а а а

= + + − − − =

= + + − − − =

т.е. вредноста е еднаква на вредноста на почетната детерминанта помножена со бројот k.

Провери го својство 60 кај детерминанта од втор ред каде елементите од 
втората колона се помножени со еден ист број k.

               Од 
1 3

2 2 (4 15) 38
5 4

 =  + =
−

и 
2 1 2 3 2 6

8 30 38
5 4 5 4
 

= = + =
− −

јасно е 

дека 
1 3 2 1 2 3

2
5 4 5 4

 
 =
− −

.

       Пресметај ги детерминантите 
1 0 1

3 1 5 2
3 1 1

−  −
− −

и 
1 3 0 1
1 3 5 2
3 3 1 1

− 
−  −

− −  −

. Што 

заклучуваш?

60 Детерминанта се множи со број k така што со тој број k се множат елементите од 
една редица (колона) на детерминантата.

.

Пример 6

70 Ако секој елемент од една редица (колона) на детерминантата е збир од два 
собирока тогаш детерминантата може да се претстави како збир од две детерминанти. 
Елементите во првата детерминанта (првиот собирок-детерминанта) во споменатата 
редица (колона) се првите собироци и елементите во втората детерминанта (вториот 
собирок-детерминанта) во спомената редица (колона) се вторите собироци, а 
останатите редици (колони) им се идентични со соодветните редици (колони) како и на 
почетната детерминанта.
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Në realitet, 

13
  Kontrollo vetinë 70 te determinanta e rendit të tretë ku elementetek e kolonës së dytë 

janë shumë prej mbledhësve. 

Shembulli 7  Vlera e determinantës 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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. Prej determinantës 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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, është e qartë 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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14
  Njehsoi determinantat 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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! Çka përfundon?

8° Nëse elementet e një rreshti (kolone) të determinantës së rendit të tretë janë kombinime 

lineare të elementeve përkatës së dy rreshtave (kolonave) të tjerë atëherë vlera e determinantes 

është zero
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 Me shfrytëzimin e vetive 30 dhe 80 vërteto se 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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Determinantat e formës 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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 në realitet janë trekëndore lart, ndërsa determinantat 

Всушност,

( ) ( ) ( ) ( )
а е b f a b e f

а е d c b f ad bc ed fc
c d c d c d
+ +

= + − + = − + − = + .

     Провери го својство 70 кај детерминанта од трет ред каде елементи од втората 
колона се се збир од собирока.

                    Вредноста на детермининантата
1 3 0 0 4 0 0
1 0 5 2 1 5 2 8
3 1 1 0 4 1 0

+
+ − = − =

− − −

. Од 

детерминантата
1 0 0
1 5 2 2
3 1 0

− =
−

,
3 0 0
0 5 2 6
1 1 0

− =
−

, јасно е дека 

1 3 0 0 1 0 0 3 0 0
1 0 5 2 1 5 2 0 5 2
3 1 1 0 3 1 0 1 1 0

+
+ − = − + −

− − − −

.

       Пресметај ги детермиантите 
1 2 3 1 3 2 3

, ,
5 3 4 5 4 3 4
+

− + −
! Што заклучуваш?

       Со користење на својствата 30 и 80 покажи дека 
1 12 2 13 12 13

1 22 2 23 22 23

1 32 2 33 32 33

0
k a k a a a
k a k a a a
k a k a a a

+
+ =
+

.

Пример 7

80 Ако елементите од една редица (колона) на детерминанта од трет ред се линеарни 
комбинации од соодветните елементи на другите две редици (колони) тогаш вредноста 
на детерминантата е нула.

Детерминантите од облик 
11 12 13

22 23

33

0
0 0

a a a
a a

a
всушност се горнотриаголни, а 

детерминантите 
11

21 22

31 32 33

0 0
0

a
a a
а а a

 всушност се долнотриаголни.
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 në realitet janë trekëndore poshtë 
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16
 
Trego        Покажи дека 

11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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 dhe        Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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! 

Pastaj njehso determinantën 

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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 me shfrytëzimin e vetive të determinantave me të cilat e 

transformojmë në trekëndore të lartë. 

Për komplementin algjebrik është saktë vetia:

90 Te determinantat e rendit të tretë, shuma e prodhimeve të elementeve të çfarëdo rreshti (kolone) 

me komplementet algjebrike përkatëse të rreshtit (kolonës) tjetër është zero.
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 Për determinantat e rendit të tretë 

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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kontrollo shumën e prodhimeve të 

elementeve të rreshtit të tretë me komplementet algjebrike përkatëse të rreshtit të parë është zero 

d.m.th., 

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
ka a a a a a

= ;

г) 
11 12 13 11 21 12 22 13 23

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a a ka a ka a ka
a a a a a a
a a a a a a

+ + +
= ?

2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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Detyra për punë të pavarur 
1.	 Kontrollo vallë: 

2.	 Me shfrytëzimin e vetive të determinantave njehso 

       Покажи дека 
11 12 13

22 23 11 22 33

33

0
0 0

a a a
a a а а а

a
= и 

11

21 22 11 22 33

31 32 33

0 0
0

a
a a а а а
а а a

= !

Потоа, пресметај ја детерминантата
1 1 1
0 1 2
1 0 1

со користење на својствата на 

детерминантите со кои ја трансформираме во горнотриаголна. 

За алгебарските комплементи точно е својството:

       За детерминантата од трет ред 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

провери дали збирот од 

производите на елементите од третата редица со соодветните алгебарски комплементи на 

елементите од првата редица е нула т.е. * * *
31 11 32 12 33 13 0a а a а a а+ + = ! 

Задачи за самостојна работа

1. Провери дали:

а) 11 12 0
0 0
а а

= ; б) 11 12 21 22

21 22 11 12

а а а а
а а а а

= − ; в)
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka a a a a a
ka a a k a a a
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2. Со користење на својствата на детерминанти пресметај:

90 Кај детерминанта од трет ред, збирот на производите на елементите на која било 
редица (колона) со соодветните алгебарски комплементи на елементите од друга 
редица (колона) е нула.
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 3.	 Me shfrytëzimin e vetive të determinantave vërteto: 
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5.	 Për determinantat e rendit të tretë 

а) 
2 4
8 16− −

; б) 21
a b ac bc
c c c
− −
+ +

;    в) 
3 1 2
1 4 1
6 2 4

; г) 
8 1 2
8 1 2
1 1 1

!
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4. Со користење на некои својства на детерминанти, пресметај ги следните

детерминанти од трет ред со трансформирање во горнотриаголна или 

долнотриаголна:

а) 
1 1 2
2 0 1
0 1 1
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; б) 

3 1 1
1 4 2

1 1 1
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1 5 1
2 3 2
2 4 3

.

5. За детерминантата од трет ред
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
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докажи дека * * *
13 11 23 21 33 31 0a а a а a а+ + = ! 

3. Решавање на систем од три линеарни равенки со три
непознати и дискусија за множеството решенија

Претходно се запознавме со линеарна равенка со две непознати и нејзиното множество на 

решенија, како и со систем од две линеарни равенки со две непознати и методите на нивно 

решавање. Како методи за решавање на систем од две линеарни равенки со две непознати 

ги спомнавме методот на замена, методот на спротивни коефициенти, графичкиот метод и 

Крамеровите правила (решавање со помош на детерминанти од втор ред). Овде ќе 

воведеме систем од три линеарни равенки со три непознати и детерминантите од трет ред 

ќе ги искористиме за негово решавање. Решавањето на систем од три линеарни равенки 
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Përkufizimi 1: Bashkësia prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura për të cilat kërkohen 

zgjidhje të përbashkëta quhet sistem prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura: 

со три непознати со детерминанти од трет ред е всушност користење на Крамеровите 

правила.

Во суштина се зборува за конјункција на три линеарни равенки со три непознати.

Решението на систем од три линеарни равенки со три непознати, е дадено во следната 
дефиниција:

Во однос на решението точно е:

Многу често системите не се дадени во општ облик, туку треба да се трансформираат со 
дозволени математички трансформации. 

Дефиниција 1: Множеството од три линеарни равенки со три непознати за кои се 
бараат заедничките решенија се вика систем од три линеарни равенки со три 
непознати:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , ,a a a b b b c c c d d d  . Броевите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се 

нарекуваат коефициенти пред непознатите, а броевите 1 2 3, ,d d d се нарекуваат
слободни членови на системот.  

Овој облик на системот се вика нормален или општ облик на систем од три линеарни 
равенки со три непознати. 

Дефиниција 2: Решение на систем од три линеарни равенки со три непознати е 
секоја подредена тројка од допуштени реални броеви 0 0 0( , , )x y z за која и трите 

равенки во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

поминуваат во вистинити искази 

т.е.
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Системот може да има единствено решение (системот е определен), да нема 
решение (системот е противречен) или да има бесконечно многу решенија (системот 
е неопределен).
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a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Системот може да има единствено решение (системот е определен), да нема 
решение (системот е противречен) или да има бесконечно многу решенија (системот 
е неопределен).

148

  quhen koeficientët para të panjohurës, ndërsa numrat 

d₁, d₂, d₃ quhen anëtarë të lirë të sistemit 
Kjo formë e sistemit quhet forma normale ose e përgjithshme e sistemit prej tre barazimeve 

lineare me tret të panjohura.

Në realitet flitet për konjuksion të tre barazimeve lineare me tri të panjohura. 

Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura, është dhënë me këtë përkufizim

Përkufizimi 2: Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura është çdo 

treshe e renditur prej numrave realë të lejuar 

со три непознати со детерминанти од трет ред е всушност користење на Крамеровите 

правила.

Во суштина се зборува за конјункција на три линеарни равенки со три непознати.

Решението на систем од три линеарни равенки со три непознати, е дадено во следната 
дефиниција:

Во однос на решението точно е:

Многу често системите не се дадени во општ облик, туку треба да се трансформираат со 
дозволени математички трансформации. 

Дефиниција 1: Множеството од три линеарни равенки со три непознати за кои се 
бараат заедничките решенија се вика систем од три линеарни равенки со три 
непознати:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , ,a a a b b b c c c d d d  . Броевите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се 

нарекуваат коефициенти пред непознатите, а броевите 1 2 3, ,d d d се нарекуваат
слободни членови на системот.  

Овој облик на системот се вика нормален или општ облик на систем од три линеарни 
равенки со три непознати. 

Дефиниција 2: Решение на систем од три линеарни равенки со три непознати е 
секоја подредена тројка од допуштени реални броеви 0 0 0( , , )x y z за која и трите 

равенки во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

поминуваат во вистинити искази 

т.е.
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Системот може да има единствено решение (системот е определен), да нема 
решение (системот е противречен) или да има бесконечно многу решенија (системот 
е неопределен).
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  për të cilën të tre barazimet 

te sistemi kalojnë në gjykime të vërteta d.m.th. 

со три непознати со детерминанти од трет ред е всушност користење на Крамеровите 

правила.

Во суштина се зборува за конјункција на три линеарни равенки со три непознати.

Решението на систем од три линеарни равенки со три непознати, е дадено во следната 
дефиниција:

Во однос на решението точно е:

Многу често системите не се дадени во општ облик, туку треба да се трансформираат со 
дозволени математички трансформации. 

Дефиниција 1: Множеството од три линеарни равенки со три непознати за кои се 
бараат заедничките решенија се вика систем од три линеарни равенки со три 
непознати:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , , ,a a a b b b c c c d d d  . Броевите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c се 

нарекуваат коефициенти пред непознатите, а броевите 1 2 3, ,d d d се нарекуваат
слободни членови на системот.  

Овој облик на системот се вика нормален или општ облик на систем од три линеарни 
равенки со три непознати. 

Дефиниција 2: Решение на систем од три линеарни равенки со три непознати е 
секоја подредена тројка од допуштени реални броеви 0 0 0( , , )x y z за која и трите 

равенки во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

поминуваат во вистинити искази 

т.е.
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Системот може да има единствено решение (системот е определен), да нема 
решение (системот е противречен) или да има бесконечно многу решенија (системот 
е неопределен).
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Në lidhje me zgjidhjen është e saktë

Sistemi mund të ketë zgjidhje të vetme (sistemi është i caktuar), të mos ketë zgjidhje (sistemi 

është kundërthënës) ose ka pafund shumë zgjidhje (sistemi është i pacaktuar).

Shpesh here sistemet nuk janë dhënë në formën e përgjithshme, ndërsa duhet të transformohen 

me transformacione matematikore të mjaftueshme.
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Prandaj, është e rëndësishme

Dy sisteme prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura janë ekuivalente në fushën e njëjtë të 
përkufizimit, nëse çdo zgjidhje e njërit sistem është, zgjidhje edhe të sistemit tjetër. 

Sistemi ekuivalent me sistemin e dhënë fitohet kurm çfarëdo barazim prej sistemit zëvendësohet 
me barazimin ekuivalent. 

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura, nëse nuk është në formën e përgjithshme 
atëherë me shfrytëzimin e sistemeve ekuivalente të të dhënit mund të sillet në formën normale 
(të  përgjithshme)

Le të jetë dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura në formën normale: 

Koeficientët a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ para të panjohurave x, y, z  dhe anëtarët e lirë d₁, d₂, d₃ 
i formojnë determinantat d₁, d₂, d₃

Затоа, важно е:

Нека е даден системот од три линеарни равенки со три непознати во нормален облик: 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред непознатите , ,x y z и слободните членови 

1 2 3, ,d d d ги образуваат детерминантите

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

, , ,x y z

а b c d b c а d c а b d
a b c d b c a d c a b d
a b c d b c a d c a b d

 =  =  =  = .

Точно е:

Два системи од три линеарни равенки со три непознати се еквивалентни на иста 
дефиниционата област, ако секое решение на едниот систем е решение и на другиот 
систем.

Систем еквивалентен на дадениот се добива кога која и да било равенка од системот 
се замени со еквивалентна равенка.

Систем од три линеарни равенки со три непознати, ако не е во општ облик тогаш со 
користење на еквивалентни системи на дадениот може да се сведе во нормален (општ) 
облик.

Детерминантата  , образувана од коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред
непознатите , ,x y z се нарекува детерминанта на системот. А останатите три 
детерминанти , ,x y z    се нарекуваат детерминанти на непознатите , ,x y z
соодветно. 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

може да се 

реши со детерминантите , , ,x y z    . Единствено решение се добива со формулите

, , 0yx zx y z
 

= = =  
  

, кои се нарекуваат Крамерови правила.
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Determinanta Δ, e formuar prej koeficientëve para të panjohurave a₁, a₂, a₃, b₁, b₂, b₃, c₁, c₂, c₃ 
quhet determinanta e sistemit. Por tre determinantat e tjera Δx, Δy, Δz quhen determinanta të 
panjoruave x, y, z përkatësisht

Është e saktë

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura mund të zgjidhet me determinantat 

Затоа, важно е:

Нека е даден системот од три линеарни равенки со три непознати во нормален облик: 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред непознатите , ,x y z и слободните членови 

1 2 3, ,d d d ги образуваат детерминантите

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

, , ,x y z

а b c d b c а d c а b d
a b c d b c a d c a b d
a b c d b c a d c a b d

 =  =  =  = .

Точно е:

Два системи од три линеарни равенки со три непознати се еквивалентни на иста 
дефиниционата област, ако секое решение на едниот систем е решение и на другиот 
систем.

Систем еквивалентен на дадениот се добива кога која и да било равенка од системот 
се замени со еквивалентна равенка.

Систем од три линеарни равенки со три непознати, ако не е во општ облик тогаш со 
користење на еквивалентни системи на дадениот може да се сведе во нормален (општ) 
облик.

Детерминантата  , образувана од коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред
непознатите , ,x y z се нарекува детерминанта на системот. А останатите три 
детерминанти , ,x y z    се нарекуваат детерминанти на непознатите , ,x y z
соодветно. 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

може да се 

реши со детерминантите , , ,x y z    . Единствено решение се добива со формулите

, , 0yx zx y z
 

= = =  
  

, кои се нарекуваат Крамерови правила.
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. Zgjidhja e vetme fitohet me formulat 

Затоа, важно е:

Нека е даден системот од три линеарни равенки со три непознати во нормален облик: 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред непознатите , ,x y z и слободните членови 

1 2 3, ,d d d ги образуваат детерминантите

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

, , ,x y z

а b c d b c а d c а b d
a b c d b c a d c a b d
a b c d b c a d c a b d

 =  =  =  = .

Точно е:

Два системи од три линеарни равенки со три непознати се еквивалентни на иста 
дефиниционата област, ако секое решение на едниот систем е решение и на другиот 
систем.

Систем еквивалентен на дадениот се добива кога која и да било равенка од системот 
се замени со еквивалентна равенка.

Систем од три линеарни равенки со три непознати, ако не е во општ облик тогаш со 
користење на еквивалентни системи на дадениот може да се сведе во нормален (општ) 
облик.

Детерминантата  , образувана од коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред
непознатите , ,x y z се нарекува детерминанта на системот. А останатите три 
детерминанти , ,x y z    се нарекуваат детерминанти на непознатите , ,x y z
соодветно. 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

може да се 

реши со детерминантите , , ,x y z    . Единствено решение се добива со формулите

, , 0yx zx y z
 

= = =  
  

, кои се нарекуваат Крамерови правила.

149

, të cilat 

quhen rregullat e Kramerit

Затоа, важно е:

Нека е даден системот од три линеарни равенки со три непознати во нормален облик: 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред непознатите , ,x y z и слободните членови 

1 2 3, ,d d d ги образуваат детерминантите

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

, , ,x y z

а b c d b c а d c а b d
a b c d b c a d c a b d
a b c d b c a d c a b d

 =  =  =  = .

Точно е:

Два системи од три линеарни равенки со три непознати се еквивалентни на иста 
дефиниционата област, ако секое решение на едниот систем е решение и на другиот 
систем.

Систем еквивалентен на дадениот се добива кога која и да било равенка од системот 
се замени со еквивалентна равенка.

Систем од три линеарни равенки со три непознати, ако не е во општ облик тогаш со 
користење на еквивалентни системи на дадениот може да се сведе во нормален (општ) 
облик.

Детерминантата  , образувана од коефициентите 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a b b b c c c пред
непознатите , ,x y z се нарекува детерминанта на системот. А останатите три 
детерминанти , ,x y z    се нарекуваат детерминанти на непознатите , ,x y z
соодветно. 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

може да се 

реши со детерминантите , , ,x y z    . Единствено решение се добива со формулите

, , 0yx zx y z
 

= = =  
  

, кои се нарекуваат Крамерови правила.
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Le të jetë (x₀, y₀, z₀)  zgjidhje për sistemin Нека 0 0 0( , , )x y z е решение за системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

т.е. се добиваат вистинити 

искази 
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

. Првото равенство го множиме со алгебарскиот комплемент 

*
1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0 2 0 2 0 3 3 0 3 0 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )а a x b y c z а a x b y c z а a x b y c z а d а d а d+ + + + + + + + = + +

Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
првата наставна единица се добива:

* * * * * * * * * * * *
0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

0 0

( ) ( ) ( )
х

x а a а a а a y а b а b а b z а c а c а c а d а d а d
 

+ + + + + + + + = + +

т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0  и произволна подредена

тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

. Тогаш 

таа е решение и на системот 
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 d.m.th., x₀⋅ Δ = Δx. 

Në të njëjtën mënyrë me shumëzimin e barazimeve me komplement algjebrik të elementeve prej 

kolonës së dytë fitohet Δ = Δy edhe me shumëzim të barazimeve me komplementin algjebrik të 

elementeve prej kolonës së tretë fitohet z₀⋅ Δ = Δz. Në fund fitohet se treshja e numrave (x₀, y₀, z₀)  
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комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива
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. Le të jetë (x₀, y₀, z₀) dhe çfarëdo treshe e numrave të renditur është zgjidhje e vetme e 
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. Atëherë ajo është zgjidhje edhe të sistemit 
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. Prej këtu 

fitohen formulat 
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*
1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0 2 0 2 0 3 3 0 3 0 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )а a x b y c z а a x b y c z а a x b y c z а d а d а d+ + + + + + + + = + +

Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
првата наставна единица се добива:

* * * * * * * * * * * *
0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

0 0

( ) ( ) ( )
х

x а a а a а a y а b а b а b z а c а c а c а d а d а d
 

+ + + + + + + + = + +

т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0  и произволна подредена

тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

. Тогаш 

таа е решение и на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Од овде се добиваат формулите 

0 0 0, ,yx zx y z
 

= = =
  

. Од произволноста на тројката броеви 0 0 0( , , )x y z следува дека
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. Prej çfarëdo tresheve të numrave (x₀, y₀, z₀) vijon se 



151

çdo zgjidhje e sistemit 

Нека 0 0 0( , , )x y z е решение за системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

т.е. се добиваат вистинити 

искази 
1 0 1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 0 2

3 0 3 0 3 0 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

. Првото равенство го множиме со алгебарскиот комплемент 

*
1a на елементот 1a . Второто равенство го множиме со алгебарскиот комплемент *

2a на 

елементот 2a . Третото равенство со алгебарскиот комплемент *
3a на елементот 3a . Потоа 

ги собираме и добиваме:
* * * * * *
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0 2 0 2 0 3 3 0 3 0 3 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )а a x b y c z а a x b y c z а a x b y c z а d а d а d+ + + + + + + + = + +

Со користење на Својство 10 од својствата на детерминанти од трет ред и Теорема 1 во 
првата наставна единица се добива:

* * * * * * * * * * * *
0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

0 0

( ) ( ) ( )
х

x а a а a а a y а b а b а b z а c а c а c а d а d а d
 

+ + + + + + + + = + +

т.е. 0 хx  =  .

На ист начин со множење на равенствата со алгебарските комплементи на елементите од 
втората колона се добива 0 yy  =  и со множење на равенствата со алгебарските

комплементи на елементите од третата колона се добива 0 zz  =  . На крај се добива

дека тројката броеви 0 0 0( , , )x y z , која е решение на системот од три линеарни равенки со 

три непознати е решение и на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0  и произволна подредена

тројка броеви 0 0 0( , , )x y z е единствено решение на системот
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

. Тогаш 

таа е решение и на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Од овде се добиваат формулите 

0 0 0, ,yx zx y z
 

= = =
  

. Од произволноста на тројката броеви 0 0 0( , , )x y z следува дека
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 është zgjidhje e sistemit секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 

1

Прим  ер     1
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 d.m.th., zgjidhja 

e vetme është 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 

1

Прим  ер     1
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Shembulli 1  Për sistemin prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura, 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 

1
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determinantat janë 

Në pajtim me rregullat e Kramerit kemi 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 

1
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 Zgjidhja e sistemit është 

treshja e numrave të renditur (1, 0, 2) 

1
 
Me rregullat e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura: 

Vërejtëm se sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura është ekuivalent me sistemin 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е еквивалентен со системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,

тогаш во системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 

1
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. Le të jetë Δ për sistemin prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura. Në 

këtë rast janë të mundshme dy nënraste: 

секое решение на системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

е решение на системот 
Δ Δ
Δ Δ
Δ Δ

х

y

z

x
y
z

 =
  =
  =

т.е. 

единственото решение е , ,yx z  
    

.

За системот од три линеарни равенки со три непознати,

2 0
2 3

5 2

x y z
x z

y z

+ − =
− = −
+ =

детерминантите се

2 1 1
1 0 2 14,
0 5 1

−
 = − =

0 1 1 2 0 1 2 1 0
3 0 2 14, 1 3 2 0, 1 0 3 28

2 5 1 0 2 1 0 5 2
x y z

− −
 = − − =  = − − =  = − =

Согласно Крамеровите правила имаме 1, 0, 2yx zx y z
 

= = = = = =
  

. Решението на 

системот е подредената тројка на броеви (1,0,2).

      Со Крамеровите правила реши го системот од три линеарни равенки со три 

непознати:

2
8

2 5

x y
x z

y z

− =
 + =
 − = −

.

Веќе видовме дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3
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Δ Δ
Δ Δ
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y
z

 =
  =
  =

. Нека 0 = за системот од три 

линеарни равенки со три непознати. Во овој случај се можни два потслучаи:

а) Ако барем една од детерминантите , ,х у z   е различна од нула, на пример 0х  ,
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x
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 =
  =
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првата равенка го добива обликот 0 Δ хx  = што е 
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a) Nëse të paktën njëra prej determinantave  Δx, Δy, Δz është e ndryshueshme prej zeros, për 
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 është kundërthënës. Prej këtu vijon se sistemi prej tre 
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b) Nëse Δx = Δy = Δz = 0 atëherë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura ka pafund 

shumë zgjidhje 

Me të vërtetë, nëse të gjithë koeficientët prej një barazimi dhe anëtarët e lirë janë zero atëherë ai 

barazim e ka formën 0 · x + 0 · y + 0 · z = 0. Domethënë çdo treshe e numrave të renditur do të jetë 

zgjidhje e këtij barazimi. Atëherë kemi sistem prej dy barazimeve lineare tjera me tri të panjohura, 

që mundet të ketë pafund shumë zgjidhje ose të jetë sistem kundërthënës. Fitohet situatë e njëjtë 

dhe nëse të paktën njëri prej koeficientëve të paktën një barazim është i ndryshueshëm prej zeros. 

2   Te sistemi Δ = Δx = Δy = Δz = 0 ku 

противречност. Од тука следува дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
е противречен. 

б) Ако 0х у z =  =  = тогаш системот од три линеарни равенки со три непознати има 
бесконечно многу решенија или е противречен. 

Навистина, ако сите коефициенти од една равенка и слободниот член се нули тогаш таа 
равенка има облик 0 0 0 0x у z +  +  = . Значи секоја подредена тројка броеви ќе биде 
решение на оваа равенка. Тогаш добиваме систем од двете преостанати линеарни равенки 
со три непознати, кој може да има бесконечно многу решенија или да биде противречен 
систем. Се добива истата ситуација и ако барем еден од коефициентите во барем една 
равенка е различен од нула. 

     Во системот 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

каде 0х у z =  =  =  = земи 1 0а  и докажи 

дека системот има бесконечно многу решенија или е противречен!

Точно е:

Согласно до сега кажаното, можеме да ја дадеме следната Крамерова теорема:

         а) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 0
3

2 2

x y z
y
x y z

+ − =
 = −
 − − =

.

Системот од три линеарни равенки со три непознати има или бесконечно многу 
решенија (неопределен систем) или нема решение (противречен систем) ако 0 = .

Пример 2

Теорема 1 (Крамер): а) Ако детерминантата на системот од три линеарни равенки со 
три непознати е различна од нула т.е. 0  тогаш тој систем има единствено решение 

(определен систем) , ,yx zx y z
 

= = =
  

.

б) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z        тогаш системот 
нема решение (противречен систем).

в) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z =  =  = тогаш системот
има бесконечно многу решенија или нема решение (противречен систем).
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 merr a₁ ≠ 0 vërteto se sistemi 

ka pafund shumë zgjidhje ose është kundërthënës! 

Është e saktë: 

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura ka ose pafund shumë zgjidhje (sistem i 

papërcaktuar) ose nuk ka zgjidhje (sistem kundërthënës) nëse Δ = 0. 

Në pajtim me atë që u theksuar deri më tani, mund ta japim këtë teoremë të Kramerit:

Teorema 1 (Kramer): a) Nëse determinanta e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të 

panjohura është e ndryshueshme prej zeros d.m.th., atëherë ai sistem ka zgjidhje të vetme 

(sistem të pacaktuar) 

противречност. Од тука следува дека системот од три линеарни равенки со три непознати 
е противречен. 

б) Ако 0х у z =  =  = тогаш системот од три линеарни равенки со три непознати има 
бесконечно многу решенија или е противречен. 

Навистина, ако сите коефициенти од една равенка и слободниот член се нули тогаш таа 
равенка има облик 0 0 0 0x у z +  +  = . Значи секоја подредена тројка броеви ќе биде 
решение на оваа равенка. Тогаш добиваме систем од двете преостанати линеарни равенки 
со три непознати, кој може да има бесконечно многу решенија или да биде противречен 
систем. Се добива истата ситуација и ако барем еден од коефициентите во барем една 
равенка е различен од нула. 
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дека системот има бесконечно многу решенија или е противречен!

Точно е:

Согласно до сега кажаното, можеме да ја дадеме следната Крамерова теорема:
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Системот од три линеарни равенки со три непознати има или бесконечно многу 
решенија (неопределен систем) или нема решение (противречен систем) ако 0 = .

Пример 2

Теорема 1 (Крамер): а) Ако детерминантата на системот од три линеарни равенки со 
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б) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z        тогаш системот 
нема решение (противречен систем).

в) Ако детерминантата на системот е 0 = и 0 0 0х у z =  =  = тогаш системот
има бесконечно многу решенија или нема решение (противречен систем).
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b) Nëse determinanta e sistemit  Δ = 0 është Δx ≠ 0 ∨ Δy ≠ 0 ∨ Δz ≠ 0 edhe atëherë sistemi nuk 

ka zgjidhje (sistem kundërthënës). 

c) Nëse determinanta e sistemit është Δ = 0 edhe Δx = 0 ∧ Δy = 0 ∧ Δz = 0 atëherë sistemi ka 

pafund shumë zgjidhje ose nuk ka zgjidhje (sistem kundërthënës)

Shembulli 2  a) Është dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura: 
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Determinanta e sistemit është Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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, ndërsa determinanta 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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: Domethënë, sistemi është kundërthënës. Me të vërtetë me 

zëvendësimin y = –3 te barazimi i parë dhe i tretë të sistemit, fitohet sistemi 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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, i cili 

është sistem kundërthënës 

b) Është dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura, 

Determinanta e sistemit është 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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, ndërsa edhe determinantat Δx = Δy = Δz = 0. 

Domethënë, sistemi ka pafund shumë zgjidhje ose është kundërthënës. Nëse te barazimi i parë 

dhe i tretë prej sistemit marrim për y = –1 atëherë e fitojmë sistemin 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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 ku njëri barazim 

është eliminuar edhe z = x. Për x = t kemi se z = t. Domethënë, zgjidhja e përgjithshme e këtij 

sistemi mund të merret çifti i renditue (t, –1, t), t ∈  d.m.th., bashkësia e zgjidhjeve të sistemit 

është M = {(t, –1, t) | t ∈ }  

c) Është dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura: 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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Determinanta e sistemit është 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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, ndërsa edhe determinantat Δx = Δy = Δz = 0. 

Domethënë, sistemi ka pafund shumë zgjidhje ose është kundërthënës. Nëse barazimin e dytë e 

pjesëtojmë me 2 atëherë e fitojmë sistemin 

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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 i cili është qartë sistem kundërthënës 

prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но детерминантата 

0 1 3
3 1 0 15 0

2 2 1
x

−
 = − = − 

− −

. Значи, системот е противречен. Навистина со замена на 

3y = − во првата и третата равенка на системот, се добива системот
1
2

x z
x z
− =

 − = −
, кој е 

противречен систем.

б) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати,

3 3 1
1

2 2

x y z
y
x y z

+ − = −
 = −
 − − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку во првата и 

третата равенка од системот земеме за 1y = − тогаш го добиваме системот
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото 
решение на овој систем може да се земе подредениот пар ( , 1, ),t t t−  т.е. множеството 
на решенија на системот е {( , 1, ) }М t t t= −  .

в) Даден е системот од три линеарни равенки со три непознати:

3 3 1
6 2 6 2
9 3 9 2

x y z
x y z
x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

.

Детерминантата на системот е 
3 1 3
6 2 6 0
9 3 9

−
 = − =

−

, но и детерминантите 0x у z =  =  = .

Значи, системот има бесконечно многу решенија или е противречен. Доколку втората 

равенка ја поделиме со 2 тогаш го добиваме системот 
3 3 1
3 3 1 ,
3(3 3 ) 2

x y z
x y z

x y z

+ − = −
 + − =
 + − =

кој е очигледно 

противречен систем од три линеарни равенки со три непознати.
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3  Zgjidhi këto sisteme prej tre barazimeve me tri të panjohura: 

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura
 

      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3
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ku anëtarë e lirë 

janë zero quhet sistem homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura.

Sistemi homogjen i formon determinantat: 

Është e qartë se prej vetive të determinantave të rendit të tretë fitohet Δx = Δy = Δz = 0. Në 

pajtim me teoremën e Kramerit nëse Δ ≠ 0 atëherë sistemi ka zgjidhje të vetme, ndërsa kjo është 

zgjidhje zero (trivial) (0,0,0). Ky sistem ka edhe zgjidhje jozero dhe për këto zgjidhje është saktë 

kjo teoremë.

Teorema 2: sistem homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura ka zgjidhje jozero 

nëse dhe vetëm nëse determinanta e sistemit Δ = 0

Vërtetim: Sistemi homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura le të ketë zgjidhje 
jozero 

      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3

154

. Për (x₀, y₀, z₀) prej rregullave të Kramerit fitohet vetëm zgjidhje zero
 
(0,0,0) 

për sistemin homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura dhe vijon kundërthënie e 

supozimit se ka zgjidhje jozero. Domethënë Δ = 0.

Le të jetë Δ = 0 të sistemit homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3
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. Prej teoremës së Kramerit c) vijon se ky sistem ka pafund

      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3
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      Реши ги следните системи од три равенки со три непознати:

а) 
5

2 2 2 10
2

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

; б) 
1

3 3 3 2
2

x y z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + − = −

.

Хомогениот систем ги образува детерминантите: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0
, 0 , 0 , 0

0 0 0
x y z

а b c b c а c а b
a b c b c a c a b
a b c b c a c a b

 =  =  =  = .

Очигледно е дека од својствата на детерминантите од трет ред се добива 0x y z =  =  =

. Согласно Крамеровата теорема ако 0  тогаш системот има единствено решение, а тоа 
е нултото (тривијално) решение (0,0,0). Овој систем има и ненулти решенија и за овие 
решенија точна е следната теорема 2:

Доказ: Нека хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

има ненулто решение 0 0 0( , , )x y z . За 0  од Крамеровите правила се 

добива замо нултото решение (0,0,0) за хомогениот систем од три линеарни равенки со три 
непознати и следува противречност на претпоставката дека има ненулто решение. Значи, 

0 = .

Нека 0 = на хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

. Од Крамеровата теорема в) следува дека овој систем има бесконечно 

Системот од три линеарни равенки со три непознати 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
0
0

a x b y c z
a x b y c z
a x b y c z

+ + =
 + + =
 + + =

каде 

слободните членови се нули се вика хомоген систем од три линеарна равенки со 
три непознати.

Теорема 2: Хомоген систем од три линеарни равенки со три непознати има ненулти 
решенија ако и само ако детерминантата на системот 0 = .

3
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shumë zgjidhje ose është kundërthënës. Duke pasur parasysh se ky sistem e ka zgjidhjen zero 

vijon se nuk mund të jetë sistem kundërthënës. Vijon se sistemi ka pafund shumë zgjidhje.�  ▄ 

Shembulli 3  Sistemi homogjen prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura: 

многу решенија или е противречен. Со оглед на тоа што овој систем го има нултото 
решение следува дека не може да биде противречен систем. Следи дека системот има 
бесконечно многу решенија.         ▄

                   Хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати: 

3 3 0
0
2 0

x y z
y
x y z

+ − =
 =
 − − =

има детерминантита е 
3 1 3
0 1 0 0
1 2 1

−
 = =

− −

. Доколку во првата и третата равенка од 

системот земеме за 0y = тогаш го добиваме системот 
3 3 0

0
x z

x z
− =

 − =
каде едната равенка е 

излишна и z х= . За x t= добиваме дека z t= . Значи, општото решение на овој систем 
може да се земе подредениот пар ( ,0, ),t t t т.е. множеството на решенија на системот 
е {( ,0, ) }М t t t=  .

                  Најди ги сите решенија на следните хомогени системи од три линеарни равенки 
со три непознати:

а) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 2 0
0

x y z
х y

y z

+ + =
 − =
 + =

.

Дискусија на множеството решенија

Дискусијата на множеството решенија на еден систем од три линеарни равенки со три 
непознати ќе ја спроведеме со користење на детерминантите и Крамеровата теорема преку 
пример и задачи, на ист начин како и дискусијата за множеството решенија на систем од 
две линеарни равенки со две непознати во прва година.

         За системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2
2

аx y z
x ay z
x y az

+ + =
 + + =
 + + =

Пример 4

Пример 3

4
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e ka determinantën 

многу решенија или е противречен. Со оглед на тоа што овој систем го има нултото 
решение следува дека не може да биде противречен систем. Следи дека системот има 
бесконечно многу решенија.         ▄

                   Хомогениот систем од три линеарни равенки со три непознати: 
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në lidhje me parametrin a do ta diskutojmë zgjidhjen e tij. Determinanta e sistemit është: во однос на параметарот a ќе го дискутираме неговото решение. Детерминантата на 

системот е: 3 2

1 1
1 1 2 3 ( 1) ( 2)
1 1

а
а а а а а

а
 = = + − = − + . Другите три детерминанти се:

1 1 1
2 1 ( 3)( 1),
2 1

1 1
1 2 1 ( 1)(2 1),
1 2

1 1
1 2 ( 1)(2 1).
1 1 2

x

y

z

а а а
а

а
а а

а

а
а а а

 = = − −

 = = − −

 = = − −

Системот има единствено решение кога 0  т.е. 1 2а а   − и тоа е 3
( 1)( 2)

ax
a a

−
=

− +
,

2 1
( 1)( 2)

ay z
a a

−
= =

− +
т.е. решението е подредената тројка

3 2 1 2 1, ,
( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)

а а а
а а а а а а

 − − −
 − + − + − + 

.

Системот нема решение или има бесконечно многу решенија, ако 0 = т.е 1 2а а=  = − .

За 1а = детерминантите 0x y z =  =  = . Системот има облик 
1
2
2

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

и едната 

равенка е излишна. Значи го имаме системот 
1
2

x y z
x y z
+ + =

 + + =
и од првата равенка имаме 

1z х у= − − . Со замена на оваа равенка во втората добиваме 0 0 1х у +  = што е 
противречност. Значи системот е противречен систем т.е. нема решение.

За 2а = − детерминантата 15 0x =  , тогаш системот нема решение.

             Во зависност од параметарот а , дискутирај го решението на системот 

1
4 1

6 ( 2) 2 1

x y z
аx y z

x а y z

+ + =
 + + =
 + + + =

. 

5

156

. Tre determinantat e tjera janë: 
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 d.m.th., zgjidhja është treshja e renditur 
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За 1а = детерминантите 0x y z =  =  = . Системот има облик 
1
2
2

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

и едната 
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1
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 + + =
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4 1
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Disa sisteme mundet futje e të panjohurave ndihmëse përkatëse të transformohen në sistem prej 

tre barazimeve lineare me tri të panjohura dhe kështu të zgjidhen. 

Shembulli 5  Sistemi: 

 
me futjen e të panjohurave ndihmëse 

Некои системи може воведување на соодветни помошни непознати да се трансформираат 
во систем од три линеарни равенки со три непознати и така да се решат.

                   Системот:

2 3 1 9
2

1 2 3 6
2

4 5 2 12
2

x z y x z

x z y x z

x z y x z


− + = − +


+ − = − − +


− − =

− +

со воведување на помошните непознати 
1 1 1, ,

2
u v w

x z y x z
= = =

− +
се трансформира во 

систем од три линеарни равенки со три непознати 
2 3 9

2 3 6
4 5 2 12

u v w
u v w

x v w

− + =
 + − = −
 − − =

. Овој систем решавајќи 

го со Крамеровите правила има решение (1,-2,1). Се враќаме назад во помошните 
непознати, каде добиваме нов систем од три линеарни равенки со три непознати 

1
12
2

1

x z

y z

z

− =
 + = −


=

. Со решавање на овој систем со Крамеровите правила се добива решение 

(2, 5
2

− ,1), кое е воедно и решение на почетниот систем.

     Реши го системот 

3 6 1 1

6 4 1 3

15 2 3 5

x у z y x х z

x у z y x x z

x y z y x x z


− − = + − + −


− + = + − + −


+ + =

+ − + −

.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги следните системи равенки:

а) 
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; б) 
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; в) 
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

; г) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.
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. Me zgjidhjen e këtij sistemi me rregullat 
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     Реши го системот 
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2.	 Zgjidhi këto sisteme homogjene prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura   

3.	 Varësisht prej vlerës së parametrit m diskuto zgjidhjen e sistemit  

4.	 Me futjen të zëvendësimit zgjidhi këto sisteme:   

4. Koncepti për matricë 

Ta përkufizojmë konceptin matricë

Përkufizimi 1: Le të jenë m, n ∈   numra natyror dhe le të jenë dhënë m · n, numrat realë 

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.
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, të renditur në m rreshta dhe n kolona 
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1
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2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z
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− + =
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

+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z
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− + − = − + + − +


+ − = − + − + +
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− + = −
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, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони
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Për këtë skemë drejtkëndore themi se është matricë të formës m × n ose m × n – matrica, 
ndërsa për numrat realë aᵢⱼ se janë elementet e saj

Matricat zakonisht i shënojmë me shkronjat latine të mëdhaja të shtypit dhe në vend të shënimit të 
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b)
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

















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.

158

b)

2. Реши ги следните хомогени системи од три линеарни равенки со три непознати:

а) 
0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

+ + =
 − − =
 + − =

; б) 
2 3 0

2 3 4 0
3 0

x y z
х y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

.

3. Во зависност од вредноста на параметарот m дискутирај го решението на системот

a)
2

1mx y z
x my z m
x y mz m

 + + =
 + + =
 + + =

; б) 
1

4 5 2 1
2 1 2

x y z
x y z

x y mz m

− + =
− + − =
 + − = −

.

4. Со воведување на замена реши ги следните системи:

а) 

2 3 1 9

1 2 3 6

4 5 2 12

x y z

x y z

x y z


− + =




+ − = −



− − =


; б) 

2 3 4 1
2 1

1 3 1 2
1 2

1 4 5 3
2 1

x у x y z y z

y z x y x y z

x y x y z y z


− + − = − + + − +


+ − = − + − + +


− + = −
− + + − +

.

4.Поим за матрица

Да го дефинираме поимот матрици.

Матриците вообичаено ги означуваме со големите печатни латинични букви и наместо 
записот даден во дефиниција 1, кратко матрицата можеме да ја запишеме и со .ij m n

A a


 =  

Дефиниција 1: Нека ,m n се природни броеви и нека се дадени m n реални броеви 

, 1, 2,..., , 1, 2,...,a i m j nij  = = , распоредени во m редици и n колони



















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

.

За оваа правоаголна шема велиме дека е матрица од облик nm , или nm –матрица,
а за реалните броеви ija дека се нејзини елементи.

158
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Një matricë është plotësisht e përcaktuar nëse dihen vlerat e elementeve të saj, si edhe pozitat e 

tyre në kuadër të asaj matrice.

Kur flasim për pozitën e elementit te matrica atëherë do të themi se ai gjendet te rreshti i dhe te 

kolona j d.m.th, te prerja e rreshtit i dhe kolonës j. 

Shembulli 1  Matrica 

Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2
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 është e formës me 2 rreshta dhe 3 kolona, ndërsa matrica 

Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2

159

 është e formës me 2 rreshta dhe 4 kolona 

1  Cakto rendin e këtyre matricave: 

Shembulli 2  Të dy matrricat 

Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2
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 nuk janë të barabarta, edhe se të 

dyjat janë të rendit të njëjtë 3 × 2 dhe përbëhen prej elementeve të njëjtë. Por, elementet e njëjtë 

duhet të jenë vendosur edhe në vendet përkatëse. Numri 1 prej matricës A gjendet te pozita rreshti 

1 dhe kolona 1, port e matrica B gjendet te pozita rreshti 1 dhe kolona 2. 

2
 
 Caktoi ashtu që të dy matricat të jenë të marabarta, 

Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2
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Кога зборуваме за позиција на елементот ija во матрицата тогаш ќе речеме дека тој се 

наоѓа во i -тата редица и во j -тата колона т.е. во пресекот на i -тата редица и j -тата
колона.  

         Матрицата 
1 2 0
1 4 2

A
− 

=  − 
е од облик 2 3 со 2 редици и 3 колони, а 

матрицата 
0 1 2 3
1 0 0 2

B
− 

=  − 
е од облик 2 4 со 2 редици и 4 колони.

     Определи го редот на следните матрици:

а) 
1 0
2 3

A  
=  − 

; б) 

1 0 2
0 1 2
3 3 1

2 5 4

B

 
 − − =
 −
 
 

; в) 
0 1
2 3
4 5

С
 
 =  
  

.

         Двете матрици 
1 2 2 1
0 1 0 1
1 1 1 1

А В
   
   = −  − =   
      

не се еднакви, иако и двете се 

од ред 3 2 и се состојат од исти елементи. Но, истите елементи треба да бидат сместени 
и на соодветните места. Бројот 1 од матрицата А се наоѓа на позиција 1 редица и 1 колона, 
но во матрицата В се наоѓа на позиција 1 редица и 2 колона. 

Определи ги ,x y така што двете матрици да бидат еднакви 
1 2 1

,
0 1 0 3
x

А В
y

−   
= =   +   

.

Една матрица е наполно определена ако се познати вредностите на нејзините 
елементи, како и нивните позиции во рамките на таа матрица.

Пример 1

Дефиниција 2: За две матрици ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   велиме дека се еднакви ако

се од ист облик m n и ако соодветните елементи им се еднакви, т.е. ако ijij ba = за сите

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .

Пример 2

1

2
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b) c)

Përkufizimi 2: Për dy matrica A = [aᵢⱼ]m×n  dhe  B = [bᵢⱼ]m×n  themi se janë të barabarta nëse janë 

prej formës së njëjtë m × n dhe nëse elementet përkatëse i kanë të barabarta, d.m.th., aᵢⱼ = bᵢⱼ 
nëse për të gjithë i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n için aᵢⱼ = bᵢⱼ 
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Përkufizimi 3: Për matricën e formës m × n, për të ciln vlen se të gjithë elementet e saj janë të 

barabartë me zero, do të themi se është matricë-zero dhe e shënojmë Om,n (ose Onxn) 
Përkufizimi 4: Matrica për të cilën m = 1 (d.m.th., 1 × n është i formës që do të thotë se ka vetëm 

një rresht
[a₁ a₂ a₃ ... an]

quhet matrica-rresht, ndërsa matrica me vetëm një kolonë (të formës 

 

Ако ij m n
A a


 =   тогаш T

ji n m
A a


 =   .

                    За матрицата 

3 2

1 2
3 4 ,
0 4

А



 
 =  
 − 

нејзината транспонирана матрица е 

2 3

1 3 0
2 4 4

ТА


 
=  − 

.

За транспонираната матрица точна е следната теорема 1:

Доказ: Својството следува од дефиницијата 5, ако  
nmijaA


= тогаш  

mnij
T aA


= . Ако 

T
ji n m

A a


 =   тогаш ( )T Т
ij m n

A a A


 = =  . ▄

     За матрицата 
1 2 3 4
5 5 0 4

А
− 

=  − 
, провери го равенството ( )TTA A= .

Дефиниција 3: За матрицата од облик m n , за која важи дека сите нејзини елементи 
се еднакви на нула, ќе велиме дека е нулта m n –матрица и ја означуваме Om.,n

(или m nО  ).

Дефиниција 4: Матрица за која m=1 (т.е. е од облик 1 n , што значи дека има само една 
редица)

 naaaa 321

се нарекува матрица-редица, додека матрицата со само една колона (од облик 1m )























ma

a
a
a


3

2

1

ја именуваме како матрица-колона.

Дефиниција 5: Нека A е  m n – матрица. Со TA ќе ја означуваме матрицата добиена 

со промена на улогите на редиците и колоните на A . За TA велиме дека е 
транспонирана матрица на матрицата A .

Пример 3

Теорема 1: За произволна матрица A важи ( )TTA A= .

3
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e quajmë si matrica-kolonë.

Përkufizimi 5: Le të jetë A, m × n matricë. Me AT do ta shënojmë matricën të fituar me ndërrimin 

e roleve të rreshtave dhe kolonave te A. Për AT themi se është matricë e transponuar e matricës.

Nëse  A = [aᵢⱼ]m×n atëherë  AT = [aᵢⱼ]m×n 

Shembulli 3  Për matricën 

Ако ij m n
A a


 =   тогаш T

ji n m
A a


 =   .

                    За матрицата 

3 2

1 2
3 4 ,
0 4

А



 
 =  
 − 

нејзината транспонирана матрица е 

2 3

1 3 0
2 4 4

ТА


 
=  − 

.

За транспонираната матрица точна е следната теорема 1:

Доказ: Својството следува од дефиницијата 5, ако  
nmijaA


= тогаш  

mnij
T aA


= . Ако 

T
ji n m

A a


 =   тогаш ( )T Т
ij m n

A a A


 = =  . ▄

     За матрицата 
1 2 3 4
5 5 0 4

А
− 

=  − 
, провери го равенството ( )TTA A= .

Дефиниција 3: За матрицата од облик m n , за која важи дека сите нејзини елементи 
се еднакви на нула, ќе велиме дека е нулта m n –матрица и ја означуваме Om.,n

(или m nО  ).

Дефиниција 4: Матрица за која m=1 (т.е. е од облик 1 n , што значи дека има само една 
редица)

 naaaa 321

се нарекува матрица-редица, додека матрицата со само една колона (од облик 1m )























ma

a
a
a


3

2

1

ја именуваме како матрица-колона.

Дефиниција 5: Нека A е  m n – матрица. Со TA ќе ја означуваме матрицата добиена 

со промена на улогите на редиците и колоните на A . За TA велиме дека е 
транспонирана матрица на матрицата A .

Пример 3

Теорема 1: За произволна матрица A важи ( )TTA A= .

3
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 matrica e saj matrica e transponuar është 

Ако ij m n
A a


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, kontrollo barazimin (AT)T = A
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Shembulli 4  a) Matrica         а) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е квадратна матрица од ред 3. 

Елементите од главната дијагонала се 2,-2,0, а елементите од споредната дијагонала се -
4,-2,-4.

б) Единечна матрица од втор ред има облик,

2

1 0
0 1

E  
=  
 

.

     а) Дајте пример на квадратна матрица од ред 4 и испишете ги елементите на 
главната и на споредната дијагонала.
б) Напишете ја единичната матрица од трет ред!

Некои квадратни матрици:

1. Квадратна матрица се нарекува горнотриаголна матрица ако сите нејзини
елементи „под“ главната дијагонала се еднакви на нула, или попрецизно, тоа е
матрица за која 0,ija = за сите i j , т.е.

11 12 13 1

22 23 2

33 3

0
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 
 
 
 
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 
  
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2. Квадратна матрица се нарекува долнотриаголна матрица ако сите нејзини
елементи “над” главната дијагонала се еднакви на нула т.е. тоа е матрица за која
важи дека 0=ija , за сите i j т.е.

Дефиниција 6: За матрицата за која бројот на редици е еднаков на бројот на колони, 
т.е. m n= , велиме дека е квадратна матрица (од ред n). Елементи 11 22, ,..., nna a a од 
квадратна матрица  ijaA = од ред n ја сочинуваат (главната) дијагонала на А. 

Споредната дијагонала ја сочинуваат елементите 1 2, 1 1, ,...,n n na a a− .

Дефиниција 7: За матрицата  ijn eE = од ред n за кој важи дека 
1: ако
0 : акоij

i j
e

i j
=

=  
велиме дека е единечна матрица од n -ти ред. 

Пример 4
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është matricë katrore e rendit 3. Elementet e 

diagonales kryesore janë 2, –2. Elementet e diagonales kryesore janë Elementet e diagonales 

kryesore janë , ndërsa elementet e diagonales dytësore janë 4, –2, –4 
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4  a) Jepni shembull të matricës katrore të rendit 4 dhe shënoni elementet e diagonales 

kryesore dhe dytësore. 

b) Shkruaje matricën njësi të rendit të tretë! 

Disa matrica katrore: 
1.	 Matrica katrore quhet matricë trekëndore lart nëse të gjitha elementet e saja “nën“ 

diagonalja kryesore janë të barabarta me zero, ose më précis, ajo është matrica për të 

cilën të gjithë aij = 0 d.m.th., i > j. 

 2. �Matrica katrore quhet matricë trekëndore poshtë nëse të gjitha elementet e saja “mbi“ 

diagonalja kryesore janë të barabarta me zero d.m.th., ajo është matrica për të cilën 

aij = 0 d.m.th., i > j vlen se 
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Përkufizimi 6: Për matricën për të cilën numri i rreshtave është i barabartë me numrin e kolonave, 

d.m.th. m = n themi se është matricë katrore (të rendit n). Elementet a11, a22, ..., ann e matricës 

katrore A = [aij] të rendit n e përbëjnë diagonalja (kryesore) e А. Diagonalja dytësore e përbëjnë 

elementet a1n, a2,n–1, ..., an1 

Përkufizimi 7: Për matricën En = [eij] e rendit n për të cilin vlen se themi se 
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nëse:
nëse:  

(nëse: nëse) është matricë njësi të rendit n. 
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Këto dy lloje të matricave me emër të përbashkët emërtohen matrica trekëndore. 

 3.	 Matrica e cila njëkohësisht është trekëndore edhe poshtë edhe lart quhet matrica 
diagonale d.m.th.,  

 4.	 Nëse të gjithë elementet prej siagonales te diagonalja te matrica diagonal ndërmjet 

veti janë të barabarta, matricën e këtillë do ta quajmë matricë skalare d.m.th., 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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d.m.th., 

5.	 Nëse AT = A , për A themi se është matricë simetrike, derisa atëherë AT = –A matrica A 

quhet matricë e pjerrët simetrike (antisimetrike) 
 6.	 Nëse ATA= AAT=E , atëherë A matrica quhet matricë ortogonale 

 Shembulli 5  a) Matrica 
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3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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 është matricë trekëndore lart, ndërsa matrica 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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 është matricë trekëndore poshtë, derisa pra matrica  

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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është matricë diagonale 

b) Matrica 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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 është matricë skalare.

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0

n n n nn

а
а a
а а a

а a a a

 
 
 
 
 
 
  

.

Овие два вида матрици со заедничко име се именуваат триаголни матрици.
3. Матрицата која истовремено е и долно и горнотриаголна се нарекува дијагонална

матрица т.е.

11

22

0 0
0 0

0 0 nn

a
a

a

 
 
 
 
 
 

.

4. Ако сите елементи од дијагоналата кај дијагонална матрица се меѓусебно еднакви,

таквата матрица ќе ја нарекуваме скаларна матрица т.е.
: ако

0 : акоij

d i j
a

i j
=

=  
т.е.

0 0
0 0

0 0

d
d

d

 
 
 
 
 
 

.

5. Ако AAT = , за A велиме дека е симетрична матрица, додека ако TA A= − тогаш 
матрицата A се нарекува кососиметрична (антисиметрична) матрица.

6. Ако T TA A AA E= = , тогаш матрицата A се нарекува ортогонална матрица.

а) Матрицата 

1 2 8 3
0 5 6 1
0 0 2 3
0 0 0 2

A

− 
 − − =
 
 − 

е горнотриаголна матрица, а матрицата  

2 0 0 0
1 3 0 0

2 3 4 0
1 8 3 7

B

 
 − − =
 
 − 

е долнотриаголна матрица, додека пак матрицата 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 7

С

 
 
 =
 −
 
 

е дијагонална матрица.

б) Матрицата 

5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

A

− 
 − =
 −
 − 

е скаларна матрица. 
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c) Matrica в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 është matricë simetrike, ndërsa matrica в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 është 

matricë simetrike e pjerrët 

4   a) Jep shembull të matricës trekëndore lart dhe shembull të matricës trekëndore poshtë 

të rendit të tretë! 

b) Çfarë matrica janë matrica katrore njësi dhe zero? 

c) Matrica 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 është simetrike ose matricë simetrike e pjerrët?

Detyra për punë të pavarur

1.	 Janë dhënë matricat 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 dhe 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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. Për cilat vlera të x, y dhe z, 

matricat janë të barabarta? 

2.	 Për matricën 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 cakto AT! 

3.	 A ekzistojnë te matrica 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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 për të cilat A = AT? 

4.	 Si janë këto matrica katrore 

в) Матрицата 
2 3 4
3 2 1
4 1 0

A
− 

 = − 
 − 

е симетрична матрица, а матрицата 
0 1 0
1 0 3

0 3 0
A

 
 = − 
 − 

е 

кососиметрична матрица.

    а) Дај пример на горнотриаголна и пример на долнотриаголна матрица од трет 

ред !
б) Какви матрици се единичните и нултите квадратни матрици ?

в) Матрицата 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

A
 
 = − 
  

е симетрична или кососиметрична матрица?

Задачи за самостојна работа

1. Дадени се матриците
2

1
x y y

А z u
x z z

− 
 = − − 
 − 

и 
z u

B z u x
y x y

 
 = + 
 − 

. За кои вредности на 

, , ,x y z u , матриците се еднакви?

2. За матрицата
5 2

1 1
0 3

А
− 
 = − 
  

, определи ТА !

3. Дали постојат ,а с во матрицата
3

а с
А

а с
 

=  − 
за кои ТА А= ?

4. Какви се следните квадратни матрици:

а) 
0

0
а

А
а

 
=  
 

; б) 
1 0 0
0 2 0
0 0 3

В
 
 =  
  

; в) 
1 1 1
0 3 3
0 0 1

С
 
 =  
  

; г) 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

D
 
 =  
  

.
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5. Operacionet me matrica 
Te matricat mund të përkufizohen operacione të caktuara. Operacionet me të cilat operohet janë: 

shumëzimi i matricave me numër, mbledhja e matricave dhe shumëzimi i matricave. 

Shumëzimi i matricës me numër

Përkufizimi 1: Le të jenë a ∈  dhe A = [aᵢⱼ]m×n, i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n. Prodhimi i 
numrit real a me matricë A është matrica e rendit të njëjtë si edhe matrica A (domethënë, e 

rendit m × n, e shënojmë me a ∈ , elementet e të cilës janë prodhimet e numrit A me elementet 

përkatëse prej A, d.m.th., 

aA = [aᵢⱼ]m×n 

Shembulli 1  Prodhimi i numrit real -2 me matricën katrore 

5. Операции со матрици

Кај матриците може да се дефинираат одредени операции. Операциите со кои се оперира 
се: множење на матрица со број, собирање на матрици и множење на матрици.

Множење на матрица со број

         Производот на реалниот број -2 со квадратната матрицата 
0 1
2 3

А  
=  − 

од ред 2 е матрицата 
0 1 2 0 2 1 0 2

2 2
2 3 2 ( 2) 2 3 4 6

А
−  −  −     

−  = −  = =     − −  − −  −     
, која е исто така

квадратна матрица од ред 2, како и матрицата А.

Пресметај: а) 

21 21 3
12 6 2
2

 − 
  
 
  

; б) 
1

6
0
 
  
 

.

За оваа операција точна е теорема 1:

Доказ: Нека е се дадени произволни m n - матрици ij m n
А a


 =   , [0]m nО = ,

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
(i) Производот на реалниот број 0 со матрицата A

0 0 0 [0]ij ijА a a О    =  =  = =   
e нултата матрица О ,

(ii) Производот на произволен реален број a и нултата матрица О e

   , ,[0] 0 0m n m na O a a O =  =  = =

е нултата матрица О ,

Дефиниција 1: Нека a и , 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
A a i m j n


 = = =  . Производ на реален 

број a со матрица A е матрица од ист ред како и матрицата A (значи, од ред m n
), ја означуваме со aA , чии елементи се производите на бројот a со соодветните 
елементи од A , т.е.

 
nmijaaaA


= .

Пример 1

Теорема 1: Нека матриците A и О се од ред m n и a . Тогаш точни се следниве 
својства:
i) 0 A О = ;    ii) a O O = ; iii)1 A А = ;   iv) ( 1) , 1,2,..., , 1,2,...,ij ijm n m n

a a i m j n
 

   −  = − = =   
.
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 të rendit 2 është matrica 

5. Операции со матрици

Кај матриците може да се дефинираат одредени операции. Операциите со кои се оперира 
се: множење на матрица со број, собирање на матрици и множење на матрици.

Множење на матрица со број

         Производот на реалниот број -2 со квадратната матрицата 
0 1
2 3

А  
=  − 

од ред 2 е матрицата 
0 1 2 0 2 1 0 2

2 2
2 3 2 ( 2) 2 3 4 6

А
−  −  −     

−  = −  = =     − −  − −  −     
, која е исто така

квадратна матрица од ред 2, како и матрицата А.

Пресметај: а) 

21 21 3
12 6 2
2

 − 
  
 
  

; б) 
1

6
0
 
  
 

.

За оваа операција точна е теорема 1:

Доказ: Нека е се дадени произволни m n - матрици ij m n
А a


 =   , [0]m nО = ,

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
(i) Производот на реалниот број 0 со матрицата A

0 0 0 [0]ij ijА a a О    =  =  = =   
e нултата матрица О ,

(ii) Производот на произволен реален број a и нултата матрица О e

   , ,[0] 0 0m n m na O a a O =  =  = =

е нултата матрица О ,

Дефиниција 1: Нека a и , 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
A a i m j n


 = = =  . Производ на реален 
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), ја означуваме со aA , чии елементи се производите на бројот a со соодветните 
елементи од A , т.е.

 
nmijaaaA


= .

Пример 1

Теорема 1: Нека матриците A и О се од ред m n и a . Тогаш точни се следниве 
својства:
i) 0 A О = ;    ii) a O O = ; iii)1 A А = ;   iv) ( 1) , 1,2,..., , 1,2,...,ij ijm n m n

a a i m j n
 

   −  = − = =   
.
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, e cila është gjithashtu matricë katrore e 

rendit 2, si edhe matrica А. 

1  Njehso: 
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b)

Për këtë operacion është e saktë teorema 1:
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се: множење на матрица со број, собирање на матрици и множење на матрици.

Множење на матрица со број

         Производот на реалниот број -2 со квадратната матрицата 
0 1
2 3

А  
=  − 

од ред 2 е матрицата 
0 1 2 0 2 1 0 2

2 2
2 3 2 ( 2) 2 3 4 6

А
−  −  −     

−  = −  = =     − −  − −  −     
, која е исто така

квадратна матрица од ред 2, како и матрицата А.

Пресметај: а) 

21 21 3
12 6 2
2

 − 
  
 
  

; б) 
1

6
0
 
  
 

.

За оваа операција точна е теорема 1:

Доказ: Нека е се дадени произволни m n - матрици ij m n
А a


 =   , [0]m nО = ,

1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = .
(i) Производот на реалниот број 0 со матрицата A

0 0 0 [0]ij ijА a a О    =  =  = =   
e нултата матрица О ,

(ii) Производот на произволен реален број a и нултата матрица О e

   , ,[0] 0 0m n m na O a a O =  =  = =

е нултата матрица О ,

Дефиниција 1: Нека a и , 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
A a i m j n


 = = =  . Производ на реален 

број a со матрица A е матрица од ист ред како и матрицата A (значи, од ред m n
), ја означуваме со aA , чии елементи се производите на бројот a со соодветните 
елементи од A , т.е.

 
nmijaaaA


= .

Пример 1

Теорема 1: Нека матриците A и О се од ред m n и a . Тогаш точни се следниве 
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(iii)    Prodhimi i numrit real 1 dhe matricës A është

 1 · A = 1 · [aᵢⱼ] = [1 · aᵢⱼ] = [aᵢⱼ] = A
	        është matrica A. 

(iv)    Prodhimi i numrit real -1 dhe matricës A është

                        –1 · A = –1 · [aᵢⱼ]m×n = [–1 · aᵢⱼ] = [–aᵢⱼ]m×n  dir.� n

Përkufizimi 2: Për matricën ( –1) A do të themi se është e kundërt e matricës A dhe do ta 

shënojmë me –A

Shembulli 2  Për matricën 

(iii) Производот на реалниот број 1 и матрица A е
1 1 1ij ij ijА a a a А      =  =  = =     

е матрица A .
(iv) Производот на реалниот број -1 и матрица A е

1 1 [ ] 1 [ ]ij m n ij ij m nА a a a  −  = −  = −  = −  ▄

На матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− − 

=  
 

, спротивна е матрицата 
1 2 7
3 6 2

А
− 

− =  − − − 

  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .

Пример 3
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, e kundërt është matrica 
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2. Shkruaj matrica të kundërta të matricave: 

Mbledhja e matricave

Operacion i mbledhje e matricave është përkufizuar me këtë përkufizim 3:

Përkufizimi 3: Le të jenë A = [aᵢⱼ]m×n dhe B = [bᵢⱼ]m×n, ku i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n. Shuma 

e matricave A dhe B është matrica m × n, elementet e të cilës prej A dhe B d.m.th. elementet të 

cilët janë në pozitë të njëjtë:
 A + B = [aᵢⱼ + bᵢⱼ]m×n

Në pajtim me përkufizimin 3 mund të përfundojmë se mblidhen vetëm matricat e rendit të njëjtë. 

Derisa tani zbritja e dy matricave realizohet nëpërmjet mbledhjes së matricës së parë (mbledhësi 

i parë) me matricën e kundërt te matrica e dytë (mbledhësi i dytë) që merr pjesë në proçesin e 

mbledhjes d.m.th., A – B = A + (–b).
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  Запиши ги спротивните матрици на матриците: 

а) 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
; б) 

1 2 3
4 5 6

В  
=  
 

.

Собирање на матрици

Операцијата собирање на матрици е дефинирана во следната дефиниција 3:

Согласно дефиницијата 3 можеме да заклучиме дека се собираат само матрици од ист ред.
Додека пак одземањето на две матрици се спроведува преку собирање на првата матрица 
(прв собирок) со спротивната матрица на втората матрица (втор собирок) која учествува во 
процесот на собирање т.е.  ( )A B А В− = + − .

         За квадратните матрици 
1 2
3 0

А
− 

=  − 
и 

3 3
3 6

B
− 

=  
 

од ред 2 со 2 редици 

и колони, нивниот збир е:
1 2 3 3 1 3 2 ( 3) 2 1
3 0 3 6 3 3 0 6 0 6

А В
− − − + + − −       

+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:

ij ij m n
A B a b


 + = +  .
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1 2
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и 

3 3
3 6

B
− 
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 

од ред 2 со 2 редици 
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+ = + = =       − − + +       
,

т.е. квадратна матрица од ист ред 2, како и двете матрици A и В , кои ги собираме:

Дефиниција 2: За матрицата ( 1)A− ќе велиме дека е спротивна на матрицата A и ќе 
ја означуваме со A− .

Пример 2

Дефиниција 3: Нека ij m n
A a


 =   и ij m n

B b


 =   , каде 1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = . Збир на

матриците A и В е nm - матрицата чии елементи се збировите на соодветните
елементи од A и В , т.е. елементите кои се на иста позиција:
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b)
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3. Njehso A + B dhe B + A për matricat      Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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 dhe      Пресметај A В+ и В А+ за матриците
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точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;
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. Çka vëren?

Teorema 2: Matricat A, B, C dhe O le të jenë të rendit të njëjtë dhe a, b ∈ . Atëherë janë të 
sakta këto veti: 

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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Vërtetim: Le të jenë dhënë matricat 

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n ,   m × n  

të rendit a, b ∈  

1) Me zbatimin e ligjit komutativ për mbledhje të numrave realë, tregohet se është i saktë ligji 
komutativ për mbledhjen e matricave 

2) Me shfrytëzimin e ligjit asociativ për mbledhje të numrave realë, tregohet se është i saktë ligji 
asociativ për mbledhje të matricave:  

3) Shuma e matricës А dhe matricës zero na jep përsëri matricën А d.m.th., 

4) Shuma e matricës dhe matricës së saj të kundërt na jep matricën zero 0 d.m.th., 

5) Për numra realë dhe çfarëdo matricë, me zbatimin e ligjit distributive të shumëzimit në lidhje me 
mbledhjen e te numra realë kemi:  

6) Për çfarëdo numra realë a, b dhe çfarëdo matricë A me zbatimin e ligjit asociativ të shumëzimit 
të numrave realë kemi:  

7) Për çfarëdo numër real a dhe çfarëdo matrica A dhe B, me zbatimin e ligjit distributive të 
shumëzimit në lidhje me mbledhjen te numra realë kemi: 

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3

166

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3

166

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3

166

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .

3

166

     Пресметај A В+ и В А+ за матриците
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 
0 4 1
3 2 1

В
− 

=  − 
.

Што забележуваш?

Доказ: Нека се дадени матриците , ,ij ijm n m n
А a В b

 
   = =    [ ] ,ij m nC c = 1,2,..., ,i m=

1,2,...,j n= oд ред m×n и ,a b .
1) Со примена на комутативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека е
точен комутативниот закон за собирање на матрици,

ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B a b a b b a b a B A

     
           + = + = + = + = + = +            .

2) Со користење на асоцијативниот закон за собирање на реални броеви, се покажува дека
е точен асоцијативниот закон за собирање на матрици,

( )( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijm n m n m n m n m n m n
А B С a b c a b c a b c

     
           + + = + + = + + = + +           

( )( ) [ ] [ ] ( )ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n
a b c a b c A B C  
   = + + = + + = + +    .

3) Збирот на матрицата А и нултата матрица O ни ја дава повторно матрица А т.е

 0 0ij ij ijm nm n m n m n
А О a a a A

  
     + = + = + = =      .

4) Збирот на матрицата А и нејзината спротивна матрицата ни ја дава нултата матрица O
т.е.

 ( ) ( ) 0ij ij ij ij m nm n m n m n
А А a a a a O

  
     + − = + − = + − = =      .

5) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]ij ij ij ij m n ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a a b a a a b a   

   + = +  = +  =  +  =  +  =   
[ ] [ ]ij m n ij m na a b a a A b A =  +  =  +  .

6) За произволни реални броеви ,a b и произволна матрицата А , со примена на
асоцијативен закон на множењето кај реални броеви имаме:

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ]ij ij ij m n ij m nm n m n
a b А a b a a b a a b a a b a  

     =   =   =   =     
( [ ]) ( )ij m na b a a b A=   =  

7) За произволен реален број a и произволни матрици А и B , со примена на
дистрибутивен закон на множењето во однос на собирањето кај реални броеви имаме:

( )( ) ( ) [ ] [ ]ij ij ij ij ij ij ij m n ij m nm n m n m n m n
a А B a a b a a b a a b a a a b    

        + =  + =  + =  + =  +  =       

Теорема 2: Нека матриците , ,A В С и О се од ред m n и ,a b . Тогаш точни се 
следниве својства:

1) A В В А+ = + ;        2) ( ) ( )A В С А В С+ + = + + ;      3) A О А+ = ;

4) ( )A А О+ − = ;        5) ( )a b A aА bA+ = + ;                  6) ( ) ( )ab A a bA= ;

7) ( )a A B aА aB+ = + ; 8) ( )T TaA aA= ; 9) ( )T T TA B A B+ = + .
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8) Për çfarëdo numër real a dhe çfarëdo matricë A,prej 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄

                    За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6

3 3 9 6 3
А В

−         
         − = − − = + =         
         −         

.

     За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

и реални броеви 2 и -5 провери ги својствата 

од теорема 2.

Множење на матрици

За множење на две матрици ја даваме следната дефиниција 4:

Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
n

i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .
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 kemi: 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
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
 =   добиваме:
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ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6

3 3 9 6 3
А В

−         
         − = − − = + =         
         −         
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 
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  
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3
В

− 
 = − 
  

и реални броеви 2 и -5 провери ги својствата 

од теорема 2.

Множење на матрици

За множење на две матрици ја даваме следната дефиниција 4:

Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
n

i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .
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, 

ndërsa është e saktë dhe 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄

                    За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

матрицата 3 2А В− го има обликот

1 1 3 2 5
3 2 3 0 2 3 0 6 6

3 3 9 6 3
А В

−         
         − = − − = + =         
         −         

.

     За матриците 
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А
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 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

и реални броеви 2 и -5 провери ги својствата 

од теорема 2.

Множење на матрици

За множење на две матрици ја даваме следната дефиниција 4:

Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
n

i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .
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. Vijon. 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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А
 
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  
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  
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3 3 9 6 3
А В
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колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
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i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .
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9) Për çfarëdo matrica A dhe B, në pajtim me përkufizimin për mbledhje të matricave dhe matricës 

së transponuar, është e saktë 

ij ijm n m n
a a a b a A a B

 
   =  +  =  +     .

8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


 =   добиваме:

( )T
ji n m

aA a a


 =   , но точно е и Т
ji n m

aA a a


 =   . Следува ( )T Т
ji n m

aA a a aA


 =  =  .

9) За произволни матрици А и B , согласно дефинициите за собирање на матрици и
транспонирана матрица, точно е ,T

ji n m
A a


 =   ,T

ji n m
B b


 =  

,ij ij ij ijm n m n m n
A B a b a b

  
     + = + = +     

( ) , [ ]T T T
ji ji ji ji n mn m

A B a b A B a b 
 + = + + = + 

Следува, ( )T T TA B A B+ = + . ▄
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матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 
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B b
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8) За произволен реален број a и произволна матрицата А , од ij m n
aA a a


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 + = + + = + 
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1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


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 
   =  +  =  +     .
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ji n m

aA a a

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aA a a aA


 =  =  .
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 
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 =  
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 
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     За матриците 
1
0
3

А
 
 =  
  

и 
1
3

3
В

− 
 = − 
  

и реални броеви 2 и -5 провери ги својствата 

од теорема 2.

Множење на матрици

За множење на две матрици ја даваме следната дефиниција 4:

Од дефиницијата јасно е дека се множат само матрици за кои важи дека бројот на 
колони на првата матрица (прв множител) е еднаков на бројот на редици на втората 
матрица (втор множител) и така што секој елемент 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (значи елементот чија позиција е во 

Пример 4

Дефиниција 4: Нека ,ij m n
A a


 =   1,2,..., , 1,2,...,i m j n= = и ,ij n k

B b


 =   1,2,..., ,i n=  

1,2,...,j k= . Под производ на матриците А и B ќе ја подразбираме матрицата

А B C = при што , 1,2,..., , 1,2,..., .ij m k
C c i m j k


 = = =  и 

1 1 2 2
1

... , 1,2,..., ; 1,2,...,
n

i j i j i j i n n j i s s j
s

c a b a b a b a b i m j k
=

=  +  + +  =  = = .
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prerjen e rreshti i dhe kolonës j) prej matricës-prodhim fitohet mer shumëzimin e elementit prej 

rreshtit i të matricës së parë me elementet përkatëse të kolonës j të matricës së dytë dhe pastaj 

prodhimet mblidhen. 

Shembulli 5  Për matricën katrore 

пресекот на i - тата редица и j - тата колона) од матрицата-производ се добива со множење 
на елементите од i - тата редица на првата матрица со соодветните елементи од  j - тата 
колона на втората матрица и потоа производите се собираат.

        За квадратната матрица 
2 2

1 0
2 3

А


 
=  − 

од ред 2 со 2 редици и 2 колони и

матрицата 
2 3

0 2 1
3 3 0

В


− 
=  − 

од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони, нивниот производ е 

матрица С од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони. Операцијата множење се спроведува според 
правилото дадено подолу,

2 2 2 3 2 3

1 0 0 2 1 0 2 1
2 3 3 3 0 9 13 2

А В С
  

− −     
 =  = =     − − − −     

• 1 редица со 1 колона: 1∙0+0∙3=0 - елементот 11a во матрицата С;

• 1 редица со 2 колона: 1∙2+0∙(-3)=2 - елементот 12a во матрицата С;

• 1 редица со 3 колона: 1∙(-1)+0∙0=-1 - елементот 13a во матрицата С;

• 2 редица со 1 колона: 2∙0+(-3)∙3=-9 - елементот 21a во матрицата С;

• 2 редица со 2 колона: 2∙2+(-3)∙(-3)=13 - елементот 22a во матрицата С;

• 2 редица со 3 колона: 2∙(-1)+(-3)∙0=-2 - елементот 23a во матрицата С.

Определи ја матрицата C А В=  , за матриците 
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 

1 0
1 2 .
3 0

В
 
 =  
 − 

За множењето на матрици ќе ја дадеме следната теорема 3, без доказ:

Доказот се прави едноставно со користење на дефиницијата за производ на матрици и 
својствата на операциите со реални броеви.

Пример 5

Теорема 3: Нека a . Тогаш точни се следниве својства:
1) ( ) ( ) ( )a AB aA B A aB= = , за m n матрица A и n k матрица B ;
2) ( ) ( )A BC AB C= , за m n матрица A , n k матрица B и k l матрица C
(асоцијативен закон);
3) ( )A B C AB AC+ = + , за m n матрица A , n k матрици B и C (лев дистрибутивен
закон);
    ( )A B C AC BC+ = + , за m n матрици A и B , n k матрица C (десен 
дистрибутивен закон);
4) ( )T T TAB B A= , за m n матрица A , n k матрица B .

5
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, prodhimi i tyre është matrica С 

e rendit 2×3 me 2 rreshta dhe 3 kolona. Operacioni shumëzim realizohet sipas rregullës së dhënë 

më poshtë. 
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на елементите од i - тата редица на првата матрица со соодветните елементи од  j - тата 
колона на втората матрица и потоа производите се собираат.

        За квадратната матрица 
2 2

1 0
2 3

А


 
=  − 

од ред 2 со 2 редици и 2 колони и

матрицата 
2 3

0 2 1
3 3 0

В


− 
=  − 

од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони, нивниот производ е 

матрица С од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони. Операцијата множење се спроведува според 
правилото дадено подолу,

2 2 2 3 2 3

1 0 0 2 1 0 2 1
2 3 3 3 0 9 13 2

А В С
  

− −     
 =  = =     − − − −     

• 1 редица со 1 колона: 1∙0+0∙3=0 - елементот 11a во матрицата С;

• 1 редица со 2 колона: 1∙2+0∙(-3)=2 - елементот 12a во матрицата С;

• 1 редица со 3 колона: 1∙(-1)+0∙0=-1 - елементот 13a во матрицата С;

• 2 редица со 1 колона: 2∙0+(-3)∙3=-9 - елементот 21a во матрицата С;

• 2 редица со 2 колона: 2∙2+(-3)∙(-3)=13 - елементот 22a во матрицата С;

• 2 редица со 3 колона: 2∙(-1)+(-3)∙0=-2 - елементот 23a во матрицата С.

Определи ја матрицата C А В=  , за матриците 
1 0 2
3 5 1

А  
=  − − 

и 

1 0
1 2 .
3 0

В
 
 =  
 − 

За множењето на матрици ќе ја дадеме следната теорема 3, без доказ:

Доказот се прави едноставно со користење на дефиницијата за производ на матрици и 
својствата на операциите со реални броеви.

Пример 5

Теорема 3: Нека a . Тогаш точни се следниве својства:
1) ( ) ( ) ( )a AB aA B A aB= = , за m n матрица A и n k матрица B ;
2) ( ) ( )A BC AB C= , за m n матрица A , n k матрица B и k l матрица C
(асоцијативен закон);
3) ( )A B C AB AC+ = + , за m n матрица A , n k матрици B и C (лев дистрибутивен
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    ( )A B C AC BC+ = + , за m n матрици A и B , n k матрица C (десен 
дистрибутивен закон);
4) ( )T T TAB B A= , за m n матрица A , n k матрица B .
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Për shumëzimin e matricave do ta japim këtë teoremë 3, pa vërtetim:
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        За квадратната матрица 
2 2

1 0
2 3

А


 
=  − 

од ред 2 со 2 редици и 2 колони и

матрицата 
2 3

0 2 1
3 3 0

В


− 
=  − 

од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони, нивниот производ е 

матрица С од ред 2×3 со 2 редици и 3 колони. Операцијата множење се спроведува според 
правилото дадено подолу,

2 2 2 3 2 3

1 0 0 2 1 0 2 1
2 3 3 3 0 9 13 2

А В С
  

− −     
 =  = =     − − − −     
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• 1 редица со 2 колона: 1∙2+0∙(-3)=2 - елементот 12a во матрицата С;
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• 2 редица со 1 колона: 2∙0+(-3)∙3=-9 - елементот 21a во матрицата С;

• 2 редица со 2 колона: 2∙2+(-3)∙(-3)=13 - елементот 22a во матрицата С;

• 2 редица со 3 колона: 2∙(-1)+(-3)∙0=-2 - елементот 23a во матрицата С.
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За множењето на матрици ќе ја дадеме следната теорема 3, без доказ:

Доказот се прави едноставно со користење на дефиницијата за производ на матрици и 
својствата на операциите со реални броеви.

Пример 5

Теорема 3: Нека a . Тогаш точни се следниве својства:
1) ( ) ( ) ( )a AB aA B A aB= = , за m n матрица A и n k матрица B ;
2) ( ) ( )A BC AB C= , за m n матрица A , n k матрица B и k l матрица C
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3) ( )A B C AB AC+ = + , за m n матрица A , n k матрици B и C (лев дистрибутивен
закон);
    ( )A B C AC BC+ = + , за m n матрици A и B , n k матрица C (десен 
дистрибутивен закон);
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6   
Njehso AB dhe BA : a)      Пресметај AB и BA : а) 

1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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b) 

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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, Vallë

 

AB = BA? 

Në rastin e përgjithshëm vlen ligji komutativ për shumëzimin e matricave d.m.th., AB ≠ BA

7  Për matricat 

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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, dhe numri real 6, provo vetitë 

e teoremës 3 

Fuqia e matricës 
Me shfrytëzimin e operacionit shumëzim të matricave do të përkufizojmë fuqinë e matricës. 

Për matricën katrore prodhimi A dhe A · A shkurtimisht e shënojmë me A² d.m.th.,  A · A = A²  Për 

prodhimin A · A · A = A · A² = A² · A shkurtimisht shkruajmë A³ d.m.th., A · A · A = A³  etj.

Përkufizimi 5: Për çdo matricë katrore A mund të përkufizohet, fuqia e Aⁿ (ku n është numër i 

plotë jonegativ) me: A⁰ = E,  A¹ = A dhe në mënyrë induktive Aⁿ = Aⁿ⁻¹ · A për n > 1

Te fuqia A⁰ = E, E është matricë njësi të rendit të njëjtë si edhe matrica A

8   Për matricat e dhënë: 

     Пресметај AB и BA : а) 
1 2
3 3

А  
=  − 

,
1 0 0 1
2 2 3 1

В
− 

=  − 
;

б) 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

. Дали AB BA= ?

За матриците 
1 0
2 3

А  
=  − 

,
1 0

2 3
В

− 
=  − 

,
1 7
5 0

С  
=  
 

и реалниот број 6, 

провери ги својствата од теорема 3. 

Степен на матрица

Со користење на операцијата множење на матрици ќе дефинираме степен на матрица.

За квадратната матрица А производот А А и накратко го означуваме со 2А т.е. 2А А А =
За производот 2 2А А А А А А А  =  =  кратко пишуваме 3А т.е 3А А А А  = итн.

Во степенот 0А Е= , Е е единечна матрица од исти ред како и матрицата А .

За дадените матрици: а) 
1 0

2 3
А

− 
=  − 

; б) 
0 1 4
1 2 1
4 1 0

В
 
 = − 
  

пресметај 2А и 3А

!

     Провери дали матриците А и В се инволуторни или идемпотетни или ниту 
едното, ниту другото.

Во општ случај не важи комутативниот закон за множење на матрици т.е. AB BA .

Дефиниција 5: За секоја квадратна матрица А може да се дефинира nA , степен на 
А (при што n е ненегативен цел број) со: 0 1,A E A A= = и индуктивно, 1n nA А A−=  , за 

1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.
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1n  .

Дефиниција 6: Ако 2A E= , тогаш А се нарекува инволуторна матрица.

Дефиниција 7: Ако 2A А= , тогаш А се нарекува идемпотентна матрица.

6

7

8

9
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 njehso A² dhe A³.

Përkufizimi 6: Nëse A² = E, arëherë A quhet matricë involutore. 
Përkufizimi 7: Nëse A² = A, atëherë A quhet matricë idempotente.

9   Kontrollo vallë matricat A dhe B janë involutore ose idempotente ose asnjëra, as tjetra.
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Detyra për punë të pavarur 

1.	 Për matricat 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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 dhe 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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 njehso:  

2.	 Për matricat e dhëna te detyra 1 provo se a është e saktë: 

3.	 Për matricat  

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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, njehso: 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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b) c)

4.	 Për matricat e dhëna te detyra 3 provo se a është e saktë:

5.	 Cilat prej këtyre matricave 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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 dhe  

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 
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n n nn
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a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1
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 mund të shumëzohen? Njehso prodhimet të cilët ekzistojnë! Pastaj gjej B² 

dhe D³ 
6.	 Provo cila prej këtyre matricave janë involutore, ndërsa cilat idempotente: 

6. Matrica inversibile dhe inverse 

Në këtë pjesë do të shqyrtojmë matrica katrore. 

Së pari do të fusim konceptin determinantë e matricës katrore. 

Për matricën katrore 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 
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 
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, детерминантата е:
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21 22 2 21 22 2
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, determinanta është: 

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2
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n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn
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     
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b) c)

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     
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b)

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det
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n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     
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Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     
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b) c)

Задачи за самостојна работа

1. За матриците
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 3 0 1
2 2 4 1

В
− − 

=  − 
и 

5 0 3 1
0 2 3 1

С
− 

=  − 
пресметај:

а) 5 3 4А В С− + ; б) ( 2 ) (3 4 )Т ТА В С− + − ; в) 5 3 4Т Т ТС А В− + .
2. За матриците дадени во Задача 1 провери дали е точно:

а) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ;  б) A C C A+ = + !

3. За матриците
1 2 3
0 1 2
3 0 4

А
 
 = − − 
 − 

,
4 5 7
6 2 0
1 3 4

В
− 

 = − 
 − − 

,
0 1 0
2 5 8
1 1 0

С
 
 = − 
 − 

пресметај:

а) 5 3А ВС− ; б) (3 4 )ТА В С − ; в) ( ) (3 )Т ТАС ВС− .
4. За матриците дадени во задача 3 провери дали е точно:

а) BC CB= ;  б) ( )A C B AC AB + = + ;  в) ( ) ( )AC B A CB= !

5. Кои од следните матрици
1 0 0 1
2 2 3 1

А
− 

=  − 
,

1 2 3
0 1 2
3 0 4

В
 
 = − − 
 − 

,
1 0
1 2
3 0

С
 
 =  
 − 

и 

1 7
5 0

D  
=  
 

можат да се помножат? Пресметај ги производите кои постојат! Потоа 

најди 2В и 3D !
6. Провери кои од следните матрици се инволуторни, а кои идемпотетни:

а) 
0 1
1 0

A  
=  
 

; б) 
1 2
0 0

В  
=  
 

; в) 
0 1 1
0 0 1
0 0 0

С
 
 =  
  

.

6. Инверзибилна и инверзна матрица

Во овој дел ќе разгледуваме квадратни матрици.
Најпрво ќе го воведеме поимот детерминанта на квадратна матрица.

За квадратната матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, детерминантата е:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

det det

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
a a a a a a

A

a a a a a a

  
  
  = =  
     

.
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Për determinantat e dy matricave katrore A dhe B vlen: det(Ab) = det A · det B
Para se ta fusim konceptin e matricës josingulare (inversibile, invertibile) përpiqu ta zgjidhësh 

detyrën. 

1  
 Për matricat 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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 dhe 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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, njehso AB dhe BА.

Përkufizimi 1: Për matricën katrore A themi se është matricë inversibile (josingulare, 
invertibile), nëse ekziston matricë katrore B e rendit të njëjtë si edhe A, ashtu që AB = BA = E

E saktë është kjo teoremë 1

Teorema 1: Për matricën A inversibile (josingulare, invertibile) matrica saj inverse A-1 është 

njëvlerësisht e caktuar.

Vërtetim: Le të jetë A matricë josingulare (inversibile), Atëherë ajo ka matricë inverse. Për matricën 

A le të ekzistojnë dy matrica inverse B dhe C. Vijon AB = BA = E dhe AC = CA = E. Domethënë 

B = BE = B(Ac) = (Ba)C = EC = C.

Nëse matrica nuk është josingulare, atëherë ajo quhet matricë singulare

Shembulli 1  a) Matrica singular është matrica zero. 

b) Matrica njësi është josingulare (ajo është inverse e vetvetes) d.m.th., EE = E pasi E = E⁻¹. 
Kontrollo! 

c) Për matricën 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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do ta gjejmë matricën inverse me barazimin 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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Kemi 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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. Pas kontrollit 

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1
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.

За детерминантите на две квадратни матрици A и B важи: ( )det det detAB A B=  .

Пред да го воведеме поимот на несингуларна (инверзибилна, инвертибилна) матрица 
обиди се да ја решиш следната задача.

     За матриците 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
− 

 =  
  

и 
1 2 7
0 1 2
0 0 1

В
− 

 = − 
  

, пресметај АВ и BA !

Во таков случај, за В велиме дека е инверзна матрица на матрицата А и ја означуваме 

со 1А− .

Точна е следната теорема 1:

Доказ: Нека А е несингуларна (инверзибилна) матрица. Тогаш таа има инверзна матрица.
Нека за матрицата А постојат две инверзни матрици В и C . Следува АВ BА E= = и 
АC CА E= = . Значи, ( ) ( )В ВE В AC ВA C EC C= = = = = . ▄

                   а) Сингуларна матрица е нултата матрица. 

б) Единичната матрица е несингуларна (таа е инверзна сама на себе) т.е. 1E Е−= , бидејќи 
EЕ Е= . Провери !

в) За матрицата 
1 2
1 3

А  
=  
 

ќе ја најдеме инверзната матрица 1 x y
A

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 2 2 2 1 0
1 3 3 3 0 1

x y x z y u
AA Е

z u x z y u
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

2 1
2 0
3 0
3 1

x z
y u
x z
y u

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде 

3
2
1

1

x
y
z
u

=
 = −
 = −
 =

. По проверката 

1 11 2 3 2 1 0 3 2 1 2 1 0
,

1 3 1 1 0 1 1 1 1 3 0 1
AA Е А А Е− −− −           

=  = = =  = =           − −           
,

Дефиниција 1: За квадратната матрица А велиме дека е инверзибилна
(несингуларна, инвертибилна) матрица, ако постои квадратна матрица В од ист ред 
како и А , таква што АВ BА E= = .

Пример 1

Теорема 1: За инверзибилна (несингуларна, инвертибилна) матрица А нејзината 

инверзна матрицата 1А− е еднозначно определена.

Ако матрицата не е несингуларна, тогаш таа се нарекува сингуларна матрица.

1

171



172

fitohet se се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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. 

Matrica inverse e matricës së rendit të dytë. Matrica inverse e rendit të dytë ta fitojmë në të njëjtën 

mënyrë si te shembulli 1 , c). Për 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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 matricën do ta gjejmë matricën inverse 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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me barazimin AA⁻¹ = E

Kemi 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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, prej ku 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2
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. Derisa tani 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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Prej këtu matrica inverse e matricës 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.

Пример 2

2

172

 do ta ketë këtë formë 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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Mund të përfundojmë se për të ekzistuar A⁻¹ është e nevojshme dhe e mjaftueshme A ≠ 0. 

Shembulli 1  Për matricën 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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 determinanta është B = 2 ≠ 0. Domethënë, ekziston 

matricë inverse e matricës B. Matrica inverse është 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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Gjeje matricën inverse të matricës 

се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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се добива дека 1 3 2
1 1

А− − 
=  − 

.

Инверзна матрица на матрица од втор ред. Инверзната матрица на матрица од втор ред ја 

добиваме на ист начин како во пример 1, в). За матрицата 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе ја најдеме инверзната 

матрица 1 x y
А

z u
−  
=  
 

со равенството

1 1 0
0 1

a b x y ax bz ay bu
AA Е

c d z u cx dz cy du
− + +       
=  = = =       + +       

.

Добиваме 

1
0
0
1

ax bz
ay bu
cx dz
cy du

+ =
 + =
 + =
 + =

, од каде

dx
ad bc

by
ad bc

cz
ad bc

au
ad bc

 = −
 = − −

 = −
 −

 =

−

. Додека пак, det 0
a b

A ad bc
c d

= = −  .

Од овде инверзната матрица на матрица 
а b

А
c d
 

=  
 

ќе го има следниот облик 

1 1
det

d b
А

c aA
− − 
=  − 

.

Можеме да заклучиме дека за да постои 1A− , потребно и доволно е det 0A .

                    За матрицата 
1 1
0 2

В
− 

=  
 

детерминанта е det 2 0В =  . Значи, постои 

инверзна матрица на матрицата В . Инверзната матрица е 

1

112 11 1 2
0 1 1det 2 0

2

d b
В

c aВ
−

 
 −   

= = =     −     
  

.

     Најди ја инверзната матрица на матрицата 
3 2
5 6

А  
=  − 

.
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Matrica inverse e matricës së rendit të tretë. Ta formojmë matricën elementete të cilës janë të 

barabarta me komplemenete algjebrike përkatëse të 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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. Domethënë, le të jetë 

matrica katrore e rendit 3 dhe le të jetë 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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. Matrica e këtillë e fituar e përbërë 

prej komplementeve algjebrike 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 
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 të elementeve përkatëse aᵢⱼ prej matricës quhet 

matricë reciproke e matricës А Për matricën e transponuar të saj do të themi se është matricë e 

adjunguar e matricës А dhe e shënojmë me 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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Vijojnë dy teorema. Të cilat do të na japin kriter për josingularitet të një matrice katrore dhe formulë 

për njehsimin e matricës inverse.

Teorema 1: Për çdo matricë katrore vlen 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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Teorema 2: Matrica katrore А është matricë josingulare nëse dhe vetëm nëse A ≠ 0. Në rastin e 

këtillë, matricën inverse e gjejmë me 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 
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Domethënë, nëse është dhënë matrica katrore A, për të njehsuar A⁻¹ dhe nëse ajo është e 

ndryshueshme prej zeros, atëherë ka matricë inverse dhe ajo është matrica elementet e të cilës 

janë të barabarta me elementet përkatëse prej matricës së adjunguar të ndara me vlerën e 

determinantës së A 

3
 
 Vërteto barazimin 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 
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!

Shembulli 3  Për matricën 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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 determinanta është 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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. Domethënë, 

ekziston 
matricë inverse e matricës А. Për matricën reciproke kemi: 

Инверзна матрица на матрица од трет ред. Да ја формираме матрицата чии што елементи се 

еднакви на соодветните алгебарски комплементи на A . Значи, нека 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

е 

квадратна матрица од ред 3 и нека 

* * *
11 12 13

* * * *
21 22 23
* * *
31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

. Вака добиената матрица составена од 

алгебарски комплементи * ( 1)i j
ij ija += −  на соодветните елементи ija од матрицата A се

нарекува реципрочна матрица на матрицата A . За нејзината транспонирана ќе велиме дека е 
адјунгирана матрица на матрицата A и ја означуваме со *( )TadjA A= .

Следуваат две теореми, кои ќе ни дадат критериум за несингуларност на една 
квадратна матрица и формула за пресметување на инверзна матрица.

Значи, ако е дадена квадратна матрица A , за да пресметаме 1A− , најпрво ја
пресметуваме det A и ако таа е различна од нула, тогаш A има инверзна и тоа е матрицата чии 
што елементи се еднакви на соодветните елементи од нејзината адјунгирана матрица поделени со 
вредноста на детерминантата на A .

Докажи го равенството (det )A adjA adjA A A E =  =  !

За матрицата 
1 2 3
0 1 2
1 0 1

А
− 

 = − 
 − 

детерминанта е det 2 0A=  . Значи, 

постои инверзна матрица на матрицата А. За реципрочната матрица имаме:

* 1 1 * 1 2 * 1 3
11 12 13

* 2 1 * 2 2 * 2 3
21 22 23

* 3 1 * 3 2 * 3 3
31 32 33

1 2 0 2 0 1
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 2, ( 1) 2, ( 1) 2,

0 1 1 1 1 0

2 3 1 3 1 2
( 1) 1, ( 1) 2, ( 1) 1.

1 2 0 2 0 1

a a a

a a a

a a a

+ + +

+ + +

+ + +

− −
= − = = − = = − =

− −

− −
= − = − = − = − = − = −

− −

− −
= − = − = − = = − =

− −

Теорема 1: За секоја квадратна матрица A важи (det )A adjA adjA A A E =  =  .
Теорема 2: Квадратна матрица А е несингуларна матрица ако и само ако det 0A . Во
таков случај, инверзната матрица ја наоѓаме со

1 *1 1( )
det det

TA A adjA
A A

− = = 

3
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Matrica e saj reciproke është

 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4
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Matrica inverse është 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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4  Gjeje matricën inverse të 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .

4

5
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Teorema 3: Le të jenë A dhe B dy matrica josingulare (inversibile) të rendit të njëjtë. Atëherë janë 

të sakta këto veti 

1)	 A = (A⁻¹)⁻¹  ;            2) Ekziston (Ab)⁻¹, ku (Ab)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹’

Vërtetim: Le të jenë A dhe B dy matrica josingulare (inversibile) të rendit të njëjtë

1). 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .
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2) Matricat A dhe B janë josingulare dhe është e saktë det A ≠ 0, det B ≠ 0. Normalisht, ekziston 

edhe (matricë inversibile), domethënë ekziston (AB)⁻¹ Kemi 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .
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Vijon (AB)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹

5  Le të jenë dhënë matricat 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .
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 dhe 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .
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. 

Kontrollo se matricat a janë josingulare! Pastaj kontrollo vetitë 1) dhe 2) prej teoremës 3. 

Detyra për punë të pavarur
1.	 Të caktohen matricat inverse për matricat:  

2.	 Të caktohen matricat inverse për matricat: 

Нејзината реципрочна матрица е *

1 2 1
2 2 2
1 2 1

А
 
 = − − − 
 − 

.

Инверзната матрица е 1 *

1 111 2 1 2 21 1( ) 2 2 2 1 1 1
det 2

1 2 1 1 11
2 2

TA A
A

−

 − − 
  = = − = −  
  −  − 
 

.

     Најди ја инверзната матрица на
1 2 3

3 5 0
1 4 1

В
− − 
 =  
 − 

, ако постои.

Доказ: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред.
1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ) ( )( ) ( ) ( )A AE A A A AA A E A A− − − − − − − − − −= = = = = .
2) Mатриците A и B се несингуларни и точно е det 0,det 0A B  . Нормално, постои и AB

det det det 0AB A B=   (матрицата AB е инверзибилна), значи постои 1( )AB − . Имаме,
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )
AB B A A BB A AEA AA E
B A AB B A A B B EB B B E

− − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = =

Следува, 1 1 1( )AB B A− − −= . ▄

Нека се дадени матриците 
1 0 0
2 3 0
1 2 1

А
 
 =  
 − − 

и 
1 0 1
2 3 0
2 0 1

В
− 

 =  
 − 

.

Провери дали матриците се несингуларни ! Потоа, провери ги својствата 1) и 2) од теорема 
3.

Задачи за самостојна работа

1. Да се определат инверзните матрици за матриците:

а)
1 2

3 2
А

− − 
=  
 

; б)
5 1
4 0

В
− 

=  
 

; в)
7 1
5 2

С
− 

=  − 
.

2. Да се определат инверзните матрици за матриците:

Теорема 3: Нека A и B се две несингуларни (инверзибилни) матрици од исти ред. 
Тогаш точни се следните својства:

1) 1 1( )A A− −= ; 2) Постои 1( )AB − , при што 1 1 1( )AB B A− − −= .
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3. Për matricat 

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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 dhe 

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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 kontrollo barazimin (AB)⁻¹ = B⁻¹A⁻¹

4. Për matricën 

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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 kontrollo barazimin A = (A⁻¹)⁻¹! 

7. Zgjidhja e barazimeve të matricës 

Deri më tani keni zgjidhur barazime të ndryshme algjebrike. Këtu do të njihemi me të ashtuquajturat 

barazime të matricës. Barazimet e matricës janë barazime te të cilat e panjohura është matrica. 

Në hapin e parë zgjidhet barazimi i matricës nëpërmjet të shprehurit të panjohurës matricë, më së 

shpeshti të shënuar me Х, ndërsa hapi i dytë operohet me matricat me ruajtjen e vetive të tyre. 

Në vazhdim do të japim shembuj të barazimeve të matricës, ku matricat А,В,С,… janë katrore 

të rendit të dytë dhe luajnë rol te matricat e njohura, ndërsa matrica Х është matrica katrore e 

panjohur. Është e rëndësishme se nuk vlen ligji komutativ për shumëzim të dy matricave katrore të 

çfarëdoshme A,B, pra për këtë shkak kur shumëzojmë barazim me matrica, do të theksojmë se a 

shumëzojmë prej të majtës ose prej të djathtës. 

Shembulli 1  Te këto barazime të matricës do ta shprehim matricën Х.

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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b) c)a)

а)
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

; б)
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

; в)
1 6 1
5 3 1

4 7 1
С

− − 
 = − − 
  

.

3. За матрицата
1 5
3 2

А  
=  − 

и 
5 1
2 4

В  
=  − 

провери го равенството 1 1 1( )AB B A− − −= !

4. За матрицата
1 3 7
0 3 4
0 0 1

А
 
 = − 
  

провери го равенството 1 1( )A A− −= !

7. Решавање на матрични равенки

Досега имате решавано различни алгебарски равенки. Овде ќе се запознаеме со т.н. 
матрични равенки. Матричните равенки се равенки во кои непознатата е матрица. Во 
првиот чекор се решава матричнатата равенка преку изразување на непозната матрица, 
најчесто обележана со Х , а вториот чекор се оперира со матриците со запазување на
нивните својства. Во продолжение ќе дадеме примери на матрични равенки, каде 
матриците , , ...А В С се квадратни од втор или трет ред и играат улога на познати матрици,
а матрицата Х е непозната квадратна матрица. Важно е дека не важи комутативен закон
за множење на две произволни квадратни матрици ,А В , па поради тоа кога множиме 
равенство со матрици, ќе нагласиме дали множиме од лево или од десно.

                   Кај следните матрични равенки ќе ја изразиме матрицата Х .
1

1 1

1

1

) / од левоа А Х В А
А А Х А В
ЕХ А В
Х А В

−

− −

−

−

 = 

  = 

=

=

1

1 1

1

1

) / од десноб Х А В А
Х А А В А
ХЕ В А
Х В А

−

− −

−

−

 = 

  = 

= 

= 

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

в) /  од лево

/ од десно

А Х В С А
А А Х В А С
ЕХ В А С
Х В А С В
Х В В А С В
ХЕ А С В
Х А СВ

−

− −

−

− −

− − −

− −

− −

  = 

   = 

 = 

 =  

  =  

=  

=
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prej të djathtës

prej të djathtës

prej të majtës

prej të majtës b)

c)
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Është e qartë se gjatë të zgjidhurit e barazimit të matricës është e nevojshme të njehsohet matrica 

inverse. 

Shembulli 2  Për matricat 

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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dhe

 

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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 barazimi i matricës 

BX = A + E, do ta gjejmë matricën Х në këtë mënyrë: B prej majtas B⁻¹	

Pastaj, e gjejmë matricën inverse B⁻¹ të matricës B d.m.th.,  

Prej ku, 

1  Zgjidhi barazimet e matricës sipas x : 

për matricat 

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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. 

2   Zgjidhi barazimet e matricës sipas x :

për matricat 

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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.

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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prej të majtës

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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b) c) ç)

Очигледно е дека при решавање на матрична равенка потребно е да се пресмета и 
инверзна матрица.

                    За матриците 
1 3 7
0 3 0
0 0 1

А
 
 =  
  

и 
1 4 1
5 3 0
3 2 1

В
− 

 =  
 − 

во матричната 

равенка ВХ А Е= + , ќе ја најдеме матрицата Х на следниот начин:

1

1 1

1

1

/ од лево
( )

( )
( ).

ВХ А Е В
В ВХ В А Е
ЕХ В А Е
Х В А Е

−

− −

−

−

= + 

 = +

= +

= +

Потоа, ја наоѓаме инверзната матрица 1В− на матрицата В т.е.

1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

Од овде, 

1

3 6 2 1 3 7 1 0 0
1( ) 5 2 5 0 3 0 0 1 0
36

19 14 17 0 0 1 0 0 1

3 6 2 2 3 7 6 15 25
1 15 2 5 0 4 0 10 23 45
36 36

19 14 17 0 0 2 38 1 99

Х В А Е

Х

−

 −     
      = + = − − − −  +      
      − −      

− −     
     = − − − −  = − − − −     
     − −     

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
0 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

.

              Реши ги матричните равенки по Х :

а) А Х В = ; б) Х А В = ; в) А Х В С  = ; г) СХ А В= − ;

за матриците 
1 2 7
0 3 3
0 0 1

А
− 

 = − 
  

,
1 0 0
5 3 0
2 2 2

В
 
 = − − 
 − − 

,
1 2 0
0 3 4
0 1 1

С
− 

 = − 
  

.
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b) c) ç)



177

Të japim edhe disa barazime të matricave më të përbëra, ku shfrytëzojmë edhe zëvendësim. 

Shembulli 3  a) Prej barazimit të matricës A · x – B = x + E, e shprehim matricën X prej 

b) Prej barazimit të matricës XB + C = x + A e shprehim matricën X 

c) Prej barazimit të matricës X⁻¹A(B + e)⁻¹ = B⁻¹ e shprehim matricën X

Për matricat 

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +

б) Од матричната равенка ХВ С Х А+ = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ оддесно
Х=( )

( )( )

D

ХВ Х А С
Х В Е А С

ХD А С D
А С D

Х А С В Е

−

−

−

− = −
− = −

= − 

−

= − −

в) Од матричната равенка 1 1 1( )Х А В Е В− − −+ = , ја изразуваме матрицата Х

За матриците 
1 2

3 5
А

− 
=  − 

,
1 1
1 2

В
− 

=  
 

,
2 9
2 3

С  
=  − 

пресметај ја матрицата Х во 

секоја од матричните равенки под а), б) и в) во пример 3.

     Реши ги матричните равенки по Х :

а) ( 2 )( )А Е Х Е А− + = ако 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

А
 
 = − − 
  

;

б) 1 1 1( )ХА Х В− − −= + ако 
1 2 2 5

,
3 4 3 10

А В
−   

= =   −   
.

Пример 3

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1

( ) / од лево
( )

( ) / оддесно
( )

( )

Х А В Е В Х
ХХ А В Е ХВ
А В Е ХВ В
А В Е В Х
Х А В Е В

− − −

− − −

− −

−

−

+ = 

+ =

+ = 

+ =

= +

3

177

 njehso matricën te çdonjëra prej 

barazimeve të matricave nën a) b) dhe c) te Shembulli 3.  

3   Zgjidhi barazimet e matricës sipas x:

Да дадеме уште неколку посложени матрични равенки, каде користиме и замена.

                          а)  Од матричната равенка А Х В Х Е − = + , ја изразуваме матрицата Х

1

1

1

( )

/ од лево
Х=С ( )

( ) ( )

С

А Х Х В Е
А Е Х В Е

СХ В Е С
В Е

Х А Е В Е

−

−

−

 − = +
− = +

= + 

+

= − +
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Detyra për punë të pavarur 
1.	 Zgjidhi barazimet e matricës sipas X për matricat katrore të rendit të dytë: 

2.	 Zgjidhi barazimet e matricës sipas x për matricat katrore të rendit të tretë: 

8. Zgjidhja e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

Sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura më vërejtëm se mund t’i zgjidhim me 

ndihmën e rregullave të Kramerit. Sistemin e këtillë mund ta zgjidhim me ndihmën e barazimit të 

matricës dhe me ndihmën e metodës së Gausit të eliminimit. Në vazhdim do ta sqarojmë zgjidhjen 

me barazim të matricës, ndërsa zgjidhja me metodën e Gausit të eliminimit do ta lejmë për njësinë 

e ardhshme mësimore. 

Le të jetë dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

Në bazë të këtij sistemi, i formojmë këto matrica: 

Atëherë sistemi mund të shkruhet në të ashtuquajturën formë e matricës 

AX = B.

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од втор ред:

а) 1 1 1Х АВ В А− − −= ако 
1 2 2 5

,
5 4 3 1

А В
−   

= =   − − −   
;

б) 1 1АХ В СХ− −+ = ако 
1 2 2 5 1 1

, ,
5 4 3 1 2 3

А В С
−     

= = =     − − −     
.

2. Реши ги матричните равенки по Х за дадените квадратни матрици од трет ред:

а) 1 1 1( )В Е АХ А− − −+ = ако 
1 2 3 1 2 3
0 1 2 , 0 2 4
0 0 1 0 0 3

А В
   
   = − − = −   
      

;

б) ( 3 )( )В Е Х Е А+ − = ако 
1 2 3 2 2 3
0 1 2 , 0 2 4
0 1 1 0 0 3

А В
   
   = − = −   
      

.

8. Решавање на систем од три линеарни равенки со три непознати

Систем од три линеарни равенки со три непознати веќе видовме дека можеме да го решиме 

со помош на Крамеровите правила. Таков систем може да го решиме со помош на матрична 

равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 

решавањето со матрична равенка, а решавањето со Гаусов метод на елиминација ќе го 

оставиме за наредната наставна единица.

Нека е даден систем од три линеарни равенки со три непознати

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

+ + =
 + + =
 + + =

.

Врз основа на овој систем, ги формираме следниве матрици:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3

, ,
а b c x d

A a b c X y B d
a b c z d

     
     = = =     
          

Тогаш системот може да се запише во т.н. матрична форма:

AX B= .
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nëse

eğer

Задачи за самостојна работа
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равенка и со помош на Гаусов метод на елиминација. Во продолжение ќе го објасниме 
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Тогаш системот може да се запише во т.н. матрична форма:
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Задачи за самостојна работа
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Врз основа на овој систем, ги формираме следниве матрици:

1 1 1 1

2 2 2 2

3 2 2 3

, ,
а b c x d

A a b c X y B d
a b c z d

     
     = = =     
          

Тогаш системот може да се запише во т.н. матрична форма:

AX B= .

178

nëse

nëseb)

nëse



179

Me të vërtetë, nëse e njehsojmë prodhimin AX, për matricat e këtilla të formuara dhe e barazojmë 

me B, e fitojmë sistemin e dhënë të barazimeve. 

Për matricën A themi se është matricë e sistemit. Të supozojmë se ajo është josingulare (det A ≠ 0). 
Atëherë për barazimin e matricës AX = B tani më vërejtëm se sillet në x = A⁻¹B, d.m.th., duke 

shfrytëzuar formulën për gjetjen e matricës inverse fitohet matrica e panjohur 

Vërejtje: Barazimi i matricës për zgjidhjen e sistemit shfrytëzohet vetëm kur matrica e sistemit 

është matricë josingulare. 

Shembulli 1  Ta zgjidhim sistemin prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

me barazime të matricës AX = B. Matrica e sistemit  

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
2 5 2

3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
1 1 1
2 1 5
1 1 1

A
 
 = − − 
 − 

и матрицата-

редици
1

, 2
3

х
Х у B

z

   
   = = −   
      

.  Инверзната матрица на матрицата A е 

1

6 2 4
1 7 0 7

14
1 2 3

A−

− − − 
 = − − 
 − − 

.

Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:

а) 
1

2 5 2
3

x y z
x y z
x y z

+ + =
 − − = −
 − + =

; б) 
2 0

2 3
5 2

x y z
x z

y z

+ − =
 − = −
 + =

.
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 dhe matrica− rreshta

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.
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. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .
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. Matrica inverse A e matricës është 

 

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица
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Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати

1
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+ + =
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со матрична равенка AX B= . Матрицата на системот
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. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:
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Matrica 

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати
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Матрицата 1

1
1

1
X A B−

 
 =  = − 
  

. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
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. Zgjidhja e sistemit është treshja e numrave të renditur (1, –1, 1). 

1   Me ndihmën e barazimeve të matricës zgjidhi këto sisteme prej tre barazimeve me tri 

të panjohura: 

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица
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A

=  .

Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
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Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица

1
det

X adjA B
A

=  .
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b)

Навистина, ако го пресметаме производот AX , за така формираните матрици и го 
изедначиме со B , го добиваме дадениот систем равенки.

За матрицата A велиме дека е матрица на системот. Да претпоставиме дека таа е 
несингуларна ( det 0A ). Тогаш за матричната равенка AX B= веќе видовме дека се 
сведува на 1X A B−= , т.е. користејќи ја формулата за наоѓање на инверзна матрица се 
добива непозната матрица
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Забелешка: Матричната равенка за решавање на системи се користи само кога матрицата 
на системот е несингуларна матрица.

                    Да го решиме системот од три линеарни равенки со три непознати
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. Решението на системот е подредена тројка броеви (1, 1,1)− .

     Со помош на матрична равенка реши ги следните системи од три равенки со 
три непознати:
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Detyra për punë të pavarur 
Zgjidhi këto sisteme me barazim të matricës:

9. Metoda e Gausit të eliminimit 

Transformimet elementare të cilat zbatohen te sistemet prej dy barazimeve lineare me dy të 

panjohura të mësuar në vitin e parë zbatohen edhe te sistemet lineare me tri të panjohura për 

fitimin e sistemeve ekuivalente. Ato janë: 

a) zëvendësimi i vendeve të barazimeve; 

b) shumëzimi i njërës prej barazimeve me numër jozero; 

c) �njërës prej barazimeve i shtohet barazim tjetër i s i shumëzuar me ndonjë numër 

jozero. 

Le të jetë dhënë sistemi prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura në formën normale (të 

përgjithshme): 

Thelbi i metodës së Gausit për zgjidhjen e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

qëndron në manipulimin e sistemit d.m.th., barazimet shumëzohen me numra të caktuar dhe u 

shtohen barazimeve tjera me qëllim të eliminohet e panjohura e caktuar dhe të arrihet deri te 

zgjidhja për një të panjohur. Pastaj, kthehemi prapa për t’i gjetur vlerat e të panjohurave tjera. 

Manipulimi me sistemin e bëjmë me transformimet elementare. 

Shembulli 1  Për zgjidhjen e sistemit prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura 

Задачи за самостојна работа

Реши ги следните системи со матрична равенка:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

;    4. 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

9. Гаусов метод на елиминација

Елементарни трансформации кои се применуваат на системи од две линеарни равенки со 

две променливи изучени во прва година се применуваат и на системи од три линеарни 

равенки со три променливи за добивање на еквивалентни системи. Тие се: 

а) замена на местата на равенките; 
б) множење на една од равенките со ненулти број; 
в) на една равенка и се додава друга равенка помножена со некој ненулти број.

Нека ни е даден систем од три линеарни равенки со три непознати во нормален 
(општ) облик:
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Суштината на Гаусовиот метод за решавање на систем од три линеарни равенки со три 
непознати се состои oд манипулирање на системот т.ш. равенките се множат со одредени 
броеви и се додаваат на другите останати равенки со цел да се изгубат одредени 
непознати и да се дојде до решение за една непозната. Потоа, се враќаме наназад за да 
ги најдеме вредностите на останатите непознати. Манипулирањето со системот го правиме 
со елементарни трансформации.

За решавање на системот од три линеарни равенки со три непознати 
1
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да го презентираме Гаусовиот метод:

1) Првата равенка ја множиме со -2 и ја додаваме на втората равенка, но првата ја множиме
и со -1 и ја додаваме на третата равенка,
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 ta prezantojmë metodën e Gausit: 
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E eliminojmë të panjohurën x prej barazimit të parë dhe të tretë. Por, e eliminojmë edhe z prej 

barazimit të tretë. 

2. barazimin e tretë e pjesëtojmë me -2 dhe e fitojmë zgjidhjen sipas y, 

3) Zëvendësohet vlera e y te barazimi i parë dhe barazimin e dytë e pjesëtojmë me –7 dhe fitohet 

vlera e të panjohurës z: 

4) Zëvendësohet vlera e të panjohurës z te barazimi i parë dhe fitohet vlera e të panjohurës x : 

Zgjidhje e sistemit është (1,–1,1). 

Derisa sistemi i dhënë prej tre barazimeve lineare me tri të panjohura nuk është në formën normale 

(të përgjithshme), për ta zbatuar metodën e Gausit, është e nevojshme sistemin ta sjellim në formën 

normale. 

1  Me metodën e Gausit të zgjidhen këto sisteme prej tre barazimeve lineare me tri të 

panjohura: 

Me metodën e Gausit të elementit duhet të konstatohet se sistemi a ka pafund shzumë zgjidhje pse 

është kontradiktor.

1 2

1 3

1 1
2 5 2 / ( 2) 3 7 4

3 / ( 1) 2 2

x y z x y z
x y z R R y z
x y z R R y

+ + = + + = 
 − − = − − +  − − = − 
 − + = − + − = 

.

Ја елиминиравме непозната x од првата и третата равенка. Но, ја елиминиравме и z од
третата равенка.

2) третата равенка ја делиме со -2 и го добиваме решението за y ,

1 1
3 7 4 3 7 4
2 2/ : ( 2) 1

x y z x y z
y z y z
y y

+ + = + + = 
 − − = −  − − = − 
 − = − = − 

.

3) Се заменува вредноста на y во првата и втората равенка и втората равенка ја делиме
со -7 и се добива вредноста на непозната z :
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.

4) Се заменува вредноста на непозната z во првата равенка и се добива вредноста на
непозната x :
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.

Решението на системот е (1,-1,1).

Доколку дадениот систем од три линеарни равенки со три непознати не е во нормален 
(општ) облик, за да го примениме Гаусовиот метод, потребно е да го доведеме системот 
во нормален облик.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 
непознати:

а) 
2 8

2 0
3 7

x y z
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− + =
 + =
 − =

; б) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
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+ − =
− + + =
− + − =

.

Со Гаусов метод на елиминација треба може да се утврди дали даден систем има 
бесконечно многу решенија или е контрадикторен.

1
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 − = − = − 

.

3) Се заменува вредноста на y во првата и втората равенка и втората равенка ја делиме
со -7 и се добива вредноста на непозната z :
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1 1

x z х
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y y
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 =  = 
 = − = − 

.

Решението на системот е (1,-1,1).

Доколку дадениот систем од три линеарни равенки со три непознати не е во нормален 
(општ) облик, за да го примениме Гаусовиот метод, потребно е да го доведеме системот 
во нормален облик.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 
непознати:

а) 
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; б) 
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

.

Со Гаусов метод на елиминација треба може да се утврди дали даден систем има 
бесконечно многу решенија или е контрадикторен.
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Shembulli 2  a) Sistemin                     а) Системот 
3 2
5 16

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на 

елиминација:

1 2

1 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − =   

Во последниот систем е очигледно дека третата равенка е излишна и системот има 
бесконечно многу решенија т.е за ,y t t=  се добива 4 19, 7z t x t= − = − . Множеството 
решенија е {(7 , , 4 19) }М t t t t= − −  .

б) Системот 
3 2
5 8

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на елиминација,

1 2

1 3 2 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 8 5 8 / ( 5) 16 4 68/ : 4 4 17

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19 / ( 1)

3 12
4 17

0 0 2

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z R R

x y z
y z
y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − = − +   

− + = −
 − =
  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
4 2 2 6
6 3 3 9

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 − + =

; б) 
2 5 6

2 4 10 8
3 6 4 8

x y z
x y z

x y z

+ − =
− − + =
 + − =

.

Задачи за самостојна работа

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 
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 e zgjidhim me metodën e Gausit të eliminimit: 

Te sistemi i fundit është e qartë se barazimi i tretë është i tepërt dhe sistemi ka pafund shumë 
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M = {(7 – t, t, 4t – 19) | t ∈ } 
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− + = −
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  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
4 2 2 6
6 3 3 9

x y z
x y z
x y z

− + =
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 − + =

; б) 
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x y z
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x y z

+ − =
− − + =
 + − =

.

Задачи за самостојна работа

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:
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 e zgjidhim me metodën e Gausit të eliminimit, 

Barazimin e fundit prej sistemit është barazim kundërthënës. Domethënë, sistemi është sistem 
kundërthënës. 

2   Me metodën e Gausit të zgjidhen këto sisteme prej tre barazimeve lineare me tri të 

panjohura: 

Detyra për punë të pavarur
Me metodën e Gausit të zgjidhen këto sisteme të barazimeve lineare me tri të panjohura:  

                    а) Системот 
3 2
5 16

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на 

елиминација:

1 2

1 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − =   

Во последниот систем е очигледно дека третата равенка е излишна и системот има 
бесконечно многу решенија т.е за ,y t t=  се добива 4 19, 7z t x t= − = − . Множеството 
решенија е {(7 , , 4 19) }М t t t t= − −  .

б) Системот 
3 2
5 8

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на елиминација,

1 2

1 3 2 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 8 5 8 / ( 5) 16 4 68/ : 4 4 17

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19 / ( 1)

3 12
4 17

0 0 2

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z R R

x y z
y z
y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − = − +   

− + = −
 − =
  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
4 2 2 6
6 3 3 9

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 − + =

; б) 
2 5 6

2 4 10 8
3 6 4 8

x y z
x y z

x y z

+ − =
− − + =
 + − =
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2 3 9
5 2 12
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x y z
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x y z

− + = −
 + − =
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x y z
x y
x y
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; 3.
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 + − =

.

Задачи за самостојна работа

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 
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                    а) Системот 
3 2
5 16

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на 

елиминација:

1 2

1 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 16 5 16 / ( 5) 16 4 76/ : 4 4 19

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − =   

Во последниот систем е очигледно дека третата равенка е излишна и системот има 
бесконечно многу решенија т.е за ,y t t=  се добива 4 19, 7z t x t= − = − . Множеството 
решенија е {(7 , , 4 19) }М t t t t= − −  .

б) Системот 
3 2
5 8

3 12

x y z
x y z

x y z

− + =
 + + =
 − + = −

го решаваме со Гаусовиот метод на елиминација,

1 2

1 3 2 3

3 2 3 12 3 12 3 12
5 8 5 8 / ( 5) 16 4 68/ : 4 4 17

3 12 3 2 / ( 3) 8 2 38/ : 2 4 19 / ( 1)

3 12
4 17

0 0 2

x y z x y z x y z x y z
x y z x y z R R y z y z

x y z x y z R R y z y z R R

x y z
y z
y z

− + = − + = − − + = − − + = −   
   + + =  + + = − +  − =  − =   
   − + = − − + = − + − = − = − +   

− + = −
 − =
  +  =

Последната равенка од системот е противречна равенка. Значи, системот е противречен 
систем.

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три 

непознати:

а) 
2 3
4 2 2 6
6 3 3 9

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 − + =

; б) 
2 5 6

2 4 10 8
3 6 4 8

x y z
x y z

x y z

+ − =
− − + =
 + − =

.

Задачи за самостојна работа

Со Гаусов метод да се решат следните системи од три линеарни равенки со три непознати:

1.
2 3 9
5 2 12

2 3 1

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 − − =

; 2.
2 8

2 0
3 7

x y z
x y
x y

− + =
 + =
 − =

; 3.
2 3 10

4 2 8
2 3 5 5

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 
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b)
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10. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 
1.	 Njehso këto determinanta: 

 2. Duke shfrytëzuar vetitë e determinantave vërteto:  

3. Me ndihmën e rregullave të Kramerit të zgjidhet sistemi 

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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4. Le të jenë dhënë matricat 

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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 . 

Njehso : 

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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b) c) d)ç)
5. Caktoe të panjohurën x prej këtyre barazimeve:   

 6. Le të jenë A dhe B dy matrica josingulare të rendit të njëjtë dhe le të jetë AB = BA . Vërteto se 

AB–1 = B–1A dhe A–1B = BA–1 :

 7. Për matricat 

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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 gjeje matricën e panjohur Х prej barazimit të matricës 

XA–1B = A–1 + E

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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b)

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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b)

4.
2 5 6

2 2 5
3 3 4 8

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + + =
− + − =

; 5.
1

2 2 2 3
3 5 2 1

x y z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 − + = −

; 6.
1

2
5 5 5 5

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
− + − =

.

10. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај ги следниве детерминанти:

а) 
а a b

a b a
+

−
; б) 

2 1 3
5 3 2
1 4 3

. 

2. Користејќи ги својствата на детерминантите докажи:

а) 2(1 )
а bx a bx c a b c
d ex d ex f x d e f
g hx g hx m g h m

+ +
+ + = −
+ +

; б) 
1
1 ( )( )( )
1

p qw
q wp q p w p w q
w pq

= − − − .

3. Со помош на Крамеровите правила да се реши системот
2 1

2 3 0
3 2 2

x y z
x y z

x y z

− + = −
− + − =
 − + =

.

4. Нека се дадени матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

2 1 6
3 2 9
1 1 4

B
− − − 
 =  
 − − − 

,
1 2 3
3 2 0
1 1 1

C
 
 =  
 − − − 

.

Пресметај: а) 3 4С B− ; б) 3А ; в) 2BС− ; г) 1А− ; д) 1С− .
5. Определи ја непознатат матрица Х од следните равенства:

а) 
1 2 3 2 1 2
3 4 5 4 0 1

Х     
  =     −     

; б) 
1 2 3 1 0 0
3 2 0 3 2 0
1 1 1 1 1 1

Х
   
    =   
   − − − − − −   

.

6. Нека А и В се две несингуларни матрици од ист ред и нека АВ ВА= . Докажи дека
1 1АВ В А− −= и 1 1А В ВА− −= !

7. За матриците
1 2
3 4

A
− 

=  − 
,

0 2
1 4

В
− 

=  − 
најди ја непознатата матрица Х од 

матричната равенка 1 1ХА В А Е− −= + .
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b)
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8. Zgjidhe sistemin 8. Реши го системот 
2 3 0
3 4 2 1

5 4 3

х у z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + + = −

со:

а) матрична равенка; б) Гаусов метод на елиминација.

9. Дискутирај го решението на следните системи во зависност од параметрите:

а) 
1
1
1

ах у z
x аy z
x y аz

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
( 1)
( 1)

( 1) (2 3) 1

ах ау а z а
аx аy а z а

а x аy а z

+ + + =
 + + − =
 + + + + =

.

10. Реши ги следните системи:

а) 
2 4

4 2 2 5
6 3 3 10

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
4

4 4 4 16
2 2 2 8

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; в)
2 0

2 3 0
3 2 0

х у z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

г) 
0

2 2 0
0

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

; д) 

2 3 1 0
2 2 2
3 4 2 1
2 2 2

5 1 4 3
2 2 2

х y y z x z y

x y y z x z y

x y y z x z y


− + = − + − +


− + − = − + − +


+ + = −
− + − +

; ѓ) 
1

2 2 2
3

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

.
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 me: 

    a) barazim të matricës,     b) Metoda e eliminimit. 

9. Diskuto zgjidhjen e këtyre sistemeve varësisht prej parametrave:

10. Zgjidhi këto sisteme:  

8. Реши го системот 
2 3 0
3 4 2 1

5 4 3

х у z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + + = −

со:

а) матрична равенка; б) Гаусов метод на елиминација.

9. Дискутирај го решението на следните системи во зависност од параметрите:

а) 
1
1
1

ах у z
x аy z
x y аz

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
( 1)
( 1)

( 1) (2 3) 1

ах ау а z а
аx аy а z а

а x аy а z

+ + + =
 + + − =
 + + + + =

.

10. Реши ги следните системи:

а) 
2 4

4 2 2 5
6 3 3 10

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
4

4 4 4 16
2 2 2 8

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; в)
2 0

2 3 0
3 2 0

х у z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

г) 
0

2 2 0
0

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

; д) 

2 3 1 0
2 2 2
3 4 2 1
2 2 2

5 1 4 3
2 2 2

х y y z x z y

x y y z x z y

x y y z x z y


− + = − + − +


− + − = − + − +


+ + = −
− + − +

; ѓ) 
1

2 2 2
3

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

.
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b)

8. Реши го системот 
2 3 0
3 4 2 1

5 4 3

х у z
x y z

x y z

− + =
− + − =
 + + = −

со:

а) матрична равенка; б) Гаусов метод на елиминација.

9. Дискутирај го решението на следните системи во зависност од параметрите:

а) 
1
1
1

ах у z
x аy z
x y аz

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
( 1)
( 1)

( 1) (2 3) 1

ах ау а z а
аx аy а z а

а x аy а z

+ + + =
 + + − =
 + + + + =

.

10. Реши ги следните системи:

а) 
2 4

4 2 2 5
6 3 3 10

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; б) 
4

4 4 4 16
2 2 2 8

х у z
x y z
x y z

+ + =
 + + =
 + + =

; в)
2 0

2 3 0
3 2 0

х у z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

; 

г) 
0

2 2 0
0

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

; д) 

2 3 1 0
2 2 2
3 4 2 1
2 2 2

5 1 4 3
2 2 2

х y y z x z y

x y y z x z y

x y y z x z y


− + = − + − +


− + − = − + − +


+ + = −
− + − +

; ѓ) 
1

2 2 2
3

х у
x y
x z

+ =
 − =
 − − =

.
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Njësia modulare 4 – Gjeometria analitike në hapësirë 
(për të gjitha drejtimet)
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Gjeometria analitike është disiplinë e matematikës tek e cila gjeometria mësohet me 

shfrytëzimin e algjebrës. Te gjeometria analitike Figurat gjeometrike shqyrtohen në sistemin 

kënddrejtë të Dekartit dydimensional dhe tredimensional, duke paraqitur në mënyrë analitike, 

d.m.th., me barazime algjebrike. Për themelues të gjeometrisë analitike llogaritet matematikani 

francez Rene Dekart (1596-1650) me veprën e tij,Gjeometria”. Në njërin prej tri shtesave, Diskutim 

për metodat” (1637), e jep zbatimin e metodës së përgjithshme të sintezës ndërmjet gjeometrisë 

dhe algjebrës. Megjithatë, prej letrave të matematikanit francez Pjer De Ferma (1601-1665) 

vërehet ideja për gjeometrinë analitike qysh para botimit të veprës së Dekartit. Sido qoftë, paraqitja 

e gjeometrisë analitike llogaritet për fillim të matematikës bashkëkohor. 

Në këtë njësi modulare, së pari do të përkujtohemi për prodhimet ndërmjet vektorëve, të cilët tani 

më janë mësuar në vitin e tretë: prodhimi skalar, vektorial dhe i përzier i vektorëve. Pastaj do të 

bëjmë zgjerim të Gjeometrisë analitike të mësuar në rrafsh në Gjeometri analitike në Hapësirë. 

1. Prodhimi skalar i vektorëve 

Në këtë pjesë do të përkujtohemi për prodhimin skalar ndërmjet dy vektorëve. Por, para 

prodhimit skalar të vektorëve të përkujtohemi në disa përkufizime themelore të lidhura me konceptin 

vektor, koordinata e vektorit dhe pika te sistemi koordinativ tredimensional i Dekartit.

Përkufizimi 1: Vektor është segment për të cilin dihet cila prej pikave të skajshme të tij është 

fillim, ndërsa cila është pika e mbarimit (e fundit). Çdo vektor është dhënë me tre elemente: 

gjatësia, drejtimi dhe kahja. 

Përkufizimi 2: Vektor kolinear do t’i quajmë vektorët të cilët shtrihen në drejtëzën e njëjtë ose 

drejtëzave paralele. 

Përkufizimi 3: Vektor komplanar do t’i quajmë vektorët të cilët të bartur te një pikë shtrihen në 

rrafshin e njëjtë.

Sistemi koordinativ kënddrejtë (hapësinor) është përcaktuar me pikën fikse О, dhe te ajo janë lidhur 

tre vektor reciprokisht normal dhe të barabartë sipas gjatësisë së vektorëve 

Аналитичката геометрија е област од математиката во која геометријата се изучува со 

користење на алгебрата. Во аналитичката геометрија, геометриските фигури се 

разгледуваат во дводимензионален и тродимензионален Декартов правоаголен 

координатен систем, претставувајќи ги аналитички т.е. со алгебарски равенки. За 

основоположник на аналитичката геометрија се смета францускиот математичар Рене 

Декарт (1596-1650) со неговото дело „Геометрија“. Во едно од трите додатоци на

„Расправа за методите“ (1637), ја дава примената на неговата општа метода на синтеза

помеѓу геометријата и алгебрата. Сепак, од писмата на францускиот математичар Пјер 

Де Ферма (1601-1665) се гледа идејата за аналитичката геометрија уште пред 

објавување на делото на Декарт. Како и да е, појавата на аналитичката геометрија се 

смета за почеток на модерната математика.

Во оваа модуларна единица, прво ќе се потсетиме за производите помеѓу вектори, кои 

се веќе изучени во трета година: скаларен, векторски и мешан производ на вектори. После 

ќе направиме проширување на веќе изучената Аналитичка геометрија во рамнина во 

Аналитичка геометрија во простор.

1. Скаларен производ на вектори

Во овој дел ќе се потсетиме за скаларен производ помеѓу два вектора. Но, пред скаларен 
производ на вектори да се потсетиме на некои основни дефиниции поврзани со поимот 
вектор, координати на вектор и точка во правоаголен тродимензионален Декартов 
координатен систем.

Правоаголен координатен систем (просторен) е определен со фиксна точка О, и на неа 
прикачени три заемно нормални и еднакви по должина вектори , ,i j k . Нивната должина ја 

избираме за единична мерка 1=== kji


. Овие вектори , ,i j k се познати под името 

ортови или базни вектори (единечни вектори).

Дефиниција 1: Вектор е отсечка за која се знае која од нејзините крајни точки е 
почеток, а која завршеток (крај). Секој вектор е зададен со три елементи: должина, 
правец и насока.
Дефиниција 2: Колинеарни вектори ќе ги викаме векторите кои лежат на иста права
или на паралелни прави.
Дефиниција 3: Компланарни вектори ќе ги викаме векторите кои нанесени во една 
точка лежат во иста рамнина. 
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. Gjatësinë e tyre 

e zgjedhim për njësi mase 

Аналитичката геометрија е област од математиката во која геометријата се изучува со 

користење на алгебрата. Во аналитичката геометрија, геометриските фигури се 

разгледуваат во дводимензионален и тродимензионален Декартов правоаголен 

координатен систем, претставувајќи ги аналитички т.е. со алгебарски равенки. За 

основоположник на аналитичката геометрија се смета францускиот математичар Рене 

Декарт (1596-1650) со неговото дело „Геометрија“. Во едно од трите додатоци на

„Расправа за методите“ (1637), ја дава примената на неговата општа метода на синтеза

помеѓу геометријата и алгебрата. Сепак, од писмата на францускиот математичар Пјер 

Де Ферма (1601-1665) се гледа идејата за аналитичката геометрија уште пред 

објавување на делото на Декарт. Како и да е, појавата на аналитичката геометрија се 

смета за почеток на модерната математика.

Во оваа модуларна единица, прво ќе се потсетиме за производите помеѓу вектори, кои 

се веќе изучени во трета година: скаларен, векторски и мешан производ на вектори. После 

ќе направиме проширување на веќе изучената Аналитичка геометрија во рамнина во 

Аналитичка геометрија во простор.

1. Скаларен производ на вектори

Во овој дел ќе се потсетиме за скаларен производ помеѓу два вектора. Но, пред скаларен 
производ на вектори да се потсетиме на некои основни дефиниции поврзани со поимот 
вектор, координати на вектор и точка во правоаголен тродимензионален Декартов 
координатен систем.

Правоаголен координатен систем (просторен) е определен со фиксна точка О, и на неа 
прикачени три заемно нормални и еднакви по должина вектори , ,i j k . Нивната должина ја 

избираме за единична мерка 1=== kji


. Овие вектори , ,i j k се познати под името 

ортови или базни вектори (единечни вектори).

Дефиниција 1: Вектор е отсечка за која се знае која од нејзините крајни точки е 
почеток, а која завршеток (крај). Секој вектор е зададен со три елементи: должина, 
правец и насока.
Дефиниција 2: Колинеарни вектори ќе ги викаме векторите кои лежат на иста права
или на паралелни прави.
Дефиниција 3: Компланарни вектори ќе ги викаме векторите кои нанесени во една 
точка лежат во иста рамнина. 
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 janë të njohur me emrin orte ose 

vektor bazik (vektor njësi)
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Rreze-vektori Радиус-векторот а е вектор чиј почеток е координатниот почеток О на просторниот 
правоаголен координатен систем, а крајна точка е произволна точка А . Координатите на 
радиус-векторот а и координатите на неговата крајна точка А се исти, слика 1. 

Слика 1

Координатната форма на радиус-вектор ( , , )а x y z= , значи дека на секој вектор му 

придружуваме подредена тројка на реални броеви. Неговата крајна точка ( , , )А x y z ја има 
истата координатна форма. Значи, координати на точка се координати и на нејзиниот 
радиус-вектор. 

Произволен радиус-вектор a може да се претстави (еднозначно) во облик 
( , , )а x i y j z k x y z= + + = .

За векторите дадени во координатни форми ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = и скалар 
се дефинираат операциите: собирање на вектори во координатна форма со 

( )1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b+ = + + + и множење на вектор во координатна форма со реален 

број ( )1 2 3, ,a a a a   = .

Координатната форма на произволен вектор АВ определен со:
1 1 2 2 3 3( , , )АВ b a b a b a= − − − , каде почетната точка е 1 2 3( , , )A a a a и крајната точка е

1 2 3( , , )B b b b .
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dhe koordinatat e pikës së tij të mbarimit janë të njëjta A, Figura 1. 
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 mund të paraqitet (njëvlerësisht) në formën  
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, domethënë se për çdo vektor i shoqërojmë treshe 

të renditur të numrave realë. Pika e tij e mbarimit A(x, y, z) e ka formën e njëjtë koordinative. 

Domethënë, koordinatat e pikës janë koordinatat edhe të rreze vektorit
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 = (a₁, a₂, a₃), b = (b₁, b₂, b₃) dhe skalar 
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1 1 2 2 3 3( , , )АВ b a b a b a= − − − , каде почетната точка е 1 2 3( , , )A a a a и крајната точка е

1 2 3( , , )B b b b .
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 të përcaktuar me: 

Радиус-векторот а е вектор чиј почеток е координатниот почеток О на просторниот 
правоаголен координатен систем, а крајна точка е произволна точка А . Координатите на 
радиус-векторот а и координатите на неговата крајна точка А се исти, слика 1. 

Слика 1

Координатната форма на радиус-вектор ( , , )а x y z= , значи дека на секој вектор му 

придружуваме подредена тројка на реални броеви. Неговата крајна точка ( , , )А x y z ја има 
истата координатна форма. Значи, координати на точка се координати и на нејзиниот 
радиус-вектор. 

Произволен радиус-вектор a може да се претстави (еднозначно) во облик 
( , , )а x i y j z k x y z= + + = .

За векторите дадени во координатни форми ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = и скалар 
се дефинираат операциите: собирање на вектори во координатна форма со 

( )1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b+ = + + + и множење на вектор во координатна форма со реален 

број ( )1 2 3, ,a a a a   = .

Координатната форма на произволен вектор АВ определен со:
1 1 2 2 3 3( , , )АВ b a b a b a= − − − , каде почетната точка е 1 2 3( , , )A a a a и крајната точка е

1 2 3( , , )B b b b .
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, ku pika 

fillestare është A(a₁, a₂, a₃) edhe pika e mbarimit është B(b₁, b₂, b₃)

Радиус-векторот а е вектор чиј почеток е координатниот почеток О на просторниот 
правоаголен координатен систем, а крајна точка е произволна точка А . Координатите на 
радиус-векторот а и координатите на неговата крајна точка А се исти, слика 1. 

Слика 1

Координатната форма на радиус-вектор ( , , )а x y z= , значи дека на секој вектор му 

придружуваме подредена тројка на реални броеви. Неговата крајна точка ( , , )А x y z ја има 
истата координатна форма. Значи, координати на точка се координати и на нејзиниот 
радиус-вектор. 

Произволен радиус-вектор a може да се претстави (еднозначно) во облик 
( , , )а x i y j z k x y z= + + = .

За векторите дадени во координатни форми ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = и скалар 
се дефинираат операциите: собирање на вектори во координатна форма со 

( )1 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b+ = + + + и множење на вектор во координатна форма со реален 

број ( )1 2 3, ,a a a a   = .

Координатната форма на произволен вектор АВ определен со:
1 1 2 2 3 3( , , )АВ b a b a b a= − − − , каде почетната точка е 1 2 3( , , )A a a a и крајната точка е

1 2 3( , , )B b b b .
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Koordinatat e pikës M(x, y, z) që shtrihet te drejtëza e pëprcaktuar me pikat A(a₁, a₂, a₃) dhe 

B(b₁, b₂, b₃) e ndan segmentin AB në raport λ gjenden sipas formulave: 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Në veçantëi, koordinatat e pikës M(x, y, z) që është mesi i segmentit AB njehsohet sipas 

formulave: 

 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Të kalojmë në përkufizimin e prodhimit skalar të dy vektorëve:

Përkufizimi 4: Prodhimi skalar i dy vektorëve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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 është numri 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
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ku α është këndi ndërmjet vektorëve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки
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Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 dhe 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 janë gjatësitë e vektorëve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 dhe 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188
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Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

, 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 me intensitete (module) 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

  dhe kënd ndërmjet 

tyre α = 30° prodhimi skalar është 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 
1  Njehso prodhimin skalar të vektorëve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

, 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =

188

 me intensite 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
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  dhe kënd ndërmjet 

tyre α = 150°! 

Prej përkufizimit 4 është e qartë se prodhimi skalar ndërmjet dy vektorëve mund të jetë: 

– numër pozitiv, nëse këndi ndërmjet tyre është i ngushtë; 

– numër negative, nëse këndi ndërmjet tyre është i gjerë. 

Të përkujtohemi edhe në vetitë e prodhimit skalar dhe të zbatimit të tij.
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Teorema 1: Për çfarëdo vektor 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.
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Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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  është e saktë 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.
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Пример 3
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 dhe çfarëdo skalar λ ∈  janë të 

sakta këto veti: 
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Teorema 3: Për dy vektor jozero  

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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, ku α është këndi ndërmjet 

tyre.

Shembulli 2  Prodhimi skalar i vektorëve                     Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 
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2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.
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189

 ku 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

 dhe këndi                     Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

 me shfrytëzimin e prodhimit skalar të vektorëve është: 

 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

2  
 Njehso prodhimin skalar të vektorëve 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

, nëse 

                    Скаларниот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = + каде 

4, 2p q= = и аголoт 0( , ) 60p q = = со користење на својствата на скаларниот производ 
на векторите е:

2 2

2 2 2 2

2 2 0

(4 3 ) (5 2 ) 20 | | 8 15 6 | |
20 | | 8 15 6 | | 20 | | 7 6 | |
20 4 7 | | | | cos 6 2 320 7 4 2 cos60 24
320 28 24 268

a b p q p q p p q q p q
p p q p q q p p q q

p q 

 = −  + = +  −  −

= +  −  − = −  −

=  −  −  = −    −
= − − =

Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 

7, 2p q= = и агол помеѓу нив 0120 = !

                    За да го најдеме аголот  помеѓу векторите ,а b од пример 2, ќе ја 

искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3

189

 

edhe këndi ndërmjet tyre α = 120°! 

Shembulli 3  Për ta gjetur këndin β ndërmjet vektorëve 

Да поминеме на дефинирање на скаларен производ на два вектора:

Ознаки, кои се користат за означување на скаларен производ освен а b се и аb , ( )bа
, .

                За двата вектори ,а b со интензитети (модули) 5, 4а b= = и агол помеѓу 

нив 030 = скаларниот производ е 

0 3cos 5 4 cos30 20 10 3
2

а b a b  =   =   = = .

    Пресметај го скаларниот производ на векторите ,а b со интензитети 

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0150 = !

Од Дефиниција 4 очигледно е дека скаларниот производ помеѓу два вектора може да биде:

- позитивен број, ако аголот помеѓу векторите е остар;
- негативен број, ако аголот помеѓу векторите е тап.

Да се потсетиме и на својствата на скаларен производ и на неговата примена.

Пример 1

Дефиниција 4: Скаларен производ на два вектори ,а b е бројот cos ,а b a b  =  

каде што  е аголот меѓу векторите ,а b , а a и b се должини на векторите а  и b
соодветно.

1

Координатите на точката ( , , )М х у z која лежи на правата AB определена со точки

1 2 3( , , )A a a a и 1 2 3( , , )B b b b и ја дели отсечката AB во однос  се наоѓаат по формулите: 

3 31 1 2 2, ,
1 1 1

a ba b a bx y z  
  

++ +
= = =

+ + +
.

Специјално, координатите на точката ( , , )М х у z која е средина на отсечката AB се 
пресметуваат по формулите:

3 31 1 2 2, ,
2 2 2

a ba b a bx y z ++ +
= = =
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искористиме формулата во теорема 3, cos a b
a b

 
= .

Скаларниот производ 268a b = е веќе пресметан, но да ги пресметаме модулите на 
векторите со користење на Теорема 1,20

Теорема 1: За произволни вектори ,а b точно е,

0

20

1 0 0 0 ;

2

a b a b a b

a a a

 =  =  =  ⊥

 =
т.е. а а а= .

Теорема 2: За скаларниот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен скалар 
 точни се следниве својства:

( ) ( ) ( )
( )

0

0

0

1 ;

2 ;

3 .

а b b a

a b a b a b

a b c a b a c

  

 = 

 =  = 

 + =  + 

Теорема 3: За два ненулти вектори ,а b точно е cos a b
a b

 
=


, каде   е аголот меѓу 

нив.

Пример 2

2

Пример 3
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 është tani më i njehsuar, ndërsa t’i njehsojmë modulet e vektorëve me 

shfrytëzimin e Teoremës 1.20
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Domethënë

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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3  Njehso këndin β ndërmjet vektorëve 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 nëse 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 edhe 

këndi 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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Për ortet në pajtim me figurën 1, është e saktë 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

Për formën koordinative të prodhimit skalar tani më e dime se janë të sakta këto veti: 

Teorema 4: Prodhimi skalar i vektorëve të dhënë në formën koordinative 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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është numri  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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Teorema 5: Për çfarëdo vektor 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
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( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 
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3

2
2

2
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;
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2 2 2 2 2 2
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a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;
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 ,
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 është e saktë, 
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(3) kushti për normalitet (ortogonalitet) të dy vektorëve 
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( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
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
;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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,  a₁b₁ + a₂b₂ + a₃b₃ = 0.

 

Me ndihmën e formës koordinative të prodhimit skalar, na mund ta gjejmë edhe largesën d 

ndërmjet dy pikave A(x₁, x₂, x₃), B(y₁, y₂, y₃). Tani më dime se vektori  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
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0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
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За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
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( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
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2
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
;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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 ka formën koordinative  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
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( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .
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(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=
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(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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. Largesa ndërmjet këtyre dy pikave është.

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =
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За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .
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има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
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( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .
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Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
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2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q
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

=  = − = −  + =  −   + 
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= +  + =
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 
.
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За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
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Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 
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Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;
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(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190



191

Shembulli 4  a) Për vektorët                            а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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 të cilët janë dhënë në formën 

koordinative prodhimi skalar është 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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. Ndërsa pra, 

këndi ndërmjet tyre është 

               

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5

191

b) Gjatësia e vektorit                            а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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 = (0, –3, 2) të dhënë në formën koordinative është 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?
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c) Për pikat A(2, –3, 1), B(–2, 3, –4), largesa e tyre është 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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4  a) Njehso prodhimin skalar dhe këndin α ndërmjet vektorëve 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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të dhënë në formën koordinative

b) Njehso gjatësinë e vektorit 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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! 

c) Njehso largesën ndërmjet pikave A(1, –2, –1), B(5, –6, 0)

5  Kontrollo se vektorët a = (5, –2, 3), b = (–1, 0, 2) a mund të jenë brinjët e katrorit

Detyra për punë të pavarur

1.	 Njehso:

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4
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; b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4
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; c) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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., nëse 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4
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 dhe këndi ndërmjet 

tyre është 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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2.	 Njehso prodhimin skala të vektorëve 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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, nëse 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5

191

 dhe këndi 

ndërmjet vektorëve

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 është 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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! Pastaj, gjeje këndin ndërmjet vektorëve 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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! 

3.	 Për çfarë qoftë vektor 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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, vërteto se: 

a) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5

191

                b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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4. Vërteto: Diagonalet e rombit janë ndërmjet veti normale! 

5. Për vektorët 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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 njehso! 

	 a) 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .
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     b) 

                           а) За векторите (3, 2, 3), (7,0, 5)а b= − = − , кои се дадени во координатна 

форма скаларниот производ е 3 7 2 0 ( 3) ( 5) 21 15 36а b =  +  + −  − = + = . Додека пак, 
аголот  помеѓу нив е 

0

2 2 2 2 2 2

36 36cos 0,89 27,13
22 743 2 ( 3) 7 0 ( 5)

 = = =  =
+ + −  + + −

.

б) Должината на векторот (0, 3,2)а = − даден во координатна форма е:
2 2 20 ( 3) 2 9 4 13а = + − + = + = .

в) За точките ( ) ( )2, 3,1 , 2,3, 4A B− − − , нивното растојание е:

2 2 2 2 2 2( 2 2) (3 3) ( 4 1) ( 4) ( 9) ( 5) 122d = − − + + + − − = − + − + − = .

     а) Пресметај го скаларниот производ и аголот  помеѓу векторите 
(1, 2,3), ( 4, 2, 3)а b= = − − дадени во координатна форма!

б) Пресметај ја должината на векторот ( 1,5, 2)а = − − !
в) Пресметај го растојанието помеѓу точките ( ) ( )1, 2, 1 , 5, 6,0A B− − − .

Провери дали векторите (5, 2,3), ( 1,0, 2)а b= − = − може да бидат страни на 
квадрат.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) а b ; б) ( )( )а b а b− + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако | | 5,| | 2а b= = и 

аголот помеѓу нив е 
6
 = .

2. Пресметај го скаларниот производ на векторите 2 , 2 3а p q b p q= − = − , ако

8, 1p q= = и аголот помеѓу векторите ,p q е
3
 = ! Потоа, најди го аголот помеѓу 

векторите ,а b !

3. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) 2 2(2 )(2 ) 4 | | | |а b а b а b− + = − ; б) 2 2( ) ( ) 4а b а b а b+ − − =  .
4. Докажи: Дијагоналите на ромбот се меѓу себе нормални!
5. За векторите (1, 2, 3), (2,0, 5)а b= − − = − пресметај!

а) а b ; б) | |, | |а b ; в) аголот  помеѓу нив.

Дали се ортогонални векторите ,а b ?

Пример 4

4

5
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    c) këndin α ndërmjet tyre 

	 A janë ortogonalë vektorët 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

| | (4 3 ) 16 | | 24 9 | | 16 4 24 | | | | cos 9 2
256 24 4 36 232

| | (5 2 ) 25 | | 20 4 | | 25 4 20 | | | | cos 4 2
400 20 4 16 496

a a a p q p p q q p q

b b b p q p p q q p q





=  = − = −  + =  −   + 
= −  + =

=  = + = +  + =  +   + 
= +  + =

Значи,
0268 268cos 0,79 37,81

232 496 2 58 4 31
 = =   

 
.

Пресметај го аголот  помеѓу векторите 2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако

7, 2p q= = и агол аголoт 0( , ) 120p q = = !

За ортовите согласно слика 1, точно е:

1, 0i i j j k k i j j i i k k i j k k j =  =  =  =  =  =  =  =  = .

За координатната форма на скаларен производ веќе знаеме дека се точни следните 
својства:

Со помош на координатната форма на скаларен производ, ние можеме да го најдеме и 

растојанието d меѓу две точки ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,A x x x B y y y . Веќе знаеме дека векторот АВ

има координатна форма ( )1 1 2 2 3 3, ,АВ y x y x y x= − − − . Растојанието помеѓу овие две точки
е 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3d АВ АВ y x y x y x= = = − + − + − .

3

Теорема 4: Скаларен производ на вектори дадени во координатна форма
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,а а а а b b b b= = е бројот 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b =  +  +  .

Теорема 5: За кои било вектори ,а b точно е, 

(1) должина на вектор: 2
3

2
2

2
1 aaaa ++=


;

(2) агол меѓу два вектори: 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos a b a b a b
a a a b b b

 + +
=

+ +  + +
;

(3) услов за нормалност (ортогоналност) на два вектори 0, bа
 ,

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  = .

190

? 



192

6.	 Janë dhënë kulmet e ∆ABC/ A(3, –2, 1), B(–1, –2, 4), C(–4, –2, 0)/. Gjej: 

	 a) këndin e brendshëm të trekëndëshit te kulmi С; 

	 b) gjatësinë e vijës së rëndimit të trekëndëshit të lëshuar ndaj brinjës 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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. 

7.	 Për vektorin e dhënë 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 gjej koordinatat e vektorit 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 që shtrihet te rrafshi yz nëse 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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2. Prodhimi vektorial i vektorëve 

Të përkujtohemi në përkufizimin e prodhimit vektorial të dy vektorëve

Përkufizimi 1: Prodhimi vektorial i vektorëve jokolinear 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 e quajmë vektorin 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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(figura 2) ashtu që 

  (i)	drejtimi i vektorit 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 është normal në rrafshin te i cili shtrihen 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 (ii)	 vektorët 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .

192

, 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 formojnë treshe të djathtë të vektorëve; 

(iii)	 intensiteti (moduli) i vektorit 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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 është 

6. Дадени се темиња на / (3, 2,1), ( 1, 2,4), ( 4, 2,0) /ABC A B C − − − − − . Најди:
а) внатрешниот агол на триаголникот кај темето С;

б) должината на тежишната линија на триаголникот спуштена кон страната AB .
7. При даден вектор (3, 2,1)а = − најди ги координатите на векторот х кој лежи на уz-

рамнина ако ,| | 3 5а х x⊥ = .

2. Векторски производ на вектори

Да се потсетиме на дефиницијата за векторски производ на два вектора.

Слика 2

Ознака, која се користи за означување на векторски производ освен a b е и ,a b   .

Дефиниција 1: Векторски производ на неколинеарни вектори ,а b го викаме

векторот c a b=  (слика 2) т.ш.
(i) правецот на векторот c е нормален на рамнината во која лежат ,а b ;

(ii) векторите ,а b , c a b=  образуваат десна тројка на вектори;

(iii) интезитетот (модулот) на векторот c е sinc a b =   , каде аголот  е 

аголот помеѓу векторите ,а b .
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Teorema 1: Për prodhimin vektorial të çfarëdo vektorëve 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
.
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Teorema 2: syprinat e paralelogramit të konstruktuar mbi vektorët 
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Rrjedhimi: Syprina e trekëndëshit të konstruktuar mbi vektorët 
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Teorema 3: Forma koordinative e prodhimit vektorial për dy vektor 
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Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
.
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Shembulli 1  Për dy vektor 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
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01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .
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, ,
i j k
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a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
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 është 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
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модулот на векторот c a b=  е
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3 2

c а b a b =  =   =   = = .
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1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.
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Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2
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1   Njehso modulin e prodhimit vektorial të vektorëve 

                         За два вектора ,а b со интензитет 1, 4а b= = и агол помеѓу нив
3
 =

модулот на векторот c a b=  е

3| | | | sin 1 4 sin 4 2 3
3 2

c а b a b =  =   =   = = .

    Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите ,а b со модули

1, 6а b= = и агол помеѓу нив 0120 = !

Да се потсетиме на својствата на векторски производ и неговата примена.

Пример 1

1

Теорема 1: За векторскиот производ на произволни вектори , ,а b c и произволен 
скалар  точни се следниве својства:

01 a b a b a b⊥   =  ; 

02 0а b =  0 0a b=  =  ,а b се колинеарни;

03 ( )a b b a = −  ; 

( ) ( ) ( )04 а b a b a b   =  =  ;

( ) ( )05 ,a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  .

Теорема 2: Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите ,а b е 

P a b=  .

Последица: Плоштината на триаголникот конструиран над векторите ,а b е

1
2

P a b=  .

Теорема 3: Координатна форма на векторски производ за два вектори 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a a b b b b= = е 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
i j k

a a a a a a
a b a a a

b b b b b b
b b b

 
 = = 

 
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  me module |a| = 1, |b| = 6 dhe 

kënd ndërmjet tyre α = 120°! 

Të përkujtohemi në vetitë e prodhimit vektorial dhe zbatimit të tij. 
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Shembulli 2  Moduli i prodhimit vektorial                     Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +
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                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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, nës 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 dhe këndi 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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.

Shembulli 3  a) Për vektorët 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 = (1, –1, 0), 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 = (0, 1, 0), të cilët janë dhënë në formën 

koordinative, prodhimi vektorial është vektori 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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b) Syprina e paralelogramit të konstruktuar mbi vektorët është 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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njësi katrore 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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3  Njehso syprinën e ∆ABC me kulme A(3, 2, –5), B(1, –4, 3), C(–3, 1, 0). Pastaj njehso 

gjat[ësinë e lartësisë së trekëndëshit të lëshuar ndaj brinjës 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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. 

Detyra për punë të pavarur

1.	 Njehso: a) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 ; b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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; c) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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., nëse  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 dhe 

këndi ndërmjet tyre α = 45° ! 

2.	 Njehso 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 vektorët 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 me modulet 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 dhe 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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. 

3.	 Njehso syprinën e trekëndëshit të konstruktuar mbi vektorët 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 ku 

vektorët 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 kanë module 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 dhe kënd 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194

.

4.	 Për çfarëdo qoftë vektor 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194

, vërteto se: 

a) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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     b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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5. Për vektorët 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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 njehso:

 a)  

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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;   b) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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; c) 

                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3
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                    Модулот на векторскиот производ на векторите 4 3 , 5 2а p q b p q= − = +

каде 4, 2p q= = и агол 0( , ) 60p q = = го пресметуваме на следниот начин:

0

(4 3 ) (5 2 ) 20 8 15 6
8 15 25

| | 25 | | | | sin 25 4 2 sin 60 100 3.

a b p q p q p p p q q p q q
p q p q p q

a b p q 

 = −  + =  +  −  − 
=  +  = 

 =   =    =

Пресметај го модулот на векторскиот производ на векторите 
2 , 3 2а p q b p q= + = + , ако 7, 2p q= = и агол 0( , ) 120p q = = !

                а) За векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − , кои се дадени во координатна 
форма, векторскиот производ е векторот

1 1 0 (0,0, 1)
0 1 0

i j k
а b k = − = − = −

−
.

б) Плоштината на паралелограмот конструиран над векторите (1, 1,0), (0, 1,0)а b= − = − е
2( 1) 1P a b=  = − = квадратнa единицa.

       Пресметај ја плоштината на АВС со темиња (3,2, 5), (1, 4,3), ( 3,1,0).А В С− − −

Потоа, пресметај ја должината на висината на триаголникот спуштена кон страната ВС .

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај: а) | |а b ; б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  , ако 4, 2 2а b= = и 

агол помеѓу нив 045 = !

2. Пресметај | |а b на векторите ,а b со модул 4, 3а b= = и 16а b = !

3. Пресметај ja плоштината на триаголникот конструиран над векторите
2 , 3 ,а p q b p q= + = + каде векторите ,p q имаат модули 4, 3p q= = и агол 

0( , ) 30p q = = !

4. За кои и да било вектори ,а b , докажи дека:

а) (2 ) (2 ) 4а b а b а b−  + =  ; б) 2 ( ) 2a а b а b + =  .

5. За векторите (2, 3,5), ( 1,0,3)а b= − = − пресметај:

а) а b ;  б) ( ) ( )а b а b−  + ; в) (2 3 ) 5а b b−  !

Пример 2

2

Пример 3

3

194



195

 6.	Njehso lartësinë e paralelogramit ABCD të dhënë me kulmet koordinative 

A(3, –1, 2), B(1, 2, –1), C(2, 5, –6), D(4, 2, –3) 
 7.	Njehso α për këndin ndërmjet vektorëve 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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.

3. Prodhimi i përzier i vektorëve 

Të përkujtohemi edhe në një prodhim, ndërsa prodhimi ndërmjet tre vektorëve.

Përkufizimi 1: Prodhimi i përzier i tre vektorëve 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
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, ,
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a b c a b c c c c b b b
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c c c

=   =  −  +  = .
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 e quajmë skalarinа 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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. Prodhimi 

i përzier e ka shënimin 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
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1 2 3 1 2 3
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.

Të përkujtohemi edhe në disa teorema të lidhura me prodhimin e përzier dhe zbatimi i tij.

Teorema 1: Vëllimi i paralelopipedit të konstruktuar prej vektorëve 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
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=   =  −  +  = .
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 është 

  

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3
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Shenja e prodhimit të përzier është pozitiv, nëse vektorët 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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 formojnë treshe të vektorëve të 

djathtë. Ndërsa tani, shenja e prodhimit të përzier është negative, nëse vektorët 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
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1 2 3 1 2 3
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 formojnë 

treshe të vektorëve të majtë 

Rrjedhimi: Vëllimi i tetraedrit të konstruktuar mbi vektorët 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,
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 është 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,
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Teorema 2: Për cilët vektor 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,
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 është e saktë form

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,

( ) ( )
1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3 1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

, ,
a a a

a a a a a a
a b c a b c c c c b b b

b b b b b b
c c c

=   =  −  +  = .
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6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,
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Teorema 3: Për çfarëdo vektor 

6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
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6. Пресметај ја висината на паралелограмот АВСD зададен со координатите на
темињата (3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − .

7. Пресметај го sin за агол помеѓу векторите (2,3, 5), (2,0,3)а b= − = .

3. Мешан производ на вектори

Да се потсетиме на уште еден производ, но производ помеѓу три вектори.

Да се потсетиме и на неколку теореми поврзани со мешаниот производ на вектори и 
неговата приемена.

Дефиниција 1: Мешан производ на три вектори , ,а b c го викаме скаларот ( )а b c  .

Мешаниот производ ја има ознаката ( ), ,a b c .

Теорема 1: Волуменот на паралелопипедот конструиран од векторите , ,а b c е 

( ), ,V a b c= .

Знакот на мешаниот производ е позитивен, ако векторите , ,а b c образуваат десна 
тројка вектори. Додека пак, знакот на мешаниот производ е негативен, ако  векторите 

, ,а b c образуваат лева тројка вектори.

Последица: Волуменот на тетраедар конструиран над векторите , ,а b c е 

( )1 , ,
6

V a b c= .

Теорема 2: За кои било вектори , ,а b c точно е ( ), , 0a b c = ако и само ако векторите

, ,а b c се компланарни.

Теорема 3: За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = ,
координатната форма на мешаниот производ е дадена со формулата,
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 Shembulli 1  Prodhimi i përzier i treshes së vektorëve të djathtë         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 ku vektori         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 është normal 

në vektorët         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
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, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
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 dhe         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.
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, të cilët pra formojnë kënd prej 30° ku është: 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.
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        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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Treshja e djathtë e vektorëve do të thotë se vektorët 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 janë me kahe të njëjtë 

1  a) Njehso prodhimin e përzier të vektorëve 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 nëse atë janë reciprokisht normal dhe 

formojnë treshe të djathtë të vektorëve me module 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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.

b) Njehso vëllimin e kuadrit me tehe të bazave a = 7, b = 3, c = 5!

Shembulli 2  a) Për vektorët a)         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–2, –3, 0),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (0, 1, 1), prodhimi i përzier është 

 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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b) Për vektorët a)         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–2, –3, 0),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (0, 1, 1), vëllimi i paralelopipedit të 

konstruktuar mbi këto vektor është 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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. Prodhimi i përzier 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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, Vijon se njësitë 

kubike V = |–6| = 6. 

c) Vëllimi i tetraedrit të konstruktuar mbi të njëjtët ato tre vektorë 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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është 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 njësi kubike. 

2  a) Njehso vëllimin e tetraedrit të konstruktuar mbi vektorët  

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (1, 2, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 = (3, 4, –2),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 = (–2, 0, 4).

b) Njehso vëllimin e tetraedrit me kulme A(1, 2, 1), B(3, 4, –2), C(–2, 0, 4), S(1, 2, 3) 

Shembulli 3  Vektorët          Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 = (2, 3, –1),          Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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1
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 = (1, –1, 3),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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 = (1, 9, –11) janë komplanar pasi 

prodhimi i tyre i përzier është zero d.m.th., 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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2
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1
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3  Kontrollo se mbi vektorët         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (2, 1, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (1, 2, 3),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 = (–2, 1, –1) a mund të 

konstruktohet paralelopiped

Detyra për punë të pavarur 

1.	 Për çfarëdo vektor janë të sakta këto barazime 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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Vërteto 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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2.	 Vërteto 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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3.	 Njehso prodhimin e përzier të treshes së djathtë të vektorëve 

        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 nëse vektori         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2
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 është 

normal në vektorët         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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 dhe         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.
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, të cilët formojnë kënd prej 45° ndërmjet veti, me module 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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4.	 Njehso vëllimin e kubit me teh të bazës 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.
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 me zbatimin e vektorëve. 

5.	 Njehso lartësinë e paralelopipedit të konstruktuar mbi vektorët  
        Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–1, 0, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–3, 4, –2),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–2, 1, 0).
6.	 Vëllimi i tetraedrit le të jetë me kulmet e bazës A(1, 2, 1), B(3, 4, –2), C(–2, 0, 4) është 15 

njësi kubike. Gjej koordinatat e kulmit, nëse dihet se kulmi shtrihet te boshti x! 

7.	 Njehso vlerën e parametrit m, nëse vektorët         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (m, 0, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1

Пример 3
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 = (–2, 4, 1),         Мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , каде векторот c е 

нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 300 при | | 6,| | 5,| | 1a b c= = = e:

( ) ( ) 0, , | | | | sin ( , ) | | cos ( , ) 6 5sin 30 1 1 15a b c a b a b c a b c=    =    = .

Десна тројка вектори значи дека векторите ,a b c се истонасочни.

     а) Пресметај го мешаниот производ на векторите , ,а b c , ако тие се заемно 

нормални и образуваат десна тројка вектори со модули | | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

б) Пресметај го волуменот на квадар со основни рабови 7, 3, 5а b c= = = !

a) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , мешаниот производ е

( )
2 1 1

, , 2 3 0 6 2 2 6
0 1 1

a b c = − − = − − + = − .

б) За векторите (2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = , волуменот на паралелопипедот 

конструиран над овие три вектори е ( ), ,V a b c= . Мешаниот производ ( ), , 6a b c = − .

Следува дека 6 6V = − = кубни единици. 

в) Волуменот на тетраедарот конструиран над истите тие три вектори 

(2,1,1), ( 2, 3,0), (0,1,1)a b c= = − − = е ( )1 1, , 6 1
6 6

V a b c= =  = кубна единица.

     а) Пресметај го волуменот на тетраедарот конструиран над векторите 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)a b c= = − = − .

б) Пресметај го волуменот на тетраедарот со темиња 
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4), (1,2,3).А В С S− −

                    Векторите (2,3, 1), (1, 1,3), (1,9, 11)a b c= − = − = − се компланарни бидејќи 
нивниот мешан производ е нула т.е.

( )
2 3 1

, , 1 1 3 22 9 9 1 54 33 55 55 0
1 9 11

a b c
−

= − = − + − − + = − =
−

.

Пример 2

2

Пример 1

1
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 = (–2, 1, 0) janë 

komplanarë.

4. Forma e përgjithshme e barazimit të rrafshit 
Le të jetë Oxyz sistemi kënddrejtë koordinativ i Dekartit në hapësirë. Së pari do ta caktojmë 

barazimin Σ i cili është përcaktuar me një pikë të tij dhe vektorin jozero normal në rrafshin 

Figura 3 

               Провери дали над векторите (2,1,1), (1, 2,3), ( 2,1, 1)a b c= = − = − − може да се 
конструира паралелопипед!

Задачи за самостојна работа

1. За кои било вектори ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = = точни се следните 

равенства ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,a b c b c a c a b a b c a c b= = = − . Докажи !

2. Докажи ( , , ) ( , , ) ( , , )a b c d a c d b c d+ = + !

3. Пресметај го мешаниот производ на десната тројка вектори , ,а b c , ако векторот c

е нормален на векторите а и b , кои пак зафаќаат агол од 450 меѓу себе, со модули
| | 3,| | 4,| | 2a b c= = = .

4. Пресметај го волуменот на коцка со основен раб 7а = со примена на вектори.

5. Пресметај ја висината на паралелопипедот конструиран над векторите
( 1,0,1), ( 3, 4, 2), ( 2,1,0)a b c= − = − − = − .

6. Нека волуменот на тетраедарот  со темиња на основата
(1,2,1), (3,4, 2), ( 2,0,4)А В С− − е 15 кубни единици. Најди ги координатите на врвот,

ако се знае дека врвот лежи на x -оската!
7. Пресметај ја вредноста на параметарот m , ако векторите

( ,0,1), ( 2, 4,1), ( 2, ,0)a m b c m= = − = − се компланарни.

4. Oпшт облик на равенка на рамнина

Нека Oxyz е Декартов правоаголен координатен систем во простор. Најпрво ќе ја 
одредиме равенката на рамнината  која е определена со една нејзина точка и ненулти 
вектор нормален на рамнината.

Слика 3

3
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Nëse është dhënë pika M₀ dhe vektori jozero Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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, atëherë ekziston rrafsh njëvlerësisht i caktuar 

që kalon nëpër pikën e dhënë M₀ dhe është normal në vektorin e dhënë Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена
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координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =
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, Figura 3. Le të jetë dhënë çfarëdo pikë prej rrafshit të caktuar me 

rreze vektor M Me lëvizjen e pikës Σ në rrafsh ndryshon vektori 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
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Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
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Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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, por megjithatë ai 

gjithmonë ngel normal në Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена
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точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
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Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .
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( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 shtrihet në rrafsh Σ d.m.th., 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена
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M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
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               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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. Prodhimi skalar 

të dy vektorëve reciprokisht normal është 0, d.m.th., 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
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( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното
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               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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, rreze-vektorët 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
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координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 dhe vektori 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 kanë forma të veta 

koordinative.

Barazimi vektorial 

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 i rrafshit Σ ka edhe shprehje analitike, d.m.th., formë koordinative 
të formës A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0 

Përkufizimi 2: Barazimi i rrafshit të formës 

A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0

 quhet barazimi skalar i rrafshit që kalon nëpër një pikë M₀(x₀, y₀, z₀) dhe është normal në 

vektorin e dhënë  Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (A, B, C)

Shembulli 1  Ta shkruajmë barazimin e rrafshit Σ që kalon nëpër pikën M₀(1, 3, –5) dhe është 

normal në vektorin Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .

198

 = (–2, 5, 1). Në pajtim me barazimin kemi A(x – x₀) + B(y – y₀) + C(z – z₀) = 0. 

Barazimin e fundit mund ta transformojmë në formën –2(x – 1) + 5(y – 3) + 1(z + 5) = 0, të cilën 

mund ta llogarisim për barazim 2x – 5y – z + 8 = 0  të rrafshit Σ.
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1
 
 Gjeje barazimin e rrafshit Σ që kalon nëpër pikën A(5, –3, 7) dhe është normal në 

vektorin  Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (7, –8, 10)
Formën koordinative të barazimit të rrafshit mund ta transformojmë në këtë 
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 = (0, B, C). Por, vektori është normal i = (1, 0, 0), domethënë 

ky rrafsh është paralel me boshtin x. Nëse D = 0 përsëri edhe barazimi i përgjithshëm i rrafshit 

është i formës By + Cz = 0. Ky rrafsh është paralel me boshtin x dhe e përmban fillimin koordinativ: 

Me fjalë të tjera, është i saktë ai rrafsh që e përmban boshtin x.

3. Nëse A = B = 0 atëherë barazimi i përgjithshëm i rrafshit e ka formën Cz + D = 0. Ky 

rrafsh është normal te vektori n→ = (0, 0, C), i cili është kolinear me ortin k→ = (0, 0, 1). Domethënë, 

ai është barazimi i rrafshit, paralel me rrafshin të formuar prej boshtit x dhe boshtit y. Në rastin 

special, nëse gjatë rastit të këtillë vlen se edhe D = 0, atëherë e fitojmë barazimin e rrafshit me 

formën z = 0, që paraqet barazimin të rrafshit koordinativ Oxy. 

2
 
 Diskutoi rastet 

            Најди ја равенката на рамнината  што минува низ точката ( )5, 3,7А − и е

нормална на векторот ( )7, 8,10n = − .

Координатната форма на равенката на рамнината можеме да ја транформираме во 
следниот облик. 

0,Ax By Cz D+ + + =

каде што 0 0 0D Ax By Cz= − − − .

Во општата равенка на рамнина, коефициентите , ,A B C и D се реални броеви. 
Значи, некој од нив може да биде еднаков на нула и да добиеме специјални случаи на 
рамнината во однос на нејзината местоположба во правоаголниот Декартов координатен 
систем:

1. Ако 0D = тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0Ax By Cz+ + = .

Тоа значи дека  0, 0, 0x y z= = = е едно нејзино решение, па имаме дека во овој случај 
рамнината минува низ координатниот почеток.

2. Ако 0A= тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0By Cz D+ + = . Тоа 

е рамнина нормална на векторот ( )0, ,n B C= . Но, векторот ( )0, ,n B C= е нормален на

ортот ( )1,0,0i = , значи оваа рамнина е паралелна со x - оската. Ако дополнително и

0,D = општата равенка на рамнина е од облик 0By Cz+ = . Оваа рамнина е паралелна со 
x -оската и го содржи координатниот почеток. Со други зборови, тоа е точно онаа рамнина 
која ја содржи x -оската.

3. Ако 0A B= = тогаш општата равенка на рамнина го има обликот 0Cz D+ = . Ова
е рамнина нормална на векторот ,  кој е колинеарен со ортот . Значи ,
тоа е равенка на рамнина, паралелна на рамнината образувана од -оската и -оската. 
Специјално, ако при ваквиот случај важи дека и , тогаш ја добиваме равенката на 
рамнината со облик  , која ја претставува равенката на координатната рамнина 

( )0,0,n С= ( )0,0,1k =

x y
0D =

0=z Oxy

       Дискутирај ги случаите 0,Ax Cz D+ + = 0,Ax D+ = 0,Ax By D+ + = v
0, 0x y= = .

Од веќе дискутираното може да заклучиме дека:

1

Дефиниција 3: Равенката 
0,Ax By Cz D+ + + =

се нарекува општ облик на равенка на рамнина со вектор ( , , )n A B C= нормален на 
неа.

2

.
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, x = 0, y = 0

Prej diskutimeve të gjertanishme mund të përfundojmë se:
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Nëse njëri prej koeficientëve A, B ose C është zero, atëherë rrafshi është paralel me boshtin 

koordinativ që është “përkatës“ i atij koeficienti 

Nëse saktë njëri prej atyre koeficientëve nuk është zero, atëherë rrafshi është normal me boshtin 

përkatës, d.m.th., është paralel me rrafshin koordinativ të përcaktuar me dy boshtet e tjera.

Shembulli 2  Rrafshi me barazimin 2x – z + 5 = 0 është paralel me boshtin y, ndërsa rrafshi 

6z – 7 = 0 është normal me boshtin z d.m.th., paralel me rrafshin Oxy

3  Si është pozita e rrafsheve të dhënë me këto barazime: 

a) x + y = 0              b) 2x + y – z = 0           c) –2y + 3z = 4. 

Detyra për punë të pavarur 

1.	 Gjej barazimin e rrafshit Σ që kalon nëpër pikën B (8, 3, –4) dhe vektori Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена
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Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
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 = (5, 2, –3) 
normal në atë. Pastaj kontrollo se pika P(7, 5, 4), Q(1, 0, 2), R(0, 29, 0) a shtrihet në Σ 

2.	 Janë dhë dy pika në hapësirë A(–2, –1, –3), B(0, 3, –5). Gjeje barazimin e rrafshit Σ me 
vektor normal Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (1, 0, –3) që kalon nëpër mesin e segmentit AB

3.	 Si është pozita e rrafsheve të dhëna me këto barazime:

4. Gjeje barazimin e përgjithshëm të rrafshit Σ që kalon nëpër pikën A (5, 0, –3) dhe është 
paralel me rrafshin Oyz 

5. Gjeje barazimin e përgjithshëm të rrafshit Σ që kalon nëpër pikën B (–1, 3, –3)  dhe 

nëpër boshtin y.

                         Рамнината со равенка 2 5 0x z− + = е паралелна со у - оската, а рамнината 

6 7 0z − = e нормална со z - оската т.е. паралелна со Оху рамнината.

Каква е положбата на рамнините зададени со следните равенки:

      а) 0x y+ = ;    б) 2 0x у z+ − = ; в) 2 3 4у z− + = ?

Задачи за самостојна работа

1. Најди ја равенката на рамнината  што минува низ точката ( )8,3, 4В − и вектор

( )5, 2, 3n = − нормален на неа. Потоа, провери дали точките

( )7,5,4 , (1,0,2), (0,29,0)P Q R лежат на  .

2. Дадени се две точки во просторот ( )2, 1, 3 , (0,3, 5)А В− − − − . Најди ја равенката на

рамнината  со нормален вектор ( )1,0, 3n = − што минува низ средината на
отсечката АВ .

3. Каква е положбата на рамнините зададени со следните равенки:

а) 2 0x y z− + = ;    б) 3 2x у+ = ;       в) 3 4 0x z− = ; г) 0x = ;

д) 2 0у z− − = ?

4. Најди ја општата равенка на рамнината  која минува низ точката ( )5,0, 3А − и е

паралелна со Оyz - рамнина.

5. Најди ја општата равенка на рамнината  која минува низ точката  ( )1,3, 3В − − и

низ у -оската.

Ако некој од коефициентите ,A B или C е нула, тогаш рамнината е паралелна со 
координатната оска која е „соодветна“ на тој коефициент;
Ако точно еден од тие коефициенти не е нула, тогаш рамнината е нормална со 
соодветната оска, т.е. е паралелна со координатната рамнина определена со другите 
две оски.

Пример 2

3
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5. Forma normale e barazimit të rrafshit 

Le të jetë dhënë rrafshi Σ me vektor 

5. Нормален облик на равенка на рамнина

Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
почеток кон рамнината) и со произволна точка 0M на која одговара радиус-вектор r , која 

е на растојание 0p  од координатниот почеток O во правоаголен Декартов координатен 
систем во простор, слика 4. Тогаш единечниот вектор што одговара на векторот n e

0 | |
nn
n

= . Растојанието p од координатниот почеток O до рамнината  , очигледно е 

проекцијата на радиус-векторот r врз единечниот вектор 0n т.е. 
0

0
0

0

pr
| |n
r np r r n
n


= = =  .

Од овде се добива равенката 0 0n r p − = .

Слика 4

Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде

што ,  и  се аглите на векторот 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно, 
нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =

Дефиниција 1: Равенката

0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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 (vektor normal është orientuar prej fillimit të 

koordinatave kah rrafshi) dhe me çfarëdo pikë Mo të cilës i përgjigjet rreze-vektor  r→, që është në 

largësi p > 0 prej fillimit koordinativ O te sistemi koordinativ kënddrejtë të Dekartit në hapësirë 

Figura 4. Atëherë vektori njësi që i përgjigjet vektorit 
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нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =
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се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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 është 

5. Нормален облик на равенка на рамнина

Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
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Слика 4

Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде
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нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =

Дефиниција 1: Равенката

0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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. Largësia p prej fillimit të 

koordinatave O deri te rrafshi Σ, qartë është projeksioni i rreze-vektorit  r→ mbi vektorin njësi 

5. Нормален облик на равенка на рамнина

Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
почеток кон рамнината) и со произволна точка 0M на која одговара радиус-вектор r , која 

е на растојание 0p  од координатниот почеток O во правоаголен Декартов координатен 
систем во простор, слика 4. Тогаш единечниот вектор што одговара на векторот n e
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Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде
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облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =
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0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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d.m.th., 

5. Нормален облик на равенка на рамнина

Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
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Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде
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нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик

cos cos cos 0.x y z p  + + − =

Дефиниција 1: Равенката

0 0n r p − =

се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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. Prej këtu fitohet barazimi 

5. Нормален облик на равенка на рамнина

Нека е дадена рамнина  со вектор n ⊥ (нормалниот вектор е насочен од координатниот 
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Јасно е дека за рамнина  што минува низ координатниот почеток 0p = .

За координатните форми на векторите ( ), ,r x y z= и ( )0 cos ,cos ,cosn   = , каде

што ,  и  се аглите на векторот 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно, 
нормалниот векторски облик на равенка на рамнина 0 0n r p − = се трансформира во 
облик
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се вика нормален векторски облик на равенка на рамнина  каде 0n ⊥  е единечен 
вектор и p е растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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Figura 4

Përkufizimi 1: Barazimi 

5. Нормален облик на равенка на рамнина
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quhet forma normale vektoriale e barazimit të rrafshit Σ ku 

5. Нормален облик на равенка на рамнина
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janë këndet e vektorit 
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  me boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz përkatësisht, forma normale 

vektoriale e barazimit 
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 transformohet në formën 

x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0
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Përkufizimi 2: Barazimi 

x cos α + y cos β + z cos γ – p = 0
është forma normale e barazimit të rrafshit Σ, ku α, β dhe γ janë këndet e vektorit njësi n→₀ me 

boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz përkatësisht dhe p është largësia e rrafshit prej fillimit të 

kordinatave.

Shembulli 1  Ta shkruajmë formën normale vektoriale të barazimit të rrafshit x – y + 3z – 5 = 0 

që është paralel me rrafshin x – y + 3z – 5 = 0 dhe është në largësi 7 prej fillimit të koordinatave. 

Vektori që është normal në rrafshin e dhënë barazimi i të cilit kërkohet dhe ai është Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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 = (1,–1,3). 

Vektori njësi do të jetë 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 

0
11 11 3 11, ,

| | 11 11 11
nn
n

 
= = −  

 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 

Пример 1

1
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 dhe p = 7. Atëherë barazimi në formën 

normale vektoriale do të jetë 
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1  Shkruaje formën normale vektoriale të barazimit të rrafshit që është normal në vektorin 
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квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 

Пример 1

1
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 dhe kalon nëpër fillimin e koordinatave O.

Duke pasur parasysh se te normalja prej një rrafshi ekzistojnë dy ort ndërmjet veti të kundërt  

Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена

рамнина која минува низ дадената точка 0M и е нормална на дадениот вектор n . Нека 

точката 0M е определена со радиус-векторот 0r , слика 3. Нека е дадена произволна точка
M од рамнината  определена со радиус-векторот r . Со движење на точката M во 
рамнината  се менува и векторот 0 0M M r r= − , но сепак тој секогаш останува нормален 

на n (бидејќи 0M M лежи во рамнината  ) т.е. 0n M M⊥ . Скаларниот производ на два

заемно нормални вектори е 0, т.е. 0 0n M M = односно 0( ) 0n r r − = . Овој услов го 
задоволува секоја точка M од рамнината  , а ако M не лежи на рамнината  , тој услов 
е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
форма. 

Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .
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₀ = (cos α, cos β, cos γ) dhe –Ако е дадена точка 0M и ненулти вектор n , тогаш постои еднозначно определена
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е нарушен. Според тоа, со него се искажува својството на припадност на точките на 
рамнината.

Затоа природно е, овој услов да го земеме како равенка на рамнина  во векторска 
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Точките 0 0 0 0( , , )M x y z , ( ), ,M x y z , векторот 2 2 2( , , ), 0n A B C A B C= + +  , радиус-

векторите 0 0 0 0( , , ), ( , , )r x y z r x y z= = и векторот 0 0 0 0( , , )М М x x y y z z= − − − имаат свои 
координатни форми.
Векторската равенка 0( ) 0n r r − = на рамнината  има и аналитички израз, т.е.
координатна форма од облик ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = .

               Да ја напишеме равенката на рамнината  што минува низ точката 
( )0 1,3, 5M − и е нормална на векторот ( )2,5,1n = − . Согласно равенката 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = имаме ( ) ( ) ( )2 1 5 3 1 5 0x y z− − + − + + = . Последното

равенство можеме да го трансформираме во облик 2 5 8 0x y z− − + = , кое можеме да го 
сметаме за равенка на рамнината  .

Пример 1

Дефиниција 1: Равенката 
0( ) 0n r r − =

каде векторот n ⊥ , 0r е радиус - векторот на точката 0M и r е радиус-вектор на 
точката M се вика векторска равенка на рамнината  .

Дефиниција 2: Равенката на рамнина од облик
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =

се нарекува скаларна равенка на рамнина која минува низ една точка 0 0 0 0( , , )M x y z
и е нормална на даден вектор ( , , )n A B C= .

198

₀ = (cos(π – α), cos(π – β), cos(π – γ)), në pajtim me figurën 4, 

kemi se ekzistojnë dy forma normale të barazimit të rrafshit Σ ku duke shumëzuar me (-1) kalohet 
prej njërit barazim në tjetrin (–1)

Kështu Σ nëse është përcaktuar me barazimin e tij të përgjithshëm Ax + By + Cz + D = 0 atëherë 

forma normale e tij është dhënë me barazimin 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 

0
11 11 3 11, ,

| | 11 11 11
nn
n

 
= = −  

 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 

Пример 1
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ku 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 
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 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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 është vektor i normales me gjatësi 

           Да го напишеме нормалниот векторски облик на равенката на рамнината 
која е паралелна на рамнината 3 5 0x y z− + − = и е на растојание 7 од координатниот 
почеток. Векторот кој е нормален со дадената рамнина 3 5 0x y z− + − = е нормален и на 
рамнината чија равенка се бара и тоа е ( )1, 1,3n = − . Единечниот вектор ќе биде 

0
11 11 3 11, ,

| | 11 11 11
nn
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 
= = −  

 
и 7p = . Тогаш равенката во нормален векторски облик би 

била 
11 11 3 11( , , ) 7 0

11 11 11
r  − − = .

     Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е нормална на 
вектор (1,2,3)n = и минува низ координатниот почеток О .

Имајќи предвид дека на нормалата од една рамнина постојат два меѓусебно 
спротивни ортови, ( )0 cos ,cos ,cosn   = и ( ) ( ) ( )( )0 cos ,cos ,cosn      − = − − − ,

согласно слика 4, добиваме дека постојат два нормални облици на равенка на рамнината
 , при што множејќи со ( )1− се преминува од едната во другата равенка.

Така, ако  е определена со својата општа равенка 0,Ax By Cz D+ + + = тогаш 
нејзиниот нормален облик е даден со равенката

2 2 2
0Ax By Cz D

A B C
+ + +

=
 + +

,

каде ( ), ,n A B C= е вектор на нормалата со должина 2 2 2A B C+ + . Знакот пред
квадратниот корен во именителот се избира да биде спротивен од знакот пред слободниот 
член D во општиот облик на равенката на рамнина, за да се обезбеди единечниот вектор 
да биде насочен од координатниот почеток О кон рамнината.

Дефинција 2: Равенката 
cos cos cos 0,x y z p  + + − =

е нормалeн облик на равенка на рамнината  , каде ,  и  се аглите на 

единачниот вектор 0n со координатните оски ,Ox Oy и Oz соодветно и p е 
растојанието на рамнината од координатниот почеток. 
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, Shenja para rrënjës katrore te 

emëruesi zgjedhet të jetë i kundërt prej shenjës para anëtarit të lirë D në formën e përgjithshme të 

barazimit të rrafshit, për të siguruar vektori njësi të jetë i orientuar prej fillimit të koordinatave ndaj 

rrafshit 
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Shembulli 2  a) Në formën normale të barazimit të rrafshit а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 vektori njësi i 
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рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
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4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .
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а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2
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6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6
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 dhe largësia prej fillimit të koordinatave është p = 5.

b) Rrafshi i dhënë në formën e përgjithshme 4x – 5y – z – 1 = 0 e ka formën normale 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .

2

Прим  ер     2

203

, ku vektori njësi i normal në rrafshin është 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 edhe largësia prej fillimit të koordinatave është 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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2  Këto barazime të rrafsheve të dhënë në formën e përgjithshme paraqiti në formën 

normale:

a) 2x + 3y – 2z + 3 = 0                    b) x – y + 3z – 5 = 0 

Detyra për punë të pavarur
1.	 Shkruaj formën normale vektoriale të barazimit që është: 

	 a) normal me vektorin 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 = (1, 2, –2) dhe është në largësi 10 prej fillimit të koordinatave;

	 b) normal me vektorin 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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 = (–4, –4, 2) dhe është në largësi 4 prej fillimit të koordinatave

 2. Shkruaj formën normale vektoriale të barazimit të rrafshit që është paralel me rrafshin 

x – 2y + 2z – 15 = 0 dhe është në largësi 5 prej fillimit të koordinatave 

 3. Shkruaj formën normale vektoriale të barazimit të rrafshit që është paralel me rrafshin që 

kalon nëpër tri pika jokolineare A(1, 2, 3), B(–2, 5, –4), C(0, –1, 5) dhe kalon nëpër 

fillikin e koordinatave O.

 4. Këto barazime të rrafsheve të dhënë në formën e përgjithshme paraqiti në formën normale: 

	 a) 2x + y – 2z + 6 = 0           b) x – 2y + 3z – 2 = 0
 5. Cili rrafsh është paraqitur në formën normale: 

	 a) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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   b) 

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
3 3 3 2

x y z− − − = .

6. Во следните равенки на рамнини дадени во нормален облик, најди го растојанието
од координатниот почеток и нивниот нормален вектор:

а) 1 2 2 5 0
3 3 3 6

x y z+ − − = ; б) 2 1 2 3 0
3 3 3

x y z− + + = .
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  c)  

а) Во нормалниот облик на равенката на рамнина 1 2 2 5 0
3 3 3

x y z− + − =

единечниот вектор нормален на рамнината е 0
1 2 2( , , )
3 3 3

n = − и растојанието од 

координатниот почеток е 5p = .

б) Рамнината дадена во општ облик 4 5 1 0x y z− − − = има нормален облик 

2 42 5 42 42 42 0
21 42 42 42

x y z− − − = , каде единечниот вектор нормален на рамнината е 

0
2 42 5 42 42( , , )

21 42 42
n = − − и растојанието од координатниот почеток е 

42
42

p = .

    Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во 

нормален облик: а) 2 3 2 3 0x y z+ − + = ; б) 3 5 0x y z− + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е:

а) нормална со векторот (1,2, 2)n = − и е на растојание 10 од координатниот почеток;

б) нормална со векторот ( 4, 4,2)n = − − и е на растојание 4 од координатниот почеток.

2. Напиши нормален векторски облик на равенка на рамнина која е паралелна со
рамнината 2 2 15 0x y z− + − = и е на растојание 5 од координатниот почеток.

3. Напиши нормален векторски облик равенка на рамнина која е паралелна на
рамнината која минува низ три нелинеарни точки (1,2,3), ( 2,5, 4), (0, 1,5)А В С− − − и
минува низ координатниот почеток О .

4. Следните равенки на рамнини зададени во општ облик претстави ги во нормален
облик:

а) 2 2 6 0x y z+ − + = ; б) 2 3 2 0x y z− + − = .

5. Koja рамнина е претставена во нормален облик:

а) 5 3 0x y z+ − + = ; б) 2 23 4 0
3 5

x y z+ − − = ; в) 1 2 2 1 0
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6. Forma segmentale e barazimit të rrafshit 

Le të jetë dhënë forma e përgjithshme e barazimit të rrafshit Σ: Ax + By + Cz + D = 0 ku 

të gjithë koeficientët janë të ndryshëm prej zeros d.m.th., A ≠ 0, B ≠ 0, C ≠ 0, D ≠ 0 atëherë 

barazimiin mund ta përshkruajmë në formën 

6. Сегментен облик на равенка на рамнина

Нека е даден општ облик равенка на рамнина : 0,Ax By Cz D + + + = каде сите 
коефициенти се различни од нула т.е. 0, 0, 0, 0A B C D    . Тогаш равенката можеме 
да ја презапишеме во облик 

1Ax By Cz
D D D
+ + =

− − −
т.е.

1x y z
D D D
A B C

+ + =
− −−

.

Ако земеме , ,D D Da b c
A B C

= − = − = − се добива 1x y z
a b c
+ + = .

Поимот „сегментен“ доаѓа од ненултите сегменти (делови) ,a b и с , кои геометриски 
ги претставуваат сегментите што на координатните оски ,Ox Oy и Oz ги отсекува дадената 
рамнина, слика 5.

Слика 5

Овие сегменти можат да бидат и негативни. На слика 6 е даден случај каде сегментот на 
апцисната и ординатната оска е негативен број т.е. 2a b= = − .

Дефиниција 1: Равенката

1x y z
a b c
+ + =

се нарекува сегментен облик на равенка на рамнина.
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quhet form segmentale e barazimit të rrafshit. 

Koncepti “segmental“ vjen prej segmentit jozero (pjesë) a, b dhe c, që gjeometrikisht i paraqesin 

segmentet që te boshtet koordinative Ox, Oy dhe Oz i pren rrafshi i dhënë, Figura 5. 

Figura 5 
Këto segmente mund të jenë edhe negative. Te Figura 6 është dhënë rasti ku segmenti i boshti të 

abshisës dhe ordinates është numër negative d.m.th., a = b = –2.
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Figura 6 
Tani më vërejtëm se forma segmentale e barazimit të rrafshit fitohet me transformimin e formës së 

përgjithshme të barazimit të rrafshit dhe të njëjtën do ta paraqesim me këtë shembull. 

Shembulli 1  Le të jetë dhënë një rrafsh në formën e përgjithshme 

5x – 3y + z – 15 = 0,

ku A = 5 ≠ 0, B = –3 ≠ 0, C = 1 ≠ 0, D = –15 ≠ 0. Mënyra e transformimit në formën segmentale 

është kjo: 

1  Paraqiti barazimet e këtyre rrafsheve në formën segmentale: 

a) 3x – 4y + 3z + 7 = 0                     b) 4x – 3y – 6z + 12 = 0
Le të jetë dhënë barazimi i një rrafshi në formën segmentale Σ. Transformimi prej formës segmentale 

në formën e përgjithshme të rrafshit 

Слика 6

Веќе видовме дека сегментен облик на равенка на рамнина се добива со трансформација 
на општиот облик на равенка на рамнината и истото ќе го презентираме со следниот 
пример 1.

         Нека е дадена една рамнина во општ облик

5 3 15 0x y z− + − = ,

каде 5 0, 3 0, 1 0, 15 0A B C D=  = −  =  = −  . Постапката на трансформација во 
сегментен облик е следнава:

5 3 15 0
5 3 15 / :15
5 3 1
15 15 15

1.
3 5 15

x y z
x y z
x y z

x y z

− + − =
− + =

− + =

− + =

            Претстави ги равенките на следните рамнини во сегментен облик:

а) 3 4 3 7 0x y z− + + = ; б) 4 3 6 12 0x y z− − + = .

Нека е дадена равенка на една рамнина  во сегментен облик 

1, 0, 0, 0x y z а b c
a b c
+ + =    . Трансформацијата од сегментен во општ облик на 

рамнината  е:

1/

0

x y z abc
a b c
bcx acy abz abc
bcx acy abz abc

+ + = 

+ + =
+ + − =

т.е. 0Ax By Cz D+ + + = ,

каде   , , ,A bc B ac C ab D abc= = = = − .     

Пример 1

1
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каде   , , ,A bc B ac C ab D abc= = = = − .     

Пример 1

1
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ku

ku

Слика 6

Веќе видовме дека сегментен облик на равенка на рамнина се добива со трансформација 
на општиот облик на равенка на рамнината и истото ќе го презентираме со следниот 
пример 1.

         Нека е дадена една рамнина во општ облик

5 3 15 0x y z− + − = ,

каде 5 0, 3 0, 1 0, 15 0A B C D=  = −  =  = −  . Постапката на трансформација во 
сегментен облик е следнава:

5 3 15 0
5 3 15 / :15
5 3 1
15 15 15

1.
3 5 15

x y z
x y z
x y z

x y z

− + − =
− + =

− + =

− + =

            Претстави ги равенките на следните рамнини во сегментен облик:

а) 3 4 3 7 0x y z− + + = ; б) 4 3 6 12 0x y z− − + = .

Нека е дадена равенка на една рамнина  во сегментен облик 

1, 0, 0, 0x y z а b c
a b c
+ + =    . Трансформацијата од сегментен во општ облик на 

рамнината  е:

1/

0

x y z abc
a b c
bcx acy abz abc
bcx acy abz abc

+ + = 

+ + =
+ + − =

т.е. 0Ax By Cz D+ + + = ,

каде   , , ,A bc B ac C ab D abc= = = = − .     

Пример 1

1
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2   Paraqiti barazimet e këtyre rrafsheve në formën e përgjithshme: 

a) 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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          b) 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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Shembulli 2 , Le të jetë dhënë barazimi i rrafshit 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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 në formën segmentale 

a = 2, b = 3, c = –1. Ta transformojmë barazimin në formën e përgjithshme 

 
ku A = 3, B = 2, C = –6, D = –6

Shembulli 3  Të formojmë barazim të rrafshit Σ që kalon nëpër pikat A(2, 1, –5) dhe B(–2, 0, 3), 
port e boshtet koordinative x dhe z pren segmente të barabartë. Domethënë, a = c: Atëherë forma 

segmentale e barazimit të tij do të jetë: 

 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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Pika A ∈ Σ d.m.th., koordinatat e saja e kënaqin formën segmentale të barazimit: 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2

206

Pika B ∈ Σ  d.m.th., koordinatat e saja e kënaqin formën segmentale të barazimit: 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2

206

E zgjidhim sistemin 

     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2
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     Претстави ги равенките на следните рамнини во општ облик:

а) 1
4 5 2
x y z
− + = ; б) 11 34

2 4

x y z
− − = .

                   Нека е дадена равенка на рамнината : 1
2 3
x y z + − = во сегментен

облик со сегменти 2, 3, 1a b c= = = − Да ја трансформираме равенката во општ облик.

1/ 6
2 3
3 2 6 6
3 2 6 6 0

x y z

x y z
x y z

+ − = 

+ − =
+ − − =

каде 3, 2, 6, 6А В С D= = = − = − .

                        Да составиме равенка на рамнина  која минува низ точките ( )2,1, 5А − и

( )2,0,3B − , а на координатните оски х и z отсекува еднакви сегменти. Значи, a c= .
Тогаш сегментниот облик на нејзината равенка ќе биде:

1x y z
а b a
+ + = .

Toчката ΣА т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 1 5 1/

2 5
3 .

аb
а b a
b a b ab
а b ab

+ − = 

+ − =
− =

Toчката ΣВ т.е. нејзините координати го задоволуваат сегментниот облик на равенката: 

2 0 3 1/

1.

а
а b a

a

−
+ + = 

=

Го решаваме системот

13 1 3
4

1 1 1

a b ab b b b
a a a

− = − = =     = =   =
.

Пример 2

Пример 3

2

206
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Forma segmentale e barazimit Σ është: Сегментниот облик на равенка на рамнината Σ е: 111 1
4

x y z
+ + = . 

Напиши ја равенката на рамнината која минува низ точката ( )8, 3,2А − и на
координатните оски отсекува еднакви сегменти.

Задачи за самостојна работа

1. Одреди ги сегментите што ги отсекуваат следните рамнини на координатните оски:

а) 2 3 5 20 0x y z− − − = ; б) 7 5 4 15 0x y z+ + + = .

2. Напиши равенка на рамнина која на координатните оски отсекува сегменти
12, , 1.
3

a b c= − = =

3. а) Напиши равенка на рамнина која минува низ точката ( )1, 2,3А и на координатните
оски отсекува еднакви сегменти.

б) Напиши равенка на рамнина која минува низ точките ( )1, 2,3А и ( )1, 2,4B − − на

координатните оски y и z отсекува еднакви сегменти.

4. Определи го параметарот m во равенката наа рамнината (2 ) 3 5 15 0m x y z− − − − =
т.ш. збирот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски е 7.

5. Определи го параметарот m во равенката на рамнината (2 3) 3 2 10 0m x my z− − + − =
т.ш. производот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски х
и z е 2.

6. Определи го параметарот m во равенката наа рамнината (1 ) 2 5 20 0m x y z− + + − =
т.ш. производот на сегментите кои ги отсекува рамнината на координатните оски е 
100.

7. Пресметај го волуменот на тетраедерот образуван од координатните рамнини и
рамнината 2 10 5 30 0x y z− + − = .

3
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3  Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër pikën A(8, –3, 2)  dhe te bishtet koordinative 

pren segmente të barabarta

Detyra për punë të pavarur

1.	 Cakto segmentet që i prejnë këto rrafshe te boshtet koordinative:

	 a) 2x – 3y – 5z – 20 = 0              b) 7x + 5y + 4z + 15 = 0

2.	 Shkruaj barazimin e rrafshit që te boshtet koordinative pren segmente a = –2, b = c = 1 

3.	 a) Shkruaj barazimin e rrafshit që kalon nëpër pikën A(1, 2, 3)  dhe te boshtet koordinative 

pren segmente të barabartë

	 b) Shkruaj barazimin e rrafshit që kalon nëpër pikën A(1, 2, 3) dhe B(–1, –2, 4)  te 

boshtet koordinative y dhe z pren segmente të barabartë 

 4.	 Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (2 – m)x – 3y – 5z – 15 = 0 ashtu që shuma e 

segmenteve të cilët i pren rrafshi me boshte koordinative është 7. 

 5.	 Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (2m – 3)x – 3my + 2z – 10 = 0 ashtu që 

prodhimi i segmenteve të cilët i pren rrafshi në boshtet koordinative x dhe z është 2. 

6.	 Cakto parametrin m te barazimi i rrafshit (1 – m)x + 2y + 5z – 20 = 0 ashtu që prodhimi 

i segmenteve të cilët i pren rrafshi në boshtet koordinative x dhe z është 100. 

7.	 Njehso vëllimi e tetraedrit të formuar prej rrafsheve koordinative dhe rrafshit 

2x – 10y + 5z – 30 = 0.



208

7. Barazimi i rrafshit nëpër tri pika 

Le të jenë dhënë tri pika jokolineare M₁, M₂ dhe M₃. Rreze-vektorët le të jenë dhënë me pikat M₁, M₂ 

dhe M₃, të cilat shtrihen te rrafshi Σ i shënojmë me 

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
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координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.

208

7. Равенка на рамнина низ три точки

Нека се дадени три неколинеарни точки 1 2,M M и 3M . Нека радиус-векторите на 

дадените точки 1 2,M M и 3M , кои лежат на рамнината  ги означиме со 1 2 3, ,r r r соодветно, 

а радиус–векторот на произволна точка M го означиме со r , слика 7. Векторите 
21 1 1 2 1 1 3 3 1, ,M M r r M M r r M M r r= − = − = − лежат во рамнината  , значи тие се 

компланарни вектори, па нивниот мешан производ е нула, 1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − = .

Слика 7

Ако неколинеарните точки кои што лежат на рамнината ги изразиме преку 
координатите 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z тогаш и нивните радиус-вектори ќе

ги имаат истите координати ( ), ,i i i ir x y z= , 1,2,3i = , соодветно. Координатната форма на 

произволната точка од рамнината е ( , , )M x y z и нејзиниот радиус-вектор е ( ), ,r x y z= .

Векторите 21 1 3 1, ,r r r r r r− − − се дадени со координатите

1 1 1 1 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − − 21 2 1 2 1 2 1 2 1( , , ),M M r r x x y y z z= − = − − −

1 3 3 1 3 1 3 1 3 1( , , )M M r r x x y y z z= − = − − − .
Тогаш векторската равенка на рамнина која минува низ три неколинеарни точки во 
координатна форма е:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

,

Дефиниција 1: Равенството 
1 2 1 3 1( , , ) 0r r r r r r− − − =

претставува векторската форма на равенка на рамнина која минува низ три 
неколинеарни точки.
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ku при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .

Пример 1
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Përkufizimi 2: Barazimi 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .

Пример 1

1
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quhet barazimi i rrafshit që kalon nëpër tri pika jokolineare M₁(x₁, y₁, z₁), M₂(x₂, y₂, z₂) 
dhe M₃(x₃, y₃, z₃)

Shembulli 1  Barazimi i rrafshit që kalon nëpër tri pika jokolineare 

M₁(0, –1, 2), M₂(1, –2, –1) dhe M₃(3, 1, 0) është 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .
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Me zgjidhjen e determinantës së rendit të tretë fitohet 

Barazimi i përgjithshëm i këtij rrafshi është 

8x – 7y + 5z – 1 = 0

1
 
Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër tri pika jokolineare dhe 

M₁(1, –1, –3), M₂(–1, 2, 0) dhe M₃(–5, –2, 1)  

Detyra për punë të pavarur
1.	 Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër tri pika 

		 a) 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .
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		 b) 

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .
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2. Kontrollo vallë pikat: 

a)  A(1, 2, –3),       B(3, 2, 2),    C(4, 5, 1),      D(–4, –3, 1)

при што ( ), ,r x y z= , ( ), ,i i i ir x y z= , 3,2,1=i .

Равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни

точки ( ) ( )1 20, 1, 2 , 1, 2, 1M M− − − и ( )3 3,1,0M е 

0 1 2 1 2
1 0 2 1 1 2 0 1 1 3 0
3 0 1 1 0 2 3 2 2

x y z x y z− + − + −
− − + − − =  − − =
− + − −

.

Со решавање на детерминанта од трет ред се добива 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 9 1 2 2 3 2 6 2 1 0

8 7 2 5 3 0
8 7 5 1 0.

x y z z x y

x y z
x y z

− + + − + − + + + =

− − + − =

− + − =

Општата равенка на оваа рамнина е 

 8 7 5 1 0x y z− + − = .

    Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите неколинеарни точки 
( )1 1, 1, 3 ,M − − ( )2 1, 2,0M − и ( )3 5, 2,1M − − .

Задачи за самостојна работа

1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ трите точки

а) ( )1 0,1, 3 ,M − ( )2 1, 2,0M , ( )3 1, 2,1M − − ;

б) ( )1 2,4, 10 ,M − − ( )2 1, 4,5M , ( )3 0, 2,0M .

2. Провери дали точките

а) ( )1,2, 3 ,А − ( )3,2,2В , ( )4,5,1С , ( )4, 3,1D − − ;

Дефиниција 2: Равенката:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

се вика равенка на рамнина што минува низ три неколинеарни точки
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )M x y z M x y z M x y z .
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b)	  A(0, 1, –2), B(1, 0, –1), C(1, 1, 0), D(2, –1, 0)    
Janë komplanare! Në rastin e konstatuar, gjeje barazimin e atij rrafshi! 

2.	 Shkruaje barazimin e rrafshit te i cili shtrihet 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .

Нека за помал агол го земеме аголот  како аголот меѓу 1n и 2n , слика 8.

Слика 8
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 Ndonjë prej 

pikave M(–1, 2, 3), N(2, 1, –3), S(0, –2, 1) a shtrihet në atë rrafsh? 

8. Pozita reciproke e dy rrafsheve 

Në lidhje me pozitën reciproke të dy rrafsheve, ato mund të jenë paralel ndërmjet veti (të puthiten 

ose të mos kenë pika të përbashkëta) ose të priten. 

Le të jenë dhënë dy rrafshe në formën e përgjithshme: 

Vektorët, të cilët janë normal ted y rrafshet janë: 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .

Нека за помал агол го земеме аголот  како аголот меѓу 1n и 2n , слика 8.

Слика 8
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 dhe 

б) ( )0,1, 2 ,А − ( )1,0, 1В − , ( )1,1,0С , ( )2, 1,0D −

се компланарни ! Во случај на потврден одговор, најди ја равенката на таа рамнина!

3. Напиши ја равенката на рамнина во која лежи
/ (1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6) / .ABC A B C − Дали некоја од точките 

( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?

8. Заемен однос на две рамнини

Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
себе (да се совпаѓаат или да немаат заеднички точки) или да се сечат. 

Нека се дадени две рамнини во општ облик:

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + =

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + =

Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Агол меѓу рамнините. Кога двете рамнини се сечат тогаш тие образуваат агол 
1 2( , ) =   . Овој агол е всушност аголот помеѓу нивните нормални вектори, 

1 2( , ).n n = За аголот меѓу двете рамнини го сметаме помалиот од двата агли  и  − .
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Пресекот на две рамнини е права, која јасно се гледа од слика 8.
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Prerja e dy rrafsheve është drejtëz, e cila qartë vërehet prej figurës 8. 

Kushti për normalitet të dy rrafsheve. Të dy rrafshet le të priten dhe këndi ndërmjet tyre le të jetë α = 

90°. Atëherë prodhimi skalar i vektorëve normal 
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( 1,2,3), (2,1, 3), (0, 2,1)М N S− − − лежи на таа рамнина?
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Во однос на меѓусебната положба на две рамнини, тие можат да бидат паралелни меѓу 
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Векторите, кои се нормални на двете рамнини се:
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Аголот  можеме да го пресметаме преку скаларниот производ на векторите 1 2,n n т.е.
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. Me shfrytëzimin 
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Kushti për paralelizëm të dy rrafsheve. Kurd y rrafshe janë paralel Σ₁ || Σ₂, atëherë vektorët 

normal të tyre janë paralel 
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, Figura 9.
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Qartë shikohet prej figurës 9 se vektorët normal Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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 janë vektor kolinear. Atëherë ekziston numër 

real λ ashtu që 
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= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1
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D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
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= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .
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а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:
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2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
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= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .
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. Me shfrytëzimin e koordinatave të tyre kemi 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 
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= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =
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в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =
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претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

. 

Vijon 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

 

Barazimi 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

 

paraqet kusht për paralelizëm ndërmjet rrafsheve Σ₁ dhe Σ₂, ku 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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 dhe 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

.

Nëse vlen kushti për paralelizëm dhe është e saktë 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2

212

 edhe atëherë të dy rrafshet puthiten 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1

   Пр   и  м   ер      2
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. Nëse vlen kushti për paralelizëm, ndërsa edhe 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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212

 atëherë të dy rrafshet nuk kanë 

pika të përbashkëta Σ₁ ∩ Σ₂ = ∅. 
Shembulli 1  Rrafshet Σ₁: 3x – 3y + 9z – 2 = 0 dhe Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0 janë paralel Σ₁ || Σ₂ 

pasi 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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. Por rrafshet Σ₁: 3x – 3y + 9z – 6 = 0 dhe Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0 puthiten 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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pasi 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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. Sa u tha tani, rrafshet Σ₁: 4x + 2y + z – 2 = 0 dhe Σ₂: x + y + 2z – 1 = 0 

priten, pasi 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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.

1  Cakto raportin reciprok të këtyre rrafsheve; 

a) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + 3z – 2 = 0   b) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + z – 2 = 0               

c) Σ₁: x – y + z – 2 = 0, Σ₂: x – y + z – 1 = 0
 

Shembulli 2  Ta caktojmë këndin α nën të cilin priten rrafshet Σ1: x – y + z – 2 = 0 dhe 

Σ₂: x + y + 2z – 1 = 0 . Vektorët e tyre normal janë 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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 dhe  

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1

1
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Në pajtim me formulën të dhënë më lart kemi: 

Јасно се гледа од слика 9 дека нормалните вектори се 1 2,n n се колинеарни вектори. Тогаш 

постои реален број  т.ш. 1 2n n= . Со користење на нивните координати имаме 

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C  = = = . Следува, 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = = .

Ако важи условот за паралелност и е точно 1

2

D
D

= и тогаш двете рамнини се 

совпаѓаат, 1 2   . Ако важи условот за паралелност, но и 1

2

D
D

 тогаш двете рамнини 

немаат заеднички точки, 1 2  = .

       Рамнините 1 :3 3 9 2 0x y z − + − = и 2 : 3 2 0x y z − + − = се паралелни 

1 2||  , бидејќи 3 3 9 1
1 1 3
= =  . Но, рамнините 1 :3 3 9 6 0x y z − + − = и 3 : 3 2 0x y z − + − =

се совпаѓаат 1 2   , бидејќи 3 3 9 6
1 1 3 2
= = = . Додека пак, рамнините 1 : 4 2 2 0x y z + + − =

и 4 : 2 1 0x y z + + − = се сечат, бидејќи 4 2 1
1 1 2
  .

    Определи го заемниот однос на следните рамнини:

а) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 3 2 0x y z − + − = ; б) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 2 0x y z − + − = ;

в) 1 : 2 0x y z − + − = , 2 : 1 0x y z − + − = .

Да го определиме аголот  под кој се сечат рамнините 1 : 2 0x y z − + − =

и 1 : 2 1 0x y z + + − = . Нивните нормални вектори се ( )1 1 11, 1,1 ,n n= − ⊥  и 

( )2 2 21,1, 2 ,n n= ⊥  . Согласно формулата дадена погоре се добива:

0

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos 62
6 33 6 3 21 ( 1) 1 1 1 2

 
 −  + 

= = = = =  
+ − +  + +

.

Равенството
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = =

претставува услов за паралелност помеѓу две рамнини 1 и 2 , каде 

( )1 1 1 1 1 1, , ,n A B C n= ⊥  и ( )2 2 2 2 2 2, , ,n A B C n= ⊥  .

Пример 1
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2  Cakto këndin α ndërmjet rrafsheve 2x – 3y + z – 2 = 0 dhe x + y + z + 3 = 0 

Shembulli 3  Ta gjejmë barazimin e rrafshit Σ1 që kalon nëpër pikat M(1, –1, 0) dhe N(2, –3, 1) 
dhe është normal në rrafshin Σ2: 2x – y + 3z – 10 = 0. Prej 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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  dhe 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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. Prej kushtit për nomrlalitet Σ₁ ⊥ Σ2 kemi 2A – B + 3C = 0. 

Kemi, 

Marrim B = 1 dhe fitojmë: C = –3, A = 5 Barazimi i rrafshit do të jetë: 

Σ₁: 5x + y – 3z – 4 = 0

3  Shkruaje barazimin e rrafshit Σ₁ që kalon nëpër pikën M(1, –1, 0) dhe është paralel me 

rrafshin ∑2 : 2x – y + 3z – 10 = 0  

Detyra për punë të pavarur

1.	 Cakto raportin reciprok të këtyre dy rrafsheve:

	 a) 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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	 b) 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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	 c) 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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	 Për rrafshet të cilët priten, gjej këndin α nën të cilin priten 

2. Shkruaje barazimin e rrafshit Σ që kalon nëpër fillimin e koordinatave dhe është normal në 

rrafshet Σ₁: x – y + z – 1 = 0, Σ2: x + y – 2z – 3 = 0  

3. Shkruaj barazimin e rrafshit Σ₁ që kalon nëpër pikat M(1, –1, 0) dhe N(2, 3, –2) dhe 

është normal në rrafshin Σ₁:2x + 3y – z – 2 = 0.

 4. Shkruaje barazimin e rrafshit Σ₁ që kalon nëpër pikën N(2, 3, –2)  dhe është paralel me 

rrafshin Σ2: x – y + z = 0 

   Определи го аголот  помеѓу рамнините 1 : 2 3 2 0x y z − + − = и 

1 : 3 0.x y z + + + =

                  Да ја најдеме равенката на рамнината 1 која минува низ точките (1, 1,0)M −

и (2, 3,1)N − и е нормална на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = . Од 

1 : ( 1) ( 1) 0M А x B y Cz − + + + = и 1 : (2 1) ( 3 1) 1 0N А В С − + − + +  = . Oд условот за 

нормалност 1 2 ⊥  имаме 2 3 0А B C− + = . Добиваме,

2 0 2 2 3
2 3 0 2 6 3 0 5 0 5
А В С С В А С В А С В
А В С А В В А А В А В
− + = = − = − = −   

     − + = − + − = − + = =   
.

Земаме 1В = и добиваме: 3, 5С А= − = . Равенката на рамнината ќе биде: 

1 :5 3 4 0x y z + − − = .

    Напиши равенка на  рамнината 1 која минува низ точката (1, 1,0)M − и е 

паралелна на рамнината 2 : 2 3 10 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го заемниот однос на следните две рамнини:

а) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 2 0x y z − + − = ;

б) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 6 8 2 5 0x y z − + − = ;

в) 1 :3 4 1 0x y z − + − = , 2 : 2 1 0x y z − + − = .

За рамнините кои се сечат, најди го аголот  под кој се сечат.

2. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и е нормална
на рамнините 1 : 1 0x y z − + − = , 2 : 2 3 0x y z + − − = .

3. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точките (1, 1,0)M − и (2,3, 2)N − и е

нормална на рамнината 1 : 2 3 2 0x y z + − − = .

4. Напиши равенка на рамнина 1 која минува низ точката (2,3, 2)N − и е паралелна со

рамнината 2 : 0x y z − + = .
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9. Largesa prej pikës deri te rrafshi 

Për përcaktimin e largesës prej pikës deri te rrafshi do ta shfrytëzojmë qasjen e njëjtë si edhe fitimin 

e formës normale vektoriale të barazimit të rrafshit. 

•	 Çka është largesa prej pikës deri te rrafshi? 

Përgjigja e kësaj pyetje është se ajo është largesse më e shkurtër prej pikës deri te rrafshi. Le të 

jetë M₁(x₁, y₁, z₁)  çfarëdo pikë prej rrafshit me rreze-vektor Σ dhe vektor  

9. Растојание од точка до рамнина

За определување на растојанието од точка до рамнина ќе го искористиме истиот пристап 
како и добивањето на нормалниот векторски облик на равенка на рамнина. 

• Што е растојание од точка до рамнина?

Одговорот на ова прашање е дека тоа е најкраткото растојание од точката до рамнината. 
Нека 0 0 0 0( , , )М x y z е произволна точка од рамнината  со радиус-вектор 0 0 0 0( , , )r x y z= и 

вектор Σ, ( , , )n n A B C⊥ = . Нека точката ΣМ  и сакаме да го пресметаме растојанието 
од точката М до рамнината Σ . На точката 1 1 1( , , )М x y z со радиус-вектор 1 1 1( , , )r x y z= ја 

наоѓаме нејзината проекција 1М врз рамнината  . Тогаш 

0 0 0 1 0 1 0 1 0( , , )М М ОМ ОМ r r x x y y z z= − = − = − − − .

Растојанието oд точката 1 1 1( , , )М x y z до рамнината  е проекцијата на векторот 0r r− врз 
векторот n .

0 1 0 1 0 1 0
1 0 2 2 2

1 1 1 0 0 0 1 1 1
2 2 2 2 2 2

( ) | ( ) ( ) ( ) || pr ( ) |
| |

| | | | .

n
n r r A x x B y y C z zd ММ r r

n A B C
Ax By Cz Ax By Cz Ax By Cz D

A B C A B C

 − − + − + −
= = − = =

+ +
+ + − − − + + +

= =
+ + + +

Слика 10

Јасно е дека растојанието од точка до рамнина е 0d  . Растојанието 0d = , ако точката 
лежи на рамнината.

Дефиниција 1: Растојанието oд точката 1 1 1( , , )М x y z до рамнината  е 

1 1 1
2 2 2

| |Ax By Cz Dd
A B C
+ + +

=
+ +

каде ( , , ), Σ.n A B C n= ⊥ .

214

 = (x₀, y₀, z₀). Le të 

jetë pika 
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наоѓаме нејзината проекција 1М врз рамнината  . Тогаш 

0 0 0 1 0 1 0 1 0( , , )М М ОМ ОМ r r x x y y z z= − = − = − − − .
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лежи на рамнината.

Дефиниција 1: Растојанието oд точката 1 1 1( , , )М x y z до рамнината  е 

1 1 1
2 2 2

| |Ax By Cz Dd
A B C
+ + +

=
+ +

каде ( , , ), Σ.n A B C n= ⊥ .

214

 ⊥ Σ, 
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Figura 10 
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Është e qartë se largesa prej pikës deri te rrafshi është d ≥ 0. Largesa d = 0, nëse pika shtrihet te 

rrafshi.
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Shembulli 1  Barazimi i rrafshit që kalon nëpër tri pika A(–1, 2, –3), B(0, 5, –2) dhe C(–1, –1, 1) 
është 

 d.m.th. 15x – 4y – 3z + 14 = 0. Largesa prej pikës M(1, 1, –1) deri te rrafshi është 

                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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1   Njehso largesën prej pikës M(1, 0, –2) deri te rrafshi që kalon nëpër pikën A(–1, 2, 3) 
dhe është paralel me rrafshin x – 2y + z – 4 = 0. 

Shembulli 2  Të formohet barazimi i rrafshit paralel i rrafshit 2x – y – 2z – 2 = 0, largesa e të 

cilit prej atij është 4. 

Për ta gjetur largesën ndërmjet rrafshit të dhënë 2x – y – 2z – 2 = 0 dhe rrafshit që është paralel 

me rrafshin e dhënë  M(1, 1, 0) dhe duhet ta caktojmë, do të marrim çfarëdo pikë prej rrafshit të 

dhënë. Le të jetë pika prej rrafshit 2x – y – 2z – 2 = 0. Prej largesës së dhënë kemi

Prej paralelizmit të rrafsheve vijon 

                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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 prej ku A = 2k, B = –k, C = –2k.

Nëse k = 1, atëherë kemi se A = 2, B = –1, C = –2

Prej largesës së dhënë kemi: 

                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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Prej këtu kemi barazimet e të dy rrafsheve 2x – y – 2z + 11 = 0 dhe 2x – y – 2z – 11 = 0 të cilët 

i kënaqin kushtet e dhëna 

2   Njehso largesën ndërmjet dy rrafsheve paralel  2x – 3y + z – 4 = 0 dhe 4x – 6y + 2z – 5 = 0.

                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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                 Равенката на рамнината која минува низ трите точки 

( 1,2, 3), (0,5, 2)A B− − − и ( 1, 1,1)C − − e

1 2 3
1 3 1 12( 1) 3( 3) 3( 1) 4( 2) 15 4 3 14
0 3 4

x y z
x z x y x y z

+ − +
= + − + + + − − = − − +

−

,

т.е. 15 4 3 14 0x y z− − + = . Растојанието од точката (1,1, 1)М − до рамнината е,

1 1 1
2 2 2

15 4 3 14| | 28 14 10 .
25225 16 9 5 10

Ax By Cz Dd
A B C

− + ++ + +
= = = =

+ ++ +

Пресметај го растојанието од точката (1,0, 2)М − до рамнината која минува низ
точката ( 1,2,3)А − и е паралелна со рамнината 2 4 0x y z− + − = .

                  Да се состави равенка на рамнина паралелна на рамнината 
2 2 2 0x y z− − − = , чие растојание од неа е 4.

За да го најдеме растојанието меѓу дадената рамнина 2 2 2 0x y z− − − = и рамнината која 
е паралелна на дадената и треба да ја определиме, ќе земеме произволна точка од 
дадената рамнина. Нека ( )1,1,0M e точка од рамнината 2 2 2 0x y z− − − = . Од даденото 
растојание имаме:

2 2 2 2 2 2

| 1 1 0 | 4
A B DA B C Dd

A B C A B C

+ + +  +  +
= = =

+ + + +
.

Од паралелноста на рамнините следува
2 1 2
A B C k= = =

− −
, од каде 2 , , 2 .A k B k C k= = − = −

Ако 1k = , тогаш добиваме дека 2, 1, 2.A B C= = − = −

Од даденото растојание имаме: 1 2

2 1
4 1 12 11; 11

4 1 4
D

D D D
− +

=  + =  = = −
+ +

.

Оттука ги добиваме равенките на двете рамнини 2 2 11 0x y z− − + = и 2 2 11 0x y z− − − =
кои ги задоволуваат дадените услови.

Пресметај го растојанието меѓу двете паралелни рамнини 2 3 4 0x y z− + − = и 
4 6 2 5 0x y z− + − = .

Пример 1

1

Пример 2

2
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Detyra për punë të pavarur
1.	 Njehso largesën prej pikës A(–1, 2, 3) deri te rrafshi x – 2y – 3z – 3 = 0  

2.	 Në boshtin z cakto pikë në lloj e larguar prej rrafsheve x – 2y – 3z – 3 = 0 dhe 

3x + y – z + 6 = 0. 

3.	 Njehso largesën prej fillimit të koordinatave deri te rrafshi që kalon nëpër pikat A(–1, 2, 3)  
dhe është normale në drejtëzën 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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. 

4.	 Njehso gjatësinë e lartësisë të lëshuar prej kulmit A të tetraedrit 

ABCD / A(1, 2, –3), B(0, 1, 2), C(–3, 0, –1), D(1, –1, –2)
5.	 Cakto pikë prej boshtit y që është në largësi 5 njësi prej rrafshit x + 2y – 2z + 2 = 0.

10. Barazimi i drejtëzës në hapësirë 

Këtu do të jepen barazimet e e drejtëzave në hapësirë dhe atë: forma parametrike e barazimit të 

drejtëzës, forma kanonike e barazimit të drejtëzës, barazimi i drejtëzës nëpër dy pika dhe forma 

implicite e drejtëzës së dhënë (si prerje të dy rrafsheve). 

Forma vektoriale e drejtëzës 

Le të jetë dhënë drejtëza p në hapësirë, paralel me vektor 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 dhe e cila kalon nëpër çfarëdo 

pikë pikë M0 me rreze-vektor 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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. Për ta fituar barazimin e drejtëzës p, zgjedhim pikë M0  me rreze-

vektor 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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. Figura 11 

Figura 11 

Në pajtim me figurën 11 kemi se vektori 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 është kolinear me vektorin 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 që do të thotë se 

ekziston skalar t ashtu që 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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. Atëherë për rreze-vektor të pikës M kemi

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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Përkufizimi 1: Barazimi 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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është forma vektoriale e barazimit të drejtëzës, që është paralel me vektorin 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 dhe kalon 

nëpër çfarëdo pikë M₀ me rreze-vektor 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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, ku t është skalar. Vektori 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај го растојанието од точката ( 1,2,3)А − до рамнината 2 3 3 0x y z− − − = .
2. На z - оската определи точка подеднакво оддалечена од рамнините

2 3 3 0x y z− − − = и 3 2 6 0x y z+ − + = .
3. Пресметај го растојанието од координатниот почеток до рамнината која минува низ

точката ( 1,2,3)А − и е нормална на правата 1 2 3
3 2 1

x y z− + −
= =

−
.

4. Пресметај ја должината на висината спуштена од темето А на тетраедарот
/ (1,2, 3), (0,1,2), ( 3,0, 1), (1, 1, 2) /АBCD A B C D− − − − − .

5. Определи точка од у-оската која е на растојание 5 единици од рамнината
2 2 2 0x y z+ − + = .

10. Равенки на права во простор

Овде ќе бидат дадени равенки на права во простор и тоа: параметарски облик на равенка 
на права, каноничен облик на равенка на права, равенка на права низ две точки и 
имплицитно зададена права (како пресек на две рамнини).

Векторски облик на равенка на права

Нека е дадена правата p во просторот, паралелна со вектор 0a  и која минува низ 
произволна точка 0M со радиус-вектор 0r . За да ја добиеме равенката на правата p ,

избираме точка М од правата p со радиус-вектор r , слика 11.

Слика 11

Согласно слика 11 имаме дека векторот a е колинеарен со векторот 0M M што значи дека 

постои скалар t т.ш. 0M M t a=  . Тогаш за радиус-векторот на точката М се добива,

0 0 0r OM OM M M r t a= = + = +  .
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 quhet vektor mbajtës i 
drejtëzës.

Forma parametrike e barazimit të drejtëzës 

Me shfrytëzimin e barazimit vektorial të drejtëzës 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 dhe formës koordinative e vektorëve 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 dhe 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

 kemi 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

 

Barazimet e fituara 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1
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 janë barazimet për drejtëzën p në formën 

koordinative

Përkufizimi 2: Barazimet 

 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

 

quhen forma parametrike e barazimit të drejtëzës që është paralel me vektorin  

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

dhe kalon nëpër pikën M₀(x₀, y₀, z₀), ku t është skalar.

Shembulli 1  Forma parametrike e barazimit të drejtëzës që është paralel me vektorin 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

 

dhe kalon nëpër pikën M₀(2, 0, –3) është dhënë me barazimet: 

1  Shkruaje formën parametrike të barazimit të drejtëzës që është paralel me vektorin 

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217

 dhe kalon nëpër fillimin e koordinatave.

Параметарски облик на равенка на права

Со користење на векторската равенка на права 0r r t a= +  и координатната форма на 

векторите ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )0 0 0 0, ,r x y z= и ( ), ,r x y z= добиваме

0 0 0 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )x y z x y z t a a a= +  .

Добиените равенки 0 1 0 2 0 3, ,x x a t y y a t z z a t= + = + = + се равенки за правата p во 
координатна форма. 

       Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1,1,2a = − и минува низ точката ( )0 2,0, 3М − е даден со равенките:

2

3 2 .

x t
y t
z t

= −
=
= − +

   Напиши параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Дефиниција 1: Равенството

0r r t a= + 

е векторски облик на равенка на права, која е паралелна со векторот 0a  и минува 

низ произволна точка 0М  со радиус-вектор 0r , каде t е скалар. Векторот a се 
нарекува носечки вектор (носач) на правата.

Дефиниција 2: Равенките

0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
= +
= +

се нарекуваат параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 1

1

217



218

Forma kanonike e barazimit të drejtëzës 
Me transformim të vogël të barazimeve të cilat janë në formë parametrike të barazimeve për 

a₁ ≠ 0, a₂ ≠ 0, a₃ ≠ 0, fitohet formë e re e barazimit të drejtëzës t. Transformimi i vogël i të 

shprehurit të skalarit prej të gjitha tre barazimeve 

 

dhe barazimi i anëve të djathta të tyre.

Përkufizimi 3: Barazimi 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 2

218

quhet forma kanonike e barazimit të drejtëzës e cila është paralele me vektorin 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 2

218

 

dhe kalon nëpër pikën M₀(x₀, y₀, z₀) , ku t është skalar.

Në formën kanonike të barazimit të drejtëzës vërehet se pjesëtohet me a₁, a₂, a₃, të cilat janë 

koordinatat a vektorit mbajtës 

Каноничен облик на равенка на права

Со мала трансформација на равенките кои се параметарски облик на равенка на права за 
1 2 30, 0, 0a а а   , се добива нов облик на равенка на правата t . Малата трансформација 

е изразување на скаларот t од сите три равенки

0 0 0

1 2 3

, ,x x y y z zt t t
a a a
− − −

= = = ,

и изедначување на нивните десни страни.

Во каноничниот облик на равенка на права се забележува дека се дели со 1 2 3, ,a a a ,

кои се координати на носечкиот векторот a на правата. 

Се наметнува прашањето:

• Што со каноничниот облик на равенка на права, кога некоја од координатите
на векторот a е нула?

Ако некоја од координатите на носечкиот вектор a е нула т.е. некоја од 1 2 3, ,a a a е нула,

на пример 1 2 30, 0, 0a а а=   тогаш каноничен облик на равенка на права е

0 0,x x− = 0 0

2 3

y y z z
a a
− −

= .

             Да ја претставиме во Декартов правоаголен координатен систем правата 

p што минува низ точката 0(1, 1,5)М − и е паралелна со векторот (1,4,0)а = , слика 12.

Дефиниција 3: Равенството

0 0 0

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −

= =

се нарекува каноничен облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1 2 3, ,a a a a= и минува низ точка ( )0 0 0 0, ,М x y z , каде t е скалар.

Пример 2
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Figura 12 
a) Forma parametrike e barazimit është x = t + 1, y = 4t – 1, z = 5 

Forma kanonike e barazimit është 

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.
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. 

b) Forma parametrike e barazimit të drejtëzës që është paralele me vektorin 
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4
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− = − = .
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 dhe 

kalon nëpër pikën M₀(–2, –3, 1) është 
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Derisa tani, forma kanonike e barazimit të drejtëzës është 
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2  Shkruaje formën kanonike të barazimit të drejtëzës që është paralele me vektorin 
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 dhe kalon nëpër fillimin e koordinatave

Barazimi i drejtëzës nëpër dy pika 
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formë kanonike: 

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.

2

219

Слика 12

Параметарскиот облик на равенка е 1, 4 1, 5x t y t z= + = − = .

Каноничниот облик на равенка е 11 , 5 0
4

yx z+
− = − = .

б) Параметарски облик на равенка на права која е паралелна со векторот 
( )4,3, 1a = − − и минува низ точката ( )0 2, 3,1М − − е:

2 4
3 3

1

x t
y t
z t

= − −
= − +
= −

Додека пак, каноничниот облик на равенка на права е 2 3 1
4 3 1

x y z+ + −
= =

− −
.

Напиши го каноничниот облик на равенка на права која е паралелна со векторот 

( )1, 2, 3a = − − и минува низ координатниот почеток.

Равенка на права низ две точки

Нека правата t минува низ точките ( )1111 ,, zyxM и ( )2222 ,, zyxM , слика 13. Тогаш

правата t е паралелна со векторот ( )1 2 2 1 2 1 2 1, ,a M M x x y y z z= = − − − и минува низ

точката ( )1 1 1 1, ,M x y z има каноничен облик:

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

.

2

219



220

Figura 13

Përkufizimi 4: Barazimi 
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Figura 14

Përkufizimi 5: Barazimi i drejtëzës së formës 
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на нормалните вектори на двете рамнини. Оттука за нејзин носечки вектор можеме да го 
земеме векторскиот прозвод на двата нормални вектори, кој е исто така нормален на нив.

Постапката е следната:

Векторот кој е паралелен на правата е:

1 1 1 1 1 1
1 2

2 2 2 2 2 2

, , 0
B C C A A B

a n n
B C C A A B

 
=  =  

 
,

каде ( )1 1 1 1 1, ,n A B C= ⊥  и ( )2 2 2 2 2, ,n A B C= ⊥  се нормалните вектори на двете рамнини.

Се наоѓа точка ( )0 0 0 0, ,M x y z која ги задоволува и двете равенки од системот, т.е. 0M е 
точка од правата, па каноничниот облик на равенка на права е:

Дефиниција 5: Равенката на права од облик
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1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + = и 2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + = се две непаралени рамнини.
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 janë vektor normal te y rrafshet. Gjendet pika 

M₀(x₀, y₀, z₀) e cila i kënaq të dy barazimet, d.m.th., M₀ është pika prej drejtëzës, pra forma 

kanonike e barazimit të drejtëzës është:
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Shembulli 4  Prej formës implicite të drejtëzës së dhënë 

ta gjejmë formën e saj kanonike. 

Vektori paralel me këtë drejtëz është 

Pika e cila shtrihet te drejtëza M₀(0, y, z) është i kënaq barazimet e të dy rrafsheve, 

d.m.th., M₀(0, –1, –2). Forma kanonike e barazimit të kësaj drejtëze është 

4
 
Shkruaje formën kanonike të barazimit për drejtëzën p të dhënë në formën kanonike 

Pastaj, kontrollo se pika M(0, 1, 1) a shtrihet te drejtëza p 

Detyra për punë të pavarur
1.	 Shkruaje formën kanonike të barazimit të drejtëzës që është paralele me vektorin a

→
 = (–1, 0, 2) 

dhe kalon nëpër pikën A(1, 2, –2).
2.	 Shkruaje formën parametrike të barazimit të drejtëzës që është normale në rrafshin 

Σ: –3x – 2y + z + 1 = 0 dhe kalon nëpër pikën B(3, –5, –7).
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=
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.

Од имплицитно зададена права 

2 3 4 0
:

5 4 2 0
x y z

p
x y z
− + + =

 + − + =

да го најдеме нејзиниот каноничен облик.

Векторот паралелен со оваа права е 

1 2

2 3 3 1 1 2
, , ( 10,16,14)

4 1 1 5 5 4
a n n

 − − 
=  = = − − − 

.

Точката која лежи на правата е 0(0, , )М y z ги задоволува равенките на двете рамнини,

2 3 4 0 2 12 6 4 0 1
4 2 0 4 2 2.

y z y y y
y z z y z

− + + = − + + + = = −  
   − + = = + = −  

т.е. тоа е точката 0 (0, 1, 2)М − − . Каноничниот облик на равенка на оваа права е 
1 2

10 16 14
x y z+ +

= =
−

.

      Напиши го каноничниот облик на равенка за правата p зададена 
имплицитно 

3 2 1 0
:

4 3 0
x y z

p
x y z
− − + + =
 + − − =

.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .

Пример 4
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.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .

Пример 4
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=
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Од имплицитно зададена права 

2 3 4 0
:

5 4 2 0
x y z

p
x y z
− + + =

 + − + =

да го најдеме нејзиниот каноничен облик.

Векторот паралелен со оваа права е 

1 2

2 3 3 1 1 2
, , ( 10,16,14)

4 1 1 5 5 4
a n n

 − − 
=  = = − − − 

.

Точката која лежи на правата е 0(0, , )М y z ги задоволува равенките на двете рамнини,

2 3 4 0 2 12 6 4 0 1
4 2 0 4 2 2.

y z y y y
y z z y z

− + + = − + + + = = −  
   − + = = + = −  

т.е. тоа е точката 0 (0, 1, 2)М − − . Каноничниот облик на равенка на оваа права е 
1 2

10 16 14
x y z+ +

= =
−

.

      Напиши го каноничниот облик на равенка за правата p зададена 
имплицитно 

3 2 1 0
:

4 3 0
x y z

p
x y z
− − + + =
 + − − =

.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .
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Од имплицитно зададена права 

2 3 4 0
:

5 4 2 0
x y z

p
x y z
− + + =

 + − + =

да го најдеме нејзиниот каноничен облик.

Векторот паралелен со оваа права е 

1 2

2 3 3 1 1 2
, , ( 10,16,14)

4 1 1 5 5 4
a n n

 − − 
=  = = − − − 

.

Точката која лежи на правата е 0(0, , )М y z ги задоволува равенките на двете рамнини,

2 3 4 0 2 12 6 4 0 1
4 2 0 4 2 2.

y z y y y
y z z y z

− + + = − + + + = = −  
   − + = = + = −  

т.е. тоа е точката 0 (0, 1, 2)М − − . Каноничниот облик на равенка на оваа права е 
1 2

10 16 14
x y z+ +

= =
−

.

      Напиши го каноничниот облик на равенка за правата p зададена 
имплицитно 

3 2 1 0
:

4 3 0
x y z

p
x y z
− − + + =
 + − − =

.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .
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:
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да го најдеме нејзиниот каноничен облик.

Векторот паралелен со оваа права е 

1 2

2 3 3 1 1 2
, , ( 10,16,14)

4 1 1 5 5 4
a n n

 − − 
=  = = − − − 

.

Точката која лежи на правата е 0(0, , )М y z ги задоволува равенките на двете рамнини,

2 3 4 0 2 12 6 4 0 1
4 2 0 4 2 2.

y z y y y
y z z y z

− + + = − + + + = = −  
   − + = = + = −  

т.е. тоа е точката 0 (0, 1, 2)М − − . Каноничниот облик на равенка на оваа права е 
1 2

10 16 14
x y z+ +

= =
−

.

      Напиши го каноничниот облик на равенка за правата p зададена 
имплицитно 

3 2 1 0
:

4 3 0
x y z

p
x y z
− − + + =
 + − − =

.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .
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Од имплицитно зададена права 

2 3 4 0
:

5 4 2 0
x y z

p
x y z
− + + =

 + − + =

да го најдеме нејзиниот каноничен облик.

Векторот паралелен со оваа права е 

1 2

2 3 3 1 1 2
, , ( 10,16,14)

4 1 1 5 5 4
a n n

 − − 
=  = = − − − 

.

Точката која лежи на правата е 0(0, , )М y z ги задоволува равенките на двете рамнини,

2 3 4 0 2 12 6 4 0 1
4 2 0 4 2 2.

y z y y y
y z z y z

− + + = − + + + = = −  
   − + = = + = −  

т.е. тоа е точката 0 (0, 1, 2)М − − . Каноничниот облик на равенка на оваа права е 
1 2

10 16 14
x y z+ +

= =
−

.

      Напиши го каноничниот облик на равенка за правата p зададена 
имплицитно 

3 2 1 0
:

4 3 0
x y z

p
x y z
− − + + =
 + − − =

.

Потоа, провери дали точката (0,1,1)М лежи на правата p !

Задачи за самостојна работа

1. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
паралелна со векторот ( )1,0, 2a = − и минува низ точката (1,2, 2)А − .

2. Напиши го параметарскиот и каноничниот облик на равенка на права која е
нормална на рамнината : 3 2 1 0x y z − − + + = и минува низ точката (3, 5, 7)B − − .

Пример 4
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3. Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër drejtëzën 3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со

координатите ( 1,2, 3), (1,3, 5), (0,4,6)А В С− − − и се паралелни на спротивните страни.
7. Напиши равенка на права која минува низ секое теме на четириаголникот ABCD

зададен со координатите ( 1,2,5), ( 2, 3, 6), ( 3,5,4), (5, 6,4)A B C D− − − − − − и е
паралелна со дијагоналата на четириаголникот ABCD која ги поврзува неговите
соседни темиња.

11. Заемен однос на права и рамнина

Во однос на меѓусебната положба, права p и рамнина  можат да бидат паралелни,

ознака ||Σp (правата p и рамнината  немаат заеднички точки Σ=p  - или правата 
p лежи на рамнината  ), или да имаат една заедничка точка т.е. правата p ја прободува 

рамнината  (специјално, правата p е нормална на рамнината  т.е. Σ).p ⊥
Нека е дадена правата p и рамнината  ,

0 0 0

1 2 3

:

: 0

x x y y z zp
a a a

Ax By Cz D

− − −
= =

 + + + =
,

каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
нормален на рамнината  , ( , , )n A B C= .

Правата ја прободува рамнината

Нека правата p и рамнината  имаат една заедничка точка М т.е. { }p M = , слика 
15.
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 dhe është paralele 

me boshtin y. 

4. Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër drejtëzën 

3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со

координатите ( 1,2, 3), (1,3, 5), (0,4,6)А В С− − − и се паралелни на спротивните страни.
7. Напиши равенка на права која минува низ секое теме на четириаголникот ABCD

зададен со координатите ( 1,2,5), ( 2, 3, 6), ( 3,5,4), (5, 6,4)A B C D− − − − − − и е
паралелна со дијагоналата на четириаголникот ABCD која ги поврзува неговите
соседни темиња.

11. Заемен однос на права и рамнина

Во однос на меѓусебната положба, права p и рамнина  можат да бидат паралелни,

ознака ||Σp (правата p и рамнината  немаат заеднички точки Σ=p  - или правата 
p лежи на рамнината  ), или да имаат една заедничка точка т.е. правата p ја прободува 

рамнината  (специјално, правата p е нормална на рамнината  т.е. Σ).p ⊥
Нека е дадена правата p и рамнината  ,

0 0 0

1 2 3

:

: 0

x x y y z zp
a a a

Ax By Cz D

− − −
= =

 + + + =
,

каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
нормален на рамнината  , ( , , )n A B C= .

Правата ја прободува рамнината

Нека правата p и рамнината  имаат една заедничка точка М т.е. { }p M = , слика 
15.

223

 dhe kalon nëpër 

fillimin e koordinatave 

5. Shkruaje barazimin e rrafshit që është paralel me drejtëzën 

3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со

координатите ( 1,2, 3), (1,3, 5), (0,4,6)А В С− − − и се паралелни на спротивните страни.
7. Напиши равенка на права која минува низ секое теме на четириаголникот ABCD

зададен со координатите ( 1,2,5), ( 2, 3, 6), ( 3,5,4), (5, 6,4)A B C D− − − − − − и е
паралелна со дијагоналата на четириаголникот ABCD која ги поврзува неговите
соседни темиња.

11. Заемен однос на права и рамнина

Во однос на меѓусебната положба, права p и рамнина  можат да бидат паралелни,

ознака ||Σp (правата p и рамнината  немаат заеднички точки Σ=p  - или правата 
p лежи на рамнината  ), или да имаат една заедничка точка т.е. правата p ја прободува 

рамнината  (специјално, правата p е нормална на рамнината  т.е. Σ).p ⊥
Нека е дадена правата p и рамнината  ,

0 0 0

1 2 3

:

: 0

x x y y z zp
a a a

Ax By Cz D

− − −
= =

 + + + =
,

каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
нормален на рамнината  , ( , , )n A B C= .

Правата ја прободува рамнината

Нека правата p и рамнината  имаат една заедничка точка М т.е. { }p M = , слика 
15.
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 dhe kalon nëpër 

pikën C(0, –1, –2)
6. Shkruaj barazimet e drejtëzave të cilat kalojnë nëpër çdo kulm ∆ABC të dhënë me koordinatat 

A(–1, 2, –3), B(1, 3, –5), C(0, 4, 6) dhe janë paralele me brinjët e përballta

7. Shkruaje barazimin e drejtëzës që kalon nëpër çdonjërin kulm të katërkëndëshit ABCD të dhënë 

me koorinatat A(–1, 2, 5), B(–2, –3, –6), C(–3, 5, 4), D(5, –6, 4 dhe është paralel me diagonalen 

e katërkëndëshit që i lidh kulmet e tij përkatës 

11. Raporti reciprok i drejtëzës dhe rrafshit 
Në lidhje me pozitën e ndërmjetshme, drejtëza p dhe rrafshi Σ mund të jenë paralel, shënimi (p || Σ 

(drejtëza p dhe rrafshi Σ nuk kanë pika të përbashkëta p ∩ Σ = ∅ – ose drejtëza p shtrihet te rrafshi 

p ⊥ Σ), ose ta kenë pikë të përbashkët d.m.th., drejtëza p e depërton rrafshin Σ (në rastin e veçantë, 

drejtëza p është normale te rrafshi Σ d.m.th., 

Le të jetë dhënë drejtëza p dhe rrafshi Σ

ku vektori mbajtës i drejtëzës p është 

3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со

координатите ( 1,2, 3), (1,3, 5), (0,4,6)А В С− − − и се паралелни на спротивните страни.
7. Напиши равенка на права која минува низ секое теме на четириаголникот ABCD

зададен со координатите ( 1,2,5), ( 2, 3, 6), ( 3,5,4), (5, 6,4)A B C D− − − − − − и е
паралелна со дијагоналата на четириаголникот ABCD која ги поврзува неговите
соседни темиња.

11. Заемен однос на права и рамнина

Во однос на меѓусебната положба, права p и рамнина  можат да бидат паралелни,

ознака ||Σp (правата p и рамнината  немаат заеднички точки Σ=p  - или правата 
p лежи на рамнината  ), или да имаат една заедничка точка т.е. правата p ја прободува 

рамнината  (специјално, правата p е нормална на рамнината  т.е. Σ).p ⊥
Нека е дадена правата p и рамнината  ,

0 0 0

1 2 3

:

: 0

x x y y z zp
a a a

Ax By Cz D

− − −
= =

 + + + =
,

каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
нормален на рамнината  , ( , , )n A B C= .

Правата ја прободува рамнината

Нека правата p и рамнината  имаат една заедничка точка М т.е. { }p M = , слика 
15.

223

 , pika  M₀(x₀, y₀, z₀) ∈ p dhe vektori normal 

te rrafshi Σ, 

3. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата
2 3 1 0

:
2 4 5 0

x y z
p

x y z
+ − − =

 − + + =
и е паралелна со y - оската. 

4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ правата 
3 1: 5

2 4
x yq z− +

= = − и 

низ координатниот почеток.

5. Напиши равенка на права која е паралелна со правата
2 1 3:

3 2 4
x y zq − − +

= =
−

и 

минува низ точката (0, 1, 2)С − − .
6. Напиши ги равенките на правите кои минуваат низ секое теме од АВС зададен со
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каде носечкиот вектор на правата p е 1 2 3( , , )a a a a= , точката 0 0 0 0( , , )М x y z p и векторот
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Figura 15 
Këndi α ndërmjet drejtëzës p dhe rrafshit Σ është më i vogli prej të dy këndeve fqinje që i formon 

drejtëza p dhe projeksioni i tij ortogonal p' mbi rrafshin Σ, d.m.th. këto dy kënde janë kënde 

sublementar, për të cilët vlen sin α = sin(π – α). Pasi merret këndi më i vogël, mund të llogaritet 

se 
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Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
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Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t
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= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .

Пример 1

224

. Këndi ndërmjet drejtëzës p, 

Слика 15

Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
 − меѓу 

( )1 2 3, ,a a a a= и ( ), ,n A B C= од дефиницијата на скаларен производ имаме:

cos
2

a n

a n
 

 − = 
  

, т.е.

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

sin
a A a B a C

a a a A B C


+ +
=

+ +  + +
.

Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t

= −
= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .

Пример 1

224

 është 

Слика 15

Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
 − меѓу 

( )1 2 3, ,a a a a= и ( ), ,n A B C= од дефиницијата на скаларен производ имаме:

cos
2

a n

a n
 

 − = 
  

, т.е.

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

sin
a A a B a C

a a a A B C


+ +
=

+ +  + +
.

Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t

= −
= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .

Пример 1

224

. Prej formulës trigonometrike për çfarëdo 

kënd vlen 
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 prej 

përkufizimit të prodhimit skalar kemi 

Pika tek e cila drejtëza e depërton rrafshin quhet pika e depërtimit. 
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 e depërton rrafshin Σ: 5x + 3y – 4z + 16 = 0 dhe 

pika e depërtimit është pika M, që e fitojmë me transformimin e formës kanonike të drejtëzës në 

formë parametrike 
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Me zëvendësimin e saj te barazimi i rrafshit kemi 
5(8 – 3t) + 3(–6 + 2t) – 4(7 – t) + 16 = 0 ⇒ 5t = 10 ⇒ t = 2

Слика 15

Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
 − меѓу 

( )1 2 3, ,a a a a= и ( ), ,n A B C= од дефиницијата на скаларен производ имаме:

cos
2

a n

a n
 

 − = 
  

, т.е.

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

sin
a A a B a C

a a a A B C


+ +
=

+ +  + +
.

Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t

= −
= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .
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Слика 15

Аголот  меѓу правата p и рамнината  е помалиот од двата соседни агли што ги 

образува правата p и нејзината ортогонална проекција 'p врз рамнината  , т.е. овие два 

агли се суплементни агли, за кои важи ( ) −= sinsin . Бидејќи се зема помалиот агол, 

може да смета дека 
2
  . Аголот меѓу правата p и n е 

2
 − . Од тригонометриската 

формула за произволен агол важи: sin cos
2
  = − 
 

. Оттука за аголот 
2
 − меѓу 

( )1 2 3, ,a a a a= и ( ), ,n A B C= од дефиницијата на скаларен производ имаме:

cos
2

a n

a n
 

 − = 
  

, т.е.

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

sin
a A a B a C

a a a A B C


+ +
=

+ +  + +
.

Точката во која правата ја прободува рамнината се нарекува пробод.

         Правата 8 6 7:
3 2 1

x y zp − + −
= =

− −
ja прободува рамнината 

:5 3 4 16 0x y z + − + = и прободот е точката М , која ја добиваме со трансформирање на 
каноничниот облик на равенка на права p во параметарски облик,

8 3
6 2

7 .

x t
y t
z t

= −
= − +
= −

Со нејзина замена во равенката на рамнината се добива

5(8 3 ) 3( 6 2 ) 4(7 ) 16 0 5 10 2t t t t t− + − + − − + =  =  = .
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Pika e depërtimit të drejtëzës me rrafshin është pika M(2, –2, 5) 
Këndi α ndërmjet drejtëzës p dhe rrafshit Σ do ta njehsojmë nëpërmjet formulës 

1
 
 Cakto pikën e depërtimit të drejtëzës 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 me rrafshin 

Σ: 2x + 3y – z + 1 = 0
Në rastin e veçantë p ⊥ Σ, d.m.th., këndi ndërmjet drejtëzës p dhe rrafshit Σ është α = 90°. 

Atëherë vektori mbajtës 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 i drejtëzës p dhe vektorit 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.
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 normal në rrafsh 

Σ janë kolinear. Domethënë, ekziston skalar λ ashtu që 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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. Me shfrytëzimin e formës së tyre 

koordinative kemi 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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Kushti për normalitet të drejtëzës dhe rrafshit është 

 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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ku 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 është vektori mbajtës i drejtëzës, ndërsa 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.
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 është vektor normal te 

rrafshi

Shembulli 1  Drejtëza 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 

носечкиот вектор 1 2 3( , , )a a a a= на правата p и векторот ( ), ,n A B C= нормален на 
рамнината  се колинеарни. Значи, постои скалар  т.ш. a n= . Со користење на 

нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
A B C
= =

каде 1 2 3( , , )a a a a= е носечкиот вектор на правата, а ( ), ,n A B C= е нормалниот вектор
на рамнината.

1
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 është normale në rrafshin 2x – 3y + 5z – 1 = 0, pasi 

Прободот на правата со рамнината е точката (2, 2,5)М − .

Аголот  помеѓу правата p и рамнината  ќе го пресметаме преку формулата

0

2 2 2 2 2 2

| ( 3) 5 2 3 ( 1) ( 4) | 7sin 11
14( 3) 2 ( 1) 5 3 ( 4)

 −  +  + −  −
= =  

− + + −  + + −
.

Определи го прободот на правата 4: 1 2
2

zp x y −
− = = со рамнината 

: 2 3 1 0x y z + − + = .

Специјално, Σp ⊥ т.е. аголот помеѓу правата p и рамнината Σ е 090 = . Тогаш 
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нивната координатна форма добиваме 31 2 aa a
A B C

 = = = .

         Правата 1 1
2 3 5
x y z− +
= =

−
е нормална на рамнината 2 3 5 1 0x y z− + − = ,

бидејќи 
2 3 5
2 3 5

−
= =
−

.  

Правата е паралелна со рамнината

Нека правата p е паралелна на рамнината  т.е. ||p  , слика 16.

Слика 16

Услов за нормалност на права и рамнина е

31 2 aa a
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= =
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Nëse p || Σ atëherë Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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. Domethënë, prodhimi skalar i vektorit mbajtës Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
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 së drejtëzës p dhe vektorit 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
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 normal në rrafsh Σ është zero d.m.th., 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
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= = лежи во рамнината 
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        а) Правата 1: 2 1
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. Me shfrytëzimin e 

formës së tyre koordinative kemi a₁A + a₂B + a₃C = 0

Barazimi 

a₁A + a₂B + a₃C = 0

quhet kushti për paralelizëm të drejtëzës me mbajtës Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1
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 dhe vektor normal në 

rrafshin Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .
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Në rastin e veçantë, drejtëza 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 shtrihet te rrafshi Σ: Ax + By + Cz + D = 0 

nëse vlen kushti për paralelizëm a₁A + a₂B + a₃C = 0 dhe pika M₀(x₀, y₀, z₀)  prej drejtëzës e 

kënaq barazimin e rrafshit Ax₀ + By₀ + Cz₀ + D = 0. 

Shembulli 3  a) Drejtëza 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 është paralele me rrafshin Σ: x + y – z – 4 = 0 

pasi e kënaq kushtin për paralelizëm 2 · 1 + (–1) · 1 + 1 · (–1) = 0 . Prej 1 + 2 + 1 – 4 = 0’ vijon 

se kjo drejtëz p shtrihet te rrafshi Σ. 

b) Drejtëza 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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, e cila është paralele me rrafshin Σ: x + y – z – 1 = 0 nuk 

shtrihet te rrafshi, pasi është kënaq kushti për paralelizëm 2 · 1 + (–1) · 1 + 1 · (–1) = 0, 

1 + 2 + 1 – 1 = 3 ≠ 0’dır, d.m.th., p ∩ Σ = ∅

2  Cakto pozitën reciproke të drejtëzës me rrafshin: 

Detyra për punë të pavarur 

1.	 Cakto pikën e depërtimit të drejtëzës 

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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 me rrafshin Σ: x + 2y + 3z + 4 = 0 

Sa është këndi ndërmjet drejtëzës p dhe rrafshit Σ?

Ако ||p  тогаш ( )1 2 3( , , ) , ,а a a a n A B C= ⊥ = . Значи, скаларниот производ на носечкиот 
вектор а на правата p и векторот n нормален на рамнината  е нула т.е. 0а n = . Со
користење на нивната координатна форма добиваме 1 2 3 0a A a B a C+ + = .

Специјално, правата 0 0 0

1 2 3

: x x y y z zp
a a a
− − −

= = лежи во рамнината 

: 0Ax By Cz D + + + = , ако важи условот за паралелност 1 2 3 0a A a B a C+ + = и точката 

0 0 0 0( , , )М x y z од правата ја задоволува равенката на рамнината 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = .

        а) Правата 1: 2 1
2

xp y z−
= − = + е паралелна на рамнината 

: 4 0x y z + − − = , бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = . Од 
1 2 1 4 0+ + − = следува дека оваа правата p лежи во рамнината  .

б) Правата 1 2: 1
2 1

x yp z− −
= = +

−
, која е паралелна на рамнината : 1 0x y z + − − = не лежи 

во рамнината, бидејќи е задоволен условот за паралелност 2 1 ( 1) 1 1 ( 1) 0 + −  +  − = , но 
1 2 1 1 3 0+ + − =  т.е. Σ=p  .

Определи ја заемната положба на правата со рамнината:

а) 1 1: 4
1 1

x yp z− +
= = −

− −
, : 2 6 0x y z − + − = ;

б) 2 1: 1
2 1

x zp y+ +
= − =

− −
, : 2 6 0x y z − + − = .

Задачи за самостојна работа

1. Определи го прободот на правата 
0

:
2 3 0

x y z
p

x y z
+ + =

 − + =
со рамнината 

: 2 3 4 0.x y z + + + = Колкав е аголот помеѓу правата p и рамнината  ?

Равенството

1 2 3 0a A a B a C+ + =

се нарекува услов за паралелност на права со носач 1 2 3( , , )a a a a= и нормален

вектор на рамнината ( ), ,n A B C= .
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2.	 Cakto pozitën reciproke të drejtëzës p: x = y = 6 – z me rrafshin Σ: 2x – y + z – 6 = 0 

3.	 Shkruaje barazimin e rrafshit Σ që është normal te drejtëza 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 dhe kalon 

nëpër pikën A(–1, 2, –3). Pastaj, gjeje pikën e depërtimit!

4.	 Shkruaje barazimin e rrafshit Σ që kalon nëpër fillimin e koordinatave dhe në të cilën 

shtrihet drejtëza 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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5.	 Shkruaje barazimin e drejtëzës që kalon nëpër pikën B(–1, –4, 4) dhe është normale te 

rrafshi Σ: 2x + 5y – 3z – 4 = 0 . Pastaj, cakto pikën e depërtimit! 

12. Pozita reciproke e dy drejtëzave 

Në lidhje me pozitën e ndërmjetshme të dy drejtëzave në hapësirë mund të priten, të jenë paralele 

dhe të jenë aplanare. Ta shqyrtojmë çdonjërën në veçantëi. 

Le të jenë dhënë dy drejtëza 

ku vektorët 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 

рамнината : 2 5 3 4 0x y z + − − = . Потоа, определи го прободот!

12. Заемен однос на две прави

Во однос на меѓусебната положба две прави во просторот може да се сечат, да се 
паралелни и да се разминуваат. Да го разгледаме секој случај поединечно. 

Нека се дадени две прави,

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

:

:

x x y y z za
a a a

x x y y z zb
b b b

− − −
= =

− − −
= =

каде 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се носечките вектори и ( )1 1 1 1, ,M x y z и ( )2 2 2 2, ,M x y z се 
точки од правите a и b соодветно. 

Правите се сечат

Нека правите a и b се сечат во точка ( ), ,M x y z , слика 17. Аголот  што го формираат

двете прави a и b е аголот помеѓу нивните носечки вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
Исто како и кај пресек на две рамнини, аголот  помеѓу двете прави a и b можеме да го 
најдеме со користење на скаларен производ на носечките вектори 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 mbajtës  M₁(x₁, y₁, z₁) dhe M₂(x₂, y₂, z₂) dhe janë pika 

prej drejtëzave a dhe b përkatësisht 

Drejtëzat priten
Drejtëzat a dhe b le të priten në pikën M(x, y, z) , Figura 17. Këndi α që e formojnë të dy drejtëzat a 

dhe b është këndi ndërmjet vektorëve të tyre mbajtës 

2. Определи ја заемната положба на правата : 6p х у z= = − со рамнината 

: 2 6 0x y z − + − = .

3. Напиши равенка на рамнината  која е нормална на правата : 1 2
2
уp х z− = = + и 

минува низ точката ( 1,2, 3)А − − . Потоа, најди го прободот!
4. Напиши равенка на рамнина  која минува низ координатниот почеток и на која

лежи правата 1 2 3:
2 3 4

х у zp − − −
= = .

5. Напиши равенка на правата p која минува низ точката ( 1, 4,4)В − − и е нормална на 
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Figura 17

Përkufizimi 1: Këndi ndërmjet drejtëzave a dhe b është 

Слика 17

Пресечната тoчка ( ), ,M x y z на правите a и b ја добиваме со решавање на систем на
нивните равенки дадени во параметарски облик. 

За правите 
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2 2

x y za
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− = =
−

со носечки вектори ( 2,3,6), (1, 2, 2)a b= − = − и точки ( )1 0,5, 15M − и ( )2 2,0, 1M − кои
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Дефиниција 1: Аголот  меѓу правите a и b е
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Пример 1

228
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, përkatësisht M₁(x₁, y₁, z₁) dhe 

M₂(x₂, y₂, z₂), janë pikat prej drejtëzave a dhe b përkatësisht

Pikëprerja M(x, y, z) e drejtëzave a dhe b e fitojmë me zgjidhjen e sistemit të barazimeve të 

dhëna në formën parametrike 

Shembulli 1  Për drejtëzat 

me vektor 
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 mbajtës dhe pika M₁(0, 5, –15) dhe M₂(2, 0, –1) të cilat 

shtrihen te drejtëzat a dhe b përkatësisht. Këndi α që e formojnë këto dy drejtëza e fitojmë e fitojmë 

nëpërmjet formulës

Pikëprerjen M(x, y, z) për drejtëzat a dhe b (a ∩ b = {M}) do ta gjejmë me këtë mënyrë. Së pari 

i transformojmë barazimet e dhëna në formë parametrike: 
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Fitojmë sistem prej tre barazimeve lineare me dy të panjohura 

Si zgjidhje e tij fitohet t = 1, k = –4. Atëherë x = –2, y = 8, z = –9 d.m.th., M(–2, 8, –9)  

Në rastin e veçantë gjatë prerjes së dy drejtëzave a ⊥ b dhe 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 janë normale d.m.th.,. Atëherë 

vektorët mbajtës janë normal d.m.th., 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2
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. Prodhimi i tyre skalar është zero d.m.th., 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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Me shfrytëzimin e formës së tyre koordinative kemi 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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Barazimi 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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quhet kusht për normalitet të drejtëzave me mbajtës 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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.

Shembulli 1  Për drejtëzat  

vektorët mbajtës 

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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 dhe është i saktë kushti për normalitet 

(–1) · (–1) + (–1) · 0 + (–1) · 1 = 0. Domethënë, drejtëzat priten a dhe b janë normale d.m.th., a ⊥ b

1
 
Cakto këndin α që e formojnë drejtëzat 

Drejtëzat a janë reciprokisht normale? Pastaj, cakto pikëprerjen e tyre.

: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2
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: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .
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: 2 , 3 5, 6 15
: 2, 2 , 2 1

a x t y t z t
b x k y k z k

= − = + = −
= + = − = −

.

Добиваме систем од три линеарни равенки со две непознати,

2 2
2 3 5

2 1 6 15

k t
k t

k t

+ = −
− = +
 − = −

.

Како негово решение се добива 1, 4t k= = − . Тогаш 2, 8, 9x y z= − = = − т.е. ( )2,8, 9M − − .

Специјален случај при пресек на две прави е кога правите a и b се нормални т.е.

a b⊥ . Тогаш носечките вектори се нормални т.е. a b⊥ . Нивниот скаларен производ е нула 

т.е. 0a b = . Со користење на нивната координатната форма имаме 

1 1 2 2 3 3 0.a b a b a b +  +  =

                    За правите:

2 3 1:
1 1 1
3: , 3 0

1

x y za

хb z y

− − −
= =

− − −
−

= − =
−

носечките вектори се ( 1, 1, 1), ( 1,0,1)a b= − − − = − и точен е условот за нормалност 
( 1) ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 0−  − + −  + −  = . Значи, правите a и b се нормални т.е. a b⊥ .

Определи го аголот  што го зафаќаат правите:

1 3: 2
2 4

6 5 5: .
5 3 2

x za y

х y zb

− +
= − =

− − +
= =

−

Дали правите се заемно нормални? Потоа, определи ја нивната пресечна точка.

Равенството

1 1 2 2 3 3 0a b a b a b +  +  =

се вика услов за нормалност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = .

Пример 2
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Drejtëzat janë paralele 
Drejtëzat a dhe b le të jenë paralele (a || b)  Figura 18. 

Figura 18 

Vektorët mbajtës 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 janë paralel 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 d.m.th., ato dy vektor janë kolinear. 

Atëherë ekziston λ ashtu që 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

. Me shfrytëzimin e formës koordinative fitohet 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

Barazimi 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 

quhet kusht për paralelizëm të drejtëzave me mbajtës 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

Shembulli 3  Drejtëzat 

janë paralele 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 dhe vlen kushti për paralelizëm të drejtëzave

Kur dy drejtëza priten ose janë paralele, ato shtrihen në një rrafsh. Kjo do të thotë se vektorët 

mbajtës 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 dhe vektori 

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

 shtrihet te një rrafsh d.m.th., ato janë 

komplanar, ku çdonjëra prej pikave M₁(x₁, y₁, z₁), M₂(x₂, y₂, z₂) shtrihet nga një drejtëz Figura 19

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230

Правите се паралелни

Нека правите a и b се паралелни ( ||a b ), слика 18.

Слика 18

Носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = се паралелни, ||a b т.е. тие два вектора се 

колинеарни. Тогаш постои  т.ш. a b= . Со користење на координатната форма се 

добива 31 2

1 2 3

aa a
b b b

 = = = .

Правите 

1: 2
3 4

1:
6 2 8

x za y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

се паралелни ( ||a b ) и важи условот за паралелност на правите

3 1 4
6 2 8

−
= =

−
. 

Кога две прави се сечат или се паралелни, тие лежат во една рамнина. Тоа значи 
дека носечките вектори 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= = и векторот 1 2М М лежат во една 

рамнина т.е. тие се компланарни, каде секоја од точките ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2 2 2 2, ,M x y z лежи 
на по една права, слика 19. 

Равенството

3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

се нарекува услов за паралелност на прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ).a a a a b b b b= =

Пример 3

230
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Figura 19 

Duke e ditur prodhimin e përzier të tre vektorëve komplanar është zero d.m.th., 

Слика 19

Знаејќи дека мешаниот производ на три компланарни вектори е нула т.е. 1 2( , , ) 0М М а b = ,
со користење на координатните форми на векторите се добива:

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −
= .

a) За правите од пример 1 кои се сечат

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори (2,3,6), (1, 2,2)a b= = − и векторот 1 2 ( 1,2,1)М М = − , важи условот за
компланарност

Равенството

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −
=

нарекува услов за компланарност на две прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= =

и точки ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2222 ,, zyxM , кои лежат на нив соодветно.

Пример 4

Условот за компланарност е и услов за пресек на две прави.

231

me shfrytëzimin e formave koordinative të vektorëve fitohet: 

Barazimi 

Слика 19

Знаејќи дека мешаниот производ на три компланарни вектори е нула т.е. 1 2( , , ) 0М М а b = ,
со користење на координатните форми на векторите се добива:

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −
= .

a) За правите од пример 1 кои се сечат

5 15:
2 3 6

1: 2
2 2

x y za

y zb х

− +
= =

−
+

− = =
−

со носечки вектори (2,3,6), (1, 2,2)a b= = − и векторот 1 2 ( 1,2,1)М М = − , важи условот за
компланарност

Равенството

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

a a a
b b b

− − −
=

нарекува услов за компланарност на две прави со носачи 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )a a a a b b b b= =

и точки ( )1 1 1 1, ,M x y z , ( )2222 ,, zyxM , кои лежат на нив соодветно.

Пример 4

Условот за компланарност е и услов за пресек на две прави.

231

quhet kushti për komplanar të dy drejtëzave me mbajtës 

Слика 19
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2   Janë dhënë vektorët 
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Drejtëza aplanare 
Nëse dy drejtëza nuk priten dhe nuk janë paralele, atëherë ato janë aplanare. Te Figura 20 janë 

dhënë dy drejtëza aplanare a dhe b. Pasi dy drejtëza të cilat priten ose janë paralele formojnë një 

rrafsh, atëherë për ato siç tani më përmendëm vlen kushti për komplaritet. Pra, prej këtu përfundimi 
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me vektor mbajtës dhe vektori со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
за компланарност

0 2 0
2 3 1 0 0 2 0 0 4 6 0
1 4 1

−
= + + − − + = 

− −

.

Правите a и b се разминувачки прави.

     Дадени се правите 

2 1:
3 3 2

1 1: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

− −
= =

−
− −

− = =
−

Провери дали образуваат рамнина или се разминувачки!

Задачи за самостојна работа

1. Испитај ја заемната положба на правите:

а) 
0

2 3 1 0
x y z

x y z
+ + =

 − + + =
и 3 4

4 3
x zy+

= − =
−

;

б) 4 1
2 2

x zy− +
= = и 1 2

3 4 5
x y z+ −

= = .

2. Напиши равенка на права што минува низ точката (1,2, 1)А − и е паралелна со

правата 
2 3 0

2 0
x y z

x y z
− + − =

 + − =
.

3. Дадени се правите 1 37
2 4

x zy− −
= − = и 6 1 2

3
x y z


− +

= = + . Определи го 

параметарот  т.ш. правите да образуваат рамнина! Ако се сечат, определи го 
аголот меѓу нив и координатите на нивната пресечна точка!

4. Напиши равенка на права која минува низ пресекот на правите 2 , 1 0
1

yx z−
= + =

−
и 

2 2
3 1 1

x y z+ −
= =

− −
и минува низ точката ( 1,0,1)В − .

5. Напиши равенка на права која е нормална на правите 3 1
2 2

x zy−
= + =

−
и 

2 11
3 2

y zx − −
+ = = и минува низ точката (2,3,4)С .

3
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. Drejtëzat a dhe b janë drejtëza aplanare 

3  Janë dhënë drejtëzat 

Kontrollo a formojnë rrafsh ose janë aplanare! 

Detyra për punë të pavarur
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	 b) 
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2.	 Shkruaje barazimin e drejtëzës që kalon nëpër pikën A(1, 2, –1) dhe është paralele me 

drejtëzat 

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
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dhe 
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. Cakto parametrin 
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 kalon nëpër pikën B(–1, 0, 1).

 5. Shkruaje barazimin e drejtëzës që është normale në drejtëzat 
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со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
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  është kalon nëpër pikën C(2, 3, 4).

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
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со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и векторот 1 2 (0, 2,0)М М = − , не важи условот
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13. Largesa ndërmjet dy drejtëzave 
Paraprakisht tani më treguam se pozita reciproke e dy drejtëzave në hapësirë është: drejtëzat priten, 

të jenë paralele ose të jenë aplanare. Kur dy drejtëza priten, është e qartë se largesa ndërmjet tyre 

është zero. Por, kur dy drejtëza janë paralele ose janë aplanare atëherë largesa ndërmjet tyre nuk 

është zero. T’i shqyrtojmë të dy rastet veçmas. 

Largesa ndërmjet dy drejtëzave paralele 
Largesa ndërmjet dy drejtëzave paralele është largesa më e shkurtër ndërmjet tyre, ndërsa ajo 

është gjatësia e normales të lëshuar pre3j çfarëdo pikë prej drejtëzës deri te drejtëza tjetër. Kjo do 

të thotë se largesa ndërmjet dy drejtëzave paralele sillet në largesë prej çfarëdo pikë prej njërës 

drejtëz deri te drejtëza tjetër. Ta nxjerrim formulën për largesën d prej pikës B deri te drejtëza a 
Figura 21.

Figura 21 

Pika B ∉ a Mbi vektorët 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
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Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

, konstruktojmë paralelogram syprina e të cilit është S 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

. 

Syprinën e paralelogramit mund ta njehsojmë me formulën S 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

, ku 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

. Me shfrytëzimin 

e këtyre formulave për njehsimin e sypçrinës së paralelogramit fitohet se 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

Përkufizimi 1: Largesa d prej pikës B deri te drejtëza a njehsohet sipas formulës 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

ku 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

 është vektori mbajtës i drejtëzës a dhe pikës A ∈ a

Është e qartë kur pika B ∈ a, largesa prej pikës B deri te drejtëza a është d = 0. 

Largesën mund ta fitojmë edhe në formën koordinative, përveç në formën vektoriale, nëse janë dhënë 

format koordinative për vektorin mbajtës 

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .

235

 dhe koordinatat e pikave A(x₁, y₁, z₁) ∈ a 
dhe B(x₂, y₂, z₂). Atë do ta realizojmë nëpërmjet këtij shembulli.

13. Растојание помеѓу две прави

Претходно веќе рековме дека заемната положба на две прави во просторот е: правите да 
се сечат, да се паралелни или да се разминуваат. Кога две прави се сечат, јасно е дека 
нивното меѓусебно растојание е нула. Но, кога се паралелни или се разминуваат тогаш 
растојанието помеѓу нив не е нула. Да ги разгледаме двата случаи поединечно.

Растојание помеѓу две паралелни прави

Растојанието помеѓу две паралелни прави е најкраткото растојание помеѓу нив, а тоа е 
должината на нормалата спуштена од било која точка од едната права до другата права. 
Ова значи дека растојанието помеѓу две паралелни прави се сведува на растојание од било 
која точка од едната права до другата права. Да ја изведеме формулата за растојание d
од точката B до правата а , слика 21.

Слика 21

Точката B а . Над векторите АB и а , конструираме паралелограм чија плоштина е 
| |P a AB=  . Плоштината на паралелограмот може да ја пресметаме и со формулата

| |P a h=  , каде h ВВ= . Со користење на овие две формули за пресметување на плоштина 

на паралелограм се добива дека | |
| |

a ABВВ
a
 = .

Јасно е дека кога точката B а , растојанието од точката B до правата а е 0.d =

Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечкиот вектор 1 2 3( , , )а а а а= и координатите на 

точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z . Тоа ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 1: Растојанието d од точката B до правата а се пресметува по 
формулата

| |
| |

a ABd
a


=

каде а е носечкиот вектор на правата а и точката А а .
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Shembulli 1  Largesën prej pikës B(1, –1, 0) deri te drejtëza                    Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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 do ta gjejmë 

në këtë mënyrë: 

1.	 Vektori mbajtës i drejtëzës a është 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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 me modul 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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 dhe pikë  

A(2, 3, –1) ∈ a
2.	 E gjejmë vektorin i cili është prodhim vektorial i vektorëve a dhe AB. 

3.	 Moduli i vektorit 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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; 

4. Largesa do të jetë 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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1
 
 Njehso largesën prej pikës B(2, 1, –2) deri te drejtëza 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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Për ta njehsuar largesën ndërmjet të dy drejtëzave paralele a dhe b, (a || b) të dhëna në formën 

kanonike 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1

2
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 do ta gjejmë nëpërmjet largesës 

prej pikës B(x₂, y₂, z₂) ∈ b deri te drejtëza në mënyrë të dhënë më lart. 

Është e qartë se kur 

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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, largesa ndërmjet dy drejtëzave është d = 0. 

2  Njehso largesën ndërmjet dy drejtëzave paralele

                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−
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                   Растојанието од точката (1, 1,0)В − до правата 2 1: 3
3 1

x zа y− +
= − =

−
ќе го 

најдеме на следниот начин:

1. Носечкиот вектор на правата е а е (3,1, 1)а = − со модул 11а = и точка 

(2,3, 1)А а−  .

2. Го наоѓаме векторот кој е векторски производ на векторите a и AB ,

3 1 1 ( 3, 2, 11)
1 4 1

i j k
a AB = − = − − −

− −
;

3. Модулот на векторот 134a AB = ;

4. Растојанието ќе биде 134 1474
1111

d = = .

Пресметај го растојанието од точката (2,1, 2)В − до правата 
5 1: 3 .

1 2
x zа y− +

= + =
− −

За да го пресметаме растојанието помеѓу двете паралелни прави a и b ( ||а b ) зададени 

во каноничен облик 1 1 1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

: , :x x y y z z x x y y z zа b
a a a a a a
− − − − − −

= = = = ќе го најдеме преку 

растојанието од точката 2 2 2( , , )В x y z b до правата а на начин даден погоре. 

Јасно е дека кога а b , растојанието помеѓу двете прави е 0.d =

    Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави

1: 2
3 4

1: .
6 2 8

x zа y

x y zb

−
= + =

−
−

= =
−

Пример 1
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Largesa ndërmjet dy drejtëzave aplanare 

Largesa ndërmjet dy drejtëzave aplanare mund të njehsohet në shumë mënyra. Këtu do të 

prezantohet mënyra ku shfrytëzohet konstruksioni i paralelopipedit. 

Le të jenë dhënë dy drejtëza aplanare а dhe b me vektor mbajtës  

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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A ∈ a dhe B ∈ b. Mbi vektorët 

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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 i konstruktojmë paralelepipedët si te Figura. 

Figura 22 

Largesa d ndërmjet drejtëzave aplanare а dhe b do të jetë lartësia e paralelopipedit: Vëllimin e 

paralelopipedit mund ta njehsojmë nëpërmjet prodhimit të përzier 

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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edhe nëpërmjet formulës 

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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 syprina e paralelogramit të konstruktuar 

mbi vektorët 

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22

Растојанието d помеѓу разминувачките прави а и b ќе биде висината нa
паралелопипедот. Волуменот на паралелопипедот може да го пресметаме преку мешаниот 
производ | ( , , ) |V a b AB= . Волуменот се пресметува и преку формулата | |V H a b=   ,

каде | |В a b=  е плоштината на паралелограмот конструиран над векторите а и b , кој
игра улога на основа на паралеопипедот. Од овие две формули имаме дека

| |

| ( , , ) | .
| |

V H a b

a b ABd H
a b

=  

= =


Растојанието може да го добиеме и во координатна форма, освен во векторска форма, ако 
се дадени координатните форми за носечките вектори 1 2 3( , , )а а а а= и 1 2 3( , , )b b b b= на 

правите а и b соодветно и координатите на точите 1 1 1( , , )А x y z а и 2 2 2( , , )B x y z b . Тоа
ќе го спроведеме преку следниот пример.

Дефиниција 2: Растојанието а помеѓу разминувачките прави а и b се пресметува 
по формулата

| ( , , ) |
| |
a b ABd

a b
=



каде а и b сe носечки вектори на правите а и b соодветно и точките А а и В b
.
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, që luan rol te baza e paralelopipedit. Prej këtyre dy formulave kemi se

Përkufizimi 2: Largesa a ndërmjet drejtëzave aplanare a dhe b njehsohet sipas formulës

Растојание помеѓу две разминувачки прави

Растојанието помеѓу две разминувачки прави може да се пресмета на повеќе начини. Овде 
ќе биде презентиран начинот каде се користи конструкција на паралелопипед.

Нека се дадени две разминувачки прави а и b со носечки вектори а и b соодветно и 

точки А а и В b . Над векторите а , b и АВ конструираме паралелопипед како на
слика 22. 

Слика 22
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 = (b₁, b₂, b₃) të drejtëzave 
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Shembulli 2  Ta njehsojmë largesën ndërmjet drejtëzave aplanare а dhe b, 

 

me vektorët mbajtës 

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3
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nëpërmjet këtyre hapave: 
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1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

 në pajtim formulën: 

2. E gjejmë prodhimin vektorial të vektorëve 

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

 në pajtim me formulën

3. E njehsojmë largesën ndërmjet drejtëzave aplanare а dhe b: 

3   Njehso largesën ndërmjet drejtëzave aplanare:   

Detyra për punë të pavarur
1.	 Le të jetë dhënë trekëndëshi ∆ABC me koordinatat e kulmeve A(1, 2, 0), B(3, 0, –3), C(5, 2, 6). 

Njehso largesën prej çdo kulmi të trekëndëshit deri te brinja e përballtë.

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

Да го пресметаме растојанието помеѓу разминувачките прави а и b ,

1:
2 3

1:
4

x ya z

yb x z

−
= =

+
− = =

−

со носечки вектори (2,3,1), ( 1, 4,1)a b= = − − и точки (0,1,0)А а и (0, 1,0)B b−  преку
следните чекори:

1. Го наоѓаме мешаниот производ на векторите , ,a b AB согласно формулата:

(0, 2,0)AB = − и 
2 3 1

( , , ) 1 4 1 6
0 2 0

a b AB = − − =
−

;

2. Го наоѓаме векторскиот производ на векторите ,a b согласно формулата:

2 3 1 ( 1, 3,11)
1 4 1

i j k
a b = = − −

−
.

3. Го пресметуваме растојанието меѓу разминувачките прави а и b :

| ( , , ) | 6 131
131| |

a b ABd
a b

= =


.

     Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави:

1 2 1:
3 2 4

1 2: 2 .
1 2

x y zа

y zb х

+ − −
= =

−
+ −

− = =
−

Задачи за самостојна работа

1. Нека е даден триаголникот ABC со координатите на темињата
(1,2,0), (3,0, 3), (5,2,6)A B C− . Пресметај го растојанието од секое теме на 

триаголникот до спротивната страна.

Пример 2

3

238

dhe



239

2.	Njehso largesën ndërmjet drejtëzave paralele

3.	Le të jetë dhënë paralelogrami ABCD me koordinatat e kulmeve 

A(3, –1, 2), B(1, 2, –1), C(2, 5, –6), D(4, 2, –3). Njehso largesën ndërmjet të dy 

drejtëzave paralele te të cilat shtrihen brinjët e paralelogramit. 

4.	Njehso largesën ndërmjet drejtëzave aplanare 

5.	Njehso largesën ndërmjet drejtëzave paralele: 

14. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 
1.	 Njehso vëllimin dhe lartësinë e tetraedrit ABCD të dhënë ma koordinatat e kulmeve 

2. Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави,

3 1 4:
4 2 2

5 2 1: .
8 4 4

x y zа

x y zb

− + −
= =

−
− + −

= =
−

3. Нека е даден паралелограмот АВСD со координатите на темињата
(3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − . Пресметај ги растојанијата помеѓу двата

пара паралелни прави на кои лежат страните на паралелограмот.
4. Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави

3 2:
4 3 5

1 3: 2.
2 5

x y zа

x yb z

− +
= =

+ −
= = −

5. Пресметај го растојанието помеѓу правите:

а) 2 3 1: , :
2 3 2 4 6
y z x y zа х b + − +

= = = =
− −

;

б) 
2 2 8 0 3 2 2 15 0

: , :
2 1 0 3 4 21 0

x y z x y z
а b

x y z x y z
+ − − = − − − = 

 + − − = + + − = 
;

в) 
3 4 0 1 3: , : 7

2 8 0 2 4
x y z x zа b y
y z
+ − + = − −

= − = + − =
.

14. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај го волуменот и висината на тетраедарот ABCD даден со координатите

на темињата 1 1 3 1 4 2( , , ), (4,3,2), ( , , ), (2, 3, 4)
4 2 4 3 3 3

A B C D− − − − .

2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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.

2.	 Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër pikat A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(3, –3, 3). Vallë pika 

M(1, –1, 1) shtrihet te rrafshi?
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 dhe te boshtet koordinative pren 

segmente të cilat qëndrojnë si 3: 2:1. 
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2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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2. Пресметај го растојанието помеѓу паралелните прави,

3 1 4:
4 2 2

5 2 1: .
8 4 4

x y zа

x y zb

− + −
= =

−
− + −

= =
−

3. Нека е даден паралелограмот АВСD со координатите на темињата
(3, 1,2), (1,2, 1), (2,5, 6), (4,2, 3)А В С D− − − − . Пресметај ги растојанијата помеѓу двата

пара паралелни прави на кои лежат страните на паралелограмот.
4. Пресметај го растојанието помеѓу разминувачките прави

3 2:
4 3 5

1 3: 2.
2 5

x y zа

x yb z

− +
= =

+ −
= = −

5. Пресметај го растојанието помеѓу правите:

а) 2 3 1: , :
2 3 2 4 6
y z x y zа х b + − +

= = = =
− −

;

б) 
2 2 8 0 3 2 2 15 0

: , :
2 1 0 3 4 21 0

x y z x y z
а b

x y z x y z
+ − − = − − − = 

 + − − = + + − = 
;

в) 
3 4 0 1 3: , : 7

2 8 0 2 4
x y z x zа b y
y z
+ − + = − −

= − = + − =
.

14. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Пресметај го волуменот и висината на тетраедарот ABCD даден со координатите

на темињата 1 1 3 1 4 2( , , ), (4,3,2), ( , , ), (2, 3, 4)
4 2 4 3 3 3

A B C D− − − − .

2. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (1,1,1), (2,2,2), (3, 3,3)А В С − .
Дали точката (1, 1,1)М − лежи на рамнината?

3. Напиши равенка на рамнина кока минува низ пресекот на рамнините
3 2 5 10 0x y z+ − + = и 3 2 0x y z+ + − = и минува низ координатниот почеток.

4. Напиши равенка на рамнина која минува низ точката 5( 1,1, )
6

А − и на координатните 

оски отсекува отсечки кои се однесуваат 3: 2:1 .
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b)

c)

a)
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5.	 Shkruaje barazimin e rrafshit që kalon nëpër pikat A(0, 0, 2) dhe B(6, 0, 0) dhe formojnë 

kënd 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 me rrafshin Oxy 

6.	 Për cilat vlera të parametrave а dhe b rrafshet 2x – 3y + az – 3 = 0 dhe 8x – 12y + 20 + b = 0 

puthiten? 

7.	 Shqyrto pozitën reciproke të drejtëzave 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 dhe  

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 . 

Nëse drejtëzat priten atëherë njehso largesën prej fillimit të koordinatave deri te pikëprerja. 

8.	 Shkruaje barazimin e drejtëzës që kalon nëpër mesin e segmentit АВ të dhënë me 

koordinatat e pikave të skajshme A(1, –3, –2), B(–3, 5, –6) dhe nëpër pikën C(0, 0, 2) 
. Sa është këndi ndërmjet të dy drejtëzave

9.	 Shkruaje barazimin e drejtëzës që kalon nëpër pikën A(1, 3, 2)  dhe është normale në 

drejtëzën 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.

240

 

10.	Njehso largesën ndërmjet drejtëzave 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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 dhe 

5. Напиши равенка на рамнина која минува низ точките (0,0,2)А и (6,0,0)В и зафаќа 

агол 
6
 со Оху - рамнината.

6. За кои вредности на параметрите а и b рамнините 2 3 3 0x y az− + − = и 
8 12 20 0x y z b− + + = се преклопуваат?

7. Испитај ја меѓусебната положба на правите 1 2 5
2 3 4

x y z− + −
= =

−
и 

7 2 1
3 2 2

x y z− − −
= =

−
. Ако правите се сечат тогаш пресметај го растојанието од 

координатниот почеток до пресечната точка. 
8. Напиши равенка на права која минува низ средината на отсечката АВ дадена со

координатите на крајните точки (1, 3, 2), ( 3,5, 6)А В− − − − и низ точката (0,0,2)С .
Колкав е аголот помеѓу двете прави?

9. Напиши равенка на права која минува низ точката (1,3,2)А и е нормална на правата 
1 2 3

2 3 1
x y z− − +

= =
−

.

10. Пресметај го растојанието помеѓу правите 1 2 3
8 4

x y z− −
= = − и 

2 2
x y z= =

−
.
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Njësia modulare 5 – Integrali i pacaktuar 
(për të gjithë grupet e tjera)



242

1. Integrali i pacaktuar 
Detyra i njehsimit diferencial është të merret me gjetjen e derivative të funksionit të dhënë y = f(x). 
Njehsimi integral zgjidh problem të kundërt të problemit për gjetjen e derivatit. Ai problem është në 

realitet caktimi i funksionit derivati i të cilit është i ditur. Pikërisht për këtë shkak, njehsimi integral 

kuptohet si operacion invers i njehsimit diferencial.

Përkufizimi 1: Le të jetë dhënë funksioni f të përkufizuar në intervalin (a, b). Çdo funksion 

diferenciabil f i përkufizuar në intervalin (а, b) ashtu që 

F’(x) = f(x), x ∈ (a, b)

, quhet funksion primitiv për funksionin f.

Shembulli 1  Për funksionin 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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, funksioni primitiv është 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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, pasi 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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Por nëse e shqyrtojmë edhe funksionin 

1. Неопределен интеграл

Задачата на диференцијалното сметање е да се занимава со наоѓање изводи на дадена 
функција ( )y f x= . Интегралното сметање решава проблем спротивен на проблемот за 
наоѓање на извод. Tој проблем е всушност одредување на функцијата чијшто извод е 
познат. Токму поради тоа, интегралното сметање се сфаќа како инверзна операција на 
диференцијалното сметање.

                   За функцијата ( ) 3f x x= , x , примитивна функција е ( )
4

,
4
xF x x= 

бидејќи ( ) ( )
4

3 ,
4
xF x x f x x

 
 = = =  

 
.

Но ако ја разгледаме и функцијата ( )
4

1 5,
4
xF x x= +  , тогаш и за неа важи 

( ) ( )
4

35 ,
4
xF x x f x x

 
 = + = =  

 
.

Оттука следува следната теорема:

Доказ: Тврдењето во теоремата следува од тоа што ( )F x и ( )F x C+ имаат ист прв извод 

кој е еднаков на функцијата ( )f x .

( )( ) ( )( ) ( )F x C F x f x + = = . ▄

Дефиниција 1: Нека е дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b . Секоја 

диференцијабилна функција F дефинирана на интервалот ( ),а b така што 

( ) ( ) ( ), ,F x f x x а b =  ,

се нарекува примитивна функција за функцијата f .

Пример 1

Теорема 1: Нека ( )F x e примитивна функција на функцијата ( )f x на интервалот 

( ), .а b Тогаш и функцијата ( )F x C+ каде C e произволна константа, е исто така 

примитивна функција за функцијата ( )f x .

Теорема 2: Нека ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), .а b Тогаш за функцијата ( )G x важи ( ) ( )G x F x C= + каде C .
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Prej këtu vijon teorema:

Teorema 1: Le të jetë F(x) është funksioni primitiv F(x) në intervalin (a, b) . Atëherë edhe 

funksioni F(x)+C ku C ∈  është çfarëdo konstante, është gjithashtu funksion primitiv për 

funksionin F(x).

Vërtetim: Gjykimi te teorema vijon prej pasi F(x) edhe F(x)+C kanë derivate të parë të njëjtë i cili 

është i barabartë me funksionin F(x). 

(f(x) + c)’ = (f(x))’ = f(x).� n

Teorema 2: Le të jenë F(x) dhe G(x) funksione primitive të ndryshme të funksionit F(x) në 

intervalin (a.b). Atëherë për funksionin G(x) vlen G(x) = F(x)+C ku C ∈ 
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Vërtetim: Nëse F(x) dhe G(x) janë funksione primitive të ndryshme të funksionit F(x) në interva-

lin (a, b) , atëherë vlen 

 f ’(x) = f(x),      G’(x) = f(x), x ∈ (a, b). 

Le të jetë H(x) = G(x) – f(x), prej ku vijon se 

H’(x) = G’(x) – f’(x) = f(x) – f(x) = 0.. 

Për H’(x) = 0  kemi se H(x) = C 

pra sipas kësaj C = G(x) – f(x) d.m.th., 

Доказ: Ако ( )F x и ( )G x сe различни примитивни функции на функцијата ( )f x на 

интервалот ( ), ,а b тогаш важи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,F x f x G x f x x а b = =  .

Нека ( ) ( ) ( )H x G x F x= − , од каде ќе следува дека

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0H x G x F x f x f x  = − = − = .

За ( ) 0H x = имаме дека ( ) ,H x C=

па според тоа ( ) ( )C G x F x= − , т.е. ( ) ( )G x F x C= + , C .  ▄

Операцијата на наоѓање на примитивна функција на дадена функција се нарекува 
интегрирање. Оваа операција е инверзна на диференцирањето односно на наоѓањето 
извод на функција.

Но, кај диференцирањето забележавме дека функцијата е еднозначно определена, што не 
е случај кај интегрирањето. Тоа го забележавме и од пример 1.

Од теорема 1 можеме да заклучиме дека секоја функција има бесконечно многу 
примитивни функции.

Исто така, од теорема 2 можеме да заклучиме дека наместо да се наоѓаат сите примитивни 
функции на дадена функција, доволно е да се најде само една, која било од нив. Ако се 
најде само една примитивна функција, сите останати се добиваат со додавање на 
константа C .

Множеството од сите примитивни функции на функцијата f , можеме да го означиме како: 
( ) |F x C C+  .

Дефиниција 2: Множеството од сите примитивни функции на дадена функција f се 
нарекува неопределен интеграл. 

Неопределениот интеграл на функцијата f се означува со:

( )f x dx .
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Operacioni për gjetjen e funksionit primitiv të funksionit të dhënë quhet integrim. Ky operacion 
është invers i diferencimit përkatësisht i gjetjes së derivatit të funksionit. 

Por, te diferencimi vërejtëm se funksioni është njëvlerësisht i përcaktuar, që nuk është rast tek 
integrimi. Atë e vërejtëm te Shembulli 1  

Prej teoremës 1 mund të përfundojmë se çdo funksion ka pafundësisht shumë funksione primitive. 

Gjithashtu, prej teoremës 2 mund të përfundojmë se në vend të gjenden të gjitha funksionet primi-
tive të funksionit të dhënë, mjafton të gjendet vetëm një, cilado prej tyre. Nëse gjendet vetëm një 
funksion primitiv, të gjitha të tjerat fitohen me shtuarjen e konstantes C. 

Bashkësinë e të gjitha funksioneve primitive f, mund ta shënojmë si: 
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па според тоа ( ) ( )C G x F x= − , т.е. ( ) ( )G x F x C= + , C .  ▄

Операцијата на наоѓање на примитивна функција на дадена функција се нарекува 
интегрирање. Оваа операција е инверзна на диференцирањето односно на наоѓањето 
извод на функција.

Но, кај диференцирањето забележавме дека функцијата е еднозначно определена, што не 
е случај кај интегрирањето. Тоа го забележавме и од пример 1.

Од теорема 1 можеме да заклучиме дека секоја функција има бесконечно многу 
примитивни функции.

Исто така, од теорема 2 можеме да заклучиме дека наместо да се наоѓаат сите примитивни 
функции на дадена функција, доволно е да се најде само една, која било од нив. Ако се 
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Përkufizimi 2: Bashkësia prej të gjitha funksioneve primitive të funksionit të dhënë f quhet inte-
gral i pacaktuar. 

Integrali i pacaktuar i funksionit f shënohet me:

∫ f(x) dx.
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Sipas kësaj, mund të shkruajmë se ∫f(x) dx = {f(x) + C | C ∈ } ose vetëm shkurtimisht 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈  

Te përkufizimi 2, f quhet integrand ose funksioni nënintegral por f(x) dx quhet shprehje 
nënintegral.

Konstanta C pra te ∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈  quhet konstanta e integrimit 

Shembulli 2  Pasi 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2 

1 
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, vijon se 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.
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тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2 
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 është funksion primitiv i 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
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x aa dx C

a
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Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
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Пример 2 
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. Pra 

mund të shkruajmë se 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2 

1 

244

1
 
Gjej funksionin primitiv të funksionit: 

a) f(x) = eˣ;            b) 

Според ова, можеме да запишеме дека ( ) ( ) |f x dx F x C C= +  или само накратко

( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 
Во дефиниција 2, f се нарекува интегранд или подинтегрална функција, а ( )f x dx се 
нарекува подинтегрален израз.

Константата C пак во ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  се вика интеграциона константа.

Бидејќи ( ) lnx xa a a = , следува дека 
ln

xa
a

е примитивна функција на 

, 0, 1xa а a  . Па можеме да запишеме дека 
ln

x
x aa dx C

a
= + , 0, 1а a  .

Најди ја примитивната функција на функцијата:

а) ( ) xf x e= ; б) ( ) nf x x= .

Видовме дека дадена функција може да има бесконечно многу примитивни функции. Но, 
не секоја функција има примитивна. Можеме да нагласиме дека секоја непрекината 
функција има примитивна. 

Ако за дадена функција f дефинирана на интервалот ( ),а b постои примитивна функција,

тогаш велиме дека функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b .

Делот од математиката кој се занимава со одредувањето на примитивните функции, т.е. со 
пресметување на интегралите, како и нивната примена се нарекува интегрално сметање.

Ако сакаме геометриски да го објасниме поимот на неопределен интеграл, тогаш бидејќи 
го дефиниравме како множество од примитивни функции, слободно можеме да кажеме 
дека неопределениот интеграл претставува множество од криви во рамнината, кои се 
графици на примитивните функции и се нарекуваат интегрални криви.

За да ја најдеме интегралната крива која што минува низ дадена точка ( )0 0,A x y , тогаш со 

замена на координатите на точката ( )0 0,A x y во ( )y F x C= + , ќе ја добиеме 
интеграционата константа, т.е.

( )0 0y F x C= + , од каде ( )0 0C y F x= − .

Тогаш бараната интегрална крива која минува низ точката ( )0 0,A x y ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − .

Пример 2 
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Vërejtëm se funksioni i dhënë mund të ketë pafund shumë funksione primitive. Por, jo çdo funksion 

ka primitive. Mund të theksojmë se çdo funksion i vijueshëm ka primitive. 

Nëse për funksionin e dhënë f i përkufizuar në intervalin (a, b)  ekziston funksion primitiv, atëherë 

themi se funksioni f është integrabil në intervalin (а, b). 

Pjesa e matematikës e cila merret me caktimin e funksionit primitiv, d.m.th., me njehsimin e 

integraleve, si edhe zbatimi i tyre quhet njehsimi integral. 
Nëse dëshirojmë gjeometrikisht ta sqarojmë konceptin e integralit të pacaktuar, atëherë pasi e 

përkufizuam si bashkësi prej funksioneve primitive, lirisht mund të themi se integrali i pacaktuar 

paraqet bashkësi prej lakoreve në rrafsh, të cilat janë grafikët e funksioneve primitive dhe quhen 

lakore integrale. 

Për ta gjetur lakoren integrale e cila kalon nëpër pikën e dhënë A(x₀, y₀), atëherë me zëvendësim 

të koordinatave të pikës në A(x₀, y₀), do ta fitojmë konstantën e integrimit, d.m.th., y = f(x) + C, 

prej ku 

y₀ = F(x₀) + C, buradan C = y₀ – F(x₀).. 
Atëherë lakorja integrale e kërkuar e cila kalon nëpër pikën e ka barazimin y = f(x) + y₀ – F(x₀).
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Do t’i shqyrtojmë këto shembuj: 

Shembulli 3  Do të tregojmë se është funksion 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4
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 primitiv funksioni 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
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xF x
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=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3
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Nëse njehsojmë derivatin prej funksionit 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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, do të fitojmë: 

Shembulli 4  Do ta caktojmë atë funksion primitiv f të 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:
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( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
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   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
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Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x
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4
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3 12
4
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2
4
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Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .
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 grafiku i të cilës kalon 

nëpër pikën A(1,2). 

Funksioni primitiv i funksionit 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1
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x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2
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1

f x
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=
−

.
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+
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1
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   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x
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4

2
4
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3 12
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x
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 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
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 është 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2
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1
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=
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+
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, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
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Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
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f x
x

= .
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, pasi 

Me zëvendësimin e koordinatave të pikës A(1,2) në 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
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+
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−
, ќе добиеме:
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( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1
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−
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Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
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= + чијшто 
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4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

, kemi 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

 

Domethënë lakorja integrale e kërkuar e cila kalon nëpër pikën A(1,2) e ka barazimin,  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

, d.m.th.  

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

. 

Detyra për punë të pavarur 
1. Cakto nga një funksion primitiv për funksionin: 

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

Ќе ги разгледаме следните примери:

Ќе покажеме дека ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
е примитивна функција на функцијата 

( ) 2

1
1

f x
x

=
−

.

Ако пресметаме извод од функцијата ( ) 1 1ln
2 1

xF x
x

+
=

−
, ќе добиеме:

( )( )
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln 12 1 2 1 2 1 2 1 11
1

x x x x x xF x xx x x x xx
x

   +   +  + − − + +  = = =   =   =     +− − − + −  −   
−

.

Ќе ја најдеме онаа примитивна функција F на ( ) 3 1f x x
x

= + чијшто 

график минува низ точката ( )1, 2A .

Примитивна функција на функцијата ( ) 3 1f x x
x

= + е ( )
4

2
4
xF x x= + , бидејќи:

( )
4

3 12
4
xF x x x

x

 
 = + = + 

 
.

Со замена на координатите на точката ( )1, 2A во ( )
4

2
4
xF x x= + , добиваме

( )
41 91 2 1
4 4

F = + = .

Значи бараната интегрална крива која минува низ точката ( )1, 2A ја има равенката 

( ) ( )0 0y F x y F x= + − , т.е. 
4 12

4 4
xy x= + − .

Задачи за самостојна работа

1. Најди по една примитивна функција за функцијата:

а) ( ) 1 , 0f x x
x

=  ;       б) ( ) 1
2

f x
x

=

в) ( ) sinf x x= ; г) ( ) 2

1
cos

f x
x

= .

Пример 3

   Пр   и  м   ер      4

245

b)

c) ç)

a)



246

2. Trego se 2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

в) 2tg tgxdx x x C= − + ;  г) 2 2 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

= − +
 .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ; б) ( ) ln , 0f x x x=  ; в) ( )
2

1
1

f x
x

=
−

.

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
основни интеграли

Од дефиницијата на неопределениот интеграл следуваат следните својства:

Доказ: 1. Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f на интервалот 

( ),а b , односно ( ) ( ) , .f x dx F x C C= + 

Теорема 1: Aко функцијата f е интеграбилна на интервалот ( ),а b , тогаш важи:

1. Изводот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралната функција, т.е.

ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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3. Kontrollo a është e saktë:

4. Cakto atë funksion primitiv f i f grafiku i të cilës kalon nëpër pikën A(0,2), nëse  

2. Vetitë themelore të integralit të pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore 

Prej përkufizimit të integralit të pacaktuar vijojnë këto veti:

Teorema 1: Nëse funksioni f është integrabile në intervalin (a, b) , atëherë vlen: 

 1.	 Derivati i integralit të pacaktuar është i barabartë me funksionin nënintegral, d.m.th.,nëse 

∫f (x )dx=f (x )+C,C∈  atëherë 

( ∫f (x )dx )′= f (x ), x ∈ (a ,b)
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( )( ) ( ) ( ), , .f x dx f x x a b = 
2. Диференцијалот на неопределениот интеграл е еднаков на подинтегралниот

израз, т.е. ако ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  тогаш

( )( ) ( ) ( ), , .d f x dx f x dx x a b= 
3. Неопределениот интеграл од диференцијалот на примитивната функција ( )F x е

еднаков на ( ) ,F x C C+  , т.е. важи:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .dF x F x dx f x dx F x C x a b= = = +   
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2. Покажи дека ( ) 2 2lnF x x x a= + + е примитивна функција на функцијата 

( )
2 2

1f x
x a

=
+

.

3. Провери дали е точно:

а) 3 2

1
ln 2ln
dx C

x x x
= + ;  б) 

1 11 1
2 21 1

dx x dx x dx
x x

= + − −
+ + −   .

в) 2tg tgxdx x x C= − + ;  г) 2 2 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

= − +
 .

4. Определи ја онаа примитивна функција F на f чијшто график минува низ точката
( )0, 2A , ако:

а) ( ) 23f x x= ; б) ( ) ln , 0f x x x=  ; в) ( )
2

1
1

f x
x

=
−

.

2. Основни својства на неопределениот интеграл и таблица на
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Atëherë kemi: (∫f(x)dx)′ = (f(x)+c)′ = F′(x) = f(x)
2.Funksioni është funksion primitiv i funksionit në intervalin (a,b), përkatësisht 

∫f(x)dx = f(x)+C,  C∈ .

Atëherë kemi: d(∫f(x)dx )= d(f(x)+c) = F′(x)dx = f(x)dx,  x∈(a,b)

 3.	 Funksioni le të jetë është funksion primitv i funksionit në intervalin (a,b), përkatësisht 

∫f(x)dx = f(x)+C,C∈ .
Atëherë kemi: ∫df(x)=∫F′(x)dx=∫f(x)dx = f(x)+C,x∈(a,b) 

Teorema 1 tregon se diferencimi dhe integrimi janë operacione inverse. 

Gjatë njehsimit të integralit të pacaktuar, vlejnë vetitë e dhëna në këtë teoremë:

Teorema 2: 

1.	 Nëse funksionet f dhe g janë integrabile në intervalin (a, b), atëherë shuma e tyre f+g 

dhe ndryshimi i tyre f-g janë funksione integrabile në intervalin (a, b)  dhe vlen 

∫(f(x) ± g(x))dx = ∫f(x)dx ± ∫g(x)dx,  x∈(a,b)

2.	 Nëse funksioni f është integrabil në intervalin (a, b)  dhe nëse k ∈ R∖{0}, atëherë edhe 

funksioni k ⋅ f është integrabile dhe vlen 

 ∫k⋅f(x)dx = k∫f(x)dx,  x∈(a,b) 

Vërtetim: 1. Te njehsimi diferencial vlen se: d(f(x) ± g(x) = df(x) ± dg(x). Nëse këtë barazim e 

integrojmë nga të dy anët, fitojmë: 

∫d(f(x) ± g(x)) = ∫(df(x) ± dg(x)). 

Me shfrytëzimin e 3. Prej teoremës 1, kemi: 

∫(df(x)±dg(x))=∫d(f(x)±g(x))=f(x)±g(x)=∫df(x)±∫dg(x) 

4. Pasi vlen: d(k⋅∫f(x)dx)=kd(∫f(x)dx), ndërsa duke e shfrytëzuar 2. Prej teoremës 1, kemi: 

d(∫k⋅f(x)dx) = k∫f(x)dx � n
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Vetitë të vërtetuara te teorema 2 janë të njohura si veti themelore për integrim. 
Në bazë të përkufizimit të integralit të pacaktuar dhe tabelës së derivateve themelore, mund ta 

shkruajmë tabelën e integraleve themelore. 

Me shfrytëzimin e vetive themelore të integralit të pacaktuar dhe tabela e integraleve themelore, do 

të zgjidhim disa shembuj: 

Shembulli 1  T’i zgjidhim këto integrale të pacaktuara: 

a) Me shfrytëzimin e tabelës me integrale themelore, d.m.th., integrali i dytë themelor, kemi: 

b) Me shfrytëzimin e tabelës me integrale themelore dhe rregulla për integrim të shumës dhe 

ndryshimit të funksioneve, kemi: 

Својствата докажани во теорема 2 се познати и како основни правила за 
интегрирање.

Врз основа на дефиницијата на неопределен интеграл и таблицата на основни изводи, 
можеме да ја напишеме таблицата на основни интеграли.

1. dx x C= + 2. ( )
1

, 1
1

a
a xx dx C a

a

+

= +  −
+

3. x xe dx e C= + 4. ( ), 0
ln

x
x aa dx C a

a
= + 

5. 1 lndx x C
x

= + 6. sin cosx dx x C= − +
7. cos sinx dx x C= + 8. tg ln cosx dx x C= − +

9. ctg ln sinx dx x C= + 10. 2

1 ctg
sin

dx x C
x

= − +
11. 2

1 tg
cos

dx x C
x

= + 12. 2

1
1

dx arctg x C
x

= +
+

13.
2

1 arcsin
1

dx x C
x

= +
−

 14. 2

1 1 1ln
1 2 1

xdx C
x x

+
= +

− −

15. 2

2

1 ln 1
1

dx x x C
x

= +  +




Со користење на основните својства на неопределениот интеграл и таблицата на основни 
интеграли, ќе решиме неколку примери:

                   Да ги решиме следниве неопределени интеграли:

а) 6x dx ; б) ( )2 3 1x x dx+ − ;  в) 3x xdx ; г) ( )2
2 5x x dx+ .

а) Со користење на таблицата со основни интеграли, т.е. вториот основен интеграл, имаме:

7
6

7
xx dx C= + .

б) Со користење на таблицата со основни интеграли и правилото за интегрирање на збир 
и разлика на функции, имаме:

( )

( )

3 2
2 2 2

1 2 3

3 2 3 2

1 2 3

3 1 3 3 3 3
3 2

3 3 3 .
3 2 3 2

x xx x dx x dx xdx dx x dx xdx dx C C x C

x x x xx C C C x C

+ − = + − = + − = + + + − − =

= + − + + − = + − +

      
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c) Së pari do të bëjmë transformimin e funksionit nënintegral, ndërsa pastaj do ta shfrytëzojmë 

integralin tabelar të dytë 

ç) Nëse e përshkruajmë ndryshe funksionin nën integral, do të fitojmë: 

Për shkak të shënuarit e thjeshtë, nuk do të shkruajmë më shumë konstante te rezultati, ndërsa 

drejtpërdrejt në fund do të shkruajmë vetëm një konstante. 

1  Zgjidhi integralet e pacaktuara:

Shembulli 2  Do t’i zgjidhim këto integrale të pacaktuara: 

 

Me shfrytëzimin e tabelës së integraleve themelore, si edhe të rregullave të integrimit do të kemi: 

a) 

в) Најпрво ќе направиме трансформација на подинтегралната функција, а потоа ќе го 
искористиме вториот табличен интеграл:

4 711 1 4 3 31 3 7 23 33 3 3 3 3
4 7 7 71
3 3

x xx xdx x x dx x dx x dx C C x C x x C
+

+
=  = = = + = + = + = +

+
    .

г) Ако ја презапишеме поинаку подинтегралната функција, ќе добиеме:

( ) ( ) ( )2 2 22 5 2 2 2 5 5 4 2 10 25

4 10 254 2 10 25 2
ln 4 ln10 ln 25

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

+ = +   + = +  + =

= + + = + + +

  

  
Поради поедноставно пишување, нема да запишуваме повеќе константи во разултатот, 
туку директно на крај ќе запишеме само една константа.

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )21 2 4x x dx+ + ;  б) 2(1 3 ) ( 1)x x dx−  + ;  в)
2 3 4 .x x dx

x
 − −
  
 


                   Ќе ги решиме следните неопределени интеграли:

а) 4 3
2

1x x x x dx
x

 − + + 
  ; б)

4 4

3

2x x dx
x

−+ +
 ;  в) 

3 1
1

x

x

e dx
e

+
+ .

Со користење на таблицата на основни интеграли, како и на правилата за интегрирање, ќе 
имаме:

а)

73
41 5 132

4 4 23 32
2

5
33 7

1
5 75 1
2 3

2 3 1 .
5 5 7

x x x xx x x x dx x x x x dx C
x

x x x C
x

−
−  − + + = − + + = − + + + =   −   

= − + − +

 

1
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2  Zgjidhi integralet e pacaktuara:

 Shembulli 3  Do t’i zgjidhim këto integrale e pacaktuar: 

a) Me shfrytëzimin e tabelës së integraleve themelor, si edhe rregullat për integrim, do të kemi:  
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б)
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3 3 3

4
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1ln .
4

x xx x x x xdx dx x dx x C
x x x x
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x

−− − −
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e ee x C e x C
e

+ − ++
= = − + = − + =

+ +

= − + + = − + +

     

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1 12 5
10

x x
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11 x xdx
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 − 
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**                  Ќе ги решиме следните интеграли:

а) ( )2 3sin cosx x x dx− + ;  б) 2tg x dx ; в) 1 cos 2
1 cos 2

x dx
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−
+

.

a) Со користење на таблицата со основните интеграли на интеграли решаваме:

( ) ( )
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2 3sin cos 2 3 sin cos 2 3 cos sin
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3cos sin .
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x x x C

− + = − + = − − + + =
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   
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2 2 2
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2 2 2 2
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cos cos cos cos
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x x x x
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= = = − = − = − +     

в) Со користење на таблицата со основните интеграли на интеграли решаваме:
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3   Zgjidhi integralet e pacaktuara:

 

Detyra për punë të pavarur: 
1.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar:    

2. Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

3. Metoda e zëvendësimit 

Për zgjidhjen e integralit të pacaktuar është e domosdoshme të zbatohen metoda të caktuara 

(teknika të integrimit). Integralet më të thjeshta zgjidhen nëpërmjet zbatimit të tabelës dhe vetive 

themelore, të cilat tani më i shqyrtuam, ndërsa ai integrim është i pamundshëm të zbatohet në të 

gjitha rastet. Njëra prej metodave themelore të cilat shfrytëzohen për zgjidhjen e integraleve të 

pacaktuara më të përbërë është metoda e zëvendësimit të ndryshores ose metoda e substituimit. 

Kjo metodë është për zëvendësimin e ndryshores x me ndryshore të re t, e cila do ta thjeshtësojë 

integralin fillestar duke vijuar tek integrali tabelar 

Metoda e zëvendësimit është dhënë me këtë teoremë: 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 cos 2 1 cos sin 2sin 1 cos
1 cos 2 1 cos sin 2cos cos

1 tg .
cos

x x x x xdx dx dx dx
x x x x x

dx dx x x C
x

− − + −
= = = =

+ + −

= − = − +

   

 

Реши ги неопределените интеграли:

a) 2 2

cos 2
cos sin

x dx
x x ; б) 2ctg xdx .

Задачи за самостојна работа: 

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ;  в) ( )21x
dx

x
+

 ;    г) x x x dx ;

д) dx
x

aa
x

x 







−

−

2cos
2 ;  ѓ) dx

xxx 







−+

43

321
; е) ( )322 x dx+ .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 1 sin 2x dx− ; б) 
− dx

x
x

2

3

sin
sin1

;  в) 2 2sin cos
dx
x x ;

г) 4sin 5cos ;
3
x x x dx − + 

  д) 2

1
sin cos 2

dx
x x+ ;

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:

3
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2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 cos 2 1 cos sin 2sin 1 cos
1 cos 2 1 cos sin 2cos cos

1 tg .
cos

x x x x xdx dx dx dx
x x x x x

dx dx x x C
x

− − + −
= = = =

+ + −

= − = − +

   

 

Реши ги неопределените интеграли:

a) 2 2

cos 2
cos sin

x dx
x x ; б) 2ctg xdx .

Задачи за самостојна работа: 

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ;  в) ( )21x
dx

x
+

 ;    г) x x x dx ;

д) dx
x

aa
x

x 







−

−

2cos
2 ;  ѓ) dx

xxx 







−+

43

321
; е) ( )322 x dx+ .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 1 sin 2x dx− ; б) 
− dx

x
x

2

3

sin
sin1

;  в) 2 2sin cos
dx
x x ;

г) 4sin 5cos ;
3
x x x dx − + 

  д) 2

1
sin cos 2

dx
x x+ ;

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:

3

251

b)

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 cos 2 1 cos sin 2sin 1 cos
1 cos 2 1 cos sin 2cos cos

1 tg .
cos

x x x x xdx dx dx dx
x x x x x

dx dx x x C
x

− − + −
= = = =

+ + −

= − = − +

   

 

Реши ги неопределените интеграли:

a) 2 2

cos 2
cos sin

x dx
x x ; б) 2ctg xdx .

Задачи за самостојна работа: 

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ;  в) ( )21x
dx

x
+

 ;    г) x x x dx ;

д) dx
x

aa
x

x 







−

−

2cos
2 ;  ѓ) dx

xxx 







−+

43

321
; е) ( )322 x dx+ .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 1 sin 2x dx− ; б) 
− dx

x
x

2

3

sin
sin1

;  в) 2 2sin cos
dx
x x ;

г) 4sin 5cos ;
3
x x x dx − + 

  д) 2

1
sin cos 2

dx
x x+ ;

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:
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b) c)

d) e)

ç)

dh)

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 cos 2 1 cos sin 2sin 1 cos
1 cos 2 1 cos sin 2cos cos

1 tg .
cos

x x x x xdx dx dx dx
x x x x x

dx dx x x C
x

− − + −
= = = =

+ + −

= − = − +

   

 

Реши ги неопределените интеграли:

a) 2 2

cos 2
cos sin

x dx
x x ; б) 2ctg xdx .

Задачи за самостојна работа: 

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )3 3
x

x dx+ ;  б) 
2 2 1x x dx

x
+ +

 ;  в) ( )21x
dx

x
+

 ;    г) x x x dx ;

д) dx
x

aa
x

x 







−

−

2cos
2 ;  ѓ) dx

xxx 







−+

43

321
; е) ( )322 x dx+ .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 1 sin 2x dx− ; б) 
− dx

x
x

2

3

sin
sin1

;  в) 2 2sin cos
dx
x x ;

г) 4sin 5cos ;
3
x x x dx − + 

  д) 2

1
sin cos 2

dx
x x+ ;

3. Метод на замена

За решавање на неопределени интеграли неопходно е да се применуваат одредени 
методи (техники на интегрирање). Наједноставните интеграли се решаваат преку примена 
на таблица и основни својства, која веќе ја разгледавме, но таа интеграција е невозможно 
да се примени во сите случаи. Еден од основните методи кои се користат за решавање на 
посложени неопределени интеграли е методот на замена на променливата со нова 
променлива или методот на супституција.

Овој метод се однесува на замена на променливата x со нова променлива t , која би го 
упростила почетниот интеграл сведувајќи го на табличен интеграл.

Методот на замена е даден во следната теорема:

3
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b) c)

ç) d)
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Teorema 1: Le të jetë f funksion integrabil në intervalin (a, b)  dhe le të jetë φ dhe le të jetë 

funksion diferenciabil që intervalin (α, β) e pasqyron në interval (a, b). Atëherë vlen 

∫f(x) dx = ∫f(φ(t))φ’(t) dt,  për x = φ(t).

Vërtetim: Funksioni f është funksion primitiv i funksionit f. Atëherë sipas përkufizimit do të vlen 

∫f(x) dx = f(x) + C, C ∈ , x ∈ (a, b). Do të përkufizojmë funksion Φ(t) = F(φ(t)), t ∈ (α, β)

Nëse e diferencojmë funksionin Φ do të fitojmë Φ’(t) = F’(φ(t))⋅φ’(t), t ∈ (α, β)

Prej këtu fitojmë se funksioni Φ është funksion primitiv i funksionit f(φ(t))φ’(t)

Kjo do të thotë se prej përkufizimit të integralit të pacaktuar do të kemi: 

∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C.

Nëse marrim parasysh se x = φ(t), atëherë; 

	 ∫f(x) dx = ∫f(φ(t))φ’(t) dt = Φ(t) + C = F(φ(t)) + C = f(x) + C� n

Me shfrytëzimin e metodës së zëvendësimit, pjesë prej funksionit nënintegral zëvendësohet me 

ndryshore të re. Patjetër të theksojmë se nuk ekziston rregull sipas të cilës do të bëhet zëvendësimi 

x = φ(t). Gjithashtu, diferenciali i funksionit të vjetër patjetër të shprehet nëpërmjet diferencialit 

të ndryshores së re. Qëllimi është të fitohen një ose më shumë integrale tabelare të cilët lehtë 

zgjidhen. Pas zgjidhjes së integralit, është e nevojshme të kthehemi te ndryshorja fillestare, duke 

shfrytëzuar zëvendësimin.

Do ta shqyrtojmë këtë shembull:  

Shembulli 1  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

a) Për zgjidhjen e këtij integrali mund ta shfrytëzojmë formulën e binomit dhe ta shkruajmë funksionin 

(5–2x)4 nënintegral në formën e zbërthyer. Por, kjo mënyrë merr më shumë kohë. Për këtë shkak 

do ta shfrytëzojmë metodën e zëvendësimit. 

Доказ:  Нека функцијата F е примитивна функција на функцијата f . Тогаш според 

дефиницијата ќе важи ( ) ( ) , ,f x dx F x C C= +  ( ),x a b . Ќе дефинираме функција

( ) ( )( ) ( ), ,t F t t   =  .

Ако ја диференцираме функцијата  ќе добиеме ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t F t t t      =   .

Оттука добиваме дека функцијата  е примитивна функција на функцијата ( )( ) ( )f t t  .

Тоа значи дека од дефиницијата на неопределениот интеграл ќе имаме:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .f t t dt t C F t C   =  + = +
Ако земеме предвид дека ( )x t= , тогаш:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .f x dx f t t dt t C F t C F x C  = =  + = + = +  ▄

Со користење на методот на замена, дел од подинтегралната функција се заменува со нова 
променлива. Мораме да нагласиме дека не постои правило според кое се прави смената 

( )x t= . Исто така диференцијалот на старата функција мора да се изрази преку
диференцијалот на новата променлива. Целта е да се добијат еден или повеќе таблични 
интеграли кои лесно се решаваат. После решавањето на интегралот, потребно е да се 
вратиме на почетната променлива, користејќи ја замената.

Ќе го разгледаме следниот пример:

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) ( )
4

5 2x dx− ;  б) 
( )32

dx
x − ;  в) 

1

2

xe dx
x ;  г) ln x dx

x
.

а) За решавање на овој интеграл можеме да ја искористиме биномната формула и да ја 

запишеме подинтегралната функција ( )45 2x− во развиен облик, а потоа да решаваме со 

Теорема 1: Нека f e интеграбилна функција на интервалот ( ),а b и нека  е

диференцијабилна функција која интервалот ( ),  го пресликува во интервалот

( ), .а b Тогаш важи:

( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt =  за ( )x t= .
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b) c)



253

Fusim zëvendësim t = 5 – 2x, prej ku dt = –2dx ose e shprehim diferencialin e funksionit me 

diferencialin e ndryshores së re do të kemi 

користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената 1ln ,t x dt dx
x

= = , добиваме:

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 ;     г)  xdxe x cossin ;    д) 3

cos .
sin

x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) sin a x dx ;  б) 
( )2cos 3 2
dx

x + ;  в) 5sin cosx x dx .

а) Со користење на смената ,t a x dt adx= = добиваме:

1 1 cossin sin cos axax dx t dt t C C
a a a

= = − + = − +  .

б) Од смената 3 2, 3t x dt dx= + =  се добива:

1
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Prej këtu, 

користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената 1ln ,t x dt dx
x

= = , добиваме:

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 ;     г)  xdxe x cossin ;    д) 3

cos .
sin

x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) sin a x dx ;  б) 
( )2cos 3 2
dx

x + ;  в) 5sin cosx x dx .

а) Со користење на смената ,t a x dt adx= = добиваме:

1 1 cossin sin cos axax dx t dt t C C
a a a

= = − + = − +  .

б) Од смената 3 2, 3t x dt dx= + =  се добива:

1
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b) Krejtësisht në mënyrë të ngjashme integrali i pacaktuar nën a) e shfrytëzojmë zëvendësimin 

t = x – 2, dt = dx

c) Te ky shembull në mënyrë të ngjashme të shembujve paraprak, e shfrytëzojmë zëvendësimin 

користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.

Воведуваме смена 5 2t x= − , од каде 2dt dx= − или ако го изразиме диференцијалот на 

функцијата сo диференцијалот на новата променлива ќе имаме: 
2
dtdx = − .

Оттука, ( ) ( )554 4 4 5 21 15 2
2 2 2 5 10

xdt tx dx t t dt C C
−− − = = − = −  + = − + 

    .

б) Сосема слично на решениот неопределен интеграл под а) ја користиме смената 
2,t x dt dx= − = .

( ) ( )

2
3

3 23 2

1 1
2 22 2 2

dx dt tt dt C C C
t tx x

−
−= = = + = − + = − +

−− −   .

в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:

1
1

2

x
t t xe dx e dt e C e C

x
= − = − + = − +  .

г) Со користење на смената 1ln ,t x dt dx
x

= = , добиваме:

2 2ln 1 lnln
2 2

x t xdx x dx tdt C C
x x

=  = = + = +   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 
5 4

dx
x + ; б) ( ) − dxx5 374 ; в)  +−

− dx
xx

x
22

1
2 ;     г)  xdxe x cossin ;    д) 3

cos .
sin

x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:

а) sin a x dx ;  б) 
( )2cos 3 2
dx

x + ;  в) 5sin cosx x dx .

а) Со користење на смената ,t a x dt adx= = добиваме:

1 1 cossin sin cos axax dx t dt t C C
a a a

= = − + = − +  .

б) Од смената 3 2, 3t x dt dx= + =  се добива:

1
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, prej ku kemi 

користење на таблични интеграли. Но, овој начин одзема повеќе време. Поради тоа ќе го 
искористиме методот на замена.
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2 2 2 5 10
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в) Во овој пример слично на претходните два примери, ја користиме смената 

2

1 1,t dt dx
x x

= = − , од каде добиваме:
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− dx
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22
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x dx
x

                  Да ги решиме неопределените интеграли:
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c) Prej zëvendësimit t = sin(x), dt = cos(x) kemi: 

2  Zgjidhi integralet e pacaktuar:

Shembulli 3  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar:  

a) Gjatë zgjidhjes së integralit e shfrytëzojmë zëvendësimin 

( ) ( )2 2

1 1 1tg tg 3 2
cos 3 2 3 cos 3 3

dx dt t C x C
x t

= = + = + +
+  .

в) Од смената sin , cost x dt xdx= =  се добива:

6 6
5 5 sinsin cos

6 6
t xx xdx t dt C C= = + = +  .

      Реши ги неопределените интеграли:

а) 3sin 6 cos6x xdx ; б) 2 3sin cosx xdx ;  в) tgxdx ;  г) 2 cos( )x xe e dx .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) 2

1 1ln
1 1

xdx
x x

+
− − ;  б) 

2
x

x

dx

e e+
 .

а) При решавање на интегралот ја користиме смената 1ln
1-

x t
x

+
= , од каде 2

1 1
1- 2

dx dt
x

= , со

што добиваме:

2
2

2

1 1 1 1 1 1ln ln
1 1 2 2 2 4 1

x t xdx tdt C C
x x x

+ +
= =  + = +

− − −  .

б) За решавање на овој интеграл ќе користиме два смени:

- со првата смена
2

22 2 21 2,  ,   ,
2

x x x
xe t e dx dt dx dt e e t

t
 

= = = = = 
 

интегралот се 

трансформира во:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2

2
2 2 2 2

2 2
1

1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1

x
x

dx dt dt
t tt t te e

t t t t t tdt dt dt t dt
t t t t t t t t t t t

−

= = =
+++

     + − + + −
= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:
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, prej ku 
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= = − = − = − =          + + + + +     

  

   

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 1 12 2 2 2 (*)

1 1 1 1
t tt dt t dt t dt dt

t t t t t t t t
− − −   +  = − + = − + = − + =        + + + +    

    ,

понатаму со користење на смената 1,s t ds dt= + =  за интегралот 
( )

1
1

dt
t+ , добиваме:

2
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prej ku duke u kthyer prapa me futjen e zëvendësimit, kemi: 

Vërejtje: Ndonjëherë është e nevojshme disa here të futet zëvendësim me ndryshore të re, që 

integrali sillet në tabelar.

Shembulli 4  Ta zgjidhim integralin e pacaktuar 

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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Së pari e shfrytëzojmë zëvendësimin ln x = t, prej ku 

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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, ndërsa pastaj edhe njëherë fusim 

zëvendësim t = ln t, prej ku 

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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Me këtë për integralin kemi:  

Detyra për punë të pavarur
 1. Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

 2. Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

3. Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

 4. Zgjidhi integralet e pacaktuar:

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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b) c)

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 

( )2

2

ln 1
.

1

x x
dx

x

+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2

sin 2
sin 3

x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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b) c)

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:

2 2 2 2

2

1(**) 2 ln ln 1 2 2ln 1
x x x x

x e e C e x e C
e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )

1
ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1

xdx

x x+ +
 ;  в) 

( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 
1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
x x ;  в) 
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2

ln 1
.

1

x x
dx
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+ +

+
4. Реши ги неопределените интеграли:

а) 3 3sin cosx x dx ;  б) 2
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x dx
x + ;  в) 5cos sinx x dx ; г) 1

sin
dx

x .
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b) c)

1

(*) 2 ln ln (**)
1

t t s C
− 

= − + + = − 
, 

од каде враќајќи се наназад во воведените смени, добиваме:
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x e e C e x e C
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− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 

.

Забелешка: Понекогаш е потребно неколку пати да се воведува замена со нова 
променлива, за да интегралот се сведе на табличен.

Да го решиме неопределениот интеграл 
( )
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ln ln ln

dx
x x x .

Прво ја користиме смената ln x t= , oд каде 1 dx dt
x

= , а потоа уште еднаш воведуваме 

смена ln t u= , од каде 1 dt du
t

= .

Со тоа за интегралот имаме:

( )
1 1 1 ln ln ln

ln ln ln ln

ln ln ln .

dx dt du u C t C
x x x t t u

x C

= = = + = + =

= +

  

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )232 13x x dx− ; б) ( )( )72 3 23 2 1 9x x x x x dx− + − + − ;  в) 
( )

2

2 3
3 10

x dx
x x

+
+ − .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) ( ) 52 33 9x x xdx− − ;  б) 
( ) ( )2 21 1
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( )

2

2
3 38 27

x dx
x +

 .
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1x

x

e dx
e x

+
+ ;   б) 5

1
ln

dx
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( )2

2

ln 1
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1

x x
dx

x

+ +

+
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sin 3

x dx
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b) c) ç)

1
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1

t t s C
− 

= − + + = − 
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e

− 
 = − − + + + = − − + + +
 
 
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4. Metoda e integrimit parcial

Metoda e zëvendësimit të ndryshores nuk është i mjaftueshëm që të njehsohen integralet 

e pacaktuar në klasën e gjerë të funksioneve. Shpesh funksioni nën integral është shkruar në 

formë të prodhimit të funksionit dhe diferencialit të funksionit tjetër, por poashtu nuk mund të futet 

zëvendësim të ndryshores për të sjellë integralin në tabelar. 

Për këtë shkak i qasemi metodës tjetër për zgjidhjen e integralit të pacaktuar, ndërsa ajo është 

metoda e integrimit parcial ose metoda e integrimi sipas pjesëve. 

Formula për integrimin parcial është dhënë në këtë teoremë:

Teorema 1: Nëse funksionet u(x) dhe v(x) janë funksione diferenciabile në intervalin (a, b), 
atëherë vlen formula për integrim parcial,

 

4. Метод на парцијална интеграција

Методот на замена на променливата не е доволен за да се пресметуваат неопределени 
интеграли на поширока класа од функции. Честопати подинтегралната функција е 
запишана во облик на производ на функција и диференцијал на друга функција, но притоа 
не може да се воведе замена на променливата за да се сведе интегралот на табличен.

Поради тоа пристапуваме кон друг метод за решавање на неопределени интеграли, а тоа 
е методот на парцијална интеграција или методот на интеграција по делови.

Формулата за парцијална интеграција е дадена во следната теорема:

Доказ. Нека ( ): ,F а b → e примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на интервалот 

( ),а b . Од дефиницијата на примитивна функција следува дека F e непрекината функција 

и за неa важи ( ) ( ) ( ) ( ), , \F x u x v x x a b A =  , каде ( ),А a b e дискретно подмножество. 

Поради диференцијабилноста на функциите ( )u x и ( )v x следува дека и функцијата

( ) ( )u x v x е непрекината на интервалот ( ),а b .

Оттука следува дека и функцијата ( ) ( ) ( ) ( )G x u x v x F x= − e непрекината на интервалот 

( ),а b . Ако ја диференцираме, добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G x u x v x u x v x u x v x u x v x    = + − =

Следува дека функцијата ( )G x е примитивна функција на функцијата ( ) ( )u x v x на 

интервалот ( ),а b и притоа важи:

( ) ( ) ( ) ( )F x u x v x G x= − .

Оттука се добива формулата ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .                            ▄

Формулата за парцијална интеграција можеме да ја запишеме и во обликот:

udv uv vdu= −  .

Изборот за функциите ( )u x и ( )v x не се врши според определени правила, туку 
интуитивно.

Теорема 1. Ако функциите ( )u x и ( )v x се диференцијабилни функции на интервалот 

( ),а b , тогаш важи формулата за парцијална интеграција 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x v x u x dx = −  .
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Vërtetim: Le të jetë F: (a, b) → , funksion primitiv i funksionit u(x)v’(x) në intervalin (a, b). 
Prej përkufizimit të funksionit primitiv vijon se funksioni f është i vijueshëm dhe për këtë vlen f ’(x) 
= u(x)v’(x), x ∈ (a, b) \ A, A ⊂ (a, b) është bashkësi diskrete. Për shkak të diferenciabilitetit të 

funksioneve  u(x) dhe v(x) vijon se edhe funksioni u(x)v(x) është i vijueshëm në intervalin (a, b):

Prej këtu vijon se edhe funksioni G(x) = u(x)v(x) – f(x) është i vijueshëm në intervali (a, b). Nëse 

e diferencojmë, kemi: 

G’(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’(x) – u(x)v’(x) = u’(x)v(x).

Vijon se funksioni G(x) është funksion primitiv i funksionit u’(x)v(x)  në intervalin (a, b) dhe poashtu 

vlen: 

 f(x) = u(x)v(x) – G(x).

Prej këtu fitohet formula: 
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Formulën për integrim parcial mund ta shkruajmë edhe në formën: 
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Zgjedhja për funksionet u(x) dhe v(x) nuk kryhet sipas rregullave të caktuara, ndërsa në mënyrë 

intuitive 
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Nëse zgjedhja për funksionet u(x) dhe v(x) është e gabuar, në vend që ta thjeshtësojë integralin, 

do ta bën më të ndërlikuar për zgjidhje në lidhje me fillestarin.

Shembulli 1  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

 a) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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       b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

Пример 1

Пример 2

1 

257

 

 

a) Për zgjidhjen e integralit do të shfrytëzojmë integrimin parcial në këtë mënyrë. 

Se si u do ta zgjedhim u = x. Me njehsim të derivatit të parë, d.m.th., diferencim kemi du = dx. 

Mbetja prej shprehjes nënintegral është e⁻ˣ dx, domethënë dv = e⁻ˣ dx.. Prej këtu me integrim kemi 

v = ∫e⁻ˣ dx = –e⁻ˣ . 

Me zëvendësim te formula për integrim parcial do të kemi: 

b) Për zgjidhjen e integralit do të shfrytëzojmë integrim parcial në këtë mënyrë: Se si do ta zgjedhim 

u = ln(x). Me njehsim të derivatit të parë, d.m.th., diferencim kemi 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:
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= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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. Mbetja prej shprehjes 

nënintegral është dv, domethënë dv = dx. Prej këtu me integrim kemi v = ∫dx = x 

Me zëvendësimin te formula për integrim parcial do të kemi: 

1
 
Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

   a) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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    b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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    c) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Shembulli 2  T’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

a)  

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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b) 

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Edhe të dy integralet do t’i zgjidhim me metodën e integrimit parcial: 

a) Nëse u = x, du = dx, dv = eˣ dx, v = ∫eˣ dx = eˣ me zëvendësim te formula për integrim parcial 

kemi:  

Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .
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Ако изборот за функциите ( )u x и ( )v x е погрешен, наместо да го упростува интегралот, ќе 
го прави посложен за решавање во однос на почетниот.

                   Да ги решиме неопределените интеграли:

а) xxe dx− ;  б) ln xdx .

a) За решавање на интегралот под а) ќе искористиме парцијална интеграција на следниов
начин:

Како u ќе го одбереме u x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме du dx= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи xdv e dx−= . Оттука со 

интегрирање добиваме x xv e dx e− −= = − .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

x x x x xxe dx xe e dx xe e C− − − − −= − + = − − +  .

б) За решавање на интегралот ќе искористиме парцијална интеграција на следниот начин: 
Како u ќе го одбереме lnu x= . Со пресметување на прв извод, т.е. диференцирање 

добиваме 1du dx
x

= . Остатокот од подинтегралниот израз е dv , значи dv dx= . Оттука со 

интегрирање добиваме v dx x= = .

Со замена во формулата за парцијална интеграција ќе имаме:

1ln ln ln lnxdx x x x dx x x dx x x x C
x

= −  = − = − +   .

Реши ги неопределените интеграли: 

а) 2 xx e dx ;    б) 2 lnx xdx ;   в) x

x dx
e .

                   Да ги решиме неопределените интеграли:
lnx xe dx+а) ;  б) ( ) ( )2 ln 1x x x dx+ + .

И двата интеграли ќе ги решиме со користење на методот на парцијална интеграција:

а) Ако u x du dx=  = , x x xdv e dx v e dx e=  = = со замена во формулата за парцијална

интеграција добиваме:

ln lnx x x x x x x x xe dx e e dx xe dx xe e dx xe e C+ = = = − = − +    .

Пример 1

Пример 2

1 
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b) Nëse tek integrali fillestar së pari e shfrytëzojmë metodën e zëvendësimit. Me zëvendësim 

x + 1 = t ⟹ dx = dt kemi: 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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Më tej me shfrytëzimin e metodës së integrimit parcial, për 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
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+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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⟹

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2
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1ln ln
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2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
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t
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x x
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   
− = − − − =   

   
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+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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 kemi 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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2  Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

a)  

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2

2
3 2

2
3 2

1ln ln
3 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1ln ln
6 3 2 6 9 4

2 1 3 1 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 3 1 1ln 1 1 1
6 9 4

1 2 1 1 1 1ln 1
6 9 12 6

t t t tt t tdt t dt
t

t t t tt t dt tdt t t t C

x x
x x x C

x x
x x x C

x x
x x x x

   
− = − − − =   

   
− −

= − + = − + + =

+ − +
= + − + + + + =

+  + −
= + − + + + + =

+  −
= + − − +

 

 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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      b) 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 3 2
2

3 2 3 2
2 3 2

3 2
3 2
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1ln ln
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 

.C+

Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2

1 1,
cos cos

u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2

sin
cos cos

x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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Shembulli 3  Do t’i zgjidhim integralet e pacaktuar: 

a) 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:
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Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .

б) Ако 2 2
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u x du dx dv dx v dx tg x
x x

=  = =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

2
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x xdx x tgx tgx dx x tgx dx
x x

= − = −   .
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      b)  

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t

=  = , 

( )
3 2

2

3 2
t tdv t t dt v= −  = − , добиваме:
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Реши ги неопределените интеграли:

а) ( )2ln 1x x dx− ;  б) xe dx .

                  Ќе ги решиме неопределените интеграли:

а) sinx x dx ;     б) 2cos
x dx

x ;  в) 3

cos
sin
x x dx

x .

Користиме методот на парцијална интеграција.

а) Ако , sin sin cosu x du dx dv x dx v x dx x=  = =  = = − со замена во формулата за

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos cos sinx x dx x x dx x x x C= − + = − + +  .
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    c) 

б)  Ако во почетниот интеграл најпрво го користиме методот на замена. Со смената
1x t dx dt+ =  = , добиваме: ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ln 1 1 1 ln lnx x x dx t t tdt t t tdt+ + = − + − = −   .

Понатаму со користење на методот на парцијална интеграција, за 1lnu t du dt
t
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Integrali i fundit zgjidhet me metodën e zëvendësimit. Me shfrytëzimin e zëvendësimit fitohet: Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Me zëvendësim te formula për integrim parcial kemi: 

3  Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

a) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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    b) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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     c) 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Vërejtje: Ndonjëherë është e nevojshme shfrytëzimi i metodës së integrimit parcial disa here, deri 

sa integrali sillet në integral tabelar. 

I atillë është shembulli: 

Shembulli 4  Ta zgjidhim integralin e pacaktuar 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Nëse me zëvendësim te formula për integrim parcial kemi: 

u = e^x⟹du = e^x dx, dv = sin(x)dx⟹v = ∫sin(x)dx = –cos(x)
Vërehet se është e nevojshme të zbatohet përsëri integrimi parcial. 

Nëse 

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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 me zëvendësim te formula për 

integrim parcial kemi: 

Te ky integral kemi situate ku integrali fillestar i njëjtë paraqitet edhe prej anës së djathtë, ndërsa 

me shenjë të kundërt d.m.th.,

Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.
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Последниот интеграл се решава со метод на замена. Со користење на смената 
cos sint x dt xdx=  = − се добива:

2

sin 1 tg ln tg ln cos
cos cos

x xdx x tgx dx x tgx dt x x t C x x x C
x x t

= − = + = + + = + +   .

в) Ја спроведуваме истата постапка како и кај претходните два интеграли т.е.

3 3

cos cos,
sin sin

x xu x du dx dv dx v dx
x x

=  = =  =  . Забележуваме дека последниот интеграл 

се решава со смена. Затоа со користење на смената sin cost x dt xdx=  = се добива: 

3
3 2

cos 1
sin 2sin

xv dx t dt
x x

−= = = −  . Со замена во формулата за парцијална интеграција 

добиваме:

3 2 2 2

cos 1 1 1 ctg
sin 2sin 2 sin 2 sin
x x x xdx dx x C

x x x x
 = − + =− + + 
   .

Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 sinx xdx ; б) 2sin
x dx

x ; в) ( )2 5 6 cosx x xdx+ + .

Забелешка: Понекогаш е потребно користење на методот на парцијална интеграција 
неколку пати, додека интегралот се сведе на табличен интеграл.

Таков е и следниот пример:

                   Да го решиме неопределениот интеграл sinxe xdx− .

Ако , sin sin cosx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = − со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx− − −= − − 
Се забележува дека е потребно да се примени повторно парцијална интеграција. 

Ако , cos cos sinx xu e du e dx dv x dx v x dx x− −=  = − =  = = со замена во формулата за 

парцијална интеграција добиваме:

( )
sin cos cos

cos sin sin

cos sin sin .

x x x

x x x

x x x

e xdx e x e xdx

e x e x e xdx

e x e x e xdx

− − −

− − −

− − −

= − − =

= − − + =

= − − −

 



Кај овој интеграл имаме ситуација каде истиот почетен интеграл се појавува и од десната 
страна, но со спротивен знак т.е.

3

Пример 4
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Nëse te barazimi i integralit të pacaktuar prej anës së djathtë e hedhim prej anës së majtë, kemi: 4. 

4  Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

            a)  

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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  c) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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Detyra për punë të pavarur 
1.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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2.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar: 

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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3.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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4.	 Zgjidhi integralet e pacaktuar:

	 a) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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     b) 

sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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sin cos sin sin .x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − − 
Ако во равенството неопределениот интеграл од десната страна го префрлиме од левата
страна, се добива:

( )

2 sin cos sin   

sin cos sin .
2

x x x

x
x

e xdx e x e x C

ee xdx x x C

− − −

−
−

= − + +

= − + +





Реши ги неопределените интеграли:

а) cosxe xdx ;  б) ( )cos ln x dx ;  в) 2 sin 3xe xdx .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2 xx e dx− ;  б) 
23 xx e dx− .

2. Реши ги неопределените интеграли:

а) 2lnx xdx ;  б) 
2ln x dx

x
 
 
  .

3. Реши ги неопределените интеграли:

а) 4 cosx xdx ;  б)
2 1ln

1
xx dx
x

−
+ .

4. Реши ги неопределените интеграли:
а) 2 cos 2xe xdx ; б) cosxe xdx .

4
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5. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 

1.	 Të zgjidhen integralet e pacaktuar:  

2. Të zgjidhen integralet e pacaktuar: 

3. Të zgjidhen integralet e pacaktuar:  

4. Të zgjidhen integralet e pacaktuar:  

5. Të zgjidhen integralet e pacaktuar:   

5. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Да се решат неопределените интеграли:

а) 34 x dx б) 5
2 dx
x в) ( )333 x dx+

г)
3 2

4

2 1x x dx
x

− +
 д) 2

11 x x dx
x

 − 
  ѓ) 

3

2
2

1
x x dx

x
+ −
+ .

2. Да се решат неопределените интеграли:

а) 3 4x dx− б) 
( )

5
25 2

dx

x −
 в) 22 3

dx
x+

г)
2

4

1
5

x dx
x
−
+ д) 2 3

1
x dx

x
−
− ѓ) 2ctg x dx .

3. Да се решат неопределените интеграли:

а) 
( )221

xdx

x+
 б) ( )2 5 33 9x x xdx− − в) 45

x dx
x+ г) 

2
x

x

dx

e e+


д) 2
1 1ln

1 1
xdx

x x
+

− − ѓ) ctgxdx е) 5 4cos sinx xdx ж) 1
sin

dx
x .

4. Да се решат неопре делените интеграли:

а) 
3

3
x dx

x + б)
( )

2

1001
x dx
x−

в) sin 2 cos 3 sin 3
6 4

x x x dx    − +   
    г) 3tg x dx .

5. Да се решат интегралите:
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Njësia modulare 6 – Integrali i caktuar 
(për të gjitha drejtimet)
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1. Koncepti për integral të caktuar 

Koncepti integral i caktuar është koncept fundamental në matematikë dhe shkencat e tjera 
teknike. Së pari të vërejmë cili problem dhe cila ide ka sjellë deri te koncepti integral. Duhet të 
theksojmë se metoda për njehsimin e integralit ekziston shumë para metodave për njehsimin 
diferencial. Dihet se matematikani antik Arkimedi në shekullin III p.e.r. e ka shfrytëzuar metodën për 
njehsimin e integraleve. Ai e ka pasur të ditur se parabola e ndan sipërfaqen e drejtkëndëshit kulmet 
e të cilit janë ta parabola, ndërsa dy të tjerët shtrihen te boshti x, në dy sipërfaqe që qëndrojnë 2 : 
1. Thelbësore deri te koncepti i integralit, ka ndikuar problem për caktimin e syprinës së trapezit të 
lakuar. Së pari do ta paraqesim idenë, përkatësisht metodën deri tek e cila kanë ardhur pavarësisht 
njëri nga tjetri matematikani i madh gjerman Lajbnic dhe matematikani anglez Njutoni të cilët kanë 
jetuar në gjysmën e dytë të shekullit XVII dhe gjysmës së parë të shekullit XVIII. Përkufizimi të cilin 
do ta japim e ka dhënë matematikani gjerman Riman në shekullin XIx, ndërsa shenjën të cilën do 
ta shfrytëzojmë e ka futur matematikani francez Furie në shekullin XIX. 

Me trapez të lakuar e nënkuptojmë pjesën prej rrafshit i cili gjendet ndërmjet boshtit x, grafiku 
i dhënë i funksionit jonegativ y = f(x), x ∈ [a, b]  dhe drejtëzave x = a dhe x = b dhe të cilat janë 
paralele me boshtin y. Detyra jonë është ta caktojmë syprinën e trapezit të lakuar (figura 1). Ideja 
është ta ndajmë intervalin [a, b] në shumë nënintervale, me të cilat sipërfaqen e trapezit të lakuar 
do ta ndajmë në drejtkëndësha, me të cilët përafërsisht do ta njehsojmë syprinën e trapezit të 
lakuar. 

Figura 1

Përkufizimi 1: Me ndarje të segmentit [a, b] nënkuptojmë bashkësi të fundshme prej pikave 
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1. Поим за определен интеграл

Поимот определен интеграл е фундаментален поим во математиката и останатите 
технички науки. Прво да видиме кој проблем и која идеја довеле до поимот интеграл. Треба 
да нагласиме дека методот за пресметување интеграли постои многу пред методите за 
дифренцијално пресметување. Познато е дека античкиот математичар Архимед во 3 век 
пр. н. е. го користел методот за пресметување на интеграли. Нему му било познато дека
параболата ја дели површината на правоаголникот чии две темиња се на параболата а 
другите две темиња лежат на - оската, на две површини кои се однесуваат 2 : 1. 
Суштински до поимот на интеграл, довел проблемот за одредување на плоштина на 
криволиниски трапез. Прво ќе ја претставиме идејата, односно методот до кој дошле 
независно еден од друг големиот германски математичар Лајбниц и англискиот 
математичар Њутн кои живееле во втората половина на XVII и првата половина на XVIII 
век. Дефиницијата која ќе ја дадеме ја дал германскиот математичар Риман во XIX век, а 
ознаката што ќе ја користиме ја вовел францускиот математичар Фурие во XIX век. 

Под криволиниски  трапез  го подразбираме делот од рамнината кој се наоѓа помеѓу 
х - оската, графикот на дадена ненегативна функција ( )  , ,y f x x a b=  правите x а= и

x b= кои се паралелни со y - оската. Наша задача е да ја одредиме плоштината на 
криволинискиот трапез (слика 1). Идејата е да го поделиме интервалот  ,a b на повеќе
подинтервали, со што површината на криволинискиот трапез ќе ја поделиме на 
правоаголници, со кои приближно ќе ја пресметаме плоштината на криволинискиот трапез.

A
B

y f x= ( )

a b

x a= x b= 

0
Слика 1

Дефиниција 1: Под поделба на сегменот подразбираме конечно множество од

точки , ,..., ,n nx x x x−0 1 1 така што 

... n na x x x x b−=     =0 1 1 .
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Domethënë këtë segment e ndajmë në numër të fundshëm të segmenteve. T’i shqyrtojmë pikat  Значи овој сегмент го делиме на конечен број сегменти. Да ги разгледаме точките

, , , , , , , , , ,a x x x x x x x x x x b= =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (слика 2)

Слика 2

Со 
ix i ix x − = − 1 ја означуваме должината на i -от сегмент.  Значи ова се должините на сите 

сегменти. И го воведуваме поимот дијаметар на поделба што е еднаков на најголемата 
должина на некој потсегмент т.е. ( ) max

ixi n
d P

 
= 

1
.

Следно, ќе покажеме дека една поделба на сегмент P1 е пофина од поделбата P 2 ако

важи P P2 1, т.е. поделбата P1 содржи поголем број точки, од поделбата P2 .  Ова значи

дека ако воведеме уште некоја точка на пример нека тоа биде точката x4 помеѓу точките
x3 и x4 тогаш новата поделба ќе биде пофина од претходната поделба. (слика 3).

Слика 3

Значи поделбата е пофина доколку содржи повеќе точки од некоја друга поделба.  Сега во 
секој од овие сегменти ќе избереме по една точка: ( ),i i ix x − 1 . Во нашиот пример тоа се

точките ,  1 2 9 (слика 4). Во овие точки ќе ја пресметаме вредноста на функцијата 

( )i iy f = . Бидејќи функцијата f е непрекината во секоја точка од интервалот  ,a b ,

постои ( )if  . Значи ( ) ( ),y f y f = =1 1 9 9 и ќе ги означиме овие вредности на графикот 
на функцијата (слика 4).
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Figura 4 
Tani për çdo segment do të konstruktojmë drejtkëndësh me brinjë ξᵢ dhe f(ξᵢ) Te Shembulli jonë do 

të konstruktojmë nëntë drejtkëndësha të këtillë (figura 5).

Figura 5 
Kemi se gjatësia e drejtkëndëshit është e barabartë me gjatësinë e segmentit përkatës, ndërsa 

gjerësia e drejtkëndëshit është e barabartë me vlerën e funksionit në pikat ξᵢ . Drejtkëndëshat t’i 

shënojmë me Πi. Është e qartë se syprina e çdo drejtkëndëshi do të jetë e barabartë me:

Shuma e syprinave e të gjitha këtyre drejtkëndëshave mund të shkruhet në këtë mënyrë: 

Është e qartë se kjo syprinë varet prej zgjedhjes së pikave ξᵢ. Nëse zhvendosim ndonjërën prej 

pikave ξᵢ atëherë do të ndryshojë edhe syprina e drejtkëndëshit përkatës. Por atë që duhet ta 

vërtetojmë është se syprina e këtij trapeze të lakuar është përafërsisht i barabartë me shumën e 

syprinave të drejtkëndëshave. 

Слика 4

Сега за секој сегмент ќе конструираме правоаголник со страни i и ( ).if  Во нашиот 
пример ќе конструираме девет вакви правоаголници (слика 5).

Слика 5

Имаме дека должината на правоаголникот е еднаква на должината на соодветниот
сегмент, а ширината на правоаголникот е еднаква на вредноста на функцијата во точките 

i . Правоаголниците да ги означиме со iП . Јасно е дека плоштината на секој правоаголник
ќе биде еднаква на:

( ) ( )
ii i xP П f =  .

Збирот од плоштината на сите овие правоаголници може да се запише на следниот начин:

( ) ( ) ( ) ( )
nx x n xP S f f f  =  +  + + 

1 21 2

( ) ( )
ii x

i
P S f 

=

= 
9

1
.

Јасно е дека оваа плоштина зависи од изборот на точките i . Ако поместиме некоја од 

точките i тогаш ќе се промени и плоштината на соодветниот правоаголник. Но она што 
можеме да го тврдиме е дека плоштината на овој криволиниски трапез е приближно 
еднаква на збирот од плоштините на правоаголниците. 
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Të vërejmë çka do të ndodhë nëse tani e shtojmë pikën x’₄ dhe në intervalin prej x3 deri te x’₄ 
zgjedhim pika ξ4 dhe në këtë pikë do ta caktojmë edhe vlerën e funksionit y’₄ . Tani për segmentin 

x3 prej deri te x’₄  do të konstruktojmë drejtkëndësh. Në vend të drejtkëndëshit te segmenti x3 deri te 

x’₄   do të kemi dy drejtkëndësha prej x3 deri te x’₄   dhe prej x₄ deri te x’₄   (figura 6)

Figura 6 
Të vërejmë çka mund të përfundohet nëse te ndarja ekzistuese fusim edhe një pikë. Së pari mund të 

vërejmë se shuma e syprinave e të gjithë drejtkëndëshave ka vlerë më të përafërt (më të saktë) me 

vlerën e syprinës së trapezit të lakuar. Tjetër çka mund të përfundohet është se diametri i ndarjes 

së re (ndarje më e mirë) është më e vogël ose e barabartë me diametrin e ndarjes paraprake. Me 

fjalë të tjera sa më shumë pika fusim te ndarja gjatësia maksimale e segmenteve është aq më 

e vogël dhe e vogël, ndërsa syprina e të gjithë drejtkëndëshave është më afër deri te syprina e 

trapezit të lakuar.

Në mënyrë intuitive tani është e qartë, se sado që diametrik i ndarjes është më i vogël, d.m.th., 

nëse diametrik i ndarjes tenton kah zero atëherë shuma e syprinave të këtyre drejtkëndëshave do 

të afrohet në mënyrë arbitrare afër deri te syprina e trapezit të lakuar. Kjo na çon deri te përkufizimi.

Përkufizimi 2: Le të jetë funksioni i dhënë f: [a, b] → , le ë jetë P çfarëdo ndarje e segmentit 

[a, b] dhe le të jenë ξᵢ çfarëdo pika të zgjedhura, nga njëra prej çdo nënsegmenti. Shuma 

Да видиме што ќе се случи ако пак ја додадеме точката x4 и на интервалот од x3 до x4
избереме точка '4 и во оваа точка ќе ја одредиме и вредноста на функцијата y4 . Сега за

сегментот од x3 до x4 ќе конструираме правоаголник. Наместо правоаголникот на

сегментот x3 до x4 ќе имаме два правоаголника од x3 до x4 и од x4 до x4 .
(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент,
сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f  за дадена поделба P и избор 

на точки i .
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quhet shuma e integralit të Rimanit për funksionin f për ndarjen e dhënë P dhe zgjedhja e 

pikave ξᵢ. 
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избереме точка '4 и во оваа точка ќе ја одредиме и вредноста на функцијата y4 . Сега за

сегментот од x3 до x4 ќе конструираме правоаголник. Наместо правоаголникот на

сегментот x3 до x4 ќе имаме два правоаголника од x3 до x4 и од x4 до x4 .
(слика 6)

Слика 6

Да видиме што може да заклучиме  ако во постоечката поделба вметнеме уште една точка. 
Најправо можеме да забележиме дека збирот од плоштините на сите овие правоаголници 
има поблиска (поточна) вредност со вредноста на плоштината на криволинискиот трапез. 
Друго што може да се заклучи е дека дијаметарот на новата поделба (пофината поделба) 
е помал или еднаков на дијаметарот на претходната поделба. Со други зборови колку 
повеќе точки вметнуваме во поделбата максималната должина на сегментите е сè помала 
и помала, но плоштината од сите правоаголници е сè поблиска до плоштината на 
криволинискиот трапез. Интуитивно сега е јасно, дека колку што дијаметарот на поделбата 
е помал, т.е. ако дијаметарот на поделбата тежи кон нула тогаш збирот од плоштината на 
овие правоаголници ќе се приближи произволно блиску до плоштината на криволинискиот 
трапез. Тоа не води до следната дефиниција.

Сега со следнава дефиниција ќе го дефинираме и определнеиот интеграл.

Дефиниција 2: Нека е дадена функција  : ,f a b → , нека P е произволна поделба на 

сегментот и нека i се произволно избрани точки, по една од секој подсегмент,
сумата 

( ) ( )
i

n

i x
i

f f 
=

= 
1

се нарекува Риманова интегрална сума за функцијата f  за дадена поделба P и избор 

на точки i .
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Përkufizimi 3: Funksioni f: [a, b] →  është integrabile në kuptimin e Rimanit, në segmentin 

[a, b] nëse ekziston numër real ashtu që të vlen: 

 

 =y
интервалот 

( )g x

ќе го поделиме на 

0)( =
a

a

dxxf

( )  +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  ,

овие точки се нарекуваат делбени точки.

                         Нека ја разгледамне функцијата ( ) ( )f x g x + , Ако аргументот x на функцијата

Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
трапез, но има и други примени во техниката и инженерството. Многу е важно да знаеме 
дека интеграл всушност е збир од бесконечно многу собироци. Оттука и ознаката за 
интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
на интеграбилните функции и определените интеграли:

Пример 1 

Дефиниција 3: Функцијата  : ,f a b → е интеграбилна во Риманова смисла, на 

сегментот ако постои реален број I така што важи:

( )
( )

( )
( )lim lim

i

n

i xd P d P i
f f I 

→ →
=

=  =0 0 1

( )( )( )( ( )iP     0 0
Бројот 

I

го означуваме со:

( )
b

a

I f x dx= 

и означува определен интеграл од функцијата ( )f x од граница а до граница b .

Границата а ја нарекуваме долна граница на интегралот, додека граница b
горна граница на интегралот. Функцијата ( )f x се нарекува подинтегрална функција,
додека dx е диференцијал на непознатата x , односно ја означува должината на 
потсегментите во поделбата P .

Теорема 1: Нека функциите ( )f x и ( )g x се интеграбилни функции на интервалот  ,а b и

нека ,   . Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:

(1) ;

(2) ;

(3) ;

(4) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b= +    .

 −=
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( )  +=+
b
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b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 
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përkatësisht nëse vlen: 
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Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
трапез, но има и други примени во техниката и инженерството. Многу е важно да знаеме 
дека интеграл всушност е збир од бесконечно многу собироци. Оттука и ознаката за 
интеграл е „издолжено S “ што всушност означува сума.  Да заклучиме, определен 
интеграл е гранична вредност на сума од бесконечно многу собироци. 

Во продолжение ќе наведеме теорема без да ја докажуваме, која се однесува на својствата
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сегментот  ,a b ако постои реален број I така што важи:
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нека ,   . Tогаш функцијата ( ) ( )f x g x + e интеграбилна на интервалот  ,а b и
важат следните својства:
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Numrin I e shënojmë me 
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dhe paraqet integral i caktuar prej funksionit prej kufirit a deri te kufiri b. 

Kufirin a e quajmë kufiri i poshtëm i integralit, derisa b kufiri i lartë i integralit. Funksioni 

F(x) quhet funksioni nënintegral, derisa dx është diferencial i të panjohurës x, përkatësisht e 

paraqet gjatësinë e nënsegmenteve te ndarja P.

Integrali i caktuar në realitet shërben për njehsimin e syprinës së trapezit të lakuar, ndërsa ka 

edhe zbatime të tjera në teknikë dhe inxhineri. Është shumë e rëndësishme të dimë se integrali në 

realitet është shuma prej shumë mbledhësve të pafundshëm. Prej këtu edhe shënimi për integral 

është “i zgjatur S“ që në realitet paraqet shumë. Të përfundojmë, integrali i caktuar është vlera 

kufitare e shumës prej shumë mbledhësve të pafundshëm. 

Në vazhdim do të përmendim teoremë pa e vërtetuar, e cila është vetia e funksioneve integrabile 

dhe integraleve të caktuar:

Teorema 1: Funksionet  f(x) dhe g(x) janë funksione integrabile në intervalin [a, b] dhe le të jetë 

α, β ∈ . Atëherë funksioni αf(x) + βg(x) është integrabil në intervalin [a, b] dhe vlejnë këto veti:
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овие точки се нарекуваат делбени точки.
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Определениот интеграл всушност служи за пресметување на плоштина на криволиниски 
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на интеграбилните функции и определените интеграли:

Пример 1 
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Teorema e fundit vërtetohet thjesht me zbatimin direkt të përkufizimit për integral të caktuar 

Shembulli 1  Ta njehsojmë integralin 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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n n n
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1

0
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и lim
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=
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i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) ( ) .
n n

i i

n ni n nf
n n n n n


− −

= =

++ + + + +
=  = = = 

1 1

2 2
0 0

11 1 1 2 1
2 2

    Пр   и  м   ер      1

    Пр   и  м   ер      2

268

Funksioni f(x) = 1  është i vijueshëm në intervalin [0, 1], prej ku vijon se 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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 ekziston. Për të 

njehsuar integralin mund ta zgjedhim këtë ndarje 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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. Gjatësia e çdonjërit prej segmenteve, për shembull është 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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 dhe 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1
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постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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. 

Pikat ξᵢ i zgjedhim të jenë të barabarta me vlerën e kufirit të djathtë të segmenteve, për shembull 

për segmentin i zgjedhim 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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0
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Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) .
n

i
f

n


−

=

=  =
1

0

11 1

Бидејќи ( )lim ,
n

f
→

=1 можеме да заклучиме дека .dx =
1

0

1

Да го пресметаме интегралот xdx
1

0

.

Функцијата  ( )f x x= е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека xdx
1

0

постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:

: , , , , ,nP
n n n

−1 2 10 1. Должината на секој од сегментите е 
n
1

и lim
n n→

=
1 0 . Точките i ги 

избираме да бидат еднакви на вредноста на десната граница на сегмените, на пример за 

i - от сегмент ,i i
n n

+ 
  

1
бираме , , , .i

i i n
n

 +
= = −

1 0 1 1 За соодветните суми  добиваме:

( ) ( ) .
n n

i i

n ni n nf
n n n n n


− −

= =

++ + + + +
=  = = = 

1 1

2 2
0 0

11 1 1 2 1
2 2

    Пр   и  м   ер      1

    Пр   и  м   ер      2

268

. Për shumat përkatëse 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
1

0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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 kemi: 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
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постои. 
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Pasi 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.

Да го пресметаме интегралот dx
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0

.

Функцијата  ( )f x =1 е непрекината на интервалот  ,0 1 , од каде следува дека dx
1
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постои. 

За да го пресметаме интегралот можеме да ја избереме следнава поделба:
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 mund të përfundojmë se 

Последната теорема се докажува едноставно со директна примена на дефиницијата за 
определен интеграл.
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 se ekziston. 
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. Gjatësia e çdo segmenti prej segmenteve është 
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. Pikat 
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 Për shumat përkatëse kemi:
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Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

2. Основна теорема на интегрално сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот . Исто така кажавме дека под 

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).
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269

 

Prej ku mund të përfundojmë se 

Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
n


→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

2. Основна теорема на интегрално сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот . Исто така кажавме дека под 

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека

е непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

269

 

Njehsimi i integralit të caktuar sipas përkufizimit mund të jetë më e komplikuar. 

Te mësimi i ardhshëm do të jepet formula e Njuton-Lajbnicit që e lehtëson njehsimin e integralit të 

caktuar. 

2. Teorema themelore e njehsimit integral 

Këtu do ta shqyrtojmë teoremën themelore të njehsimit integral të njohur edhe si formula e Njuton-

Lajbnicit. Do t’i shqyrtojmë edhe vetitë e integralit të caktuar. 

Kur e përkufizuam integralin e caktuar supozuam se është dhënë funksioni f(x) që është i vijueshëm 

dhe jonegativ në intervalin [a, b]. Gjithashtu treguam se me integral të caktuar e kuptojmë syprinën 

e trapezit të lakuar, i cili është caktuar me grafikun e funksionit f(x) boshti x dhe drejtëzat x = a 

dhe x = b  (figura 7).

Figura 7 
Sipas përkufizimit integrali paraqet shumë prej më tepër syprinave të vogla të pafundshme të 

drejtkëndëshave:   

Për x ∈ [a, b] le ta përkufizojmë funksionin 

Бидејќи: ( )lim lim .
n n

f
n


→ →

 = + = 
 

1 1 11
2 2

Од каде можеме да заклучиме дека .xdx =
1

0

1
2

Пресметувањето на определениот интеграл по дефиниција може да биде комплицирано. 

Во следната лекција ќе биде дадена Њутн-Лајбницова формула што го олеснува 

пресметувањето на определениот интеграл.

2. Основна теорема на интегрално сметање

Овде ќе ја разгледаме основната теорема на интегрално сметање позната и како Њутн-
Лајбницова формула. Ќе ги разгледаме и својствата на определениот интеграл.

Кога го дефиниравме определениот интеграл претпоставивме дека е дадена функција 
( )f x која е непрекината и ненегативна на интервалот . Исто така кажавме дека под 

определен интеграл ја подразбираме плоштината на криволинискиот трапез, кој е одреден 
со графикот на функцијата ( )f x , x - оската и правите x а= и x b= (слика 7).

Слика 7

По дефиниција интегралот претставува сума од бесконечно многу мали плоштини на
правоаголници:

( )
( )

( ) ( )lim lim
bn

i in d Pi a

I f x f f x dx 
→ →

=

=  = = 01
.

Нека за  ,x a b , ја дефинираме функцијата ( ) ( )
x

a

F x f t dt=  . За оваа функција важи дека

е непрекината на интервалот  ,a b и е примитивна функција на функцијата ( )f x на 

269

. Për këtë funksion vlen se është i 

vijueshëm në intervalin [a, b] dhe është funksion primitiv f(x) i funksionit në intervalin [a, b]. 
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Kjo do të thotë se funksioni mund të jetë përkufizuar edhe si 

интервалот . Тоа значи дека функцијата ( )F x може да биде дефинирана и како 

( ) ( )
x

a

F x f t dt C= + , каде C e произволна константа.

Последното равенство значи дека определениот интеграл со граници од а до x од 
функцијата ( )f t (оваа функција е иста со ( )f x само со друга ознака на променливата) е

функција која ја мери плоштината на овој криволиниски трапез кога  ,x а b (слика 8).

Слика 8

Со F е определена плоштината на дел од криволинскиот трапез кога  ,x а b .  Јасно се 
гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
намалуваме ќе се намалува и плоштината F (слика 9).

Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
вредноста на константата C .  За таа цел ќе ставиме x a= и добиваме:

( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a

f t dt ќе биде еднаков на 0, бидејќи наместо криволиниски 

трапез ќе имаме отсечка (слика 10).
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, ku konstanta C 

është e çfarëdoshme

Barazimi i fundit do të thotë se integrali i caktuar prej a deri te x funksioni f(t) (ky funksion është i 

njëjtë f(x) vetëm me tjetër shënim të ndryshores) është funksion i cili e mat syprinën e këtij trapezit 

të lakuar kur x ∈ [a, b] (figura 8). 

Figura 8 
Me f është caktuar syprina e pjesës prej trapezit të lakuar kur x ∈ [a, b. Qartë vërehet derisa 

x e zmadhojmë do të zmadhohet edhe syprina F, nëse x e zvogëlojmë do të zvogëlohet edhe 

syprina f (figura 9).

Figura 9 
Prej këtu mund të përfundojmë se funksioni  f(x) është rritës. Ngel ta caktojmë vlerën e konstantes 

C. Për këtë qëllim do të vendojmë x = a edhe fitojmë: 

 
Është e qartë se integrali 
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 do të jetë i barabartë me 0, pasi në vend të trapezit të lakuar do 

të kemi segment (figura 10).
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гледа дека доколку x го зголемуваме ќе се зголемува и плоштината F , ако x го 
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Слика 9

Од овде можеме да заклучиме дека функцијата ( )F x е растечка.  Останува да ја одредиме
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( ) ( )
a

a

F a f t dt C C C= + = + = 0 .

Јасно е дека ќе интегралот ( )
a

a
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Figura 10 
Nga ana tjetër, nëse vendojmë se x = b, kemi se:  

që do të thotë se syprina f do të jetë e barabartë me syprinën e gjithë trapezit të lakuar S (figura 7). 

Nëse zëvendësojmë se C = F(a) kemi 

Formula e fundit është e njohur si formula e Njuton-Lajbnicit. Me këtë e vërtetuam këtë teoremë.

Teorema 1: (Teorema e Njuton-Lajbnicit) Nëse funksioni f është i vijueshëm në intervalin [a, b]  

dhe nëse f është çfarëdo funksion i tij primitiv, atëherë vlen barazimi: 

                                                       

Слика 10

Од друга страна ако ставиме дека x b= , добиваме дека:
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што значи дека плоштината F ќе биде еднаква на плоштината на целиот криволински 
трапез S (слика 7). Ако замениме дека ( )C F a= добиваме:

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx F b F a= = − .

Последната формула е позната како Њутн-Лајбницова формула. Со тоа ја докажавме 
следната теорема.

Оваа теорема се нарекува основна теорема на интегрално сметање, а равенството (1)
основно правило на интегрално сметање или Њутн-Лајбницова формула.

Њутн-Лајбницовата формула ја дава врската помеѓу неопределен и определен 
интеграл и со ова во голема мера се олеснува пресметувањето на  определениот интеграл. 
За да го пресметаме определениот интеграл на функцијата f на интервалот доволно
е да најдеме една нејзина примитивна функција F и да го пресметаме нејзиното 
нараснување на сегментот .  Значи пресметувањето на определен интеграл го
сведуваме на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со 
пресметувањето на неопределениот интеграл. 

                   Да пресметаме  , , ,
b

n

a

x dx n a b  0 .Пример 1

Теорема 1: (Њутн-Лајбницова теорема) Ако функцијата f е непрекината на 
интервалот и ако F е која било нејзина примитивна функција, тогаш важи
равенството:
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b

a

f x dx F b F a= − (1)
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Kjo teoremë quhet teorema themelore e njehsimit integral, ndërsa barazimi (1) rregulla 
themelore e njehsimit të integrimit ose formula e Njuton-Lajbnicit. 
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gjetjen e ndonjë funksioni primitiv që është ekuivalente me njehsimin e integralit të pacaktuar
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Do të shqyrtojmë dy raste: 

Kur n ≠ –1, në këtë rast 

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1

    Пр   и  м   ер      2
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, funksioni 
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1

    Пр   и  м   ер      2
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 është primitiv për funksionin xn pra kemi

Për n = –1, kemi 
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, pasi për 
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а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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 kemi: x > 0 

1
 
Njehso integralin e caktuar 

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .

1
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Shembulli 2  T’i zgjidhim integralet e caktuara:

Për zgjidhjen e integraleve të caktuar do ta shfrytëzojmë formulën e Njuton-Lajbnicit. 
b) Me zgjidhjen e integralit përkatës së pacaktuar kemi:  

Prej këtu për integralin e caktuar do të kemi: 

b) Së pari e zgjidhim integralin përkatës së pacaktuar

Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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Ќе разгледаме два случаи:

Кога n  −1, во овој случај 
n

n xx dx C
n

+

= +
+

1

1
, функцијата 

nx
n

+

+

1

1
е примитивна функција за 

функцијата nx па добиваме:

( ).
bb n n n

n n n

a a

x b ax dx b a
n n n n

+ + +
+ += = − = −

+ + + +
1 1 1

1 11
1 1 1 1

За n = −1,  добиваме 
b

a

dx
x , бидејќи lndx x C

x
= + за x 0 добиваме:

ln | ln ln ln .
b

b
a

a

dx bx b a
x a
= = − =

     Пресметај го определениот интеграл .x dx
2

3

1

Да ги решиме определените интеграли:

а) ( ) −
2

0

23 dxx б) 
3

1

1 xe dx
x

 + 
  в) ( )

2

0

sin cosx x dx



+ .

За решавање на определените интеграли ќе ја искористиме Њутн-Лајбницовата формула.

а) ( )
22 2 2 2

0 0

2 2 2 2 03 2 3 3 2 3 0 6 4 2
2 2 2
xx dx x

      
− = − =  − −  − = − =     

     
 .

б) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

1 ln | |x xe dx x e C
x

 + = + + 
  .

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( )
3 3 3

1
1

1 ln | | ln3x xe dx x e e e
x

 + = + = + − 
  .

в) Прво ќе го решиме соодветниот неопределен интеграл:

( )sin cos cos sinx x dx x x C+ = − + + .
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b) c)

Prej këtu për integralin e caktuar do të kemi:

c) Së pari e zgjidhim integralin përkatës së pacaktuar
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Prej këtu për integralin e caktuar do të kemi: 

2
 
Zgjidhi integralet e caktuara: 

Detyra për punë të pavarur 
 1. Zgjidhi integralet e caktuara:  

 2 Zgjidhi integralet e caktuara: 

 3. Njehso integralin e caktuar:  

3. Integrimi me zëvendësim tek integrali i caktuar 

Sipas formulës së Njuton-Lajbnicit njehsimin e integralit të caktuar e sjellim në gjetjen e ndonjë 

funksioni primitiv që është ekuivalente me njehsimin e integralit të pacaktuar. Tek integrali i pacaktuar 

tanimë e shqyrtuam metodën e integrimit me zëvendësim, i cili sillet te formula: 

Оттука за определениот интеграл ќе имаме:

( ) ( )
2

2
0

0

sin cos cos sin 2x x dx x x




+ = − + = .

Реши ги определените интеграли:

а)  





 −+

2

1

432 dx
x

ex x ;  б) ( )
1

2 3

0

1x x dx+ ;  в) 
3

2
0

32cos
cos

x dx
x



 − 
  .

Задачи за самостојна работа

1. Реши ги определените интеграли:

а) ,xdx
2

0

б) ,x dx
3

2

1

в) ,xe dx
1

0

г) cos ,xdx



2

0

д) sin ,xdx



0

ѓ) ,dx
x
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2
1

1
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ж) .x dx
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3 2
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2. Реши ги определените интеграли:

а) 
2 4 2

3
1

2x x dx
x

−+ +
 ; б) ( )

1
3

0

3x dx− ; в) 
3

2

1 3 dx
x

 − 
  ;  г) 

0
1

2

xe dx+

−
 .

3. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

3. Интеграција со смена кај определен интеграл

Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
на наоѓање на некоја примитивна функција што е еквивалентно со пресметување на 
неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
интеграција со смена, кој се сведува на формулата:
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Според Њутн-Лајбницова формула пресметувањето на определен интеграл го сведуваме 
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3. Интеграција со смена кај определен интеграл
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неопределен интеграл. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме методот на 
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d)

e) f)

ç) dh)
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Këtu do ta fusim zëvendësimin x = φ(t) 

Shembulli 1  T’i njehsojmë integralet e caktuara:

a) E fusim zëvendësimin t = x + 2 prej ku dx = dt. Me futjen e zëvendësimit do të ndodhë 

ndryshimi edhe te kufijtë e integralit të caktuar, të cilat janë për ndryshoren Kufijtë e rinj janë ku 

x = –1 ⟹ t = –1 + 2 = 1 edhe kur x = 1 ⟹ t = 1 + 2 = 3. Me futjen e zëvendësimit dhe kufijtë 

e rinj të njehsuar për ndryshoren e re të future, integralin e zgjidhim si

 

b) E fusim zëvendësimin x + 1 = t, dx = dt. Me futjen e zëvendësimit do të ndodhë ndryshim 

edhe te kufijtë e integralit të caktuar, të cilët janë për ndryshoren. Kufijtë e rinj janë kur x = –2 ⟹ 

t = –2 + 1 = –1 dhe kur x = 0 ⟹ t = 0 + 1 = 1. Prej këtu kemi:  

c) E fusim zëvendësimin 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:

( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .

1

    Пр   и  м    ер     1 Да ги пресметаме определените интеграли:

274

. Me zëvendësimin e future do të ndodhë edhe te kufijtë 

e integralit të caktuar që është te ndryshorj. Kufijtë e rinj janë kur 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .
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а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 
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в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
4 4 2

x t  
=  =  = . Оттука добиваме:
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 dhe kur 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .
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а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 
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в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 0 2 0 0x t=  =  = и кога 2
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( )
4 2

2
0

0 0

sin 2 2sin 2cos 2 cos cos0 2
2

x dx t dt t

 
  = = − =  − + = 

   .

     Пресметај го определениот интеграл:

а) ( ) ;x dx−
3

3

2

2 1 б) xе dx+
2

2 1

1

;  ( )
4

0

cos 2x dx



 .

1

    Пр   и  м    ер     1 Да ги пресметаме определените интеграли:

274

. Prej këtu kemi

1
 
 Njehso integralin e caktuar: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )f x dx f t d t f t t dt   = =   .

Oвде ја воведовме смената ( )x t= .

а) ( )
1

3

1

2x dx
−

+ ;  б)
0

1

2

xe dx+

−
 ;  в) ( )

4

0

sin 2x dx



 .

а) Ја воведуваме смената 2t x= + , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и 

во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите 

граници се кога 1 1 2 1x t= −  = − + = и кога 1 1 2 3x t=  = + = . Со воведената смена и 

пресметаните нови граници за новововедената променлива, интегралот го решаваме како:

( )
31 3 4 4

3 3 4

11 1

1 3 12 20.
4 4 4

x dx t dt t
−

+ = = = − = 

б) Ја воведуваме смената 1x t+ = , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 2 2 1 1x t= −  = − + = − и кога 0 0 1 1x t=  = + = . Оттука добиваме:

0 1 1
1 1

1
2 1

1 .x t te dx e dt e e e e
e

+ −

−
− −

= = = − = − 

в) Ја воведуваме смената 2x t= , 2dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 
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b) c)
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Shembulli 2  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 

a) Me futjen e zëvendësimit t = x – 3, dx = dt do të ndodhë ndryshim edhe te kufijtë e integralit 

të caktuar, të cilët janë për ndryshoren. Kufijtë e rinj janë kur x = 4 ⟹ t = 4 – 3 = 1 dhe kur 

x = 5 ⟹ t = 5 – 3 = 2. Prej këtu kemi: 

b) E fusim zëvendësimin 

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2
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0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .
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x = 0 ⟹ t = 2 ⋅ 0 + 1 = 1 dhe kur x = 2 ⟹ t = 2 ⋅ 2 + 1 = 5. Prej këtu kemi: 

c) Për ta zgjidhur integralin 

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

, duhet ta transformojmë duke shfrytëzuar se 
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janë kur 

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

 dhe kur 

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

. Prej këtu kemi: 

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
5

4 3
dx

x − ;  б) 
( )

2

2
0 2 1

dx
x + ;  в) 

4

0

tgx dx



 .

а) Ја воведуваме смената 3t x= − , dx dt= . Со воведената смена ќе настане промена и во 

границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата. Новите граници 

се кога 4 4 3 1x t=  = − = и кога 5 5 3 2x t=  = − = . Оттука добиваме:  

5 2
2

1
4 1

1 1 ln ln 2 ln1 ln 2.
3

dx dt t
x t

= = = − =
− 

б) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 12
2

dt dx dx dt=  = . Со воведената смена ќе настане 

промена и во границите на определениот интеграл, кои се однесуваат на променливата.

Новите граници се кога 0 2 0 1 1x t=  =  + = и кога 2 2 2 1 5x t=  =  + = . Оттука 

добиваме:  

( )

52 5

2 2
10 1

1 1 1 1 1 1 2 .
2 2 10 2 52 1

dx dt
t tx

= = −  = − + =
+ 

в) За да го решиме интегралот
4

0

tgx dx



 , треба да го трансформираме користејќи дека 

sintg
cos

xx
x

= . Ја воведуваме смената cost x= , 1sin
sin

dt xdx dx dt
x

= −  =
−

. Со 

воведената смена ќе настане промена и во границите на определениот интеграл, кои се 

однесуваат на променливата. Новите граници се кога 0 cos0 1x t=  = = и кога

2cos
4 4 2

x t 
=  = = . Оттука добиваме: 

2
4 4 2 2

2
1

0 0 1

sin 2tg ln ln
cos 2

x dtx dx dx t
x t

 

= = − = − = −   .

Пример 2

275

b) c)



276

2  Njehso integralet e caktuara: 

Shembulli 3  T’i zgjidhim integralet e caktuara: 

a) E fusim zëvendësimin √
–(1 + x) = t, x = t² – 1, dx = 2t dt . Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë 

edhe kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 0, t = 1 edhe x = 3, 
t = 2. Dhe kemi:  

b) E fusim zëvendësimin t = ³√
–(1 – x) , t³ = 1 – x, dx = –3t². Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe 

kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 1, t = 0 edhe x = 9, 
t = –2. Dhe kemi:  

 

 
3  Njehso integralet e caktuara: 
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Shembulli 4  T’i zgjidhim integralet e caktuara:   

a) E fusim zëvendësimin t = x² + 1, dt = 2x dx. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe kufijtë të 

integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = 0, t = 1 edhe x = 1, t = 2. Dhe 

kemi: 

b) E fusim zëvendësimin x² – 5x + 6 = t, (2x – 5) dx = dt. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe 

kufijtë të integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë E fusim zëvendësimin x = –1,  t = 12 edhe x = 0,  
t = 6. Dhe kemi:  

4  Njehso integralet e caktuara

Shembulli 5  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 
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 
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b)

                  Да ги пресметаме определените интеграли:

а) 
( )

1

22
0 1

x dx
x +

 ;  б) 
0

2
1

2 5
5 6

x dx
x x−

−
− + .

а) Ја воведуваме смената 2 1t x= + , 2dt xdx= . Исто така треба да ги смениме и границите 

на определениот интеграл. Новите граници се 0 , 1x t= = и 1, 2x t= = . И добиваме:

( )
1 2 2

2 2 12
0 1

1 1 1 1 1 11 .
2 2 2 2 41

x dtdx
t tx

   = =  − =  − + =   
   +

 

б) Ја воведуваме смената 2 , . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се и .  И 

добиваме:

0 6 6

2 12
1 12

2 5 1 6 1ln ln 6 ln12 ln ln ln 2.
5 6 12 2

x dx dt t
x x t−

−    = = = − = = = −   − +     

     Пресметај ги определените интеграли:

а) ;x dx
x+

1 2

3
0 1

б) 
1 2

3
0

3 2 .
2 1

x dx
x x

+
+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
2

1 2 1
dx

x x+ − ;  б) 
ln 2

3
0

3
3

x x

x

e e dx
e

+

+
 .

а) Ја воведуваме смената 21x t− = , 2dx t dt= . Исто така треба да ги смениме и границите

на определениот интеграл. Новите граници се 1, 0x t= = и 2 , 1x t= = .  И добиваме:

( )
( ) ( )

( )
( )

2 1 1 1 1

2 22 2
1 0 0 0 0

11 1
1

2 0
00 0

2 12 2 2 2 2
1 2 1 22 1 1 1

1 22 2 2ln 1 ln 4 1.
1 11

tdx t t dtdt dt dt
t t t tx x t t

dtdt t
t tt

 ++ −
= = = − =

+ + + ++ − + +

= − = + + = −
+ ++

    

 

Пример 4

4

Пример 5

277

b)
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b) E fusim zëvendësimin б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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. Gjithashtu duhet t’i ndryshojmë edhe kufijtë të 

integralit të caktuar. Kufijtë e rinj janë x = 0, t = ⁶√
–4 dhe x = ln(2), t = ⁶√

–5. Dhe kemi 

 

5
  
Njehso integralin e caktuar 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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Në vazhdim do të japim disa veti të cilat mund t’i shfrytëzojsh për zgjidhje më të lehtë të integraleve 

të caktuar. 

1) Funksioni f(x)  le të funksion tek, d.m.th.  f(–x) = –f(x) ta njehsojmë tani integralin: 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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Do ta shqyrtojmë së pari integralin 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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. E fusim zëvendësimin t = –x, dt = –dx , pra patjetër 

t’i ndryshojmë edhe kufijtë e integralit x = –a, t = a dhe x = 0, t = 0 Kemi 

dhe nëse zëvendësojmë tek integrali i parë kemi: 

Prej këtu mund të përfundojmë se nëse funksioni nën integral është tek, ndërsa intervali i integrimit 

simetrik në lidhje me zeron, vlera e integralit është e barabartë me zero.

Shembulli 6  Të vërtetojmë se 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
+

Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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.

Funksioni f(x) = x³ është funksion tek pasi f(–x) = (–x)³ = –x³ = –f(x). Pasi intervali i integrimit 

është simetrik në lidhje me zeron, vlera e integralit është zero. Për këtë integral lehtë kontrollohet 

se është i barabartë me zero: 

б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
6 6

6
6

ln 2 5 5
6 7 66

3 4
0 4

3 6 66 5 5 4 4 .
7 73

x x

x

e e dx t dt e
e

+
= = = −

+
 

Пресметај го определениот интеграл 
ln5

0

1 .
2

x x

x

e e dx
e

−
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Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

непарна функција со менување на границите 0

а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f t dt f x dx
−

= − − = − − = = −    

и ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
a a а a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = − + =     .

Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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б) Ја воведуваме смената 6 3xt e= + , 56 xt dt e dx= . Исто така треба да ги смениме и 

границите на определениот интеграл. Новите граници се 60 , 4x t= = и 6ln 2 , 5x t= = . И 

добиваме:

( )
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Во продолжение ќе дадеме некои својства кои може да ги користиме за полесно решавање 
на одределените интеграли. 

1) Нека функцијата ( )f x е непарна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = − , да го пресметаме сега 
интегралот:
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= +  

Ќе го разгледаме прво интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Ја воведуваме смената ,t x dt dx= − = − , па 

мора да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − =  и 0, 0x t= = . Добиваме
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Од овде можеме да заклучиме дека доколку подинтегралната функција е непарна, а 
интервалот на интеграција симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
еднаква на нула.

Да докажеме дека 
1

3

1

0x dx
−

= .

Функцијата ( ) 3f x x= е непарна функција бидејќи ( ) ( ) ( )3 3f x x x f x− = − = − = − . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, вредноста на интегралот е 
нула. За овој интеграл лесно се проверува дека е еднаков на нула:
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2) Ta shqyrtojmë tani edhe veti tjetër që gjithashtu do të na ndihmon në zgjidhjen e integraleve të 

caktuar. Le të jetë f(x) funksioni çift, d.m.th., f(–x) = f(x) ta njehsojmë tani integralin: 
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2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:
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f x dx
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Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.
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интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 
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. Me futjen e zëvendësimit t = –x, dt = –dx, është e 

nevojshme t’i ndryshojmë edhe kufijtë e intervalit  x = –a, t = a dhe x = 0, t = 0, kemi 

 

 Nëse zëvendësojmë tek integrali i parë kemi:  

Formula e fundit gjeometrikisht mund ta interpretojmë në këtë mënyrë: deri sa funksioni është çift 

grafiku i tij është simetrik në lidhje me boshtin y, prandaj syprina e figurës ndërmjet drejtëzave 

x = –a dhe x = 0 është e barabartë me syprinën e figurës ndërmjet drejtëzave x = 0 dhe x = a prej 

ku vijon formula e sipërme.

Shembulli 7  Të vërtetojmë se 
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Funksioni f(x) = x²  është çift pasi f(–x) = (–x)² = x² = f(x). Pasi intervali i integrimit është simetrik 

në lidhje me zeron, për vlerën e integralit kemi:  
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па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= .

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

Пресметај ги определените интеграли:

а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


.
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( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= .

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

Пресметај ги определените интеграли:

а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


.

Пример 7
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b)

( )1 41 4 4
3

1 1

11 1 1 0.
4 4 4 4 4
xx dx

− −

−
= = − = − =

2) Да разгледаме сега и друго својство кое исто така ќе ни помогне во решавање на
определените интеграли. Нека ( )f x е парна функција, т.е. ( ) ( )f x f x− = , да го
пресметаме сега интегралот:

( ) ( ) ( )
0

0

.
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
− −

= +  

Прво ќе го разгледаме интегралот ( )
0

a

f x dx
−
 . Со воведување на смената ,t x dt dx= − = − ,

потребно е да ги смениме и границите на интегралот ,x a t a= − = и 0, 0x t= = , добиваме

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0 0

парна функција со менување на границите 0

.
а

a a a a

f x dx f t dt f t dt f x dx f x dx
−

= − − = − = − =    

Ако замениме во првиот интеграл добиваме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0

2
a a а a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
− −

= + = + =      .

Последната формула геометриски можеме да ја интерпретираме на следниот 
начин: доколку функцијата е парна нејзиниот график е симетричен во однос на y−оската, 
па затоа плоштината на фигурата помеѓу правите x а= − и 0x = е еднаква на плоштината 
на фигурата помеѓу правите 0x = и x а= од каде следува горната формула.

                    Да докажеме дека 
1

2

1

2
3

x dx
−

= .

Функцијата ( ) 2f x x= е парна функција бидејќи ( ) ( ) ( )2 2f x x x f x− = − = = . Бидејќи
интервалот на интеграција е симетричен во однос на нулата, за вредноста на интегралот 

имаме: 
11 1 3

2 2

1 0 0

22 2 .
3 3
xx dx x dx

−

= =  = 

Пресметај ги определените интеграли:

а) 2 5

2 2
x dx

−


;  б) 3
4

3

2x dx
−


.

Пример 7

6 
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funksioni çift me ndryshimin e kufijve
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Detyra për punë të pavarur
1. Njehso këto integrale të caktuar: 

2. Njehso këto integralet e caktuara: 

4. Integrimi parcial i integralit të caktuar 

Njehsimin e integralit të caktuar e sjellim në gjetjen e ndonjë funksioni primitiv që është ekuivalent 

me gjetjen e integralit të pacaktuar. Integrimi parcial më së shpeshti shfrytëzohet kur funksioni 

nënintegral është logaritmike, eksponenciale ose trigonometrike. Tek integrali i pacaktuar tani më e 

shqyrtuam metodën e integrimit parcial:  

Kjo formulë përshtatet për integralin e caktuar dhe e ka formën :  

Shembulli 1  T’i njehsojmë integralet e caktuara: 

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2 б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1 в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

, д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1 ж) ,x dx
x
−


9

1

1
з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

и) ,xе dx+
1

2 1

0

ј)
ln x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

к)
6

3

0

sin cosx x



 ; л) 
2 3

4

cos
sin

x dx
x




 ; љ) 

3

0

cos
1 sin

x dx
x



+ .

2. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

4. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот:

.

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2 б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1 в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

, д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1 ж) ,x dx
x
−


9

1

1
з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

и) ,xе dx+
1

2 1

0

ј)
ln x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

к)
6

3

0

sin cosx x



 ; л) 
2 3

4

cos
sin

x dx
x




 ; љ) 

3

0

cos
1 sin

x dx
x



+ .

2. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

4. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот:

.

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2 б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1 в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

, д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1 ж) ,x dx
x
−


9

1

1
з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

и) ,xе dx+
1

2 1

0

ј)
ln x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

к)
6

3

0

sin cosx x



 ; л) 
2 3

4

cos
sin

x dx
x




 ; љ) 

3

0

cos
1 sin

x dx
x



+ .

2. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

4. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот:

.

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(

Пример 1
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b)

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ги следниве определени интеграли:

а) ( ) ,x dx
−

+
1

3

1

2 б) ( ) ,x dx+
1

2

0

3 1 в) 
( )

,dx
x +

1

2
0 3 2

г) 
( )

dx
x +

1

3
0 1

, д) ,xdx
4

1

ѓ) ,x dx+
10

2

2 5

е) ( ) ,x dx+
1

25

0

5 1 ж) ,x dx
x
−


9

1

1
з) ,x dx

x x−

+
+ +

0

2
1

2 4
4 5

ѕ) ,x dx
x−

2

2
1 9

и) ,xе dx+
1

2 1

0

ј)
ln x x

x

e e dx
e

+

+

5

3
0

2
2

к)
6

3

0

sin cosx x



 ; л) 
2 3

4

cos
sin

x dx
x




 ; љ) 

3

0

cos
1 sin

x dx
x



+ .

2. Пресметај ги определените интеграли:

а)
1

7

1

x dx
−
 ;  б) 

2 6

2 3
x dx

−
 .

4. Парцијална интеграција  на определен интеграл

Пресметувањето на определен интеграл го сведуваме на наоѓање на некоја примитивна 
функција што е еквивалентно со наоѓање на неопределен интеграл. Парцијалната 
интеграција најчесто се користи кога подитнегралната функција е логаритамска, 
експоненцијална или тригонометриска. Кај неопределен интеграл веќе го разгледавме 
методот на парцијална интеграција:

udv uv vdu= −  .

Оваа формула се прилагодува за определен интеграл и го добива обликот:

.

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

 −=
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()(
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b) c)

d)

e) f) g)

h) i) j)

k) l) ll)

ç) dh)

a)
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a) Me shfrytëzimin e integrimit parcial 

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2 2

0
0 0 0

1 1 15 5 2 1
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx е xe dx− − − − −− = − − + = − − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( )

( )

1 1
2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

1 3 11
2 4 4

3 5
4 4

x xx e dx е xe dx

е е

е

− − −

− −

−

= − − + =

= − − − +

= −

 
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, kemi:  

b) Me shfrytëzimin e integrimit parcial 

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 

б) Со користење на парцијална интеграција 2 5 2u x du xdx= −  = ,

2 21 ,
2

x xdv e dx v e− −=  = − добиваме:

( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2 2 2 2 2 2

0
0 0 0

1 1 15 5 2 1
2 2 2|x x x xx e dx x e xe dx е xe dx− − − − −− = − − + = − − +   .

За да го решиме интегралот 
1

2

0

xxe dx− , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што u x du dx=  = , 2 21
2

x xdv e dx v e− −=  = − .

( )

1 1 1
12 2 2 2 2

0
0 0 0

12 2 2 2

0

2

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4
3 1 ,
4 4

|

|

x x x x

x

xe dx xe e dx е е dx

е е е е

е

− − − − −

− − − −

−

= − + = − +

= − − = − − −

= − +

  

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( )

( )

1 1
2 2 2 2

0 0

2 2

2

1 1
2

1 3 11
2 4 4

3 5
4 4

x xx e dx е xe dx

е е

е

− − −

− −

−

= − − + =

= − − − +

= −

 
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, 

а)
2

0

xxe dx ; б) ( )
1

2 2

0

5 ;xx e dx−− в) ( )
1

2

0

3 1 xx x e dx+ − .

а) Со користење на парцијална интеграција u x du dx=  = , x xdv e dx v e=  = ,

добиваме:

( ) ( )
2 2

2 22 0 2 2 0 2
0 0

0 0

2 0 2 1.x x x xxe dx xe e dx e e e e e e e= − = − − = − − = + 
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b) c)
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c) Me shfrytëzimin e integrimit parcial в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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Пример 2
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1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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, kemi: 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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, përsëri 

duhet ta zbatojmë integrimin parcial, ku: 

nëse këtë e zëvendësojmë tek integrali i parë do të kemi:  

1  Njehso këto integrale të caktuar:   

Shembulli 2  T’i njehsojmë integralet e caktuara:

 a) Nëse e zbatojmë rregullën për integrimin parcial kemi: 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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. 

Kemi: 

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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b)

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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b) c) ç)

в) Со користење на парцијална интеграција ( )2 3 1 2 3u x x du x dx= + −  = + ,

x xdv e dx v e=  = , добиваме:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

12 2

0
0 0

3 1 3 1 2 3 3 1 2 3|x x x x

o

x x e dx x x e x e dx e x e dx+ − = + − − + = + − +   .

За да го решиме интегралот ( )
1

0

2 3 xx e dx+ , повторно треба да примениме парцијална 

интеграција, при што 2 3 2u x du dx= +  = , x xdv e dx v e=  = . 

( ) ( )
1 1

1 1

0 0
0 0

2 3 2 3 2 5 3 2 5 3 2 2 3 1,| |x x x xx e dx x e e dx e e e e e+ = + − = − − = − − + = − 

ако ова го замениме во првиот интеграл ќе добиеме:

( ) ( ) ( )
1 1

2

0

3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 2.x x

o

x x e dx e x e dx e e+ − = + − + = + − − = 

     Пресметај ги определените интеграли:

а) 
1

0

xxe dx− ; б) ( )
2

2

1

2 1 .xx x е dx+ +

                   Да ги пресметаме определените интеграли:

а)
4

1

ln xdx
x ;  б) ( )

4
3

2

ln 2x x dx ;  в) ( )
1

0

ln 1
e

x dx
−

+ ; г) 
2

0

sin



xdxx .

а) Ако го примениме правилото за парцијална интеграција имаме: 1ln ,u x du dx
x

= = ,

1 , 2dv dx v x
x

= = . Добиваме:

( )
4 4 44 4

1 1
1 1 1

ln 2 22 ln 4ln 4 4ln 4 4 4ln 4 4 4 ln 4 1x xdx x x dx dx x
xx x

= − = − = − = − =  −   .

1
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b) Nëse e zbatojmë rregullën për integrimin parcial kemi:
 

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x

 



= − + = =  .

    Пресметај ги определените интеграли:

а) ln
e

x x 2

1
;  б) 3

1

lne x dx
x ; в) ( ) ( )

1
2

0

ln 1 ;
e

x x x dx
−

+ + г)
2

0

cosx xdx



 .

Да го пресметаме определениот интеграл
2

2
1̀

lne xdx
x .

Од парцијална интеграција имаме: 2 1ln , 2lnu x du x
x

= =  , 2

1 1,dv dx v
x x

= = − . Добиваме:

2 
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. 

Kemi: 

c) Nëse e zbatojmë rregullën për integrimin parcial kemi: 

б) Со користење на парцијална интеграција имаме: ln 2 , dxu x du
x

= = ,
4

3 ,
4
xdv x dx v= = .

Добиваме:

( )

( ) ( )

4 4 44 44 4
3 4 3

2 2
2 2 2

4 44 4
4 4 4 4

2 2

1 1 1ln 2 ln 2 ln 2
4 4 4 4

1 1ln 2 4 ln8 2 ln 4 4 2 184ln 2 15.
4 16 4 16

x xx x dx x x dx x x dx
x

x xx

= −  = −

= − = − − − = −

  

в) Со користење парцијална интеграција имаме: ( )ln 1 ,
1

dxu x du
x

= + =
+

, ,dv dx v x= = .

Добиваме:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
1

0
0 0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1ln 1 ln 1 1 ln
1 1

11 1 ln 1 1 1 0 ln ln1
1 1

1 1 ln 1.

|

| |

e e e
e

e e
e e

x xx dx x x dx e e dx
x x

x dxe dx e x x e e e
x x

e e e

− − −
−

− −
− −

+ −
+ = + − = − −

+ +

 +  = − − − = − − − + = − − − − − − =      + + 
= − − + + =

  

 

г) Со користење парцијална интеграција имаме: u x du dx=  = ,

sin sin cosdv xdx v xdx x=  = = − .  Добиваме:

2 2
22

0 0
0 0

sin cos cos sin 1x xdx x x xdx x
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5. Syprina e figurës së rrafshët 

Prej përkufizimit të integralit të caktuar vërejtëm se ai paraqet syprinën e trapezit të lakuar i cili 

është përcaktuar me grafikun e funksionit jonegativ  f(x) dhe boshtin e intervalit [a, b] (figura 11)

Figura 11 
Domethënë për syprinën e trapezit të lakuar prej figurës 11 kemi se

 

Në rastin kur funksioni është negativ, vlera e integralit të caktuar do të jetë negative (figura 12). 

Figura 12 
Domethënë për ta njehsuar, syprinën e figurës në rastin kur funksioni është negativ  f(x), vlerën 

e integralit të caktua do ta vendojmë në shenjë të vlerës absolute, për të fituar numër pozitiv, pasi 

syprina nuk mund të jetë negative. 

5. Плоштина на рамнински лик

Од дефиницијата на определениот интеграл видовме дека тој претставува плоштина на 
криволиниски трапез кој е определен со графикот на ненегативната функција ( )f x и x−
оската на интервалот  , ,a b (слика 11).

Слика 11

Значи за плоштината на криволинискиот трапез F од слика 11 имаме дека:

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 

Слика 12

( ) ( ) .
b

P F f x dx= 
                   Да ја пресметаме плоштината на фигурата, ограничена со кривата 1y

x
= ,

апсцисната оска и правите 1x = и 3x = .

На слика 13 се прикажани кривата и двете прави:

Пример 1

      
a

Во случај кога функцијата f ( x ) е негативна, вредноста на определениот интеграл ќе биде 

негативна (слика 12).

Значи за да ја пресметаме, плоштината на фигурата F во случај кога функцијата f ( x ) е 
негативна, вредноста на определениот интеграл ќе ја ставиме во знак на апсолутна 
вредност, за да добиеме позитивен број, бидејќи плоштината не може да биде негативна.
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, boshtin e abshisës 

dhe drejtëzat x = 1 dhe x = 3 Te Figura 13 janë paraqitur lakorja dhe të dy drejtëzat: 
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Figura 13 
Sipas sqarimit paraprak, për ta njehsuar syprinën e pjesës së ngjyrosur kemi: 

Të shqyrtojmë tani se si do ta njehsojmë syprinën e figurës e cila është kufizuar me grafikët e 

funksioneve f₁(x) ve f₂(x) të intervalit [a, b]  te Figura 14. 

Figura 14 
Nëse me F₁ e shënojmë trapezin e lakuar nën grafikun e funksionit f₁(x) por me F₂ e paraqesim 

trapezin e lakuar nën grafikun e funksionit f₂(x) mund të paraqitet si ndryshim të trapezit të lakuar 

F me trapezin e lakuar F₁. Prej ku mund të përfundojmë se syprina e figurës F është e barabartë 

F₁ me ndryshimin a syprinës së trapezit të lakuar dhe trapezit të lakuar F₂, d.m.th., 

Слика 13

Според претходното објаснување, за да ја пресметаме плоштината на обоениот дел 
добиваме:

3
3

1
1

1 ln ln 3 ln1 ln 3P dx x
x

= = = − = .

Да разгледаме сега како ќе ја пресметаме плоштината на фигура која е ограничена со 
графиците на функциите ( )1f x и ( )2f x на интервалот  , ,a b слика 14.

Слика 14

Ако со 1F го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )1f x , а со 2F
го означиме криволинискиот трапез под графикот на функцијата ( )2f x тогаш фигурата F

може да се претстави како разлика на криволинискиот трапез 1F со криволинискиот трапез 

2F . Од каде што можеме да заклучиме дека плоштината на фигурата F е еднаква на 
разликата на плоштината на криволинискиот трапез 1F и плоштината на криволинискиот
трапез 2F т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
.

b b b

a a a

P F P F P F f x dx f x dx f x f x dx = − = − = −   
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Shembulli 2  Ta paraqesim syprinën e figurës (figura 15) të kufizuar me parabolat. 

y² = 2x ve x² = 2y

Figura 15 
Parabolat të cilat e kufizojnë figurën syprina e të cilës duhet të caktohet janë paraqitur te Figura 15. Së pari 

i gjejmë koordinatat a pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. Prej  

                    Да ја пресметаме плоштината на фигурата (слика 15) ограничена со 

параболите yxxy 2,2 22 == .
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 Domethënë pikëprerjet 

janë A(0, 0), B(2, 2) Syprina e trapezit të lakuar të kufizuar me lakoren y² = 2x është 
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, d.m.th., F = F₁ – F₂

Shembulli 3  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 16) të kufizuar me parabolën y = x² dhe 

drejtëzën x + y = 2.
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Figura 16

Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integralit sipas të cilit integrojmë. 

E zëvendësojmë te y = x² te x + y = 2 dhe e fitojmë barazimin katror x + x² = 2. Me zgjidhjen e 

barazimit katror x² + x – 2 = 0 fitohet se zgjidhjet e tiju janë x₁ = –2, x₂ = 1  Domethënë pikëprerjet 

janë A(–2, 4), B(1, 1).Syprina e figurës që e kërkojmë është: 

 

Shembulli 5  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 17) të kufizuar me parabolën y = 2 – x² 
dhe drejtëzën y = x 

Figura 17 
Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. I zëvendësojmë 

y = x te y = 2 – x² dhe e fitojmë barazimin katror
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x² + x – 2 = 0. Me zgjidhjen e barazimit katror fitohet se zgjidhjet e tij janë x₁ = –2, x₂ = 1. 

Domethënë pikëprerjet janë A(–2, –2), B(1, 1)
Syprina e figurës që e kërkojmë është: 

 

Shembulli 5  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 18) të kufizuar me parabola y = 2x² + 1 dhe 

y = x² + 10   

Figura 18 
Së pari i gjejmë koordinatat e pikëprerjeve që i përcaktojnë kufijtë e integrimit. Nëse i barazojmë 

barazimet kemi 2x² + 1 = x² + 10 ⇔ x² = 9 ⇔ x₁₂ = ±3 Syprinën e figurës që e kërkojmë është: 

Gjatë zgjidhjes shfrytëzojmë se edhe të dy funksionet janë çift (simetrike në lidhje me boshtin y) 

Shembulli 6  Ta njehsojmë syprinën e figurës (figura 19) të kufizuar me lakoret 
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Figura 19 
Prej figurës 19 mund të vërehet sipërfaqja në të cilën lëviz prej 0 deri te 2 dhe se lakorja e sipërme 

është y = ex lakorja e poshtme është  y = e–x. Pikëprerjet e të dy lakoreve mund t’i fitojmë edhe 

prej : 

Prej këtu për syprinën kemi: 

Shembulli 7  Të njehsohet syprina e figurës (figura 20) të kufizuar me lakoret y = 2 – x² ve y³ = x². 

Figura 20
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E gjejmë prerjen e të dy lakoreve dhe i fitojmë pikëprerjet x₁ = –1, x₂ = 1 Prej figurës 20 vërejmë 

se 

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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Detyra për punë të pavarur 

 1.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = x² dhe y = √
–x . 

 2.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = x² + x + 3 dhe drejtëzën y = x + 7
 3.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = ln(x) dhe y = ln²(x). 

 4.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret  
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1
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y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1
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 5.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret 
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 dhe y = 0, x = e. 

 6.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakore 
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 drejtëzat y = x. 

 7.	 Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakore [a,b], f(x)≥0  drejtëzën x = 1. 

 6. Detyra për përsëritje të njësisë modulare 

 1.	 Zgjidhi integralet e pacaktuara: 

 2.	 Me zbatimin e formulës së Njuton-Lajbnicit, njehso integralet:
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1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2
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правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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b)

Го наоѓаме пресекот на двете криви и ги добиваме пресечните точки  , .x x= − =1 21 1 Од слика 

20 гледаме дека 
xF x x dx x x

− −

   
= − − = − − =   

   


11 2 53
2 3 3

1 1

3 22 2 2
3 5 15

.

Задачи за самостојна работа

1. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= 2 и y x= .
2. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x x= + +2 3 и 

правата y x= +7 .
3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите lny x= и ln .y x= 2

4. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y
x

=
+ 2

1
1

и .xy =
2

2

5. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ln xy
x

=
2

и правите 

,y x e= =0 .

6. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y
x

= 2

1
и правата 

y x=

7. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата ,a b , ( ) 0f x  и 
правата .x =1

6. Задачи за повторување на модуларната единица

1. Со примена на формулата на Њутн-Лајбниц, пресметај ги интегралите:

а) ,x dx
2

34

1

                                               б) ,dx
x

2

3
1

1

в) ,x dx
x

 + 
 

3
3

2
1

1
г) ( )

1
4 2

0

2 3 1x x dx+ +
2. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а)
( )

1
3

2 2
0

,
2 1 1

dx
x x+ +

 б)
ln 2

2

0

1 .xe dx
−

−
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b)

c) ç)
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3. Me ndihmën e integrimit me zëvendësim njehso integralet:  

4. Me ndihmën e integrimit me zëvendësim njehso integralet:  

5. Me metodën e integrimit parcial njehso integralet:  

6. Me metodën e integrimit parcial njehso integralet:  

7. Njehso integralet:  

8. Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y =  2x2 + 1 dhe y = x2 + 10
9. Njehso syprinën e figurës së kufizuar me lakoret y = 2x – x2 dhe drejtëzës x + y = 0
 

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

292

b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

292

b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0

292

b)

в)
2

4 2
2

,
1

dx
x x −

 г) ( )
1

32

0

1 .x dx−

3. Со помош на интегрирање со смена пресметај ги интегралите:

а) ( )
1

4

0

1x xе е dx− ; б)
( )

1

22
0

.
1

x dx
x+



4. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а)
1

0

2 3
x

x dx
e
+

 ; б)
1

2 2

0

.xx e dx
5. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

2

1

ln 2 1x x dx− ; б) ( )
2

1

2 1 lnx xdx− .

6. Со помош на парцијална интеграција пресметај ги интегралите:

а) ( )
2

0

ln 2
e

x dx
−

+ б) ( )
2

2

2

ln 1x x dx
−

+ +

7. Пресметај ги интегралите:

а) 
2

2

4

cosx xdx




 ; б) 

2

0

cosxe xdx



 .

8. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривите y x= +22 1 и 
.y x= +2 10

9. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена со кривата y x x= − 22 и правата 
.x y+ =0
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c) ç)
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Решенија: 
Модуларна единица 1 – Диференцијално сметање 

1. 

1. а) 22 , 10 =  =L m P m ,

 b)  21 , 10 =  =L m P m . 

2. а) 1 ,
11

 =f

 б)  2, =f  
  c)  3, =f  
 г) 2. =f  

3. а) ' 4,=y

б) ( )0' 2 за 2, ' 2 2 2 4,= = =  =y x x y
c) ( ) ( ) ( )0' 2 2 за 5, ' 5 2 5 2 6,= − = =  − =y x x y

 г) ( )
2

02
1' за 1, ' 1 2.+

= = =
xy x y

x
4. а) ( ) ( )' '3 1, 3 1+ −= = −y y

 б)  ( ) ( )' '2 1, 2 1,+ −− = − = −y y
  c) ( ) ( )' '0 0, 0+ −=y y не постои бидејќи за 0x , функцијата не е дефинирана 
 г) ( ) ( )' '5 , 5+ −=  = −y y

2. 

1. а) 4' 5 ,=y x  б)  37' ,
3

y x x=  c) 3 25' ,
3

y x= г) 6
5' ,y
x

= −

2. а) 411' ,
2

=y x x b)  3 3

7' ,
3

= −y
x x

c) 56' ,
5

=y x г) 5

1' .
5

= −y
x x

3. 

1. а) ( )' 4 ,=f x x  б)  ( )
34

1' ,
8

f x
x

= − c) ( )
3 2

1' ,f x
x

= г) 2 

2. а) ( )' 4 5,= +f x x    б)  ( ) 2 4
3 5

2 4' ,f x x x
x x

= − − +

  c) ( ) 2' 1 ,= + +f x x x г) ( ) 1' 3 .
2

= +f x
x
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Zgjidhje: 
Njësia modulare 1 – Njehsimi diferencial 

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

ç)

ç)

ç)

c)

c)

nuk ekziston pasi për x<0 , funksioni nuk është përkufizuar 
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3. а) ( ) 2 347' 14
4

f x x x x= − ;    б)  ( )
3 2

1 1' .f x
x x

= −

4. а) ( ) 1' 5,xf x e
x

= + −  б) ( )' 2 ln 2 5 4 ln 4,x xf x = + 

5. а) b) ( ) ( )' 2 ln 1 ,f x x x= + ( ) ( )2' 3 .xf x x e x= +

6. а) ( )
( )22

4' ,
1

= −
−

xf x
x

б)  ( )
( )

2

22

3 2 3' ,
1

x xf x
x

− − +
=

+

  c) ( ) 4
1 3ln' ,−

=
xf x

x
г) ( ) ( )

2

2
' .

−
=

x x
f x

x

4. 

1. а) ( ) ( )
42' 5 2 5 6 4 5 ,= + − +y x x x б)  ( ) ( )75 4' 8 2 5 2 ,y x x x= + +

  c) ( ) ( )45 3 4 2' 5 5 3 1 25 9 ,= + + +y x x x x г) ( )5' 6 .= +y m mx n

2. а) 2' 12 16 35,= − −y x x    б)  ( )( ) ( )22 2' 2 3 1 8 3 16 .y x x x x x= + − + − −

3. а)
2

' ,
1

=
−

xy
x

б)  

( )223

4' .
3 2 1

xy
x

=
−

4. а) 2 5' 2 ,+= xy e      б)  
1' 2 .
2

xy xe x = + 
 

5. 

1. а) 2
2' ,

2
= −

+
xyy

x y
б)  

2' ,
2
x yy

x y
+

= −
+

c) 
22' ,

1 2
yy
xy

+
= −

+
г)

2 3

2
3' .

3
x yy

xy
+

= −

2. а)
ln 2' ,

2
+ 

=  
 

x xy x
x

    б)  ( )2' 2 ln 1 ,xy x x= +

      c) 
( )

( )

2 22 2

32

11 1' ln ,
1

 −   + + = +        + 

x x xx xy
x x x

г)
1

2
1 ln' .− =  
 

x xy x
x

6. 

1. а) ( )1 xdy x e dx−= −   б) ( )
2

2 21
x

dy x e dx
−

= − 

2. а) 1,0001 ;    б) 0,001 ;     c) 3,00005 .

294

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b) f`(x) = x2 ex (3+x)

ç)

ç)

ç)

ç)
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7. 

1. a) 22y t = ;  б) 5' ty
t
+

= . 

2. a)
( )
( )

3

5

t t

t t

e e
y

e e

−

−

+
 =

−
;  б) 

( )2
3

6 3

1

1

t
y

t t

−
 =

−
. 

8. 

1. 

а) раcенка на тангента  2 1 0− + =x y
    раcенка на нормала  2 7 0+ − =x y
б) раcенка на тангента 24 33 0− + =x y
    раcенка на нормала   24 362 0+ + =x y

2. Точките на пресек се ( )2,0А и ( )2,0−B

( )2,0А

      раcенка на тангента  4 8 0+ − =x y
      раcенка на нормала  4 2 0− − =x y
( )2,0−B

     раcенка на тангента   4 8 0− + =x y
      раcенка на нормала  4 2 0+ + =x y

3. Точките на пресек e ( )3,8А

     раcенка на тангента   6 10 0− − =x y
      раcенка на нормала  6 51 0+ − =x y

4. Точките на пресек се
3 15,
2 4

 − 
 

А и 
1 1,
6 27

 − 
 

B

3 15,
2 4

 − 
 

А

раcенка на тангента   2 9 0− + =x y
раcенка на нормала   8 4 9 0+ + =x y

1 1,
6 27

 − 
 

B

раcенка на тангента   27 54 10 0− + =x y
раcенка на нормала   108 54 5 0+ + =x y
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b)

b)

b)

barazimi i tangjentës

barazimi i tangjentës

barazimi i tangjentës

barazimi i tangjentës

barazimi i tangjentës

barazimi i tangjentës

barazimi i normales

barazimi i normales

barazimi i normales

barazimi i normales

barazimi i normales

barazimi i normales

barazimi i normales

Pikat e prerjes janë dhe

dhe

Pikat e prerjes janë

Pikat e prerjes janë

barazimi i tangjentës



296

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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b)

c)

b)

d)

f)e)

10.
2.   a) rritet për çdo x ∈ , nuk ka vlera ekstreme 

b)  minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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.

c)  maksimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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, minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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, .

ç)  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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, rritet për çdo x ∈ , nuk ka vlera ekstreme .

d)  minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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.

dh) dy minimume për  

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 dhe 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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e)	 maksimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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, minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 është 
minimum .

f)   minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 .

g)  maksimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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, minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 .

h)  maksimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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 , minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.
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i)   maksimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.

296

, minimum për 

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
( ) ( )

( )

22

22

2 2 2 2
'' ,

2

x x x
y

x x

+ − +
=

+
 c) 

( )
( )

2

32

4 3
'' ,

1

x x
y

x

−
=

+

г) '' 4,=y   д) 4

3'' ,
16

= −y
x x

   ѓ)  2'' 3 2 2,= − +y x x  е)  ( )'' 6 ln 5 .= +y x x

2. а) ( )'' 6 1 ,= −y x б)  
( )

( )

4 3 2

3

2 2 8 13 10 3
'' .

1

x x x x
y

x

+ + + +
=

+

10. 

2. а) расте за секое x , нема екстремни cредности,

      б)  минимум за min
5 1, 3
2 4

= = −x y , 

     c) максимум за max
11,
5

= =x y , минимум за min
23, 5
5

= = −x y , 

      г) ( )2' 3 2 0= − y x , расте за секое x , нема екстремни cредности,

      д) минимум за min
3 27,
4 256

= = −x y , 

     ѓ)  дcа минимума min1, 2= =x y и min1, 2= − =x y , 

  е) максимум за 2
max2, 4 −= − =x y e , минимум за min0, 0= =x y , 

     ж) минимум за min1, 1= =x y , 

  з) максимум за max
11
3

= =x y , минимум за min1, 1= − = −x y , 

  ѕ) максимум за max7, 14= − = −x y , минимум за min1, 2= − = −x y , 

  и) максимум за max, 2
4


= =x y , минимум за min
5 , 2
4


= = −x y . 

3. а) 1=а ;   б)  
1
2

=а  . 

4. 2, 3= = −а b . 

11. 

1. 

а) За 
1 ,
6

   
 

x  функцијата е конкаcна, а за 
1,
6

  − 
 

x  функцијата е конcексна, 

б)  Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и
1 ,
2

  
 

, а конcексна cо 
10,
2

 
 
 

, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 0−  и ( )1, , а конcексна cо ( )0,1 ,

9.

296

.

1. а) 2 3'' 4 ,−= xy e        б)  
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г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
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     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .
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б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
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 e
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5.Trekëndësh barabrinjës me brinjë S

6. Kubi me brinjë a = 7,94, S = 378 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 
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3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,
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1 ,  

 e
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10, 
 
 e
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г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 
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Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
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10, 
 
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 .   Преcојна точка е 
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 
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1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,
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г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 
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3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
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ç)	 Funksioni është konkav në (–∞, –1) dhe (1, ∞), ndërsa konveks në (–1, 1)

2.	 (nën a 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P
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 detyra të shtohet) x ≠ –1)
a)	 nuk ka pika të infleksionit, .

b)	 pika të infleksionit janë 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P
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7. 
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 dhe 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 
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 
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 ee e
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 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e
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13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
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7. 
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3.	
a)	 Funksioni është konkav në (–1, 0) dhe (1, ∞), ndërsa konveks në (–∞, –1) dhe (1, 0). 

Pikë të infleksionit janë, (0, 0) 

b)  Funksioni është konkav në (–1, 0), ndërsa konveks në (–∞, –1). Nuk ka pikë të inflek-
sionit 

c) Funksioni është konkav në (–∞, –3.41) dhe (–0.58, ∞), ndërsa konveks në 
(–3.41, –0.58). Pikë të infleksionit janë, (–3.41, 0.38) dhe (–0.58, 0.19)

ç) Funksioni është konkav në (2, ∞), ndërsa konveks në (–∞, 2). Pikë e infleksionit është, 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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d) Funksioni është konkav në 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P

297

, ndërsa konveks në 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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 Pikë e infleksionit 

është, 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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dh) (te detyrat y = xln²x, x > 0) Funksioni është konkav në 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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, ndërsa konveks në 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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. Pikë e infleksionit është, 

г) Функцијата е конкаcна cо ( ), 1− − и ( )1, , а конcексна cо ( )1,1− . 

2. (под а) , 1
1

=  −
+
xy x

x
 у задачата да се додаде 1 −x ) 

а) нема преcојни точки, 

     б)  преcојни точки се 
33,

4
 
− −  
 

, ( )0,0 и 
33,

4
 
  
 

. 

3. 
а) Функцијата е конкаcна cо ( )1,0− и ( )1, , а конcексна cо ( ), 1− − и ( )1,0 .

Преcојна точка е ( )0,0 ,

б)  Функцијата е конкаcна cо ( )1,−  , а конcексна cо ( ), 1− −  .  Нема  преcојна   точка, 

c) Функцијата е конкаcна cо ( ), 3.41− − и ( )0.58,−  , а конcексна cо ( )3.41, 0.58− − .   

Преcојни точки се ( )3.41,0.38− и ( )0.58,0.19− ,

г) Функцијата е конкаcна cо ( )2, , а конcексна cо ( ), 2−  .   Преcојна точка е 2
22, , 

 
 e

     д)  Функцијата е конкаcна cо
1 , 

 
 e e

, а конcексна cо 
10, 

 
 e e

 .   Преcојна точка е 

3
1 3,

2
 

− 
 ee e

, 

 ѓ) (кај задачите 2ln , 0.= y x x x ) Функцијата е конкаcна cо
1 ,  

 e
, а конcексна cо 

10, 
 
 e

 .   Преcојна точка е 
1 1, . 

 
 e e

, 

13.  

1. 7.5, 7.5, 56.25= =  =а b a b
2. 2 2108, 72, 2 3 38880= = + =а b a b  

3. 5, 2, 10= = =а b P
4. 7.06, 5.06, 1.47, 58.12= = = =а b h V

5. Рамностран триаголник со страна 
25 35,

4
= =а P

6. Коцка со страна 7.94, 378= =а P  

7. 
9 3

2
=P

8. 6 2, 24, 18 2, 288= = = =r H s P
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13.
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Модуларна единица 2 – Интегрално сметање

1. 1. a) ( ) lnF x x=    б) ( ) 3F x x= +

4. a) 3( ) 2F x x= + б) ( ) 1xF x e= +
2.

1. а)
3 1 3

3 1 ln 3

x
x C

+

+ +
+

;  б) lnx x C+ + ; в) 22 4 2
5 3

x x x C + + + 
 

; 

г) 8 158 ;
15

x C+ д) 3 2 342 3 4x x x C+ − + ; 

ѓ)
5 7

38 4 6
5 7
x xx x C+ + + + .

3.

1. а)
( )242 13

48
x

C
−

+ ;  б)
( )83 2 9

8
x x x

C
− + −

+ ;  в) 2ln 3 10x x C+ − + .

2. а) ( )6355 9
18

x x C− + ;  б) 
( )2

1

1
C

x
− +

+
; в) 3 31 8 27

8
x C+ + .

3. а) ln xe x C+ + ;  б) 4

1
4ln

C
x

− + ;  в) ( )
3

22 ln 1
3

x x C + + +  
.

4.

1. а) ( )2 2 2xe x x C−− + + + ;  б) ( )2 21 1
2

xe x C−− + + .

2. а)
2 2

2 21ln - ln
2 2 4
x xx x x C+ + ; б) ( )2 2 21 11 ln 1

2 2
x x x C− − − + .

6.
1.

а) 2  б) 28
3

в) е−1 г) 2
3

д) 1
2

ѓ) 3
5

2. а) 5ln 2
4

− ;  б) 65
4

− ;   в) 3ln 3
2
− ;      г) 4 14

3
e e− + . 

3. a) 0 ;  б) 256
21

.

7.
а) 20 б) 7

в) 
1

10
г) 

3
8
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b)
b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

c)

c)

c)

c)

c)

d)

d) e)

ç)

ç)

ç)

ç)

Njësia modulare 2 – Njehsimi integral
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 д) 14
3

 ѓ) 232
3

е) 1.61  ж) 113
3

 з)
5ln
2

 
 
 

 ѕ) 
1 8ln
2 5

 
 
 

 и) ( )21 1
2

e e −  ј) 
6

6 18 36 7
7

−

8. 

 а) e+1  б) 
e
e
−
2

11 14

 c)  2  г) 
e

−
3

 д) 1 ѓ) ( )e+ 31 1 2
9

 е) 
2

9
e e

 ж)  1ln 2
2

−

9. 

1. 1
3

2. 32
3

3. e−3

4. 
−

1
2 3

5. 1
3

6. 7
6

7. e
e

+ −
1 2 . 

10. 

1. ab 24
3
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b)

d)

d)

f)

f)

g)

g)

ğ) h)

i)

e)

e)

ç)
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2.

3

3. 

4.
2
3

5.
44

3

Модуларна единица 3 – Матрици (за сите струки)

1.
1. а) 2sin 2x− ; б) ( )pq q p− ;в) 22p ;    г) 0; д) 2 2 2nmp nm mp np+ + + ; ѓ)  0.

2. а) 6;     б) -127; в) 15.

3. а) 1 2/31, 2x x= − =  ;б) 1 20, 6x x= = ;в) 1 2 3
13, 2, 2
2

x x x= − = − = ;г) 0x = .

4. а) [ 2,2]− ; б) ( , 6] [ 3, )− −  − + .

2.
2.а) 0,   б) 0,   в) 0,   г) 0.

4.а) 5;   б) 4;   в) -7.

3.
1. a) (1,3,-2); б) нема решение; в) бесконечно многу решенија; г) (1,5,1).
2. а) (0,0,0); б) {( ,10 ,7 ) }М t t t t= − 

3. а) 1 2m m   − единствено, 1m = бесконечно многу и 2m = − нема решение;
б) 8m  − единствено и 8m = − бесконечно многу решенија.

4. а) 1(1, ,1)
2

− ; б) 1 1 3( , , )
2 4 4
− .

4.
1. 1, 2, 3, 4x y z u= − = = − = ;

2.
5 1 0

2 1 3
ТА

− 
=  − 

;

3. За 2а с= , при произволно с.
4. а) А е горно и долнотриаголна, скаларна и симетрична матрица;

б) В е горно и долнотриаголна, дијагонална и симетрична матрица;
в) С е горнотриаголна матрица;
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Njësia modulare 3 – Matricat (për të gjitha drejtimet)

b)

b)

b)

b)

b) nuk ka zgjidhje;

m ≠ 1 ve m ≠ –2 zgjidhje të vetme, m = 1 shumë të pafundshme, m = –2 nuk ka zgjidhje;
m ≠ –8 zgjidhje të vetme ve m = –8 pafund shumë zgjidhje.

3.	 Për a = 2c gjatë çfarëdo c.
4.	 a) А është matricë trekëndore lart dhe poshtë, matricë skalare dhe simetrike; 
	 b) В është matricë trekëndore lart dhe poshtë, matricë diagonale dhe simetrike;
	 c) С është matricë trekëndore lart; 

b)
b)

b)

b)

b)

c) pafund shumë zgjidhje;

c)

c)
c)

c)

d) e)ç)

ç)

ç)

ç)
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г) А е горно и долнотриаголна, скаларна и симетрична матрица т.е единечна 
матрица од ред 3. 

5. 

1.а) 
28 9 12 6
4 12 15 6

− − 
 − 

; б) 

25 2
9 6
12 6
5 3

− 
 
 
 − −
 − − 

; c) 

18 2
12 12
15 22

6 6

 
 − 
 
 − 

. 

3.а) 
4 98 135

12 7 38
21 54 92

− − 
 − 
 − − 

; б) 
33 30 15
18 44 66

4 183 159

− 
 − 
 − − 

; c) 
283 52 38

196 124 206
240 32 112

− 
 − − 
  

. 

5. DA, BC, CD, CA.
6. 

1.а) 1 2 21
3 14

А−  
=  − − 

; б) 1 0 11
4 54

В−  
=  − 

; c) 1 2 11
5 79

С −  
=  

 
. 

2.а) 1

3 3 21
1 0 1 0
3

0 0 3
А−

− 
 =  
  

; б) 1

3 6 2
1 5 2 5
36

19 14 17
В−

− 
 = − − − − 
 − − 

; c) 

1

10 13 3
1 1 3 4
43

47 31 27
С−

− 
 =  
 − 

. 

7. 

1.а)
70 63
42 847

Х  
=  
 

; б) 
15 191
6 1117

Х
− 

=  − 
. 

2.a)
12 4 37

1 0 8 4
24

0 0 6
Х

 
 = − 
  

; б) 
30 25 91

1 0 50 40
150

0 25 25
Х

 
 = − 
  

. 

8. 
1.(1, 3,-2); 2. (2,-1,3); 3. (3,-2,1); 4. (1,5,1).
9. 
1.(1, 3,-2); 2. (2,-1,3); 3. (3,-2,1); 4. (1,5,1);
5. нема решение; 6. бесконечно многу решенија.
10. 
1. a) 2b ; б) 40; 

3. 3 9 7( , , )
2 10 10

− .
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ç) А është matricë trekëndore lart dhe poshtë, matricë skalare d.m.th., matricë njësi e rendit 3;

b)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

a)

a)

a)

a)

5.  nuk ka zgjidhje;            6.  Pafund shumë zgjidhje
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4. а) 
10 11 30
3 2 27

1 1 8

− − − 
 − − 
 − 

; б) 
13 14
21 22

− 
 − 

; в) 
2 0 0

0 8 0
0 0 2

− 
 − 
 − 

; г)
4 21
3 12

− 
 − 

; д) 

2 1 6
3 2 9
1 1 4

− − − 
 
 
 − − − 

.

5. a)
22 141
29 1810

 
 − 

; б)
7 4 6
0 5 9
0 2 4

 
 − − 
  

.

7.
6 41
9 62
− 
 − 

.

8. (1,0,-2).
9. a) За 1, 2а а  − определен, за 1а = неопределен и за 2а = − противречен.
б) За  0а  определен со решение (1 , ,0)а а− ; б) за 0а = неопеделен.

10. а) противречен; б) неопределен; в) неопределен; г) (0,0,0); д) 5 8 4( , , )
11 11 11

− − ;

ѓ) (1,0,-4).

Модуларна единица 4– Аналитичка геометрија во простор

1.
1.а) 5 3 ;  б) 21;  в) 10(5 3 6)− .
2.110, 890.
5.а) 17; б) 14, 29 ; в) 330.

6.а) 450;  б)
5 5

2
.

7. (0,3,6), (0,-3,-6).

2.
1.а) 8; б) 16; в) 80.
2. 4 2 .
3. 15 квадратни единици.
5. а) (-9,-11,-3);  б) (-18,-22,-6);  в) (-90,-110,-30).
6. 13 .
7. 0,8689.
3.
3. 12 2 ;
4.343 кубни единици.

5.
3 41

41
единици.
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ç)

b)

b)

b)

b)

b)

b)

c)

c)

c)

d)c)

15 njësi katrore. 

343 njësi kubike.

njësi

9. a) Për a ≠ 1, a ≠ –2 të caktuar, për a = 1 të papërcaktuar dhe për a = –2 kundërthënës . 

     b) Për a ≠ 0 i caktuar me zgjidhje (1 – a, a, 0); c) për a = 0 i pacaktuar.

10. a) kundërthënës;  b) i pacaktuar;  c) pacaktuar;  ç) (0, 0, 0);  d) 
 e) (1, 0, –4).

Njësia modulare 4 Gjeometria analitike në hapësirë

–5
11

–8
11

–4
11( , , );
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6. 1 2
35 5( ,0,0), ( ,0,0)
12 12

S S . 

7. 1 22, 4m m= = − . 
4. 
1. 5 2 3 58 0x y z+ − − = ; , Σ, ΣP Q R  . 

2. 3 11 0x z− − = . 

3. a) минуcа низ координатниот почеток; б) паралелна со z - оската;  c) минуcа низ у-

оската; 

г) раcенка на Оyz  - рамнина;  д) паралелна со х-оската. 

4. 5x = . 

5. 3 0x z− = .

5. 

1. а) 1 2 2( , , ) 10 0
3 3 3

r  − − = ; б) 2 2 1( , , ) 4 0
3 3 3

r  − − − = . 

2. 1 2 2( , , ) 5 0
3 3 3

r  − − = . 

3. 
15 538 13 538 12 538( , , ) 0

538 538 538
r  − = . 

4. а) 2 1 2 2 0
3 3 3

x y z+ − + = ; б) 
14 14 3 14 14 0

14 7 14 7
x y z− + − = . 

5. а) не;    б) не;   c) да.

6. а) 0
5 1 2 2, ( , , )
6 3 3 3

p n= = − ;  б) 0
2 1 23, ( , , )
3 3 3

p n= = − .

6. 

1.а) 2010, , 4
3

a b c= = − = − ; б) 15 15, 3,
7 4

a b c= − = − = − . 

2. 6 2 2 0x y z− − + = ; 
3. a) 6 0x y z+ + − = ;  б) 15 4 4 35 0x y z+ + + = . 
4. 1m = . 
5. 14m = . 
6. 7m = − . 
7. 45V = . 
7. 
1. а)13 7 2 1 0x y z− − + = ; б) 15 3 19 0x z− − = . 
2.а) точките не се компланарни;  б) 2 3 0x y z+ − − = .
3. 3 6 2 15 0x y z+ − − = ; ниту една. 
8. 
1.а) се соcпаѓаат;  б) паралелни;  c) се сечат под агол 016  . 
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b)

b)

b)

b)

b)

b)
b)

3. a) kalon nëpër fillimin e koordinatave; b) paralel me boshtin z; c) kalon nëpër boshtin y; 

ç) barazimi në rrafshin Oyz; d) paralele me boshtin x 

5. а) jo; b) jo; c) po.

a) pikat nuk janë komplanare; 

a)  nuk puthiten; b) paralele¸c) priten nën këndin  α ≈ 16°

asnjë
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2. 3 2 0x y z+ + = . 
3. 2 3 5 5 0x y z− − − = . 
4. 11 0x y z− + − = . 
9. 

1. 
6

6
. 

2. 1 5(0,0, ), (0,0, )
3 9

А В− . 

3. 
14
7

. 

4. 
26 278

139
. 

5. (0,8,0), (0, 10,0)А В − . 
10. 

1. 1 2 , 2 0; 1 , 2, 2 2
1 2

x z y x t y z t− +
= − = = − = = −

−
. 

2. 3 5 7; 3 3 , 5 2 , 7
3 2

x y z x t y t z t− +
= = + = − = − − = −

− −
. 

3. 110 10 7 0x z+ + = . 
4. 3 2 0x y z− − = . 

5. 1 2
3 2 4
x y z+ +
= =

−
. 

6. 1 3 1 3 5 62 , , 4
1 11 1 2 9 2 2

x z x y z x zy y+ + − − + −
= − = = = = − =

−
. 

7. 1 2 5 2 3 6 3 5 4 5 6 4, , ,
7 3 10 6 8 1 7 3 10 6 8 1

x y z x y z x y z x y z+ − − + + + + − − − + −
= = = = = = = =

− − − − − −
. 

11. 

1. 16 4 20( , , )
9 9 9

М − , 022  . 

2. Праcата лежи cо рамнината.

3. : 2 0x y z + + = , 6 1 11( , , )
7 3 6

М − .

4. : 2 0x y z − + = . 

5. 1 4 4:
2 5 3

х у zp + + −
= =

−
, (1,1,1)М . 

12. 
1.а) паралелни; б) разминуcачки.

2. 2 11
3 5

y zx − +
− = = . 

3. 2 = − , 060  , ( 3,5, 5)М − − . 
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Drejtëza shtrihet te rrafshi. 

paralele; b) aplanare. 
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4. 1 1 1
2 1 2

x y z− − +
= =

− −
. 

5. 2 3 4
4 6 7

x y z− − −
= =

− −
. 

13. 

1. 
28 17 14 13 28 89, , .

17 13 89

2. 
2 30

3
. 

3. 
1001013, .
35

4. 
37 166 .

166

5. a)
3 35

7
. 

14. 

1. 85 .
12

2. 0x z− = . 
3. 8 17 0x y− = . 
4. 2 3 6 6 0x y z+ + − =
5. 2 3 6 0x y z + − = . 
6. 5, 12а b= = − . 

7. 42 . 

8. 01 41 , 53
1 6

y zx − +
+ = = 

−
. 

10. 
13 2

6
. 

Модуларна единица 5 – Неопределен интеграл 

2. 

1. а)
3 1 3

3 1 ln 3

x
x C

+

+ +
+

;  б) lnx x C+ + ;    c) 

22 4 2
5 3

x x x C + + + 
 

;   г) 8 158 ;
15

x C+

3. 

1. а)
( )242 13

48
x

C
−

+ ;

б) 
( )83 2 9

8
x x x

C
− + −

+ ;
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b)

b)

Njësia modulare 5 – Integrali i pacaktuar

ç)
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д) 
2
ln

xa ctgx C
a
+ + ; ѓ)

3 2 342 3 4x x x C+ − + ; e)
5 7

38 4 6
5 7
x xx x C+ + + + .

2.а) cos sinx x C− − + ;  б) ctg cosx x C− + + ; 

в) tg ctgx x C− + ; 

г)
2

4cos 5sin
6
x x x C+ + + ;    д) ctgx C− + .

в) 2ln 3 10x x C+ − + .

2. а) ( )6355 9
18

x x C− + ; б) 

( )2

1

1
C

x
− +

+
; в) 3 31 8 27

8
x C+ + .

3. а) ln xe x C+ + ;  б) 4

1
4ln

C
x

− + ; 

в) ( )
3

22 ln 1
3

x x C + + +  
.

4. а)
4 6sin sin

4 6
x x C− + ; б) 

2ln sin 3x C+ + ; в) 

3 7 112 4 2sin sin sin
3 7 11

x x x C− + + ;

г) ln tg
2
x C+

4.

1. а) ( )2 2 2xe x x C−− + + + ;  б) ( )2 21 1
2

xe x C−− + + .

2. а)
2 2

2 21ln - ln
2 2 4
x xx x x C+ + ; б) ( )2 2 21 11 ln 1

2 2
x x x C− − − + .

3. а) ( ) ( )4 2 3sin 12 24 cos 4 24x x x x x x C− + + − + ;     б) 
3 2

21 1ln ln 1
3 1 3 3
x x x x C

x
−

− − − +
+

.

4. а) 2cos 2 sin 2
4

xx x e C+
+ ; 

5.

1. а)

344
7

x x C+
б) 

4
1

2
C

x
− +

в) 

4 7 1027 927
4 7 10
x x xx C+ + + +

г) 5 17 34 12 44 24 4
5 17 3

x x x C− + + д) 74
4

4 4
7

x C
x

+ + ѓ) 
2

2
2
x arctgx C− +

е) ctgx x C− − +

2. а)
( )32 3 4

9
x

C
−

+ б)
( )3

2

15 5 2
C

x
− +

−
в)

1 2arctan
3

x C
x

+
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b)

b)
b)

b)

b)

b)

b)

b)

b) c)

c)

c)

c)

c)

c)

d)

d)

d)

f)

f)

e)

e)

a)

a)

ç)

ç)
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г)

 

( ) ( ) ( )11 7 34 4 44 405 5 32 5
11 7

x x x C+ − + + + + д)* 2 ln 1x x C− + − +

3. а) 
( )2

1
2 1

C
x

− +
+

б) ( )6355 9
18

x x C− + c)
21

2 5 5
xarctg C+

г)

 

2 22 2ln 1
x x

e x e C
−

− − + + +

    

д) 21 1ln
4 1

x C
x

+
+

−
ѓ) ln | sin |x C+     

е) 5 7 91 2 1sin sin sin
5 7 9

x x x C− + +

   

ж) ln
2
xtg C+

4. а)
( ) ( ) ( )

3 23 3 3
3 3 ln 3

3 2
x x

x x C
+ +

− + + + + +

 

 

б)
( ) ( ) ( )99 98 97

1 1 1
99 1 49 1 97 1

C
x x x

− + +
− − −

c)

 

1 1cos 2 cos 4
4 8

x x C− − +

    

г) 2
1 ln cos

2sin
x C

x
+ +

5. а)
2 2

2 2x x 1ln ln
2 2 4

x x x C− + + б)  ( )2 2 21 11 ln 1
2 2

x x x C− − − +

c) ( )21 ln 2ln 2x x C
x

− + + + г) ( )2 21 1
2

xe x C−− + +

д)  ( ) ( )4 2 3sin 12 24 cos 4 24x x x x x x C− + + − +

Модуларна единица 6 – Определен интеграл 

1. 

1. а)2  б) 28
3

 c) е−1 

  г) 1  д) 2  ѓ) 1
2

 е) 2
3

  ж) 3
5

2. 
1. 

 а)20  б) 7 

 c) 
1

10
 г) 

3
8

 д) 
14
3

 ѓ) 232
3
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b)
b)

b)

b)

b)

d)

d)

d)

d)

d)

f)

f) g) e)

e)

Njësia modulare 6 – Integrali i caktuar

ç)

ç)

ç)

ç)

ç) ç)
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е)1.61  ж) 113
3

2. а) 5ln 2
4

− ;  б) 65
4

− ; в) 3ln 3
2
− ;

г) 4 14
3

e e− + .

3. a) 0 ;  б) 256
21

.

3.
1.

а) e+1 б)
e
e
−
2

11 14

в) 2 г)
e

−
3

д) 1 ѓ) ( )e+ 31 1 2
9

е)
2

9
e e

ж)  1ln 2
2

−

2. a) 0 ;  б) 256
21

.

4.

1.
1
3

2.
32
3

3. e−3

4.

−

1
2 3

5.
1
3

6.
7
6

7. e
e

+ −
1 2 .
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b)

b)

b)

b)

c)

c)

d)

e)

f)

f)

g)

dh)

ç)

ç)
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