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P r e d g o v o r 
 

U~ebnikot MATEMATIKA ZA EKONOMISTI za treta i ~etvrta godina na 
~etirigodi{noto stru~no obrazovanie e pi{uvan spored Nastavnite  programi za 
istoimenite izborni predmeti za treta i ~etvrta godina na ~etirigodi{noto 
stru~no obrazovanie. Namenet e pred sé, spored nastavniot plan za u~enicite od 
ekonomsko pravnata i trgovskata struka vo obrazovnite profili ekonomski 
tehni~ar i tehni~ar za trgovija i marketing. Avtorite nastojuvaa da gi obrabotat 
predvidenite sodr`ini vo soglasnost so didakti~ko-metodskoto upatstvo za 
realizacija na nastavata.  U~ebnikot se sostoi od dva dela. Prviot del e pi{uvan 
spored Nastavnata programa treta godina na ~etirigodi{noto stru~no 
obrazovanie i se sostoi od ~etiri tematski celini, dodeka vtoriot del e pi{uvan 
spored Nastavnata programa ~etvrta godina na ~etirigodi{noto stru~no 
obrazovanie i se sostoi od {est tematski celini. Vo ramkite na sekoja nastavna 
tema obraboteni se predvidenite sodr`ini koi, po pravilo, se ilustrirani so 
re{eni primeri i crte`i. Na krajot od sekoja nastavna sodr`ina, nastavna 
edinica, dadeni se zada~i za samostojna rabota na ~asot ili za doma{na rabota, koja 
pretstavuva prodol`uvawe na rabotata na ~asot i taa e najvisok stepen na 
samostojna rabota na u~enikot. Na krajot od u~ebnikot se dadeni kratki odgovori 
ili re{enija na zada~ite, a po izbor na avtorite, nekade i upatstvo za nivno 
re{avawe.   

Vo prviot del se pomesteni, nastavnite temi: ,,Polinomi’’, ,,Ravenki i 
neravenki’’, ,,Elementi na linearnoto programirawe’’i ,,Kalkulacii’’.  

Prvata nastavna tema ,,Polinomi’’ pretstavuva povtoruvawe na formulite za 
skrateno mno`ewe, kako i pro{iruvawe na znaewata za razlo`uvawe na polinomi 
na mno`iteli, racionalizacija na imenitel na dropka, priznaci za delivost. 

Sovladuvaweto na materijalot izlo`en vo vtorata nastavna tema ,,Ravenki i 
neravenki’’ dava mo`nost za steknuvawe na znaewa vo vrska so ravenkite i 
neravenkite kako i usvojuvawe na tehniki za re{avawe na nekoi vidovi ravenki i 
sistemi ravenki. Vo delot od kvadratnite neravenki i sistemite neravenki 
akcentot e staven na nivnata prakti~na primena.  

Tretata nastavna tema ,,Elementi na linearnoto programirawe’’ e naso~ena 
kon voveduvawe na poimite linearna ravenka, linearna neravenka i sistemi 
linearni neravenki, koi se osnoven preduslov za razbirawe na problemite vo 
oblasta na linearnoto programirawe.    

So sovladuvawe na materijalot koj se odnesuva na ~etvrtata nastavna tema 
,,Kalkulacii’’ u~enikot }e se stekne so osnovni znaewa od oblasta na kalkulaciite, 
vo smisla na podelbata na kalkulaciite, vidovite kalkulacii, elementite na 
kalkulaciite. Smetame deka od osobena va`nost e nivnata uloga vo trgovijata, 
odnosno izrabotkata na kalkulacii za eden ili pove}e proizvodi.    

 



Vo vtoriot del se pomesteni, nastavnite temi: ,,Matrici’’, ,,Nizi od realni 
broevi’’, ,,Realni funkcii od realna promenliva’’, ,,Izvodi’’, ,,Potro{uva~ki 
kredit’’i ,,Elementarna aktuarska matematika’’.

Vo prvata tema ,,Matrici’’ u~enicite se upatuvaat na usvojuvawe na poimot 
matrica i osnovnite operacii so matrici. Vo prodol`enie se zapoznavaat so nekoi 
pova`ni vidovi matrici, a na krajot koristej}i elementarni transformacii na 
matrici }e odreduvaat rang na matrica.     

Sovladuvaweto na materijalot izlo`en vo vtorata tema ,,Nizi od realni 
broevi’’ ovozmo`uva  pro{iruvawe na znaewata na u~enicite vo vrska so nizite od 
realni broevi i grani~nite procesi. Osobeno, tie }e se zapoznaat so poimot 
konvergentna i divergentna niza, kako i so svojstvata na konvergentnite nizi i 
operaciite so konvergentni nizi.  

Materijalot izlo`en vo temata ,,Realni funkcii od realna promenliva’’,
ovozmo`uva  proveruvawe na poznavawata od funkciite so realna promenliva i 
izu~uvawe na nekoi svojstva na realnite funkcii, a potoa koristej}i gi steknatite  
znaewa se u~enicite se osposobuvaat  da crtaat grafici na elementarnite 
funkcii. Na krajot so izu~uvaweto na grani~nite procesi i nivnite svojstva 
u~enicite }e gi  pro{irat znaewata za funkciite.  

Vo ~etvrtata tema od vtoriot del ,,Izvodi’’, u~enikot se zapoznava so poimot 
izvod od realna funkcija, kako i so tehnikata na nao|awe na izvod na nekoi 
elementarni funkcii. Gi usvojuva osnovnite pravila za diferencirawe i odreduva 
izvod na slo`ena funkcija i implicitno zadadena funkcija, kako i izvod od 
povisok red.  

Vo pettata tema ,,Potro{uva~ki kredit’’, u~enikot se zapoznava so poimot 
potro{uva~ki kredit i se osposobuva za presmetuvawe na redovnata kamata i 
otplatata, kako i kaznenata i bonificiranata kamata.  

Vo {estata tema ,,Elementi na aktuarska matematika’’ u~enikot se zapoznava 
so predmetot i celite na aktuarskata matematika, vo delot na  tablicite na 
smrtnost i verojatnosta na `iveeweto i na umiraweto.  

Pri realizirawe na programa niz ovoj u~ebnik nastavnikot mo`e lesno da 
nastojuva na samostojna rabota od strana na u~enicite.    

Posebna blagodarnost im dol`ime na recenzentite na ovoj u~ebnik, ~ii 
sugestii i zabele{ki pridonesoa za podobruvawe na negoviot kvalitet.   

Avtorite odnapred }e bidat blagodarni za sekoja dobronamerna kritika ili 
zabele{ka za podobruvawe na sodr`inata, bidej}i veruvaat deka ovaa kniga }e 
pridonese u~enicite od ekonomsko � pravnata struka da se zapoznaat so sodr`ini 
koi }e im bidat od korist vo nivnoto ponatamo{no profesionalno  usovr{uvawe.  

 
 Fevruari, 2010                                                                                        Avtorite 
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  1. POLINOMI 
 

1. 1.  Osnovni poimi za polinom� 
 

Ako x  e proizvolen realen broj, toga{ na primer, ),4)(3( �� xx  ),1)(12( �� xx  

   se celi racionalni algebarski 
izrazi so promenliva 

),12( 2 ��� xx )(1 x ),1)(1( 3 �� xx 234 )1(2)1(3 ���� xxx
x . Po osloboduvawe od zagradite i sveduvawe na sli~nite 

~lenovi, lesno se poka`uva deka sekoj  izraz soodvetno e identi~en so slednite 
racionalnite izrazi:      

. 

,127 �x ,12 2 �� xx2 �x
1

,12 ��� xx3x ,134 ��� xxx
43 34 ���� xxx 2 2x

 
 
 
 
 
 

Definicija 1. Izrazot  
0   ,... 01

2
2

1
1 ������ �

�
�

� n
n

n
n

n
n

n aaxaxaxaxa

nn aaaaa ,,...,,, 1210 �

n

                       (1) 

 kade {to  se izbrani elementi od mno`estvoto na realnite   
 ili kompleksnite broevi,  e priroden broj, a x - promenliva koja {to prima  
 vrednosti od istoto brojno mno`estvo se narekuva polinom od n-ti stepen po x.  

 
 

Broevite  se vikaat koeficienti na polinomot ili 
poto~no, koeficienti pred soodvetnite stepeni na promenlivata 

nn aaaaa ,,...,,, 1210 �

x  vo polinomot 
(1). Soglasno so definicijata, polinomot (1) e od n - ti stepen, samo pri uslov 

. Zatoa velime deka brojot  e vode~ki (ili najstar) koeficient na 

polinomot (1), a koeficientot  se vika sloboden ~len. Ako , toga{ za 
polinomot velime deka e vo normalen vid. 

0�na na

0a 1�na

Za skrateno ozna~uvawe na polinomite od promenliva x , ~esto gi koristime 
simbolite:  ili  itn., ako sakame da istakneme 
deka toj e od - ti stepen. Taka na primer, ravenstvoto 

)(),(),(),( xgxfxQxP
n

)(),(),( xfxQxP nnn

0    ,...)( 01
1

1 ������ �
� n

n
n

n
n aaxaxaxaxP                                                              (2) 

}e go sfa}ame i ~itame kako: ,,  e polinomot od desnata strana od (2)’’ ili 
,,polinomot (1) e ozna~en so ’’. Zna~i, znakot ,,=’’ tuka ni pojasnuva samo {to e 
ozna~eno so , sli~no kako pri zapisot na elementarnite funkcii, na primer 

.  

)(xP
)(xP

)(xP
xxf sin)( �

Polinomi od tret, vtor i prv stepen po x  soodvetno se: 
)0    ,)( 301

2
2

3
33 ����� (aaxaxaxaxP  

)0  ,)(   ),0 ,)( 1011201
2

22 ������� (aaxaxP(aaxaxaxP .  
Najniskiot stepen na eden polinom od x  bi trebalo da e eden, me|utoa vo 

rabotata so polinomi, posebno kaj operaciite so niv, celishodno e da prifatime 
deka imame  polinomi od nulti stepen. - polinom od nulti stepen e sekoj )x(0P
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realen ili kompleksen broj, razli~en od nula. Navistina, brojot  mo`e da se 

zapi{e vo vidot , bidej}i . Zna~i: 

00 �a
0

0xa 10 �x )0(  ,)( 000 �� aaxP

5 4 �x

. 
Od istite pri~ini (pri operaciite so polinomi) brojot nula }e go vikame 

nula polinom ili nulti polinom (ne zna~i isto {to i polinomot od nulti  stepen). 
Toa e edinstven polinom na koj ne mu pripi{uvame nikakov stepen. Zatoa 
polinomot (1) kaj koj  u{te se vika nenula polinom. Me|utoa, pod zborot 
polinom sekoga{ }e podrazbirame nenulti polinom bez toa posebno da go 
naglasuvame. 

00 �a

Po odnos na koeficientite na polinomot (1) od definicijata 1 staven e samo 
eden uslov: , {to zna~i deka nekoi (ili site ostanati) koeficienti mo`at da 

bidat i ednakvi na nula. Vo taa smisla za polinomot od ~etvrti stepen  
mo`eme da smetame deka ima i ~lenovi od tret, vtor i prv stepen so koeficienti 
ednakvi na nula. Toj, vsu{nost, e ednakov na polinomot: . 

0�na
15 4 �x

10 3 �� xx 00 2 �x
Da zabele`ime deka za polinom od n -ti stepen, pokraj negovoto zapi{uvawe 

vo vidot (2), t.e. po opadnuva~kite stepeni na promenlivata x , dopu{teno e da go 
zapi{uvame po raste~kite stepeni na : x

)0(...)( 2
20 ����� nn axaaxP ,n

n xa1 �xa

a ,...,2

aa , 10

                                                  (3) 
soglasno komutativnosta i asocijativnosta na sobiraweto na realnite i 
kompleksnite broevi.   

Ako  se realni broevi, polinomot (1), odnosno (3) se vika 
polinom so realni koeficienti ili realen polinom. Ako barem eden od 
koeficientite  e kompleksen broj, toga{ polinomot (1) se vika 
polinom so kompleksni koeficienti ili kompleksen polinom. 

naaa ,, 10

a, 2 na,...,

Ako site koeficienti na eden polinom se celi broevi, toj se vika polinom so 
celi koeficienti ili celobroen polinom, a ako site koeficienti mu se 
racionalni broevi, toga{ toj se vika polinom so racionalni koeficienti ili 
racionalen polinom. O~igledno e deka sekoj polinom so celi koeficienti, vo isto 
vreme e  racionalen, realen i kompleksen, soglasno inkluziite: �������. 

Daden polinom mo`eme da go razgleduvame vo razli~ni brojni mno`estva. Pri 
toa: ako polinomot  sakame da go razgleduvame nad mno`estvoto na celite 
broevi, toga{ toj mora da e so celi koeficienti i promenlivata 

)(xP
x  mo`e da zema 

vrednosti samo od mno`estvoto na celite broevi �, t. e. ��. Ako pak, polinomot 
 go razgleduvame na mno`estvoto na racionalnite (odnosno relanite) broevi, 

toga{ negovite koeficienti treba da se dadeni racionalni (odnosno realni) 
broevi i promenlivata 

x
)(xP

x  mo`e da zema koi bilo racionalni (odnosno realni) 
vrednosti. 
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Toa zna~i deka daden polinom  so celi koeficienti, osven nad 
mno`estvoto na celite broevi mo`eme da go razgleduvame i vo mno`estvoto na 
racionalnite i vo mno`estvoto na realnite ili kompleksnite broevi. 

)(xP

Izrazot      ,                                                                          (4) 00...00 1 ���� � xxx nn

koj ima struktura na polinom  od n -ti stepen o~igledno e deka za sekoja 
vrednost na 

)(xP
x  dobivame vrednost nula. Zatoa za izrazot (4) velime deka toj e 

polinom identi~ki ednakov na nula ili nula - polinom i pi{uvame 0)( �xP . 
Neka  e polinom od promenlivata )x(P x , a -izbran broj. So  go 

ozna~uvame brojot 
c )(cP

01
1

1 ... acacaca n
n

n
n ���� �

� , 
{to se dobiva koga vo izrazot - polinomot (1) promenlivata x  se zamenuva so c  i se 
izvr{at site nazna~eni operacii. Brojot  se vika vrednost na polinomot  
pri 

)(cP )(xP
cx �

)
 ili vrednost na  vo to~kata c . Procesot na odreduvawe na brojot 

 se vika presmetuvawe (nao|awe), vrednosta na polinomot za 
)(xP

(cP )(xP cx � (ili vo 
to~kata c ). 
 

 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1. [to e polinom? 

2. Dali polinomot  e vo normalen vid? 1)( 35 ���� xxxxR

3. [to e celobroen polinom, a {to racionalen polinom? 

4. [to e nulti polinom i kolkav e negoviot stepen? 

5.  Odredi ja neposredno vrednosta na polinomot: 
a)  za 152)( 23 ���� xxxxP ,2��x      

b)  za 105234)( 2345 ������ xxxxxxQ ,1�x  
 

 
1. 2.  Hornerova {ema 

 
Klasi~na {ema - tabela za pobrzo i poednostavno presmetuvawe na vrednosta 

na polinomot za koja bilo vrednost na promenlivata h=s, e takanare~ena 
Hornerova {ema.  

Neka e daden eden polinom od 
petti stepen  

0
1

1
2

2
3

3
4

4
5

5)( axaxaxaxaxaxP ������ . 
Brojot   go nao|ame so pomo{ 

na slednava {ema: 
)c(P
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kade {to , , , ,   gi opredeluvame eden po drug so pomo{ na ravenstvata: 0b 1b 2b 3b 4b

445 baac ��	  

334 babc ��	  

223 babc ��	  

112 babc ��	  

001 babc ��	  pri {to  0)( bcP �

Ako prethodnite pet ravenstva gi pomno`ime od dvete strani soodvetno so 
 se dobiva: , 1 , ,,, 234 cccc

4
4

4
4

5
5 bcacac �� , 

3
3

3
3

4
4 bcacbc �� , 

2
2

2
2

3
3 bcacbc �� , 

112
2 bcacbc 	�	� , 

001 babc ��	 . 
Potoa so sobirawe na levata i desnata strana na ovie ravenstva se dobiva:    

)(0012
2

3
3

4
4

5
5 cPbaacacacacac ���	����   

a toa e to~no baranata vrednost  na polinomot  za )(cP )(xP cx � . 
 

1. Da ja odredime vrednosta na polinomot 
24542)( 234 ����� xxxxxP  za 3��x . 

So koristewe na Hornerova {ema dobivame 
deka �{to zna~i deka  e nula na 
polinomot . 
 

0)3( ��P
(xP

3��x
)

 

2. Da ja odredime vrednosta na polinomot 
1356234)( 2467 ������ xxxxxxP  za 2x � .  

So koristewe na Hornerova {ema 
dobivame deka , a istoto se dobiva i 
so direktno smetawe 

351)2( �P

351132526222324)2( 2467 ��	�	�	�	�	�P . 
 
 

3. Da ja odredime vrednosta na polinomot 
ixxixxxP 5623)( 456 ������  za ix �  

So koristewe na Hornerova {ema 
dobivame . iiP 116)( ��

Sekoj broj cx � , za koj polinomot  
dobiva vrednost nula, t.e. , se vika 
nula na polinomot ili koren na polinomot 

)(xP
0)( �cP
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)(xP
2�x
. Na primer, brojot 2 e nula na polinomot , bidej}i za 

 e to~no deka  . Zatoa se veli i pi{uva: 

653)( 23 ���� xxxxP
0625232)2( 23 ��	�	��P 2�x

)

 e nula 
na polinomot .   )(xP

�

�
m

m

n
n

x
x

 Za polinomite  

2()(

)1()(

�

�

m

n

bxB
axA

                                           

                                             

)()( xBxA mn

)0(  ,...

)0(  ,...

01
1

1

01
1

1

����

����
�

�

�
�

m
m

m

n
n

n

bbxbxb
aaxaxa

 

�velime deka se identi~no ednakvi i pi{uvame  ako tie dobivaat 
ednakvi vrednosti za sekoja vrednost na promenlivata . x

)()( �

Simbolot ,,�’’ }e go koristime za da ne dojde do me{awe na poimite ,,ednakvi 
vrednosti’’ i ,,identi~ni polinomi’’. Pred da ja doka`eme narednata teorema, }e go 
dademe slednoto pomo{no tvrdewe (lema). 

 
 

 
 

    

Lema 1. Ako polinomot  prima vrednost nula, t.e. za sekoja 
vrednost na 

)(xP 0�)(xP
x , toga{  e nulti polinom. 

 

 

)(xP

Teorema 1. Dva polinoma  i se identi~ni ako i samo ako tie 
imaat ednakvi stepeni i koeficientite na sli~nite ~lenovi (pred ednakvite 
stepeni na ) se soodvetno ednakvi, odnosno  

)(xAn (Bm

mn baba

)x

x
amn b �� ,...,, 11� 00� , .                                                                       (3) 

Dokaz: Ako , toga{ razlikata )()( xBxA mn � 0) �(� BxAxR mn

)(xR

x  e nula 
polinom. 

Polinomite  i  ne mo`at da imaat razli~ni stepeni, bidej}i ako 

, toga{ vode~kiot koeficient na polinomot  bi bil eden od broevite  

ili . Zna~i, eden od tie koeficienti }e bide ednakov na nula; a toa protivre~i 

na pretpostavkata deka  i 

)(xAn )(xBm

0�na 0

mn �
b

na

m

�mb mn �. Spored toa: , pa }e bide: 

0)0 �b(...)( 0
1

11 ����� �
�� axbax n

nn
n

)(x

�
�
�

�

��
�




�

�

�
�

nn ba

ba
ba

.................

.................
11

00

)� bnn

R

0

0
0

()( � axR                                               (4) 
No, bidej}i  e nula polinom, zatoa od (4) i od prethodnata lema sleduva 

deka: 

�
�
�

�

��
�




�

��

��
��

.................

.................
11

00

nn ba

ba
ba

, odnosno        , {to treba{e da se doka`e. 
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Obratno, ako polinomite  i  imaat ednakvi stepeni, t.e. )(xAn )(xBm nm �  i 
koeficientite na sli~nite ~lenovi im se soodvetno ednakvi, toga{ o~igledno e 
deka tie dva polinomi potpolno se sovpa|aat, odnosno se identi~no ednakvi.�  
 

 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1.  So pomo{ na Hornerovata {ema odredi ja vrednosta na polinomot: 
a)  za 152)( 23 ���� xxxxP ,2��x       

b)  za 105234)( 2345 ������ xxxxxxQ ,1�x  

v)  za  1)( 35 ���� xxxxR .2�x
 

2. So pomo{ na Hornerovata {ema odredi ja vrednosta na polinomot: 
a)  za 532)( 234 ����� xxxxxf ,3��x  

b)  za 1323)( 35 ����� xxxxg .2�x  
 

3. Proveri dali   i  se nuli na polinomot           

. 

11 ��x
1520 2 �x

42 �x
4�x10)( 35 ��� xxxP

 

4. Poka`i deka va`at identitetite: 
a)                       b)  ,1)1)(1)(1( 42 ����� xxxx ),1)(1( 2224 ������� xxxxxxx
v)  ).1)(1)(1)(1(1 226 �������� xxxxxxx
 

5. Opredeli gi nepoznatite koeficienti, taka {to da va`at identitetite: 
a)         b)  ,412 32

23
0

2
0 bxbxxbxxa ������ ,253 2323 FxDxxCxxAx �������

v)  .76)( 22 ����� xxCax
 

 
1. 3.  Sobirawe i mno`ewe na polinomi 

 
Neka  i  se dva polinoma so realni ili kompleksni koeficienti  )(xAn )(xBm

0,...)( 1
1

2
210 ������� �

� n
n

n
n

nn axaxaxaxaaxA                                          (1) 

0,...)( 1
1

2
210 ������� �

� m
m

m
m

mm bxbxbxbxbbxB                                           (2) 
i  bez gubewe od op{tosta.  mn �
  

 
 
 
 

Definicija 1. Zbir na polinomite  i   se narekuva polinomot: )(xAn )(xBm
n

n
n

nmn xcxcxcxccxBx ������� �
�

1
1

2
210 ...)()(

)(xAn )(xBm

A ,                                        (3) 
~ii koeficienti se dobivaat so sobirawe  na koeficientite na  i pred 
ednakvite stepeni na x , t.e. c miba iii ...,,2,1,0,� �� nmiac ii ,...,1, � i  �� .  
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O~igledno e deka stepenot na zbirot +  }e bide ednakov na  ako 

. No, pri stepenot na zbirot 

)(xAn

() Bm

)(xBm

)x
n

mn � mn � (xAn �   mo`e da bide i pomal od n  ako 

. Zna~i, zbirot na dva polinoma  i   e polinom so stepen najmnogu 
ednakov na stepenot na pogolemiot od broevite  i .   

nanb �� n

m
A Bm

n
 

1. Najdi go zbirot na polinomite:  
1232)( 345 ����� xxxxxA  i  . 53)( 24 ��� xxxB

���������� )53()1232()()( 24345 xxxxxxxBxA  

                     ��������������� )51()02()10()03()32()01( 2345 xxxxx
                      
 .623 2345 ������ xxxxx
 
Da napomeneme deka zbirot na proizvolen polinom  so nultiot polinom e 

polinomot  
)(xP

).(xP
 
 
 

 

Definicija 2. Sprotiven polinom )(xP�  na polinomot  e polinom ~ii 
koeficienti se sprotivni na koeficientite na polinomot  pred stepenite 
so isti pokazateli.  

)(xP
)(xP

 
 

 
 
 

 

Definicija 3. Razlika )()( xBxA �  na polinomite  i  se narekuva 
polinomot .    

)(xA )(xB
))(()()( xBxAxR ���

 
Spored toa, odzemaweto na polinomi se sveduva na dodavawe na sprotivniot 

polinom na polinomot namalitel.   
 

          2. Odzemi go polinomot  od polinomot , ako  )x(B )x(A
          .  45)(         ,123)( 23434 ��������� xxxxBxxxxA
  ������������� )45(123))(()()()( 23434 xxxxxxxBxAxBxA
                             
 .52542)41(25)13()11( 234234 ��������������� xxxxxxxx

 
 

 
 

 
 
  

Definicija 4. Proizvod na polinomite (1) i (2) }e go vikame polinomot  
mn

mn
mn

mnmn xdxdxdxddxBx �
�

��
�� ������	 1
1

2
210 ...)()(

mnmnibad
isk

ski ����� �
��

,1,...,2 ,1 ,0   ,  
A ,                    (5) 

                                              (5�) 

 

          3. Najdi go proizvodot na polinomite:  
            i   32)( 23 ���� xxxP .1)( 2 ��� xxxQ

Izostavaj}i gi nultite sobiroci dobivame: 
�	���	�	��	��	�	��	��	 2345 )1)3()1(1()11)1()2(()111)2(()1)2(()()( xxxxxQxP  
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33432)1()3()1)3(( 2345 ��������	��	�� xxxxxx . 
Da zabele`ime deka soglasno (5�), koeficientot  e ednakov na zbirot od 

proizvodite na onie koeficienti na polinomot  i  na koi zbirot od 
indeksite im e ednakov na i . 

id
)(xAn )(xBm

Zatoa: ,  ,  , 021120201101000 bababadbabadbad ������  

mnmn badbabababad ����� �,...,031221303 .  

Bidej}i  i ,  i 0�na 0�mb 0�	 mn ba , a ottuka sleduva zaklu~okot deka 
proizvodot na dva nenenulti polinomi e polinom so stepen ednakov na zbirot na 
stepenite na polinomite - mno`iteli. 

Od definiciite 1 i 2 sleduva deka operaciite sobirawe i mno`ewe na 
polinomite, vsu{nost, se sveduvaat na operacii so nivnite koeficienti. Na 
primer, sobiraweto na dva polinomi se sveduva na sobirawe na koeficientite pri 
ednakvite stepeni na x , a mno`eweto na mno`ewe i sobirawe na nivnite 
koeficienti. Prethodno iznesenoto mo`e da se rezimira na sledniot na~in.   

 

 

 

Teorema 1. Mno`estvoto na polinomi e zatvoreno vo odnos na operaciite
sobirawe i mno`ewe i pritoa va`at slednive identiteti za proizvolni polinomi

: )(),(),( xCxBxA
)()()()() xAxBxBxAi     ���

))()(()()())()(() xCxBxAxCxBxAii
 (komutativnost na sobiraweto) 

     �����
)()(00)() xAxAxAiii ����

0)())(())(()()

 (asocijativnost na sobiraweto) 
      (postoi neutralen element vo odnos na sobiraweto. 
     ������ xAxAxAxAiv

)()()()())()()(() xCxAxBxAxCxBxAv ���
)()()()()())()(() xAxCxAxBxAxCxBvi ���

))()()(()())()(() xCxBxAxCxBxAvii �
)()()()() xAxBxBxAviii �
)()(11)() xAxAxAix �	�	

 (postoi sprotiven element vo odnos  na 
 sobiraweto) 
      (lev distributiven zakon ) 
      (desen distributiven zakon) 
       (asocijativen zakon za mno`eweto). 
      (komutativen zakon za mno`eweto) 
       (postoi neutralen element vo odnos na mno`eweto) 

 

Pogore dadenite ravenstva se doka`uvaat na sledniot na~in. Za sekoja 
vrednost na promenlivata x , levite strani na ovie ravenstva se ednakvi na desnite 
strani, bidej}i  i  se broevi i za niv va`at komutativniot, 
asocijativniot i distributivniot zakon. [tom za sekoja vrednost na promenlivata 

),(xA )x(B )(xC

x  levata i desnata strana se ednakvi, polinomite se identi~ni, t.e. ednakvi. 
Vo mno`estvoto na site polinomi od promenlivata x , pri operacijata 

sobirawe na polinomi, ulogata na neutralen element ja igra brojot nula, odnosno 
nultiot polinom. Taka za sekoj polinom  va`i: )(xP

)()(00)( xPxPxP ����                                                                                               (6) 
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Potoa, vo mno`estvoto na site polinomi od x  za sekoj polinom  postoi 
nemu sprotiven polinom  za koj va`i: 

)(xP
)(xP�

0))(()( ��� xPxP                                                                                                         (7) 

Neka  01
1

1 ...)( axaxaxaxP n
n

n
n ����� �

�

e daden polinom, a nemu sprotiven e polinomot 

01
1

1 ...)( bxbxbxbxP n
n

n
n ������ �

� , kade {to ii ab �� . 
Da zabele`ime deka ulogata na polinomot edinica (neutralen element) pri 

mno`eweto na polinomi ja igra brojot 1, razgleduvan kako polinom od nulti 
stepen. Da vidime u{te dali za sekoj polinom  postoi negov inverzen element 

 vo odnos na operacijata mno`ewe, t.e. za koj va`i  

)x(P
)(1 xP�

 .                                                                                                           (8) 1)()( 1 �	 � xPxP
Jasno e deka  (i ) mora da bide polinom razli~en od nultiot. ]e 

poka`eme deka polinomot  ima svoj inverzen element  ako i samo ako 
 e polinom od nulti stepen. Navistina, ako 

)(xP )(1 xP�

(P )x )(1 xP�

00 �)(xP )( � axP , toga{ negoviot 

inverzen element e brojot 
0

1
0a � 1

a
� . 

Ako polinomot  ima stepen n , toga{ levata strana na ravenstvoto (8) 

kako proizvod na dva nenula polinomi, ako postoi polinomot , }e ima stepen 
ne pomal od n , dodeka pak, desnata strana e polinom od nulti stepen {to 
pretstavuva protivre~nost. Zna~i, takov polinom   ne postoi ako , 
odnosno za operacijata mno`ewe na polinomi ne postoi inverzna operacija.   

)(xP 1�
)(1 xP�

)(1 xP� 1�n

Zabele`uvame deka postoi golemata sli~nost (analogija) pome|u mno`estvoto 
na polinomite i mno`estvoto na celite broevi vo odnos na svojstvata {to gi 
zadovoluvaat.  

 

4. Najdi go proizvodot na polinomite:  
25)( 3 ��� xxxA  i . .7432)( 234 ���� xxxxB

����	���	 )7432()25()()( 2343 xxxxxxBxA  

                   ������������� 14864352015107432 2343453567 xxxxxxxxxxx
                    
 .1435821111432 234567 �������� xxxxxxx

 
 

   Zada~i za samostojna rabota 
 
1. Najdi go zbirot na polinomite:  i  42)( 23 ��� xxxP .13)( 2 ��� xxxQ
 

2. Zapi{i gi sprotivnite polinomi na polinomite od zada~a 1.  

3. Najdi go proizvodot na polinomite: 
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a)  i  1423)( 234 ����� xxxxxA ,53)( 2 ��� xxxB
b)  i  423)( 23 ����� xxxxP .142)( 23 ����� xxxxQ

4. Izvr{i go mno`eweto:  
a)         b)  ),1234)(2( 2345 ����� xxxxx ),23)(2)(2( 2 ���� xxxx
v)  ).1()3()2( 22 ��� xxx
 

5. Izvr{i gi nazna~enite operacii: 
a)  ,)1)(1( 2234 ����� xxxxx
b)  ).1)(1()1)(1()3)(2)(1( 2322 ����������� xxxxxxxxxx
 
 

1. 4.  Delewe na polinomi 
 

Za razlika od operaciite sobirawe i mno`ewe na polinomi, koga operacijata 
e to~no definiran polinom, operacijata delewe na polinomi ne sekoga{ dava 
polinom koj pomno`en so polinomot delitel }e go dade polinomot delenik. Zna~i, 
ako  i  se dva proizvolni polinomi, toga{ ne sekoga{ mo`e da se odredi 

tret polinom , takov {to va`i: 

)(xfn )(xgm

q )(xmn� )()()( xqxgxf mnmn �	� . Vo toj pogled 
mno`estvoto polinomi pak nalikuva na mno`estvoto celi broevi. Sli~no kako kaj 
mno`estvoto celi broevi i za mno`estvoto polinomi postoi algoritam za delewe 
so ostatok, koj go voveduvame so slednava: 

 
 
 

 
 
 
 

   

 Definicija 1. Da se podeli polinomot  so polinomot , zna~i da 
se odredat dva novi polinomi - koli~nik i - ostatok, takvi {to da va`i 
identitetot  

)(xfn 0)( �xgm

)(xq )(xr

)()()()( xrxqxgxf mn �	�
)(xr )(xgm

                                                                               (1) 

i stepenot na  da e barem za edinica pomal od m (stepenot na ). 

O~igledno e deka stepenot na polinomot  }e bide ednakov na razlikata od 
stepenite na polinomite  i , t.e. na 

)(xq
mn)(xfn )(xgm � . Se postavuva pra{aweto: dali 

za sekoi dva dadeni polinomi  i )(xfn 0)( �xmg  postojat takvi dva polinomi  i 
 za koi va`i identitetot (1) i stepenot na  da e pomal od  Odgovor na 

tie pra{awa ni dava slednata: 

)(xq
)(xr )(xr ?m

 
 
 
 
 

 

    

Teorema 1. Za koi bilo dva polinomi  i fn )(x 0)(xgm

)x(q )x(r
)i )()()()( xrxqxgxf mn

�  postojat ednozna~no 
opredeleni polinomi i  {to gi zadovoluvaat uslovite: 

 va`i identitetot 	 ��
)ii )(xr

                   
 stepenot na  e pomal od m . 
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Pred da pristapime kon dokazot na teoremata, da se potsetime na postapkata 
na delewe na polinomi. 

1. Da go izvr{ime deleweto so ostatok na polinomot  
65432)( 2345 ������ xxxxxxf  so  . 13)( 2 ��� xxxg

Gledame deka polinomite se podredeni po opadnuva~kite stepeni na x , a 
deleweto prakti~no go izvr{uvame vaka: 

)(64                       )(
         3                   

653       )(
                  3         

6544)(
3

)13(:)65432(  

1

23

23
3

234

234
4

345

2322345

xrxxf
xxx
xxxxf

xxx
xxxxxf

xxx
xxxxxxxxxx

����
�

�����

��

�����

��

����������

��

�

�

 

Bidej}i  e polinom so stepen 1, pomal od stepenot 2 na , 
procesot na delewe ne mo`e da prodol`i, pa dobivame deka koli~nikot od 
deleweto e , a ostatokot  

64)(1 ��� xxf

xxxx ��� 23)(

)x(g

q 64)( ��� xxr . Pritoa: 

64)13)((65432 2232345 ������������ xxxxxxxxxxx . 
 

Dokaz na teorema 1. Neka ,  )0(...)( 01
1

1 ������ �
� n

n
n

n
nn aaxaxaxaxf

)0(...)( 01
1

1 ������ �
� m

m
m

m
mm bbxbxbxbxg , 

a) Postoewe na koli~nik i ostatok.  
Slu~ajot  e trivijalen, bidej}i toga{ mn � 0)( �xq  i  go ispolnuva 

uslovot (1),   
)()( xfxr n�

)(0)()( xfxgxf nmn �	� .   

Zatoa, da pretpostavime deka  i neka mn � mn
b
a xxh

m

n ��)(' . Toga{,  

01
2

2
1

1 ...0)(')()( cxcxcxcxxhxgxf n
n

n
n

n
mn �����	�	� �

�
�

�  
kade {to  

 mib
b
aac im

m

n
inin ,...,1, ��� ���  

 ,        inin ac �� � nmi ,...,1��
Neka  e najmaliot indeks za koj 1si � 0

1
��snc  i pritoa 11 ��� nsn . Toa zna~i deka  

01
1

1 ...)(')()( 1

1

1

1
cxcxcxcxhxgxf sn

sn
sn

snmn ������ ��
��

�
� .  

Ozna~uvaj}i   se dobiva ravenstvoto  01...)( 1

11
cxcxcxf sn

snsn ���� �
��

 , )()(')()(
1

xfxhxgxf snmn ���
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kade {to  e najmalku 1. Ako 1s msn �� 1 , toga{ dobieno e baranoto ravenstvo (1) so 
 vo uloga na  i  vo uloga na .  )x('h )(xq )(

1
xf sn� )(xr

 Ako , toga{ se povtoruva postapkata za  (koj{to ima stepen 

najmnogu ) vo uloga na  i pritoa se dobiva  

msn �� 1

1�n
)(

1
xf sn�

)(xfn

  )()('')()(
21

xfxhxgxf snmsn �� ��

kade {to , t.e. . 112 ���� snsn 12 ss �
 Sega, ako , toga{ ravenstvoto  msn �� 2

   )())('')(')(()(
2

xfxhxhxgxf snmn ����

go zadovoluva uslovot (1) so )('')(')( xhxhxq ��  i )()(
2

xfxr sn�� .  

Ako , toga{ postapkata se povtoruva za  vo uloga na  i se 

dobiva ravenstvoto  

msn �� 2 )(
2

xf sn� )(xfn

)()(''')()(
32

xfxhxgxf snmsn �� �	�  

kade {to , t.e. . 123 ���� snsn 23 ss �
 Pritoa vo slu~ajot  e dobieno baranoto pretstavuvawe, imeno msn �� 3

 )())(''')('')(')(()(
3

xfxhxhxhxgxf snmn �����  

so  i )(''')('')(')( xhxhxhxq ��� )()(
3

xfxr sn�� . 

 Ako  procesot prodol`uva. Bidej}i  e kone~en broj, pri nekoja 
kone~na postapka  }e se dobie  

msn �� 3

�k
n

1�� mn
  )()()()( )(

1
xfxhxgxf

kk sn
k

msn �� �	�
�

taka {to  ima stepen )(xf
ksn� msn k �� . Toga{  

)())(...)('')(')(()( )( xfxhxhxhxgxf
ksn

k
mn ������    

e baranoto pretstavuvawe (1) so  
)(...)('')(')( )( xhxhxhxq k����   i  ).()( xfxr

ksn��  

 b) Edinstvenost na koli~nikot i ostatokot.  
Neka postojat i drugi polinomi  i  {to gi zadovoluvaat baranite 

uslovi. Toga{ 
)(1 xq )(1 xr

).()()]()()[(
),()()()()()()(

11

11

xrxrxqxqxg
xrxgxqxrxgxqxf

m

mmn

���
����

 

No, stepenot na  e pomal od m  (stepenot na ) i poslednoto 

ravenstvo povlekuva . Toga{ i 

)()(1 xrxr �
)()( 1� xqxq

)(xgm

0� )()(1 xrxr �  e nulti polinom. Zatoa, 
 i . � )()(1 xrxr � )()(1 qxq � x

Poseben interes pretstavuva deleweto na koj bilo polinom  od n - ti 
stepen so linearen polinom 

)(xf
cx �  ( odnosno so binomot  cx � ), kade {to  e nekoj 

broj. 
c
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Vo toj slu~aj, bidej}i delitelot  vo (1) e od prv stepen,  ostatokot  }e 
bide nekoj polinom od nulti stepen ili nula, odnosno vo sekoj slu~aj nekoj broj 

)(xg )(xr
r . 

Pritoa }e va`i identitetot 
rxqcxxf �	�� )()()(                                                                                                   (2) 

kade {to . 12
2

1
1

0 ...)( ��
�� ����� nn

nn bxbxbxbxq
Slednava teorema ni dava mo`nost da go odredime ostatokot r  od deleweto na 

polinomot  so binomot )(xf cx � , a pritoa bez da go vr{ime toa delewe. 
 
 
 
 

 

Teorema 2. (Teorema na Bezu) Ostatokot od deleweto na polinom  so 
binomot 

)(xf
c� )(cf )(xf c e ednakov na vrednosta  na polinomot  za x x

 

Dokaz: Identitetot (2) va`i za sekoj x , pa spored toa }e va`i i za cx � . Ako 
vo dvete strani  na (2) zamenime cx � , dobivame: rcqcccf �	�� )()()( , odnosno, 

. So toa teoremata e doka`ana. � rcf �)(
 

2. Da go odredime ostatokot r  od deleweto na polinomot             
132)( 234 ����� xxxxxf  so binomot 2�x . 

Soglasno Teoremata na Bezu baraniot ostatok r  e ednakov na )2(�f , a 

vrednosta .  151)2()2(3)2(2)2()2( 234 �����������f
Baraniot ostatok mo`eme da go odredime i so deleweto: 

r
x
x
xx

xx
xx

xxxxxxx

�

��
��

��

��

��������

15                                       
147                            
17                            

   63                  
13                     

                   2
73)2(:)132(  

2

2

34

3234

��

 

t. e. .
 15)73)(2(132 3234 ��������� xxxx xxx
  
 

  Zada~i za samostojna rabota 
 

� .   

1. Odredi go koli~nikot  i ostatokot  pri delewe na polinomot 

 so . 

)(xg
15 �x

)(xr
2216112 234 ���� xxxx 2 2 �x

 

2. Izvr{i go deleweto na polinomite so ostatok: 
a)  ),13(:)55432( 2234 ������ xxxxxx
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b)  ),123(:)432( 223 ����� xxxxx
v)  ).1(:)325( 22345 ������ xxxxxx
 

3. Odredi go koli~nikot i ostatokot od deleweto na polinomot 
 so binomot .1322)( 234 ����� xxxxxP 3x �  

 

4. Izvr{i go deleweto na: 
a)  so                    b)  so xxx 852 35 �� ,3�x 123 34 ��� xxx .1�x                        
 

5*. Odredi go ostatokot od deleweto na polinomot  so 

. (Upatstvo:  zameni go so nova promenliva, na primer t .)  

4)( 103050 ���� xxxxP
12 �x 2x

 
 
 

1. 5.  Delivost na polinomi 
 
Dadeni se dva nenulti polinomi  i  so kompleksni ili realni 

koeficienti. Ako ostatokot  od deleweto na  so  e nula polinom, t.e. 
ako , toga{ velime deka polinomot  se deli bez ostatok so polinomot 

, ili deka toj e deliv so polinomot . 

)(xf

(f
)(x

)(xg
)(xf)(xr )(xg

0)( �xr
)

)x
(xg g

 

   

Definicija 1. Polinomot  velime deka e deliv so nenulti polinom 
ako i samo ako postoi polinom  takov {to da va`i identitetot 

)(xf )(xg
)(xq

)()()( xqxgxf 	�
)(xg )(xf

)(xg )(xf )(xq
)(xf )(xg

.                                                                                          (1) 
Za polinomot , pak, velime deka e delitel na polinomot . Vsu{nost, 

ako  e delitel na  , toga{ treba da go zememe kako koli~nik od 
deleweto na  so . Navistina, od (1) go dobivame ravenstvoto  

)(
)(
)( xq

xg
xf

�                                                                                                  (2) 

koe va`i za site vrednosti na 

1. Polinomot  e deliv so polinomot 13 �x 1�x , bidej}i va`i  
).1)(1(1 23 ����� xxxx 
 

 

O~igledno e deka ako va`i ravenstvoto (1), toga{ polinomot  e isto taka, 
delitel na .  

)(xq
)(xf

Vo slu~aj koga  e delitel na , odnosno koga  se deli bez ostatok 
so , toa ~esto simboli~ki go zapi{uvame so 

)(xg )(xf )(xf
)(xg

)()( xfxg                                                                                                            (3)  

x , za koi  0)( �xg . 
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koe go ~itame: ,,  e delitel na ’’ ili ,,  go deli ’’. )(xg )(xf )(xg )(xf
Da zabele`ime deka ako polinomot  i negoviot delitel  se so realni  

(racionalni) koeficienti, toga{ polinomot - koli~nik  e, isto taka, so 
realni  (racionalni) koeficienti. Me|utoa, polinom so realni (racionalni) 
koeficienti mo`e da ima i deliteli, ~ii koeficienti ili slobodni ~lenovi se 
kompleksni (iracionalni) broevi. Toa go poka`uva sledniot primer.  

)(xf )(xg
)(xq

 

2. ��
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
���

2
2

2
2

2
12 xxx ,  )2)(2(2 ixixx ����2 . 
 

 

Delivosta kaj polinomite gi ima slednive pova`ni svojstva: 
 
 
 

 

Teorema 1. Ako polinomot  e deliv so polinomot , toga{ postoi )(xf )(xg
)(x samo eden edinstven polinom - koli~nik q . 

 
 
 
 
 

 

Teorema 2.  Ako polinomot  e deliv so , a  e deliv so polinomot)(xf )(xg )(xg
(x )(xf )(xh  h , toga{   e deliv so . )

 

Dokaz. Neka  i )()()( xqxgxf 	� )()()( xxhxg �	� . Toga{  
)]()([)()()]()([)( xqxxhxqxxhxf 	�	�	�	� . �   

 
 
 
 

 

Teorema 3. Ako sekoj od polinomite  i  e deliv so , toga{ i   )(xf )(xg )(xh
)(xh nivniot zbir i razlika se delivi so . 

Dokaz. Neka  i )()()( xqxhxf 	� )()()( xxhxg �	� . Toga{ 
)()()()()()( xxhxqxhxgxf �	�	�� , odnosno )]()([)()()( xxqxhxgxf ��	�� .� 

 

 

 

Teorema 4. Ako  e deliv so )(xf )(x� , toga{ i proizvodot na  so koj bilo 
polinom  e deliv so . 

)(xf
)(xg )(x�

Dokaz. Neka . Toga{  )()()( xqxxf 	��
)]()()[()()]()([)()( xgxqxxgxqxxgxf 	��		��	 .� 

 

 Od teorema 3 i 4 sleduva slednava: 
 
 

 
 
 

 

Posledica 1. Ako sekoj od polinomite  e deliv so )(),..., xfk )(x(),( 21 xfxf � , 

toga{ so  e deliv i polinomot )(x� )()(...)()()()( 2211 xgxfxgxfxgxf kk 	��� 		 , kade 

{to  se proizvolni polinomi. )(),...,(),( 21 xgxgxg k
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Teorema 5. Sekoj polinom  e deliv so koj bilo polinom od nulti stepen 
razli~en od 0. 

)(xf

Navistina, �
�
�

�
�
� ���� �

c
ax

c
ax

c
acxf nnn ...)( 110 , kade {to  e proizvolen broj 

razli~en od nula, t. e. proizvolen polinom od nulti stepen. 

c

 

 
 
 
 
 

 

 Teorema 6. Ako  e deliv so  , toga{  e deliv i so , kade 
{to c  e proizvolen broj razli~en od nula. 

)(xf )(xg )(xf )(xgc 	
 

Dokaz. Od ravenstvoto )()()( xqxgxf 	�  sleduva i ravenstvoto 

� � � �)()()( 1 xqcxgcxf 			� � .� 
 

 
 
 
 

 

Teorema 7. Ako )()()( xqxgxf mn 	� )()()( xhxfxg nm i 	� . Toga{ m=n, a q(x) i h(x) 
se polinomi od 0-ti stepen.  

Dokaz. Neka k e stepenot na q(x), a s na r(x). Toga{  kmn �� , a snm ��  i 
ottuka mora da bide . Bidej}i   i , 0�� sk 0�k 0�s 0�� sk  ako i samo ako 0�� sk .  
Zna~i,  za nekoj broj )x()( gcxf mn 	� 0�c , a ottuka  . Zna~i,  i 

 se istovremeno delivi eden so drug. � 

)(1 xfc n
�)(xgm � )(xfn

)(xgm
 

Od teoremite 2 i 7 sleduva slednava  
 
 
 
 

 

Posledica 2. Sekoj delitel na eden od polinomite  i )(xf )(xfc 	  e delitel i 
na drugiot polinom.  

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 

Definicija 2. Polinomot velime deka e nerazlo`liv vo dadeno brojno 
mno`estvo 

)(xf
P  ako toj nema deliteli od nenulti stepen pomal od stepenot na  

so koeficienti od toa mno`estvo.   
)(xf

)(xfPolinomot  se vika razlo`liv vo brojno mno`estvo P  ako toj ima 
barem  eden delitel od nenulti stepen pomal od stepenot na  so koeficienti 
vo mno`estvoto .  

)x(f
P

Sekoj polinom od prv stepen e nerazlo`liv, bidej}i vo sprotiven slu~aj toj bi 
trebalo da se pretstavi vo vid na proizvod od ne pomalku dva mno`iteli so stepeni 
ne pomali od eden, a toa e nevozmo`no. 

 

3. Polinomite  i  mo`e da se razlo`at kako: 13 �x 22 �x
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)1)(1(1 23 ����� xxxx   i ).2)(2(22 ���� xxx  

Iako polinomot  e razlo`liv na dva polinomi so realni koeficienti, 
toj ne e razlo`liv na dva polinomi so celi (ili racionalni) koeficienti. 
 

22 �x

 
 
 Zada~i za samostojna rabota  

 
1. Proveri dali polinomot  e deliv so binomot: 151723 ��� xxx
a)         b)           v) ,5�x ,1�x ,1�x            g) .3�x  
 

2. Poka`i deka polinomot  e deliv so 33 ax � ax � , no ne e deliv so ax � . 
 

3. Proveri dali polinomot � e deliv so binomot: �� aax ,22

a) ,ax �         b) ,ax �           v) ,aix �            g) .aix �  
 

4. Odredi gi koeficientite i na polinomot  taka {to 
toj da bide deliv so  i so 

a
3

b baxxxxP ���� 232)(
2�x �x . 

 

5*. Poka`i deka polinomot  e deliv so 1212 �� � kk ax ax �  i odredi go polinomot 
- koli~nik. 

 
 

1. 6.  Nuli na polinomite i polinomni ravenki 
 

Neka  ,                                                   (1) 0,...)( 01
1

1 ������ �
� n

n
n

n
n aaxaxaxaxf

t.e.  e polinom od n- ti stepen. )(xf
Da vidime kakva vrska postoi me|u nulite na polinomot  i negovite 

linearni deliteli, t.e. delitelite od vidot 
)(xf

cx � . Taa vrska ja utvrduva slednava 
va`na: 
 

 

    

Teorema 1.  Brojot  c  e nula na polinomot  ako i samo ako  e deliv so )(xf )(xf
c

Dokaz: a) Neka brojot   e nula na polinomot , t. e. neka c )(xf 0)( �cf . No, 
spored Teoremata na Bezu, ostatokot od deleweto na  so )(xf cx �  e ednakov na 

. Bidej}i    i )(cfr � 0)( �cf 0�r .  Spored toa, polinomot  e deliv so )x(f cx � .  
b) Neka polinomot  e deliv so )(xf cx � . Toga{ }e va`i identitetot 

. Vo toj slu~aj za )()()( xqcxxf 	�� cx �  imame 0)()( �)( 	�� cqcccf . Zna~i, brojot  
e nula na .� 

c
)(xf

x � , t.e. ako )()( xfcx � . 
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Spored toa, odreduvaweto na nulite na polinomot  e ekvivalentno so 
odreduvaweto na linearnite deliteli (faktori) na . Zatoa gorespomenatata 
teorema ja vikame i teorema na faktorizacija na polinomot.  

)(xf
)(xf

 

 

   

Teorema 2. Ako polinomot  od - ti stepen ima  ()(xf n k nk � ) razli~ni 

nuli c , toga{  e deliv so proizvodot kccc ,...,,, 321 )(xf )(...)()( 21 kcxcxcx �			 �� . 

Dokaz: Bidej}i  e nula na polinomot , toga{ vrz osnova na definicijata 
za delivost na polinomi imame  

1c )(xf

)()()( 1 xqcxxf n�	�� .                                                                                                 (2) 

Bidej}i i  e nula na polinomot ,  2c )(xf
)()()(0 21122 cqcccf n�	��� . 

Me|utoa . Zatoa mora da e 12 cc � 0)( 21 �� cqn

2cx
. Toa zna~i deka  e nula na 

polinomot , pa zatoa toj e deliv so 
2c

)(1 xqn� � , t. e.  

)()()( 221 xqcxxq nn �� 	�� .                                                                                          (3)  

So zamena na  od (3) vo (2), dobivame:  )(1 xq
)())(()( 221 xqcxcxxf n�	��� .                                                                                    (4) 

Bidej}i i  e nula na polinomot : 3c )(xf
)())(()(0 3223133 cqcccccf n�	���� .       

No, bidej}i  i , mora da bide 23 cc � 13 cc � 0)( 32 �� cqn

3c
, a toa zna~i deka  e nula 

na polinomot q , pa zatoa toj e deliv so 
3c

)(2 xn� x � , t.e.  

)()()( 332 xqcxxq nn �� �� .                                                                                                (5)                        

So zamena na  od (5) vo (4), dobivame: )(2 xqn�

)())()(()( 3321 xqcxcxcxxf n�	����                                                                           (6) 
Ako ovaa postapka ja prodol`ime, }e go dobieme identitetot 

)())...()()(()( 321 xqcxcxcxcxxf knk ������                                                                 (7)  

kade {to  e polinom od - ti stepen, ~ij vode~ki koeficient e ednakov  

na . � 

)(xq kn� )( kn �

na
 

1. Da doka`eme deka polinomot  e deliv so  
polinomot .  

65442)( 2345 ������ xxxxxxf
)3)(2)(1()( ���� xxxxg

Ravenstvoto (7) ovozmo`uva zada~ata da ja re{ime preku presmetuvawe na 
vrednostite . Bidej}i )3(),2(),1( fff � 0)3(,0)2(,0)1( ���� fff  zaklu~uvame deka 

)x(f)x(g . 
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Vidovme deka, ako  e nula na polinomot , odnosno ako c )(xf 0)( �cf , toga{ 
toj e deliv so cx � . Me|utoa, polinomot  ponekoga{ mo`e da e deliv, osven so )(xf

cx �  i so , kade {to kc)�x( nk ��1  . Vo toj slu~aj velime deka brojot c  e 
pove}ekratna nula na polinomot. 

 

  

 

Definicija 1. Za brojot x c�  velime deka e pove}ekratna nula so kratnost  
(ili c e - kratna nula) na polinomot , ako polinomot  e deliv so , 

no ne e deliv so . 

k
k )(xf )(xf kcx )( �

1)( �� kcx
 

O~igledno, ako  e - kratna nula na polinomot , toj mo`e da se zapi{e 
vo vidot 

c k )(xf

)()()( xgcxxf k 	��                                                                                                      (8) 
kade {to  e polinom za koj )(xg 0)( �cg . 

Ako , toga{ velime deka  e ednokratna nula ili prosta nula na . 1�k c )(xf
 

2. Da se utvrdi kratnosta na nulata 2x �  na polinomot 
. 81214136)( 2345 ������ xxxxxxf

Spored teorema 2, bidej}i 0)2( �f ,  e deliv so )(xf 2x � , odnosno  

4454)2(:)81214136( 2342345 ����������� xxxxxxxxxx ,  

4454)( 234
4 ����� xxxxxq , )()2()( 4 xqxxf �� ; 0)2(4 �q ,  

pa zna~i  e deliv so . Ponatamu,  )x(q4 2x �

 ,  22)2(:)4454( 23234 ��������� xxxxxxxx
23 222)(3 ���� xxxxq , .  )()2()( 2 xqxxf ��

Bidej}i , )()2()( 34 xqxxq �� 0)2(3 �q
2

 pa zna~i  e deliv so .  )(3 xq 2�x
3 , .  1)2(:)22( 3 ������ xxxxx )()2()(,1)( 2

2
2 xqxxfxxq ����2

Da zabele`ime deka posledniot koli~nik ne e deliv so 2�x , bidej}i 5)2(2 �q
4)

. 

Spored toa, polinomot  e deliv so , no ne e deliv so . Zna~i )(xf 3)2( �x 2( �x 2�x  

e trikraten koren na : . 
 )(x ff )2()( �� xx 1() 23 �x
 

Ovde }e se zadr`ime na eden od osnovnite problemi na teorijata na 
polinomite, svrzan so odreduvaweto na nivnite nuli, {to e vo tesna vrska so 
poimot algebarska ravenka od edna promenliva.  

Neka e daden polinomot . )0(,...)( 01
1

1 ������ �
� n

n
n

n
n aaxaxaxaxP

Ravenstvoto , t.e. 0)( �xP
)0(,0... 01

1
1 ������ �

� n
n

n
n

n aaxaxaxa                                                            (9) 
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se narekuva polinomna ili algebarska ravenka od �n ti stepen po x . Broevite 
 se vikaat koeficienti na ravenkata (9). O~igledno, da se re{i 

ravenkata (9) zna~i da se najdat nulite na polinomot    
naaaa ,...,,, 210

).(xP

Bidej}i , polinomite  i 0�na )(xP )(1 xP
an

 imaat isti nuli. Zatoa, ne se gubi 

od op{tosta ako prifatime deka 1�na . Toga{ ravenkata (9) ima vid  

0... 01
2

2
1

1 ������ �
�

�
� axaxaxax n

n
n

n
n .                                                                  (10) 

Koga koeficientite  se poznati konkretni broevi, ravenkata (9) se 
vika numeri~ka polinomna ravenka ili algebarska ravenka so brojni koeficienti, 
a koga site koeficienti se zapi{ani so bukvi (op{ti broevi), toga{ ravenkata (9) 
se vika op{ta polinomna ravenka od -ti stepen.  

n10 a,...,a,a

n
Ako eden od koeficientite na ravenkata (9) e konkreten broj, ili ako me|u 

niv postoi nekoja zavisnost, toga{ soodvetnata ravenka se vika specijalen slu~aj 
na op{tata ravenka. Na primer, ravenkite od ~etvrti stepen: 

024 ���� cbxaxx ,          ,            ax  01234 ����� axbxaxx 024 ��� cbx
se specijalni slu~ai od op{ta polinomna ravenka od ~etvrti stepen.  

Nulite na polinomot  se narekuvaat koreni na ravenkata . Zna~i, 
ravenkata  mo`e da ima realni, �ompleksni i pove}ekratni koreni. 

)(xP 0)( �xP
0)( �xP

Postapkata, t.e. primenata na algoritam so koj gi nao|ame korenite na dadena 
ravenka, se vika re{avawe na ravenkata, a mno`estvoto od site dobieni koreni -
re{enie na ravenkata.  

Postojat formuli za re{avawe na op{tite polinomni ravenki od tret i 
~etvrti stepen, analogni na formulata za re{avawe na kvadratni ravenki, no 
poradi nivnata obemnost tie ne se izu~uvaat vo sredno u~ili{te. Ne postojat vakvi 
formuli za re{avawe na op{ta ravenka od petti stepen i povisok. Doka`ano e 
deka formuli vo koi figuriraat samo ~etirite osnovni operacii i korenuvaweto 
vo korenite na op{ta algebarska ravenka so stepen najmalku 5  ne postojat. 
Me|utoa,  postojat nekoi specijalni slu~ai na polinomni ravenki za koi 
mno`estvoto re{enija mo`e eksplicitno da se izrazi. Nekoi takvi specijalni 
slu~ai na ravenki od tret i ~etvrti stepen }e bidat razgledani vo slednata tema. 

 
 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Daden e polinomot . Proveri koi od broevite: 

 se negovi nuli. 
81223)( 234 ����� xxxxxf

,3 ,2 ,1 ,0 ,1,2,3 ���
 

2. Dadeni se polinomite  i . 
Proveri koi od broevite  se zaedni~ki nuli na polinomite i . 

3442)( 234 ����� xxxxxf
2 ,3

3452)( 23 ���� xxxxg
)(xf )(xg ,1�
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3. Daden e polinomot . Proveri dali 81214136)( 2345 ������ xxxxxxf 2��x  
e negova nula i ako e, odredi ja nejzinata kratnost. 

 

4. Dali  e nula so kratnost 5 na polinomot ? 3�x )65()3()( 25 ���� xxxxf
 

5. Proveri dali polinomot 
)4)(3)(2)(1()3)(2)(1(4)2)(1(3)1(21)( ��������������� xxxxxxxxxxxf   

e ednakov so polinomot  .515146)( 234 ������ xxxxx
 
 

1. 7.  Metod na neopredeleni koeficienti. 
                                    Osnovna teorema na algebrata 
 

Pri operaciite so polinomi i transformaciite na polinomite od eden vo 
drug vid, se slu`ime so, takanare~eniot, metod na neopredeleni koeficienti. Se 
primenuva vo slu~aite koga sakame daden izraz da transformirame vo drug 
identi~en izraz od opredelen vid, so koeficienti {to treba da se opredelat. 

Baranite koeficienti gi ozna~uvame so bukvi i gi tretirame kako nepoznati. 
Potoa, koristej}i go uslovot deka dadeniot i transformiraniot izraz treba da se 
identi~ni, davame proizvolno izbrani vrednosti na argumentot (promenlivata) i 
dobienite vrednosti na dvata izrazi gi sporeduvame. Taka dobivame odreden broj 
ravenki po baranite koeficienti kako nepoznati. Ako se raboti za polinomi, 
toga{ ravenkite po baranite nepoznati koeficienti gi dobivame so sporeduvawe 
na soodvetnite koeficienti na dadeniot i transformiraniot polinom. Kako toa 
go ostvaruvame vo praktika }e poka`eme na slednive nekolku primeri.  

 

1. Transformiraj go vo vid na polinom proizvodot )4)(2)(3( ��� xxx .  
O~igledno e deka dadeniot proizvod e polinom od tret stepen, ~ij koeficient 

pred vode~kiot ~len e ednakov na 1, a slobodniot ~len e ednakov na �24.  Zna~i, 
treba da va`i identitetot  

24)4)(2)(3( 23 ������� bxaxxxxx . 
Za odreduvawe na koeficientite  i b , zgodno e za argumentot a x  da gi 

izbereme vrednostite  i 3��x 2�x . Pritoa gi dobivame ravenkite 039 51��� ba  i 
, so baranite koeficienti   i  vo uloga na nepoznatite. Koga }e go 

re{ime dobieniot sistem ravenki:  nao|ame: 

01624 ��� ba a

�
�

b
b

b

�


�

�
�

82
173

a
a

2,5� ��ba .  

Spored toa, . 
 2425)4)(2)(3( 23 ������� xxxxxx
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2. Podeli go polinomot  so .  18332)( 234 ����� xxxxxf 12)( 2 ��� xxxg
Vo na{iot slu~aj baraniot koli~nik  }e bide polinom od vtor stepen, 

{to so pomo{ na neopredeleni koeficienti go zapi{uvame . 
Ostatokot  }e bide od prv stepen, pa spored toa }e go ima vidot 

)(xq
cbxaxxq ��� 2)(
edxxr)(xr ��)( . 

Toga{ imame: 
edxcbxaxxxxxxx ����������� ))(12(18332 22234  ili  

cexbcdxabcxbaaxxxxx ��������������� )()2()2(218332 234234 .  
Zna~i, soglasno so teorema od 2. 1  

�
�
�

�

��
�




�

���
���
���

���
�

1
8
32

32
22

ce
bcd
abc

ba
a

, ottuka  

�
�
�

�

��
�




�

�
�
�

��
�

2
3
3

2
1

e
d
c
b
a

Spored toa:  i 32)( 2 ��� xxxq 23)( �� xxr . 
 
 

3. So metodot na neopredeleni koeficienti izberi polinomi  i , za 

koi va`i , za  i stepenot na A(x) e 
najmnogu 1.  

)(xA )(xB
1)()()()( �	�	 xBxgxAxf 23 )1()(,)( ��� xxgxxf

Ako stepenot na polinomot  e najmnogu 1, toga{ stepenot na polinomot 

 e najmnogu 2. Zatoa neka 

)(xA
ax)(xB bxA ��)(  i .  edxcxxB ��� 2)(

Od ravenstvoto , koe po osloboduvawe od zagradite 
i podreduvawe na levata strana po stepenite na  

1)()1()( 223 ������ edxcxxbaxx
x ,  

1)2()2()2()( 234 ����������� exedxedcxdcbxca , dobivame deka  

�
�
�

�

��
�




�

�
��

���
���

��

1
02

02
02

0

e
ed

edc
dcb

ca

, ottuka   . 

�
�
�

�

��
�




�

�
�
�
�

��

1
2
3
4

3

e
d
c
b
a

Spored toa, . 
 123)(    ,43)( 2 ������ xxxBxxA
 

Od ravenstvoto  gledame deka 

polinomot  od ~etvrti stepen ima to~no ~etiri nuli. 
Me|utoa, se postavuva pra{aweto: dali sekoj polinom ima voop{to barem edna 
nula? Toa e pra{awe {to treba potemelno da se razgleda. Na primer, polinomot 

 vo mno`estvoto na realnite broevi nema nitu edna nula, bidej}i za koj bilo 
(pozitiven ili negativen) realen broj 

242178)4)(3)(1( 234 �������� xxxxxxx
24217 2 ��� xx

0xx

8)( 34 �� xxxf

14 �x
�  e , a zbirot , odnosno 04

0 �x 114
0 ��x
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sekoga{ e pozitiven realen broj. Toa ne zna~i pak, deka polinomot  i vo 
mno`estvoto na kompleksnite broevi nema nuli. Polinomite od nulti stepen 
(osven nula polinomot), voop{to ne se anuliraat, a za polinomite od prv i vtor 
stepen znaeme deka imaat nuli. Odgovor na pra{aweto za egzistencija na nuli na 
polinomot go dava slednava: 

14 �x

 

 
 
 
 
 

   

Teorema 1. (Osnovna teorema na algebrata) Sekoj polinom od stepen , 
so koeficienti vo poleto na kompleksnite broevi ima barem edna nula, vo op{t 
slu~aj kompleksna. 

1�n

Ovaa teorema e edna od najva`nite vo matematikata i pretstavuva osnova na 
teorijata na polinomi so brojni koeficienti. Zatoa taa se vika Osnovna teorema 
na algebrata ili Gausova teorema, po imeto na germanskiot matemati~ar K. F. Gaus 
(1777-1852), koj prv ja doka`al vo svojata doktorska disertacija koga imal 22 
godini, a podocna dal u{te nekolku dokazi. 

Osnovnata teorema na algebrata garantira postoewe na barem edna 
(kompleksna nula  na daden polinom  so stepen . Ako dadeniot polinom go 
podelime so , dobivame polinom 

1c f 1�n

1cx � g  so stepen za edinica pomal od stepenot na 
. Spored Osnovnata teorema na algebrata i polinomot  ima barem edna 

(kompleksna) nula  koja, isto taka, }e bide i nula i na dadeniot polinom . 
Delej}i go polinomot  so 

f g
2c f

g 2cx �  dobivame polinom so stepen za edinica pomal od 
stepenot na g . Ovaa postapka ja prodol`uvame sé dodeka ne dobieme polinom od 

prv stepen , koj go zapi{uvame kako 0,� bax �a )( ncxa � , kade 
a
bcn �� . So toa go 

dobivame razlo`uvaweto  
acxcxcxxhcxcxxgcxxf n )(..).)(()())(()()()( 21211 ���������  

Jasno e deka brojot  e vsu{nost vode~kiot koeficient na polinomot. Me|u 
broevite  mo`e da ima i ednakvi. Neka, na primer, samo p koreni se 

realni, i toa,  e -kratna nula, 

a

1k
nccc ,...,, 21

1
��ic 1 22

��ic  e -kratna nula, ..., 2k ip
c �� p  e -

kratna nula, taka {to 
pk

nkk pk ��� ...21 � . Toga{ polinomot se zapi{uva vo forma 

)...(,)(...)()()( 2121
21 nkkkxxxaxf k

k
p

kk p ����������� .             (1) 

Pritoa pretstavuvaweto na polinomot vo ovoj oblik e ednozna~no, so to~nost 
do redosledot na mno`itelite. Imeno, ako startuvame na primer so  kako prva 

nula na polinomot, }e dobieme razlo`uvawe od oblik , 
koe se razlikuva od po~etnoto samo po redosledot na mno`itelite.  

2

x(.. �
�
p .) 2 tp

txaxf )()( 2 ����
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Teorema 2. Sekoj polinom na edinstven na~in (so to~nost do redosledot na 
mno`itelite) se razlo`uva vo oblikot (1), kade p��� ,...,, 21  se razli~ni 

kompleksni koreni na polinomot. 



Kompletnoto razlo`uvawe na polinomite na mno`iteli vo praksa ne e 
sekoga{ lesno izvodlivo, posebno za polinomi so povisoki stepeni, taka {to ~esto 
pati e neophodno koristewe na kompjuter za taa cel. 

 
 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Odredi gi koeficientite  i  taka {to polinomot  

da bide deliv so .  
m n nmxxxx ���� 234 33

23)( 2 ��� xxxq
 

2. Pri koi uslovi polinomot   }e bide deliv so polinomot ? baxx ��3 12 �� cxx
 

3. Opredeli gi koeficientite  i b  taka {to trinomot  da bide 
deliv so . 

a 134 �� bxax
2)1( �x

 

4. Odredi gi koeficientite  i  na polinomot , taka {to toj 
da bide deliv so , a pri delewe so 

a b baxxx ��� 23 2
1�x 2�x  da se dobie ostatok 4. 

 

5. Iska`i ja osnovnata teorema na algebrata. 
 
 

1. 8.  Obop{tena Vietova teorema  
 

Za daden polinom od -ti stepen n
01

2
2

1
1 ...)( axaxaxaxaxP n

n
n

n
n

n ������ �
�

�
�                                                           (1) 

ve}e znaeme deka toj mo`e da se pretstavi i kako proizvod od n linearni 
mno`iteli vo mno`estvoto na kompleksnite broevi: 

))()...()(()( 121 nnn cxcxcxcxaxP ����� �                                                                  (2) 

kade {to c se negovite n  nuli (realni ili kompleksni), a me|u niv mo`e 
da ima i ednakvi.  

nn ccc ,,...,, 121 �

Da go izvr{ime mno`eweto na binomite vo (2) koi se razlikuvaat samo po 
vtorite ~lenovi, ne zemaj}i go predvid koeficientot  (ili smetaj}i deka e 

). 
na

1�na
Prvo }e go odredime proizvodot na prvite dva mno`iteli: 

2121
2

212 )())(( ccxccxcxcxp ������� , potoa  

321323121
2

321
3

3213 )()())()(( cccxccccccxcccxcxcxcxp ������������ , 

.)()

()())()()((

4321432431421321
2

434232

413121
3

4321
4

43214

ccccxccccccccccccxcccccc
ccccccxccccxcxcxcxcxp

��������

�������������
 

Mno`ej}i i ponatamu na toj na~in, }e go dobieme i proizvodot  
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(3)         ....)1(

......)......()1(...)...(

)...()...())...()((

21

112121
3

12421321

2
13121

1
2121

n
n

k
kkk

kn
nnn

n
nn

n
n

n
nn

ccc
xcccccccxccccccccc

xccccccxcccxcxcxcxp

�

�����������

��������������

��
�

��

�
�

�

np na
)(xP )()( xPxpa nn

 Ako polinomot  go pomno`ime so , soglasno (2) dobivame polinom 

identi~en so , t.e.  � , odnosno  

01
1

121

112121

3
12421321

2
13121121

......)1(

......)......()1(

...)...(

)...()...(

axaxaxaccca
xccccccca

xccccccccca
xccccccaxcccaxa

n
n

n
nnn

n

k
kkkn

k

n
nnnn

n
nnnnnn

n
n

�������

������

������

���������

�
�

��

�
��

�
��

                       (4) 

So sporeduvawe na koeficientite pred ednakvite stepeni na x  vo levata i 
desnata strana na identitetot (4) gi dobivame ravenstvata: 

n

n
n a

accc 1
21 ... ������ , 

n

n
nn a

acccccc 2
13221 ... �

� ���� , 

n

n
nnn a

accccccccc 3
12421321 ... �

�� ����� , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                                             (5) 

n

n
nnnn a

acccccccccc 11
32221121 )1(............... �

�� ����� , 

n

n
n a

acccc 0
321 )1(... �� . 

Ovie ravenstva, koi ni ja davaat vrskata me|u nulite i koeficientite na 
polinomot  od - ti stepen, se vikaat Vietovi formuli. )(xP n

Zabele`uvame deka levata strana kaj -toto ravenstvo (k nk ,...,3,2,1� ) 
pretstavuva zbir od semo`nite proizvodi od po  razli~ni nuli, zemen so znak 
plus ili minus, vo zavisnost od parnosta ili neparnosta na brojot k . 

k

Vietovite formuli mo`at da se koristat za odreduvawe na koeficientite na 
polinomot, ako se poznati negovite nuli. 

 

1. Najdi polinom od ~etvrti stepen , koj ima 

prosti nuli 2 i �5 i edna dvokratna nula 3.  
43

2
2

3
1

4
0)( axaxaxaxaxP �����

Nuli na baraniot polinom se: ,21 �x  ,52 ��x  ,33 �x   a  neka e 1.  

Formalno, . Koristej}i gi ravenstvata (5) za 

,34 �x 0a
2)3)(5)(2()( ���� xxxxP 4�n  

dobivame: 
3)3352()( 43211 ������������ xxxxa  
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199151566104342324131212 ��������������� xxxxxxxxxxxxa  

87)45183030()( 4324314213213 ������������ xxxxxxxxxxxxa  

9043214 ��� xxxxa . 

Spored toa, baraniot polinom e . 
 9087193)( 234 ����� xxxxxP
 

2. Presmetaj go zbirot od kvadratite na nulite na polinomot  
32)( 23 ���� xxxxP .   

Neka  i  se nuli na polinomot. Spored Vietovite pravila imame: 21, xx 3x

.
3

1
2

321

323121

321

�
�

�



�

�
���

���

xxx
xxxxxx

xxx
                                                                                              (6) 

Od identitetot  i ravenstvata (6) 

dobivame .
 

)(2)( 323121
2

3
2

2
2

1
2

321 xxxxxxxxxxxx ��������

212222 �	��3
2

2
2

1 �� xxx
 
 
Zada~i za samostojna rabota  

 
1. Zapi{i  eden polinom od treti stepen ~ii koreni se 2,2,1 321 ���� xxx . 
 

2. Zapi{i  eden polinom od 4-ti stepen so koreni  3,2,1,1 4321 ����� xxxx . 
 

3. Napi{i gi Vietovite formuli za polinomot  i odredi gi negovite 
nuli, ako edna od niv e dvokratna. 

baxx ��3

 

4*. Odredi gi koeficientite a  i b  na polinomot , ako se 
znae deka  ima dvokratna nula 

1)( 24 ��� bxaxxP
)(xP 1�x . 

 

5*. Napi{i gi Vietovite formuli za polinom od petti stepen. 

1. 9.  Polinomi so realni koeficienti 

          Neka e daden polinom f so realni koeficienti. Go zapi{uvame vo oblikot   
          ,    kp

p
pp xxxaxf )()()()( 21

21 ��			����� ),...( 21 nppp k ����  

kade vo op{t slu~aj  se kompleksni nuli. Se postavuva pra{aweto: kako 

da se razlo`i polinom so realni koeficienti na polinomi koi, isto taka, }e bidat 
so realni koeficienti. Za taa cel najprvo }e ja doka`eme slednava teorema.       

p��� ,...,, 21

 
 

           

Teorema 1. Ako kompleksniot broj �  e nula na polinomot f(x) so realni 
koeficienti, toga{ i negoviot konjugiran broj �  e, isto taka, nula na polinomot. 
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  Dokaz. Neka , kade  se realni broevi. Ako n
nn axaxaxf ���� � ....)( 1

10 naaa ,....,, 10 �  e 
nula na polinomot f(x), toga{   

0....1
10 ������ �

n
nn aaa . 

Ako dvete strani na ova ravenstvo se konjugiraat i pritoa se iskoristi deka 
kk )()( ��� , kako i faktot deka kk aa � , dobivame   

           0....)()( 1
10 ������ �

n
nn aaa ,   t.e.  0)( ��f . �  

Ako nulata �  vo teorema 1 e realen broj, toga{ teorema 1, vsu{nost, ni{to ne 
tvrdi. Me|utoa, ako  e kompleksen, no ne e realen broj, vo toj slu~aj ako sme ja 
na{le nulata , nie, vsu{nost, sme na{le dve razli~ni nuli:  i 

�

� � � . Polinomot 
mo`eme da go podelime so ))(( ���� xx  i so toa problemot na razlo`uvawe sme go 
dovele do razlo`uvawe na polinom so stepen pomal za 2. Osven toa, bidej}i  

����� p  i ���q  se realni broevi, dobivame deka polinomot 

q�px�x2xx ����� ))((  e, isto taka, so realni koeficienti, pa i koli~nikot na 
polinomot f(x) so ovoj trinom e, isto taka, polinom so realni koeficienti. Sega 
povtorno mo`e da se primeni teoremata 1. Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka 
dobivame deka nulite na polinomot f(x) se sostojat od realni broevi i parovi 
zaemno konjugirani kompleksni broevi. Osven toa, gornata postapka na odvojuvawe 
na sekoj par zaemno konjugirani kompleksni broevi uka`uva na toa deka kratnosta 
na  mora da e ednakva na kratnosta na � � . Od ovaa diskusija proizleguva to~nosta 
na slednava teorema.   
 
 
 
   

             

Teorema 2. Nulite na eden polinom so realni koeficienti mo`at da bidat 
realni broevi i parovi zaemno konjugirani broevi so ista kratnost.   

Ako kratnosta na nulite �  i �  e k, toga{    
kkkk qpxxxxxx )()])([()()( 2 ������������ ,  

i osven toa , bidej}i vo sprotivno nulite na trinomot  }e bidat 
realni. Od ovaa diskusija proizleguva i slednata teorema za razlo`uvawe na 
polinomi so realni koeficienti na mno`iteli.  

042 �� qp qpxx ��2

 
 
 
   

       

 Teorema 3. Sekoj polinom f so realni koeficienti i so stepen n, na 
edinstven na~in so to~nost do redosledot na mno`itelite, mo`e da se zapi{e vo 
sledniot oblik    
           , ts m

tt
mk

s
k qxpxqxpxaxaxaxf )()()()()( 2

11
2

1
11 ��			���			��

kade  se realni broevi pri {to  se razli~ni realni 

nuli, parovite  se razli~ni i , a 

se prirodni broevi i za niv va`i 

tts qqppaaa ,...,,,...,,,...,, 111

,(),...,,( 11 t qpqp
saa ,...,1

tp 4,..., 2 �
nt

)t tqqp 4 1
2

1 �
mm

ts mmkk ,...,,,..., 11

kk s ������ )...( 12...1 .  
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         1. Razlo`i go polinomot  na realni mno`iteli.  4455 2345 ����� xxxxx
Imame  . Od  ,  

dobivame   
)45)(1(4455 242345 ��������� xxxxxxxx )4)(1(452 ����� tttt

)4)(1)(1()45)(1(4455 22242345 ������������� xxxxxxxxxxx .  

Ova e baranoto razlo`uvawe, bidej}i  i  se nerazlo`livi vo 
mno`estvoto na realnite broevi. 
  

12 �x 42 �x

 

          2. Razlo`i go polinomot  na realni mno`iteli.  168 48 �� xx
168 48 �� xx = .  24 )4( �x

Zabele`uvame deka =  i ovie dva 
mno`itela se ponatamu nerazlo`livi. Zatoa,  

2224 )2()2(4 xxx ���� )22)(22( 22 ���� xxxx

   = .
 168 48 �� xx 2222 )22()22( ���� xxxx
 
                        Zada~i za samostojna rabota 
 
            1. Najdi polinom so �����	 �
��	�	��
	 �
 najmal mo`en stepen so vode~ki 
koeficient 2, takov {to negovi nuli se broevite   

a) 2+i  i  1�2i,     b) 1+i  i  �1�i.    
 

            2. Najdi polinom so �����	 �
��	�	��
	 od treti stepen, so vode~ki 
koeficient 1, ~ii nuli se 1 i 1�i.  
 

 3. Najdi polinom so �����	 �
��	�	��
	 �
 najmal mo`en stepen 	 so vode~ki 
koeficient 1, za koj brojot 2i e nula so kratnost 3, a 0 e koren so kratnost 2. 
 

            Razlo`i gi na realni mno`iteli slednive polinomi:  
 

 4*. ,                          5*. . xxx 23 35 �� 57911 33 xxxx ���

 
1.10. Polinomi so celi i racionalni koeficienti 

 
Sekoj polinom so celi koeficienti: 

                                                                 (1) )0(   ,...)( 01
1

1 ������ �
� n

n
n

n
n aaxaxaxaxf

ima specifi~ni svojstva {to se gleda od slednava teorema.  
 
 
 
 

 

Teorema 1. Sekoja cela nula na polinomot   so celi koeficienti e 
delitel na slobodniot ~len na toj polinom. 

)x(f

Dokaz: Neka ��x  e cela nula na . Toga{ va`i: )(xf )()()( xqxxf 	��� , odnosno               

)...)((...)( 01
2

2
1

10
1

1 bxbxbxbxaxaxaxf n
n

n
n

n
n

n
n ����������� �

�
�

�
�

� ,               (2)  

 34 



kade {to koeficientite na  se celi broevi, pa i brojot  e cel. )(xq 0b
Soglasno ravenstvoto (2), imame )( 000 bba �	��	��� . Ottuka sleduva deka 

celata nula na e delitel na negoviot sloboden ~len . � )(xf 0a
Spored toa, soglasno teorema 1, ako celobrojniot polinom  ima celi 

nuli, toga{ niv treba da gi barame pome|u site mo`ni deliteli (i pozitivni i 
negativni) na slobodniot ~len  na . Ispituvaweto na site deliteli na 

slobodniot ~len  vo nekoi slu~ai (koga nivniot broj e golem) pretstavuva 
obemna rabota. No, postoi na~in vo golema mera tie presmetuvawa da se uprostat. 
O~igledno e deka broevite 1 i �1 se ili ne se nuli na polinomot . Gi 
presmetuvame  i  i voedno utvrduvame dali broevite 1 i �1 se nuli na 
polinomot . Potoa, ako celiot broj 

)(xf

0a )(xf

0a

)
)(xf

1(f
)(x

)1(�f
f �  e nula na , toga{ }e va`i 

ravenstvoto (2). Bidej}i site koeficienti na koli~nikot  se celi broevi, i 
koli~nicite  

)(xf
)(xq

)1(
1

)1( ),1(
1

)1(
��

���
�

��
qfqf    ili   )1(

1
)1(  ),1(

1
)1(

���
��
�

��
��

qfqf
                    (3) 

mora da bidat celi broevi. Spored toa, od site deliteli na slobodniot ~len  za 
da proverime dali se nuli na polinomot , vr{ime ispituvawe samo na onie 
deliteli  za koi koli~nicite (3) se celi broevi. 

0a
)(xf

�
 

 

1. Da gi odredime celite nuli (ako ima takvi) na polinomot 
.  6452)( 234 ����� xxxxxf

Deliteli na slobodniot ~len 6 na  se: . Bidej}i )(xf 6,3,2,1 ����
064521)1(,464521)1( ������������� ff

1�

 zaklu~uvame deka brojot 1 ne e nula, 

a brojot  e nula na polinomot. Potoa broevite  
61

4,
21

4
��

 
6

4
�1

 ne se celi broevi, 

pa zatoa delitelite   i ,2� 6 6�  gi otfrlame od natamo{noto ispituvawe. Bidej}i 

koli~nicite 
31

0,
31

4,
31

0,
3 �
3

1
,

 
0�

4,
21

4
������ 21

0
��

32,
)3(�

  se celi broevi, za sekoj od 

ostanatite deliteli i  vr{ime natamo{no ispituvawe so presmetuvawe na 

 i . Spored toa, .
 

�
0),0)2( ��f 3(f f )2�)(1)(3()( 2��� xxxxf

 

Ako ne site koeficienti na polinomot  se celi broevi, tuku me|u niv 
ima i dropki, toga{ polinomot go mno`ime so najmaliot zaedni~ki imenitel  na 
drobnite koeficienti, pa }e dobieme polinom  so celi koeficienti, koj{to 
ima isti nuli kako i polinomot . Spored toa, za da gi odredime celite nuli na 

, dovolno e da gi odredime celite nuli na .  

)(xf

(xsf

)(xsf

s
)

)(xf
)(xf
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2. Najdi gi celite nuli na polinomot 
2
3

4
5

2
1

4
1)( 234 ����� xxxxxf . 

Za  e . Go mno`ime polinomot  so 4, pa dobivame: )(xf 4�s )(xf
6542)(4 234 ����� xxxxxf . 

Deliteli na slobodniot ~len, 6� , se: 6 ,3,2,1 ���� . Za delitelite 1 i 1�  so 
direktna zamena dobivame 665421)151)1(4 ���(4,12642 ������������f f . 

Lesno se uveruvame deka za delitelite 2,2 �  i koli~nicite (3) se celi 
broevi, a za  i  tie se dropki.  

3
6,3 6�

Taka na primer, za  koli~nikot 6��
5

12
61

12
1

)1(4
�
�

�
�

�
�

��
f

 ne e cel broj. Zna~i, 

natamo{noto ispituvawe dali se nuli na  go vr{ime samo za delitelite: 
 i 3, odnosno so presmetuvawe na 

)(4 xf
(4,02,2 � 78)3(4,12)2)2(4 ����� ff f  i 0)3( ��f . 

Zna~i, delitelite  i  se nuli na , pa dobivame: 2 3 � )(4 xf
)1)(3)(2()(4 2 ����� xxxxxf

2 32 ���
, t.e. polinomot  ima samo dve celi nuli 

 i . 
 

)(4 xf

1 ��
 

Sega da premineme na pra{aweto za odreduvawe na racionalnite nuli na 
polinom so celi koeficienti.  

 
 
 
 
 
 

Dokaz. Ako 
q
px �  e nula na , toga{ so negova zamena vo  i mno`ewe so 

,  dobivame: 

)(xf )(xf

nq

    Teorema 2. Ako polinomot (1) so celi koeficienti ima racionalna nula 
q
p

, 

kade {to p  i   se zaemno prosti, toga{ q p  e delitel na slobodniot ~len , a e 

delitel na vode~kiot koeficient  na polinomot . 
0a q

na )(xf

0... 0
1

1
22

2
1

1 ������ ��
�

�
�

nnn
n

n
n

n
n qapqapqaqpapa                                              (4) 

Ottuka 
)...( 1

1
32

2
2

1
1

0
��

�
�

�
� ������ nn

n
n

n
n

n
n qapqaqpapapqa                                           (5) 

Bidej}i  se celi broevi, izrazot vo zagradata na desnata 

strana vo (5) e cel broj. Od ravenstvoto (5) sleduva deka proizvodot  e deliv so 
nn aaaaqp ,,...,,,, 121 �

nqa0

p , a bidej}i p  i  se zaemno prosti, sleduva deka p e delitel na . q 0a
Ravenstvoto (4) da go zapi{eme vo vidot 

)...( 1
0

2
1

2
2

1
1

���
�

�
� ������ nnn

n
n

n
n

n qapqaqpapaqpa                                              (6) 

Ottuka sleduva deka proizvodot  e deliv so q , no bidej}i n
n pa p  i  se zaemno 

prosti, sleduva deka q e delitel na . � 

q

na
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Teorema 3. Sekoja racionalna nula na polinomot  so celi koeficienti 
i so vode~ki koeficient 

)(xf
1�na , e cel broj.  

Ako , soglasno teoremata 2, q  e delitel na , pa mora da e 1�na na 1��q . 

Spored toa, racionalnata nula 
q
p

 e cel broj. 

Teoremata 1 uka`uva deka za nao|aweto na site racionalni (drobni i celi) 
nuli na celobroen polinom , ~ij vode~ki koeficient e , treba toj da se 
transformira vo celobroen polinom so vode~ki koeficient ednakov na edinica. 
Toa go postignuvame na sledniot na~in: 

)(xf 1�na

Polinomot  go mno`ime so  i dobivame polinom  {to gi ima 
istite nuli kako i dadeniot polinom , 

)(xf 1�n
na

)(xf
)(1 xfa n

n
�

0
11

1
11

1
1 ...)( aaxaaxaaxaxfa n

n
n

n
nn

nn
nn

n
n

n
����

�
� �����                                            (7) 

odnosno 

0
1

1
21

1
1 )(...)()()( aaxaaaxaaxaxfa n

nn
n

n
n

nn
n

n
n

n
���

�
� ����� .                                    (8) 

Potoa vo (8) izrazot   go zamenuvame so nov argument , pa polinomot 

 go dobiva vidot 

xan xay n�

)(1 xfa n
n

�

0
1

1
21

1
1 ...)()( aayaayayyxfa n

n
n

n
n

n
nn

n
���

�
� ������� .                                             (9) 

Soglasno teoremata 3, site racionalni nuli na polinomot (9) se celi broevi. 
Koga }e gi odredime site celi nuli na polinomot (9), so pomo{ na ravenstvoto 

na
yx � , }e gi odredime i site racionalni nuli na polinomot . )(xf

3. Najdi gi racionalnite nuli na polinomot .  6151153)( 234 ����� xxxxxf
Go mno`ime polinomot  so  )(xf 33 :)( 3

4a�
63331533113533)(3 322233433 	�		�		�	�	� xxxxxf

162)3(135)3(33)3(5)3()(3 2343 ��	�	�� xxxxxf
     

 

162135335)()(3 2343 ������� yyyyyxf ,   
kade {to . Potoa proveruvame dali 1 i xy 3� 1�  se nuli na polinomot : )(y�

01621353351)1(  ,2601621353351)1( ��������������� .  
Zna~i,  e nula na .   1� )(y�

Od  zaklu~uvame deka deliteli na   pokraj 432162 	� 162 1�  se  i dr.  9,6,3,2 ����
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Proveruvame deka za  i 2��� 3���  koli~nicite 
1
)1(,

1
)1(

��
��

��
�

 se dropki, 

spored toa, tie ne se celi nuli na )(x� , a za 6�� : ,52
16

260
1
)1(

�
�

�
��

�
 0

16
0

1
)1(

�
�

�
��
��

 

se celi broevi. So proverka, se dobiva 0)6( �� . Zna~i, . 
Spored toa, polinomot  ima samo dve celi nuli 

)27)(6)(1()( 2 ����� yyyy
11)y(� ��y 62 �y i . Ottuka, 

baranite racionalni nuli na dadeniot polinom  se  samo )x(f
3
1

1 ��x  i .   22 �x

Razlo`uvaweto na  na mno`iteli so celi koeficienti  }e glasi: )(xf
)279)(63)(13()(3 23 ���� xxxxf , od kade {to . 
 )3)(2)(13()( 2 ���� xxxxf

 

Da napomeneme deka ovoj metod e primenliv samo za polinomite so celi 
koeficienti i toa samo za odreduvawe na nivnite racionalni nuli. 

 
 
 
 

   

 Teorema 4. Ako za  i  polinomot  so celi koeficienti ima 
neparni vrednosti, toga{ toj polinom nema celi nuli.  

0�x 1�x )(xf

Dokaz. Da go pretpostavime sprotivnoto: Neka ��x  e cela nula na  t. e. 
neka , i neka  i  se neparni broevi. 

)(xf
0)( ��f )0(f )1(f

O~igledno e deka koli~nikot 
1
)1(

��
f

, pri neparen broitel  mo`e da bide 

cel broj samo ako �  e paren broj. Od 

)1(f

0)( ��f
)

, odnosno od a , 

dobivame .  

0... 0
1 ���� � ann

n 1�� �an

...( 1
2

1
1

0 aaa n
n

n ������� �
�

�an�
Spored toa, slobodniot ~len  e paren broj (bidej}i 0a �  e paren broj). Od 

druga strana, pak,  po uslov e neparen broj. Ovaa protivre~nost ja doka`uva 
teoremata. � 

0)0( af �

 

 4. Polinomot  prima neparni vrednosti za 5432)( 245 ����� xxxxxf 0�x  i 
:   i 1�x 5)0( �f 751432)1( ������f . Zna~i, toj nema celi nuli. 
 
 

 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Odredi gi celite nuli na polinomot, ako ima takvi 
a)                    b)  ,1228 234 ���� xxxx .65442 2345 ����� xxxxx
 

2. Odredi gi racionalnite nuli na polinomite: 
a)                              b)  ,263 23 ��� xxx .63166 234 ���� xxxx
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3. Razlo`i gi slednive polinomi na nerazlo`livi mno`iteli: 
a)                    b)  ,615753)( 234 ����� xxxxxf ,4432)( 234 ����� xxxxxg
v)  .22)( 45 ����� xxxx
 

4*. Doka`i deka ako  e polinom so celi koeficienti, toga{ za proizvolni 
razli~ni celi broevi 

f
x  i y  razlikata )()( yfxf �  e deliva so yx � .  

 

5*. Koristej}i ja prethodnata zada~a, doka`i deka ne postoi polinom  so 
celi koeficienti, taka {to 

f
cbfbaf �� )(,)(  i acf �)( , za nekoi tri razli~ni celi 

broevi  i . ba, c
 
 

1. 11.  Zada~i za ve`bawe 
  
 1. Presmetaj go zbirot i razlikata na polinomite  

  i .  4532)( 24 ���� xxxxP 462)( 23 ��� xxxQ
 

 2. So pomo{ na Hornerovata {ema presmetaj ja vrednosta na polinomot 

  za 10464)( 234 ����� xxxxxP .2�x  
 

 3. Doka`i deka ako zbirot na koeficientite na polinomot  e ednakov na 
0, toga{ za proizvolen polinom  i zbirot na koeficientite na proizvodot 

 isto taka e ednakov na 0.  

)(xP
)(xQ

)()( xQxP
 

 4. Opredeli ja vrednosta na koeficientot a taka {to polinomot  

35)1()42()1()( 23 �������� axaxaxaxP  da bide deliv so .  2�x
 

            5. Najdi polinom so �����	 �
��	�	��
	 �
 najmal mo`en stepen so vode~ki 
koeficient 3, takov {to broevite  i  i  2i, se nuli so kratnost 

a) 1                     b) 2.  
 

            6. Najdi polinom so �����	 �
��	�	��
	 �
 najmal mo`en stepen 	 so vode~ki 
koeficient 1, za koj brojot 2i e nula so kratnost 3, a 0 e koren so kratnost 2.  
 

 7. Najdi polinom so kompleksni koeficienti od najmal stepen, ~ii {to 
koreni se  i .  2,1 �� ii i2
 

            8*. Razlo`i gi na realni mno`iteli slednive polinomi:  

 a) ,   b) . 63234 ���� xxxx xxx 32 35 ��
 

 9*. Koi se celobrojnite nuli na polinomot ? xxxxx 22345 ����
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10*. Odredi gi koeficientite  i b  na polinomot , taka {to 

toj da bide deliv so .  

a baxxx ��� 23 2
2)1( �x
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RAVENKI I NERAVENKI 
 

2. 1.  Simetri~ni ravenki  
 

Ravenka od oblik  
 ,0... 221 ������� �� abxcxcxbxax nnn  ,0�a  �n �,                              (1) 
kade {to ,a b  i c  se realni broevi ili izrazi {to ne zavisat od nepoznatata ,x  se 
vika simetri~na ravenka od �n ti stepen. 
 O~igledno e deka nitu eden od korenite na simetri~nata ravenka ne e ednakov 
na nula, bidej}i .0�a  

 Ponatamu, ako 0x  e koren na simetri~nata ravenka (1) toga{ i 
0

1

x
 e koren na 

simetri~nata ravenka (1). Navistina, ako 0x  e koren na simetri~nata ravenka (1) 
toga{  
 .0... 0

2

0

2

0

1

00 ������� ��
abxcxcxbxax

nnn                                                 (2) 

Ako dvete strani na ravenstvoto (3) gi podelime so n
x0  imame  

 0
111

...
11

0

1

0

2

0

2

00

���
�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
����

�

�
��
�

�
���

�

�
��
�

�
�

�� nnn

x
a

x
b

x
c

x
c

x
ba  

od kade {to sleduva deka 
0

1

x
 e koren na simetri~nata ravenka (1).  

 Predmet na na{iot interes }e bide re{avaweto na simetri~ni ravenki od 
treti i ~etvrti stepen.  
  
         2.1.1. Re{avawe na simetri~ni ravenki od tret stepen 
 
 Ravenkata  
 ,023 ���� abxbxax                                                                                        (3) 
ima koren .1��x  So koristewe na Hornerovata {ema, simetri~nata ravenka mo`e 
da se pretstavi vo oblik   
 .0))(1( 2 ���� acxaxx  
Zna~i, re{avaweto na simetri~nata ravenka (3) se sveduva na re{avawe na 
kvadratna ravenka.  
 

 1. Re{i ja ravenkata .0313133 23 ���� xxx  
 Dadenata ravenka ima koren .11 ��x  Taa mo`e da se zapi{e vo oblik  

 .0)3103)(1( 2 ���� xxx  

  2.
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Po re{avawe na kvadratnata ravenka 03103 2 ��� xx  dobivame deka 
3

1
2 ��x  i 

.
3

1
3 �x 
 

 

 2. Re{i ja ravenkata .02772 23 ���� xxx  
 Dadenata ravenka ima koren .11 �x  Taa mo`e da se zapi{e vo oblik  

 .0)252)(1( 2 ���� xxx  

Po re{avawe na kvadratnata ravenka 0252 2 ��� xx  dobivame deka 22 �x  i .
2

1
3 �x 
 

 
 2.1.2. Re{avawe na simetri~ni ravenki od ~etvrt stepen 
 
 Ravenkata  
 ,0234 ����� abxcxbxax                                                                                        (4) 

ja delime so 2x  i gi grupirame ~lenovite so soodvetno ednakvi koeficienti, ja 
dobivame ravenkata  

 ,0
11 2

2

2

2

2 �����
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� � abxcx

x
xb

x
xa  

koja e ekvivalentna na nea. Ako stavime ,
1

y
x

x �� dobivame 2
1 2

2

2 ��� y
x

x . So

zamena na ovie vrednosti vo (4) dobivame kvadratna ravenka po novata promenliva 
:y

 02 ��� feydy  
~ii {to re{enija se 1y  i 2y . Soodvetnite vrednosti na x  gi dobivame od smenata 

,
1

y
x

x �� odnosno od kvadratnata ravenka .012 ��� xyx   

 

 3. Re{i ja ravenkata .061118116 234 ����� xxxx  

 So smenata y
x

x ��
1

dadenata ravenka preminuva vo ravenkata  

 01811)2(618
1

11
1

6 2

2

2 �������
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� � yy

x
x

x
x ,

odnosno vo ravenkata 018116 2 ��� yy  ~ii koreni se 
4

3
1 ��y  i .

3

5
2 �y  Soodvetnite 

vrednosti na x  gi dobivame od smenata y
x

x ��
1

, odnosno od vkupnosta ravenki  
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!

"

��

���

3

51

4

31

x
x

x
x

     ili   .
0353

0434

2

2

 
 
!

"

���

���

xx

xx
   

Od niv dobivame 
8

553
2,1

i
x

��
� , 

6

115
4,3

i
x

�
� . 
 

 

 Ravenkata  
 ,0234 ����� abxcxbxax                                                                                        (5) 
ima koren .1�x  So koristewe na Hornerovata {ema simetri~nata ravenka mo`e da 
se pretstavi vo oblik   
 .0))(1( 23 ����� adxdxaxx  
Zna~i, re{avaweto na simetri~nata ravenka (3) se sveduva na re{avawe na 
simetri~na ravenka od tret stepen.   
 

 4. Re{i ja ravenkata .0291492 234 ����� xxxx  
 Dadenata ravenka ima koren .11 �x  Taa mo`e da se zapi{e vo oblik  

 .0)2772)(1( 23 ����� xxxx  

Po re{avawe na simetri~nata ravenka 02772 23 ���� xxx  dobivame deka 

,12 �x 23 �x  i .
2

1
4 �x 
 

 
  
  
                            Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi od slednite ravenki se simetri~ni ravenki: 
a) ;02332 22 ���� xxx                  b) ;012373712 23 ���� xxx                

v) ;0134 ���� xxx                         g) .0222 234 ����� xxxx                
 

Najdi gi korenite na slednive simetri~ni ravenki od tret red: 
2. .012131312 23 ���� xxx            3. .015191915 23 ���� xxx           
4.* .02332 23 ���� xxx                5.* .033 23 ���� xxx                  
 

Re{i gi slednive simetri~ni ravenki od ~etvrt red: 
6. .0653856 234 ����� xxxx         7. .012252512 34 ���� xxx            
8. .0155 34 ���� xxx                       9.* .027972 234 ����� xxxx                
      

 
 



44

2. 2.  Binomni ravenki 
 

Ravenka od oblik  
 ,0�� baxn  ,0�a  ,0�b                                                                                    (1) 
se vika binomna ravenka od �n ti stepen. 

 So smenata n

a

b
yx 	�  kade {to so  n

a

b
 e ozna~ena aritmeti~kata vrednost na 

�n tiot koren od pozitivniot realen broj ,
a

b
 binomnata ravenka (1) preminuva vo 

binomna ravenka od vidot  
 .01��ny                                                                                                             (2) 
  Do domenot na na{iot interes }e bide re{avaweto na binomna ravenka od 
tret i ~etvrt stepen. Postapka za nivno re{avawe }e ja ilustrirame so nekolku 
primeri.  
 

 1. Re{i ja ravenkata:  a) ;013 ��y      b) .013 ��y  

 a) Ravenkata 013 ��y  e ekvivalentna na ravenkata 0)1)(1( 2 ���� yyy  ~ii 

re{enija se ,11 �y  .
2

31
3,2

i
y

��
�  
  

 b) Ravenkata 013 ��y  e ekvivalentna na ravenkata 0)1)(1( 2 ���� yyy  ~ii {to  

re{enija se ,11 ��y  .
2

31
3,2

i
y

�
�  
  

 

 2. Re{i ja ravenkata .0278 3 ��x       

 So smenata 3

8

27
	� yx  od dadenata ravenka ja dobivame ravenkata 013 ��y  ~ii 

re{enija se ,11 �y  .
2

31
3,2

i
y

��
�  Ako se vratime na vovedenata smena dobivame 

deka ,
2

3
1 �x .

4

333
3,2

i
x

��
�  
  

 

  3. Re{i ja ravenkata:  a) ;014 ��y      b) .014 ��y  

 a) Ravenkata 014 ��y  e ekvivalentna na ravenkata ,0)1)(1( 22 ��� yy  ~ii {to 
re{enija se ,12,1 ��y  .4,3 iy ��  
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 b) Ravenkata 014 ��y  mo`e da ja zapi{eme vo oblik ,0212 224 ���� yyy  

odnosno .0)2()1( 222 ��� yy  Poslednata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  

.0)12)(12( 22 ����� yyyy  Najzinite re{enija se ,
2

22
2,1

i
y

�
�  .

2

22
4,3

i
y

�
� 
  

 

 4. Re{i ja ravenkata .08116 4 ��x       

 So smenata 4

16

81
	� yx  od dadenata ravenka ja dobivame ravenkata 014 ��y  ~ii 

re{enija se ,12,1 ��y  .4,3 iy ��  Ako se vratime na vovedenata smena dobivame deka 

,
2

3
2,1 ��x  .

2

3
4,3

i
y ��  
  

 
 
  
                            Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi od slednite ravenki se binomni ravenki: 
a) ;024 ��x                 b) ;063 24 �� xx                 v) ;073 ��x  

g) ;092 4 ��x               d) ;023 23 ��� xxx            |) .027 4 �� xx  
 

Najdi gi korenite na slednive binomni ravenki: 
2. .022 ��x                 3. .02536 2 ��x                 4. .025 2 ��x  

  

Re{i gi slednive binomni ravenki: 
5. .083 ��x                 6. .06427 3 ��x                  7. .08125 3 ��x  

 

8. .0814 ��x               9.* .062516 4 ��x             10.* .01681 3 ��x  
     

 
2. 3.  Trinomni ravenki 

 
Ravenka od oblik  

 ,02 ��� cbxax nn  ,0�a  �n �,                                                                                   (1) 
kade {to ,a b  i c  se realni broevi ili izrazi {to ne zavisat od nepoznatata ,x  se 
vika trinomna ravenka od �n ti stepen. 
 Trinomnite ravenki gi re{avame algebarski so voveduvawe na nova 
promenliva so smenata .yxn �  Toga{ ravenkata (1) preminuva, vo odnos na novata 
promenliva vo kvadratna ravenka  
 0��� cbyayn  
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~ii {to koreni se  

 .
2

42

2,1

acbb
y

���
�  

Spored toa, re{avaweto na trinomnata ravenka (1) se sveduva na re{avawe na dve 
binomni ravenki od �n ti stepen: 
 1yxn �  

 .2yxn �  
  Nie }e se ograni~ime na re{avawe na trinomni ravenki koi se sveduvaat na 
binomni ravenki od tret i ~etvrt stepen. Postapka za nivno re{avawe }e ja 
ilustrirame so nekolku primer.  
 

 1. Re{i ja trinomnata ravenka  .087 36 ��� xx       
 So smenata yx �3  ravenkata preminuva vo kvadratnata ravenka  

 0872 ��� yy  
~ii {to re{enija se  
  ,11 �y  .82 ��y   
Potoa gi re{avame binomnite ravenki od ~etvrt stepen  
 13 �x  i  .83 ��x  
Tie imaat koreni  

 ,11 �x  ,
2

31
3,2

i
x

��
�  ,24 ��x  ,316,5 ix ��  

koi se vsu{nost baranite koreni na dadenata trinomna ravenka. 
  
 

 2. Re{i ja trinomnata ravenka  .01617 48 ��� xx       
 So smenata yx �4  ravenkata preminuva vo kvadratnata ravenka  

 016172 ��� yy  
~ii {to re{enija se  
  ,11 �y  .162 �y   
Potoa gi re{avame binomnite ravenki od ~etvrt stepen  
 14 �x  i  .164 �x  
Tie imaat koreni  
 ,12,1 ��x  ,4,3 ix ��  ,22,1 ��x  ,24,3 ix ��  

koi se vsu{nost baranite koreni na dadenata trinomna ravenka. 
  
 
  
  
                            Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi od slednite ravenki se trinomni ravenki: 
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a) ;0242 24 ��� xx             b) ;0863 28 ��� xx                 v) ;039 �� xx  

g) ;09816 ��� xx                 d) ;011232 36 ��� xx             |) .0103 214 ��� xx  
 

Najdi gi korenite na slednive trinomni ravenki: 
2. .065 48 ��� xx                3. .01615 48 ��� xx               4. .011232 36 ��� xx  

 5. .089 36 ��� xx                6. .0107 24 ��� xx                 7.* .045 24 ��� xx  
 

Re{i gi slednive trinomni ravenki: 
8. .011716 24 ��� xx           9. .05)3(6)3( 24 ����� xxx           10. .01073 24 ���� xx  

11. .045 24 ��� xx            12. ;0910 24 ��� xx                            13.* .010029 24 ��� xx  
      

 
2. 4.  Bikvadratni ravenki 

 
 
 Ravenka od vidot  
 ,024 ��� cbxax   ,0�a                                                                              (1) 
kade {to ,a b  i c  se realni broevi ili izrazi {to ne zavisat od nepoznatata ,x  se 
vika bikvadratna ravenka.  

 1. Ravenkite ,02072 24 ��� xx  ,0203
2

2
4

��� x
x

 ,03 24 �� xx  ,0
3

2
5 4 ��x  ,03 4 �x  

se primeri na bikvadratni ravenki. 
 
  

 Vo bikvadratnata ravenka promenlivata x  se nao|a samo na paren stepen, pa 
ako 00 �x , e koren  na ravenkata toga{  negoviot sprotiven 0x�  e isto taka koren 
na  ravenkata. So voveduvawe na smenata  
 yx �2   
ravenkata (1) se transformira vo kvadratna ravenka po nepoznatata ,y  odnosno vo 
ravenkata  

,02 ��� cbyay   ,0�a                                                                                  (2) 
 Po opredeluvawe na korenite na ravenkata (1) se vra}ame na vovedenata 
smena,  odnosno gi re{avame kvadratnite ravenki  
 1

2 yx �  i .2

2 yx �   
Site koreni na poslednite dve ravenki, se koreni na bikvadratnata ravenka (1).    
 Od napravenata diskusija ne e te{ko da se zaklu~i deka re{avaweto na 
bikvadratana ravenka se sveduva na re{avawe na kvadratna ravenka.  
 

 2. Re{i ja bikvadratnata ravenka .022534 24 ��� xx  
 So smenata yx �2  ja dobivame kvadratnata ravenka .0225342 ��� yy  So 
primena na formulata za presmetuvawe na korenite na kvadratna ravenka, 
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dobivame  
 251 �y  i .92 �y   
Da zabele`ime deka dvata koreni na kvadratnata ravenka se pozitivni. Ako se 
vratime na vovedenata smena, odnosno ako gi re{ime ravenkite 252 �x  i ,92 �x  
dobivame deka bikvadratnata ravenka ima ~etiri realni koreni ,52,1 ��x  ,34,3 ��x  

koi se poparno sprotivni ( 5�  i 3� ). 
 
 

  2. Re{i ja bikvadratnata ravenka .02024 ��� xx  
 So smenata yx �2  ja dobivame kvadratnata ravenka ,0202 ��� yy  ~ii koreni 
se 41 �y  i .52 ��y  Da zabele`ime deka edniot koren na kvadratnata ravenka e 
pozitiven, a drugiot e negativen realen broj. Ako se vratime na vovedenata smena, 
odnosno ako gi re{ime ravenkite 42 �x  i ,52 ��x  dobivame deka bikvadratnata 

ravenka ima dva realni koreni ,22,1 ��x  i dva imaginarni koreni .54,3 ix ��  
 
 

 3. Re{i ja bikvadratnata ravenka .023 24 ��� xx  
 So smenata yx �2  ja dobivame kvadratnata ravenka ,0232 ��� yy  ~ii koreni 
se 31 ��y  i .12 ��y  Da zabele`ime deka dvata koreni na kvadratnata ravenka se 
negativni realni broevi. Ako se vratime na vovedenata smena, odnosno ako gi 
re{ime ravenkite 32 ��x  i 12 ��x  dobivame deka bikvadratnata ravenka ima 
~etiri imaginarni koreni 32,1 ix ��  i .4,3 ix �� 
 
 

 3. Re{i ja bikvadratnata ravenka .07 24 �� xx  
 So voveduvawe na smenata yx �2  ja dobivame kvadratnata ravenka ,072 �� yy  

~ii koreni se 01 �y  i .72 �y  Re{avaj}i gi ravenkte 02 �x  i ,72 �x  dobivame deka 
bikvadratnata ravenka ima ~etri realni koreni od koi dva ednakvi ,02,1 �x  i dva 

razli~ni .74,3 ��x  
 
 

Ponatamu, ako 00 �x  e koren na edna bikvadratna ravenka, toga{ od 
,000 ��� cba  sleduva deka .0�c  Spored toa mo`eme da zaklu~ime deka 

razgleduvanata bikvadratnata ravenka e od oblik  
 .024 �� bxax   
Poslednata ravenka ima dva realni koreni ednakvi na nula. Spored toa ako 
bikvadratana ravenka ima koren 00 �x  toga{ toj e dvoen koren. U{te pove}e ako 

,0�b  toga{ 00 �x  e ~etvoren koren.  
  

 4. Re{i ja bikvadratnata ravenka .035 24 �� xx  
 So voveduvawe na smenata yx �2  ja dobivame kvadratnata ravenka ,035 2 �� yy  
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~ii koreni se 01 �y  i .
5

3
2 ��y  Od dvete ravenki 02 �x  i ,

5

32 ��x  prvata ima dva 

ednakvi realni koreni 02,1 �x  i vtorata ima dva imaginarni koreni .
5

3
4,3 ix ��  
 

 
  
                            Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi od slednite ravenki se bikvadratni ravenki: 
a) ;032 24 ��� xx                 b) ;0173 24 ��� xx                 v) ;072 23 ��� xx  

g) ;092 4 ��x                         d) ;023 24 �� xx                      |) .027 4 �� xx  
 

2. Najdi gi korenite na slednive bikvadratni ravenki: 
a) ;034 24 ��� xx            b) ;0209 24 ��� xx            v) .04 24 �� xx  

  

3. Re{i gi slednive bikvadratni ravenki: 
a) ;0365 24 ��� xx          b) ;065 24 ��� xx            v) .024 �� xx  

 

4*. Razlo`i gi na mno`iteli polinomite: 
 a) ;45)( 24 ��� xxxP                                 b) .25294)( 24 ��� yyyP           
      

5*. Skrati gi dropkite: 

 a) ;
3613

16
24

4

��
�
xx

x
                      b) .

7217

2411
24

24

��
��

xx

xx
 

 

2. 5.  Determinanti  

Neka  ,a ,b c  i d  se dadeni realni broevi i ,ad bc  se soodvetnite proizvodi.  
 
     
  
 
   

 
 
 

 
Broevite ,a ,b c  i d  se narekuvaat elementi na determinantata. Tie se 

rasporedeni vo dve redici (horizontalno) i vo dve koloni (vertikalno), a nakrsno 
formiraat dve dijagonali. Prvata redica ja so~inuvaat broevite a i ,b  a vtorata 
broevite c i .d  Prvata kolona ja so~inuvaat broevite a  i ,c  a vtorata broevite b  

 

Definicija 1. Vrednosta na izrazot ,bcad �  zapi{an {ematski 
dc

ba
 se 

narekuva determinanta od vtor red; zna~i, .bcad
dc

ba
��  
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i .d Broevite a  i d  ja formiraat glavnata dijagonala, a broevite b  i c  ja 
formiraat sporednata dijagonala. 

Soglasno so ka`anoto zaklu~uvame deka determinanta od vtor red e ednakva 
na razlikata od proizvodite na elementite od glavnata i od sporednata dijagonala.  

1. Determinantata 
43

52�
 go pretstavuva brojot 23�  bidej}i  

          ;231583542
43

52
�����	�	��

�
  

determinantata ima vrednost .23� 

Neka  ,ia ,ib ic )3,2,1( �i se dadeni realni broevi. 

 
 
     
  
 
 
 
 
 

 

 
Broevite ,ia ,ib ic  )3,2,1( �i  se narekuvaat elementi na determinantata. 

Elementite se rasporedeni vo tri redici (horizontalno) i vo tri koloni 
(vertikalno). Elementite ,1a  ,2b  3c  ja so~inuvaat glavnata dijagonala, a ,3a ,2b 1c  ja 
so~inuvaat sporednata dijagonala na determinantata. 

Vo izrazot pretstaven so determinantata od tret red, prvite tri sobiroci 
pretstavuvaat proizvodi od po tri elementi, koi le`at na glavnata dijagonala 

)c,b,a( 321 i vo temiwata na triagolnicite, ~ii osnovi se paralelni so glavnata 
dijagonala 132 ,,( cba i ),, 213 cba , (crt. 1).  Slednive tri ~lena od ravenstvoto {to se 
zemeni so negativen znak, pretstavuvaat proizvodi od tri elementi, koi le`at na 

 

���

���

���

���

3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

             

                     znak (+)                   znak (-)    
                                  Crt. 1                      Crt. 2                                     Crt. 3 

        Definicija 2. Vrednosta na izrazot 231312123213132321 cbacbacbacbacbacba �����

zapi{an {ematski 

3

2

1

a
a
a

 

3

2

1

b
b
b

 

3

2

1

c
c
c

 se narekuva determinanta od tret red; zna~i  

3

2

1

a
a
a

 

3

2

1

b
b
b

 .231312123213132321

3

2

1

cbacbacbacbacbacba
c
c
c

������  
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sporednata dijagonala ),,( 123 cba i vo temiwata na  triagolnicite ~ii osnovi se 

paralelni so sporednata dijagonala 312 ,,( cba i ),, 231 cba , (crt. 2).  
Za presmetuvawe na vrednosta na determinanta od tret red se koristi 

Sarusovoto pravilo. Spored ova pravilo, za da ja presmetame vrednosta na 
determinantata, desno od nea gi dopi{uvame prvata i vtorata kolona, pri {to tie 
se ~etvrtta i petta kolona na nova pravoagolna {ema. Potoa proizvodite na 
elementite (po tri), {to le`at na glavnata dijagonala i na dvete dijagonali 
paralelni na nea gi zemame so pozitiven znak, a proizvodot na elementite (po tri) 
{to le`at na sporednata  dijagonala i na  dvete  dijagonali  paralelni  na nea gi  
zemame so negativen znak i ovie {est proizvodi gi sobirame (crt. 3).                                                

 

2.  Vrednosta na determinantata 

413

520

312

�

�
 se presmetuva na sledniov na~in 

.3940)1(152)3(23103)3(5)1(422

13

20

12

413

520

312

�		��		��		�		��		��		�
�

�

�

�



 
                           Zada~i za samostojna rabota 
                              

1. Presmetaj gi vrednostite na slednive determinanti:   

a) 
51

32

�
�

;       b) 
a
aa

1

2

;       v) 
��
���

cossin

sincos
;   g) 

baba
babababa

��
���� 2222

. 

  d)  

631

321

111

,            |)  

011

101

110

,    e) 

b
c
a

  

c
a
b

  

a
b
c

;      `) 

xzy
yxz
zyx

.             

 

Re{i gi ravenkite po nepoznatata :x     

2. 
2

1�x
 0

1

4
�

�x
.               3. 

1

2

�
�

x
xx

0
1

2

�
�x
x

.                  4. 
2

2

�
�

x
x

  .0
)2(

1

2
�

�x
 

5. 0

111

32

942

�x
x

.                6. 0

)1(31

)1(21

101

3

2 �

�

�

�

x
x
x

.                7. .0

1

1

1

�
ba
bx
xa

 

 

Re{i gi neravenkite:    
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8.* 5
24

2
�

�
x

x
.                    9.* 

3

2�x
  8

2

1
�

�
�

x
.                     10.* 

x
x

2

3
14

4
��

�
x

.  

 
 

 11*. Doka`i go identitetot  .
2

1

1

1)()(

1)()(

21

21

11

212
1

212
1

212
1

212
1

yy
xx

yx
yyxx
yyxx

���

��

 

 
 

2. 6.  Sistem od dve linearni ravenki so dve nepoznati 

Neka ,ia ,ib ,ic  2,1�i  se dadeni realni broevi, a ,x y  se nepoznati. Toga{   

  ,
222

111

�


�

��
��

cybxa
cybxa

                                                            (1) 

pretstavuva sistem od dve linearni ravenki so dve nepoznati; ,1a ,1b ,2a 2b se 
koeficienti na sistemot,  a ,1c 2c  se slobodni ~lenovi. 

Re{enie na sistemot (1) e sekoj podreden par broevi ),,( 00 yx  za koj {to dvete 

ravenki preminuvaat vo identiteti koga x  }e se zameni so 0x , a y  so 0y  vo (1).   
Ako sistemot (1) ima barem edno re{enie, toj e re{liv, a ako nema nitu edno 

re{enie, za nego velime deka e protivre~en. Re{liviot sistem koj{to ima 
edinstveno re{enie se vika ednozna~no re{liv ili opredelen, ako pak toj ima 
pove}e od edno re{enie, velime deka e neopredelen.  

Sistemot (1) od  dve ravenki so dve nepoznati mo`e da go re{ime so pomo{ 
na determinanti od vtor red.  

Da pretpostavivme deka ,0�ia  ,0�ib  2,1�i  i barem eden od slobodnite 

~lenovi e razli~en od nula, odnosno 01 �c  ili .02 �c   
Gi definirame determinantite:  

22

11

ba
ba

�#  ( ),( 1221 baba ��      

nare~ena glavna determinanta ili determinanta na sistemot, i detrminantite 

$ %1221

22

11 bcbc
bc
bc

x ���#   i   $ %.1221

22

11 caca
ca
ca

y ���#  

nare~eni detrminanti po nepoznatite x  i .y   
Mo`ni se slednive dva slu~ai, koi zaemno se isklu~uvaat: 
 

 Slu~aj . Ako  0�# , toga{ so  
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          ,, 00 #
#

�
#
#

� yx yx              (5)     

e opredeleno  re{enie sistemot (1). U{te pove}e to~na e slednava: 

1. Za sistemot ravenki 
�


�

���
���

52

13

yx
yx

 imame ,07
21

13
��

�
�#  {to zna~i deka 

toj ima edinstveno re{enie ),( 00 yx . So nao|awe na 7
25

11
��

�
�# x  i 

,14
51

13
�

�
�

�# y   se dobiva .2
7

14
,1

7

7
00 ����

�
� yx 
   

 

Slu~aj . Ako  0�#�#�# yx  toga{ sistemot ima beskrajno mnogu re{enija.  

2. Za sistemot ravenki 
�


�

���
���
5y2x

15y6x3
 imame  

,0
21

63
�

�
�

�#           0
21

615
�

�
�

�# x ,         .0
51

153
�

�
�

�# y  

Da zabele`ime deka dvete ravenki na sistemot se ekvavalentni. So 
izostavuvawe, na primer, na vtorata ravenka sistemot se sveduva na edna ravenka,  

.1563 ��� yx  
Toga{, so izbor na proizvolno t  za edna od nepoznatite, na primer, ty �  se dobiva 

to~no opredelena vrednost za x :  ),52()615(
3

1
����� ttx  taka {to podredenite 

parovi  ),52( tt � , za sekoj realen broj t , go pretstavuvaat mno`estvoto re{enija na 
sistemot. 
  

 

Slu~aj .  Ako 0�#  i 0�# x ili ,0�# y  toga{ sistemot e protivre~en.  

3. Za sistemot ravenki 
�


�

��
��

1064

632

yx
yx

 imame  

;0
64

32
�

�
�

�# ;6
610

36
��

�
�

�# x  4
104

62
���# y   

{to zna~i deka toj e protivre~en. Vo toa mo`e lesno da se ubedime, ako vtorata 
ravenka ja zamenime so ekvivalentnata ravenka (delej}i gi dvete strani so 2) 

   

 Teorema 1. Ako determinantata #  na sistemot (1) e razli~na od nula, toga{ 
toj sistem ima edinstveno re{enie, opredeleno so formulite (5), nare~eni 
Kramerovi formuli. 
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.532 �� yx   Za nieden podreden par ),( 00 yx , takov {to 00 32 yx �  ne mo`e 

istovremeno da e ednakvo na 5 i na 6.
 
 

Da se potsetime, na po~etokot od diskusijata pretpostavivme deka ,0�ia  

,0�ib  2,1�i  i barem eden od slobodnite ~lenovi e razli~en od nula, odnosno 01 �c  

ili .02 �c  Vo prodol`enie }e razgledame nekoi specijalni slu~ai:  
10  Neka dvata slobodni ~lena se ednakvi na nula, odnosno .021 �� cc  
Toga{ sistemot (1) go dobiva oblikot   

,
0

0

22

11

�


�

��
��

ybxa
ybxa

 

i se narekuva homogen sistem od dve linearni ravenki so dve nepoznati.  
Ne te{ko da se voo~i deka homogeniot sistem sekoga{ ima re{enie ,00 �x  

,00 �y  koe se narekuva trivijalno re{enie. Zatoa se postavuva pra{aweto dali 

postoi netrivijalno re{enie ),( yx  razli~no od trivijalnoto ?)0,0(  

& Ako 02121 ���� bbaa  toga{ sekoj podreden par realni broevi ),( yx  
pretstavuva re{enie na sistemot.  

Ako barem eden od koeficientite e razli~en od nula, na primer, 01 �a  toga{ 
za 0�#  sistemot ima beskone~no mnogu re{enija, a za  0�#  sistemot ima samo 
trivijalno re{enie ).0,0(  

4. a) Za sistemot ravenki 
�


�

��
�

064

02

yx
x

 imame ,012
64

02
���

�
�#  {to zna~i toj 

ima samo trivijalno re{enie ).0,0(  Navistina prvata ravenka ima edinstveno 
re{enie 00 �x . Ako zamenime vo vtorata ravenka dobivame deka edinstveno 

re{enie e .00 �y  

b) Za sistemot ravenki 
�


�

��
��

064

032

yx
yx

 imame ,0
64

32
�

�
�

�#  {to zna~i toj ima 

beskone~no mnogu re{enija. Vo toa mo`e lesno da se ubedime, ako vtorata ravenka 
ja zamenime so ekvivalentnata ravenka (delej}i gi dvete strani so 2) .032 �� yx  
Toga{, so izbor na proizvolno t  za edna od nepoznatite, na primer, ty �  se dobiva 

to~no opredelena vrednost za x :  tx
2

3
�  taka {to podredenite parovi  �

�
�

�
�
� tt,

2

3
, za 

sekoj realen broj t , go pretstavuvaat mno`estvoto re{enija na sistemot. 
 
 

20  Neka barem eden od koeficientite na sistemot (1) e ednakov na nula.  
Bez gubewe na op{tosta mo`e da se pretpostavi deka .01 �a  So analogna 

diskusija napravena za sistemot (1) se dobiva deka sistemot: ima edinstveno 
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re{enie ako ;0�#  beskrajno mnogu re{enija ako  ;0yx �#�#�#  e protivre~en ako 

0�#  i 0�# x ili .0y �#   

 
 
                      Zada~i za samostojna rabota  

 
1. So pomo{ na determinanti re{i gi sistemite ravenki: 

a) 
�


�

��
��

823

1338

yx
yx

;                      b) 
�


�

���
��

33163

3510

yx
yx

;            v) .
1103

352

�


�

��
��

yx
yx

 

 

2. Re{i gi sistemite ravenki: 

a) 
��

�


�

��

��

22

222

yx

yx
;    b) 

��

�


�

��

��

333

13

yx

yx
;          v) 

�


�

��
��

kybx
yx

4

123
 . 

 

3. Najdi gi vrednostite na parametrite a  i b  za koi sistemot ravenki  

�


�

��
��

12

64

byx
ayx

   

 a) ima edinstveno re{enie;    b) e neopredelen;    v) e protivre~en. 
 

4*. Za koi vrednosti na parametarot k  sistemot ravenki 
�


�

��
��

043

06

yx
ykx

 ima 

samo trivijalno re{enie? 
 

5*. Za koja vrednost na k sistemot ravenki 
�


�

��
��

536

4

yx
ykx

 e protivre~en? 

 

  
2. 7.  Sistem od tri linearni ravenki so tri nepoznati   

 
Determinantite od tret red, analogno na determinantite od vtor red, mo`e 

da gi koristime za poednostavno zapi{uvawe na slo`eni formuli i uslovi, kako i 
za re{avawe na sistemi od tri linearni ravenki so tri nepoznati.   

Neka  ,ija  ,3,2,1, �ji  i ,ib  3,2,1�i  se dadeni realni broevi, a ,x  ,y  z  se 

nepoznati. Toga{   

.

3333231

2232221

1131211

�
�

�



�

���
���
���

bzayaxa
bzayaxa
bzayaxa

                                                     (1)  
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pretstavuva sistem od tri linearni ravenki so tri nepoznati; ,ija  ,3,2,1, �ji  se 

koeficienti na sistemot,  a ,ib 3,2,1�i  se slobodnite ~lenovi.  
Koeficientite pred ,x ,y z   obrazuvaat  determinanta na sistemot, ozna~ena 

so ,#

31

21

11

a
a
a

�#  

32

22

12

a
a
a

 ,

33

23

13

a
a
a

 

Determinantite: 

3

2

1

b
b
b

x �#  

32

22

12

a
a
a

 ;

33

23

13

a
a
a

  

31

21

11

a
a
a

y �#  

3

2

1

b
b
b

 ;

33

23

13

a
a
a

   

31

21

11

a
a
a

z �#  

32

22

12

a
a
a

 

3

2

1

b
b
b

, 

se narekuvaat determinanti na nepoznatite ,x ,y ,z  soodvetno.  
Da se re{i sistemot zna~i da se najdat vrednosti na nepoznatite, ako 

postojat, koi gi zadovoluvaat trite ravenki na sistemot i pretstavuvaat negovo 
re{enie ili da se utvrdi protivre~nost na sistemot. Pri utvrduvawe na 
re{enijata na dadeniot sistem  linearni ravenki mo`ni se slednive slu~ai:  
  

 Slu~aj . Ako  0�# , toga{ so  

          ,x x
0 #

#
�   ,y

y

0 #

#
�    

#
#

� zz0                                                    (2)     

e opredeleno  re{enie sistemot (1). U{te pove}e to~na e slednava: 
 

 

1. Sistemot ravenki 
�
�

�



�

����
���

����

354

23

1432

zyx
zyx

zyx
 ima edinstveno re{enie ),0,1,1(  bidej}i 

,04 ��#  ,4�# x  4�# y i ,0�# z taka {to  ,1
4

4
0 ��

#
#

� xx  ,1
4

4
0 ��

#
#

� yy  

.0
4

0
0 ��

#
#

� zz 
  

 

Slu~aj . Neka .0�#  
1 Barem edna od determinantite ,x# ,y# z# e razli~na od nula, na primer,

0�# x  toga{ sistemot e protivre~en.

   

 Teorema 1. Ako determinantata #  na sistemot (1) e razli~na od nula, toga{ 
toj sistem ima edinstveno re{enie, opredeleno so formulite (2), nare~eni 
Kramerovi formuli. 
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2. Sistemot ravenki 
�
�

�



�

���
���

���

054

23

1432

zyx
zyx

zyx
 e protivre~en bidej}i ,0�#  a .01 ��# x  

Navistina, ako prvata ravenka ja pomno`ime so �1 i ja dodademe na vtorata ravenka 

go dobivame sistemot 
�
�

�



�

���
���
���

054

154

1432

zyx
zyx

zyx
 koj e ekvivalenten na pojdovniot. No nitu za 

eden podreden par realni broevi ),,( 000 zyx , ne mo`e istivremeno da va`i  

000 54 zyx ��  i 000 54 zyx �� . 00 32 yx �   istovremeno da e ednakvo na 1 i na 0.
 
 

Ako ,0�#�#�# zyx  toga{ sistemot ravenki (1) ima beskrajno mnogu 

re{enija ili e protivre~en.   
  

3. Za sistemot 
�
�

�



�

���
���

���

6393

4262

23

zyx
zyx

zyx
 imame deka 0�#�#�#�# zyx  {to zna~i deka 

sistemot ima beskrajno mnogu re{enija ili e protivre~en. Uo~uvaj}i deka pritoa 

sistemot mo`e da se zapi{e kako 
�
�

�



�

	���
	���

���

32)3(3

22)3(2

23

zyx
zyx

zyx
 zaklu~uvame deka dvete 

posledni ravenki se izli{ni i toga{ re{enijata na sistemot se re{enijata: 
ravenkata na 23 ��� zyx  koja {to ima beskrajno mnogu re{enija; trojkata ,x  ,y  

yxz 32 ���  mo`e da se smeta za op{to re{enie na sistemot za proizvolno izbrani 
realni broevi ,x .y 
 

 

4. Za sistemot 
�
�

�



�

���
���

���

4448

6336

32

zyx
zyx

zyx
 imame deka 0�#�#�#�# zyx , {to zna~i deka 

sistemot ima beskrajno mnogu re{enija ili e protivre~en. Uo~uvame deka sistemot 

�
�

�



�

���
���

���

4448

6336

32

zyx
zyx

zyx
 mo`e da se zapi{e vo vid ,

14)2(4

23)2(3

32

�
�

�



�

	���
	���

���

zyx
zyx

zyx
 koj {to e ekvivalenten 
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so sistemot .

12

22

32

�
�

�



�

���
���
���

zyx
zyx
zyx

 Posledniot sistem o~igledno e protivre~en, {to zna~i 

deka i dadeniot sistem e protivre~en. 
 
 

5. Za sistemot  
�
�

�



�

���
���
���

10345

12

823

zyx
zyx
zyx

 se dobiva deka .0�#�#�#�# zyx  Za da 

utvrdime dali toj e protivre~en ili ima beskrajno mnogu re{enija mo`e da 
postapime na sledniov na~in. Bidej}i koeficientite na sistemot se razli~ni od 
nula, izbiraj}i go, na primer, brojot (�1) pred z  vo prvata ravenka, taa mo`e da se 
zapi{e vo ekvivalenten vid ,823 ��� yxz  koj {to mo`e da se iskoristi za 
eliminirawe na nepoznatata z  od vtorata i vo tretata ravenka na sistemot. Taka 

se dobiva sistem od dve ravenki so dve nepoznati 
�


�

��
��

341014

1757

yx
yx

 ili, ekvivalentno 

�


�

	��
��

172)107(2

1757

yx
yx

 koj {to o~igledno ima beskrajno mnogu re{enija. Kako op{to 

re{enie mo`e da se zeme, na primer ,tx �  ,
7

517 ty �
�  .

7

2211 �
�

tz 
 

 
                             

              Zada~i za samostojna rabota  
 

Re{i gi sistemite linearni ravenki: 

1. 
�
�

�



�

���
����

���

12254

632

932

zyx
zyx
zyx

.               2. 
�
�

�



�

���
���

���

1532

243

52

zyx
zyx

zyx
.              3. .

243

323

134

�
�

�



�

����
���
���

zyx
zyx
zyx

 

 

4. Doka`i deka sistemot linearni ravenki 
�
�

�



�

���
���

���

22

02

1

zayx
azyx

zyx
 za sekoja vrednost na 

parametarot a ima edinstveno re{enie. Najdi go toa re{enie. 
 

5*. Za koi vrednosti na parametarot  a sistemot ravenki  
�
�

�



�

����
���
���

52

202

82

zyx
zyax
zayx

 

         a) ima beskrajno mnogu re{enija; b) e protivre~en; v) ima edinstveno re{enie.  
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2. 8.  Homogen sistem od tri linearni ravenki so tri nepoznati  
 

Sistemot linearni ravenki 

 
�
�

�



�

���
���
���

0

0

0

333231

232221

131211

zayaxa
zayaxa
zayaxa

                                               (1) 

vo koj slobodnite ~lenovi vo site ravenki se ednakvi na nula, se vika homogen 
sistem od tri linearni ravenki so tri nepoznati. 

O~igledno e deka sekoj homogen linearen sistem (1) sekoga{ ima 
takanare~eno nulto ili trivijalno re{enie ,0�x ,0�y .0�z  Zatoa od interes e da 
utvrdime vo koi slu~ai homogeniot sistem linearni ravenki (1) ima i nenulti 
re{enija. To~na e slednava: 
 
     
 

 
 

 
1. Sistemot  linearni ravenki   

�
�

�



�

���
���

���

03

02

0

zyx
zyx

zyx
  

nema nenulto re{enie bidej}i .02 ��# 
                       
2. Sistemot linearni ravenki   

�
�

�



�

���
���

���

0324

02

0236

zyx
zyx

zyx
  

ima beskrajno mnogu re{enija bidej}i negovata determinanta  

4

2

6

�#   

2

1

3

  0

3

1

2

� .  

Za da gi najdeme nenultite re{enija postapuvame na sledniov na~in: Od 
vtorata ravenka na sistemot se dobiva yxz ��� 2  i so zamena na z  so izrazot 

yx �� 2  prvata i tretata ravenka se sveduvaat na ravenkite 02 �� yx  i .02 ��� yx  
Ottuka za proizvolno izbran realen broj t  trojkata  

,tx � ,2ty �� 0�z
pretstavuva re{enie na sistemot.


 

Teorema 1. Homogeniot sistem (1) od tri linearni ravenki so tri nepoznati 
ima nenulti re{enija, ako i samo ako determinantata na sistemot (1) e ednakva na 
nula, odnosno .0�#   
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                 Zada~i za samostojna rabota  
 

Najdi gi site re{enija na sistemot homogeni linearni ravenki: 

1. 
�
�

�



�

���
���
���

0

024

0373

zyx
zyx
zyx

.                       2. .

0353

072

02

�
�

�



�

���
���

���

zyx
zyx

zyx
  

 

3. Za koi vrednosti na parametarot a, sistemot homogeni linearni ravenki 

�
�

�



�

���
���

���

052

054

03

zyx
zyx

azx
   }e ima nenulti re{enija. 

 

4. Doka`i deka za proizvolni vrednosti na ,a  b  i ,c sistemot 
�
�

�



�

���
���
��

0

0

0

cybx
czax
bzay

 

ima beskone~no mnogu re{enija.  
 

 5*. Za koja vrednost na parametarot ,a  sistemot  
�
�

�



�

���
���
���

0

0

0

azyx
zayx
zyax

 ima barem 

dve re{enija? 
 
 

2. 9.  Sistem od linearna ravenka i kvadratna ravenka  
so dve nepoznati  

 
2.9.1. Kvadratna ravenka so dve nepoznati 
 
Ravenkata od vidot

022 ������ feydxcybxyax                                                                     (1) 

kade {to barem eden od koeficientite ,a  b  i c  e razli~en od nula i 
koeficientite ,a  ,b  d  ili ,b  ,c  e  istovremeno ne se ednakvi na nula, se vika 
ravenka od vtor stepen ili kvadratna ravenka so dve nepoznati.  
 

 1. Ravenkite ,02432 22 ������ yxyxyx  ,39 22 ����� yxyx
,01332 ���� yxyx  0422 ����� yxxyy  i 022 ��� yxyx se primeri na kvadratna 

ravenka so dve nepoznati. 
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Ako vo ravenkata (1) ,0��� fed  toga{ taa gi sodr`i samo kvadratnite 
~lenovi  

022 ��� cybxyax                                                                     (2) 
i se vika homogena kvadratna ravenka so dve nepoznati. 
 

 2. Ravenkite ,0432 22 ��� yxyx  ,59 22 �� yx
,042 �� xyx  022 �� xyy  i 022 ��� yxyx se primeri na homogena kvadratna ravenka 

so dve nepoznati. 
 
 

Da se re{i kvadratnata ravenka so dve nepoznati (1) zna~i da se najde 
mno`estvoto podredeni parovi ),( 00 yx  za koj {to ravenkata preminuva vo 

identitet koga x  }e se zameni so 0x , a y  so 0y , odnosno va`i    

000

2

000

2

0 ������ feydxcyybxax .
 

 3. Kvadratnata ravenka 043 22 ��� yxyx  ima beskone~no mnogu re{enija. 

Poto~no site podredeni parovi od oblik ),4( tt  i ),,( tt � �t �, se re{enija na 

ravenkata. Ponatamu, kvadratnata ravenka 022 �� yx  ima samo trivijalno re{enie 

),0,0(  dodeka kvadratnata ravenkata 34 22 ��� yx  nema re{enie. 
  
 

Kako {to mo`evme da zaklu~ime od prethodniot primer, kvadratna ravenka so 
dve nepoznati mo`e da ima beskone~no mnogu re{enija, da ima kone~no mnogu 
re{enija ili da nema re{enie.   

 
2.9.2. Sistem od linearna ravenka i kvadratna ravenka so dve nepoznati  
 
Sistem od dve ravenki od koi ednata e linearna ravenka so dve nepoznati, a 

drugata e kvadratna ravenka so dve nepoznati se vika sistem od linearna i 
kvadratna ravenka so dve nepoznati. Od soodvetnite teoremi za ekvivalentni 
sistemi ravenki sekoj sistem od linearna i kvadratna ravenka so dve nepoznati e 
ekvivalenten na sistem od vidot   

�


�

������

���

0

0

22 feydxcybxyax
pnymx

                                                                     (1) 

nare~en op{t oblik na sistem od linearna i kvadratna ravenka so dve nepoznati so 
koeficienti ,m  ,n  ,p  ,a  ,b  ,c  ,d  e  i .f  

1. Sistemite ravenki 
�


�

������

���

09433

0

22 yxyxyx
yx

 i  
�


�

�����

��

0743

523

22 yxyx
yx

 se 

primeri na sistemi od linearna ravenka i kvadratna ravenka so dve nepoznati. 
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Da se re{i sistemi od linearna ravenka i kvadratna ravenka so dve 
nepoznati  zna~i da se najde mno`estvoto podredeni parovi ),( 00 yx  za koj {to 

ravenkata preminuva vo identitet koga x  }e se zameni so 0x , a y  so 0y , odnosno 
va`i    

000

2

000

2

0 ������ feydxcyybxax .

Ako sistemot (1) ima barem edno re{enie, velime deka toj e re{liv, a ako toj 
nema nitu edno re{enie, toga{ za nego velime deka e protivre~en.  
 Za nao|awe na re{enieto na sistemot (1) dovolno e od linearnata ravenka da 
ja izrazime ednata promenliva preku drugata, a potoa da zamenime vo kvadratnata 
ravenka.   
 

2. Re{i go sistemot ravenki 
�


�

����

��

01065

12

22 xyx
yx

.  

Od prvata ravenka imame .21 xy ��  So zamena vo vtorata ravenka dobivame 

0106)21(5 22 ����� xxx , odnosno .09102 ��� xx Korenite na dobienata kvadratna 
ravenka se 11 ��x  i .92 ��x  Ottuka dobivame deka 31 �y  i .192 �y  Spored toa 
re{enija na dadeniot sistem se podredenite parovi )3,1(�  i ).19,9(�  
 
 

 3. Re{i go sistemot ravenki 
�


�

��

��

11

1

22 yx
yx

.  

Od prvata ravenka imame .1 xy ��  So zamena vo vtorata ravenka dobivame 

11)1( 22 ��� xx , odnosno .1112 ��x Koren na dobienata kvadratna ravenka .6�x  
Ottuka dobivame deka .5��y  Spored toa re{enija na dadeniot sistem e 
podredeniot par )5,6( � . 
 
 

 Da zabele`ime deka pokraj analiti~kiot na~in za re{avawe na sistem od 
linearna ravenka i kvadratna ravenka so dve nepoznati, ponekoga{  e zgodno toj da 
se re{i i na grafi~ki na~in. ]e dademe i grafi~ki na~in za re{avawe na sistem 
od linearna i kvadratna ravenka so dve nepoznati, ograni~uvaj}i se na slu~ajot 
koga sistemot e od oblik 

.
2

�


�

���

��

cbxaxy
nmxy

 

Da se re{i dadeniot sistem grafi~ki, zna~i da se najdat zaedni~kite to~ki na 
graficite na linearnata funkcija nmxy ��  i kvadratnata funkcija cbxaxy ��� 2 , 
pretstaveni vo ist koordinaten sistem. Kako {to znaeme, grafikot na linearnata 
funkcija nmxy ��  e prava, dodeka grafikot na kvadratnata funcija cbxaxy ��� 2  
e parabola. Ako pravata i parabolata imaat zaedni~ki to~ki, toga{ koordinatite 
na tie to~ki se realnite re{enija na dadeniot sistem. Vo sprotivno mo`e da 
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zaklu~ime deka sistemot nema realni re{enija. Vo op{t slu~aj prava i parabola 
imaat dve, edna ili nitu edna zaedni~ka to~ka.   
 

4. Grafi~ki re{i go sistemot:  .
32

1

2

�


�

���

���

xxy
xy

 

 Gi konstruirame graficite na pravata 1��� xy  i 

parabolata 322 ��� xxy  vo ist koordinaten sistem (crt. 4). 
Prese~ni to~ki na pravata so parabolata se to~kite A(�1,0) i 
B(2,�3) od kade {to zaklu~uvame deka sistemot ima dve realni 
re{enija )0,1(�  i ).3,2( � 


Crt. 4 
 
 

 
 Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi od slednive ravenki se kvadratni ravenki so dve nepoznati:  
 a) ,0432 22 ��� yxyx b) ,592 �� xx v) .042 �� xyx

Najdi gi site re{enija na sistemot ravenki: 

2. a) 
�


�

���

��

2754

23

22 xyyx
yx

,                           b) 
�


�

����

���

021036

0345

22 xyyx
yx

.      

 

3. a) ,
023

035

2

�


�

����

���

yxx
yx

                             b) 
�


�

����

���

026

08

22 yxyyx
yx

. 

 

4. a) 
�


�

��

��

yx
xy

2)1(

524
,                                          b) .

1)2)(1(2

0)1(32

�


�

�����
���

xyxx
xy

 

 

5*. Grafi~ki najdi go mno`estvoto re{enija na slednive sistemi ravenki: 

a) ,
7

72

2

�


�

�

��

xy
xy

                    b) ,
)3(32

532

2

�


�

���

��

yxx
yx

              v) .
3

7

2

�


�

��

��

xyx
xy

      

 



2. 10.  Sistemi od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati  
 

 Sistemot od oblik  

��

�


�

������

������

0

0

222

2

22

2

2

111

2

11

2

1

fyexdycxybxa
fyexdycxybxa

                                                     (1) 

se vika sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati.  
Da se re{i sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati  zna~i da se najde 

mno`estvoto podredeni parovi  za koi {to dvete ravenki na sistemot 

preminuvaat vo identitet koga 

),( 00 yx
x  }e se zameni so , a  so , odnosno va`i    0x y 0y

��

�


�

������

������

0

0

20202

2

02002

2

02

10101

2

01001

2

01

fyexdycyxbxa

fyexdycyxbxa
.  

Ako sistemot (1) ima barem edno re{enie, toj e re{liv, a ako toj nema nitu 
edno re{enie, toga{ za nego velime deka e protivre~en.  

 Za nao|awe na re{enieto na sistemot (1) vo op{t slu~aj se soo~uvame so 
seriozni problemi. Samo vo nekolku specijalni slu~ai postojat metodi za 
re{avawe na takvi sistemi. Vo prodol`enie }e se zadr`ime na dva specijalni 
slu~ai na sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati za koi vo izvesna 
smisla postoi op{t metod za nao|awe na re{enieto.  

 
2.10.1. Homogeni sistemi  
 
Sistemot od oblik  

��

�


�

������

���

0

0

222

2

22

2

2

2

11

2

1

fyexdycxybxa
ycxybxa

                                                     (2) 

se vika homogen sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati. Poto~no, 
homogen sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati e sistem od dve 
kvadratni ravenki so dve nepoznati vo koj edna od kvadratnite ravenki e homogena.  
 Postapkata za re{avawe na sistemot (2) se sostoi od slednive ~ekori: 

& Proveruvame dali 0�x , 0�y  e re{enie na sistemot. 

& Pri 0�x , 0�y  go delime prvoto ravenstvo so 2x  (ili so 2y ), a potoa 
voveduvame smena  

x
yz �  (ili 

y
xz � ). 

Toga{, ako  i  se koreni na kvadratnata ravenka  1z 2z
02 ��� abzcz  (ili ),  02 ��� cbzaz
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toga{ mno`estvoto re{enija na homogeniot sistem (2) e unija od mno`estvata 
re{enija na sistemite 

�
�

�



�

������

�

0222

2

22

2

2

1

fyexdycxybxa
y
xz

 i  
�
�

�



�

������

�

0222

2

22

2

2

2

fyexdycxybxa
y
xz

 .  

  

1. Re{i go sistemot ravenki  

 .  
��

�


�

������

���

0373

02

22

22

yxyxyx
yxyx

Vo prviot ~ekor proveruvame dali 0�x , 0�y  e re{enie na sistemot. 
O~igledno e deka za  od prvata ravenka dobivame deka  , no  , 0�x 0�y 0�x 0�y  ne 
e re{enie na vtorata ravenka od dadeniot sistem. Zna~i 0�x ,  ne e re{enie 
na dadeniot sistem  

0�y

Pri ,  ja delime prvata ravenka so  a potoa voveduvame smena 0�x 0�y 2x

x
yz � . Dobivame kvadratnata ravenka  ~ii koreni se  i 012 2 ���� zz 11 ��z

2

1
2 �z .  

Toga{ mno`estvoto re{enija na dadeniot homogen sistem e unija od mno`estvata 
re{enija na sistemite 

��

�


�

������

��

0373

1

22 yxyxyx
x
y

 i  
��

�


�

������

�

0373

2

1

22 yxyxyx
x
y

 

Ottuka dobivame deka re{enija na dadeniot sistem se podredenite parovi  )1,1( �  i 
. 
                       )3,3( �

 

2. Re{i go sistemot ravenki  

 .  
��

�


�

���

���

58252

13

22

22

yxyx
yxyx

Dadeniot sistem ne e homogen sistem od dve kvadratni ravenki so dve 
nepoznati, no mo`eme da go svedeme na homogen ako prvata ravenka ja pomno`ime so 
5, vtorata so  i potoa gi sobereme. Noviot sistem koj {to e homogen i 
ekvivalenten na dadeniot e  

1�

��

�


�

���

���

03103

13

22

22

yxyx
yxyx

 

Proveruvame dali , 0�x 0�y  e re{enie na sistemot. O~igledno e deka 0�x , 
 ne e re{enie na dadeniot sistem.  0�y
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Pri ,  go delime vtorata ravenka so  a potoa voveduvame smena 0�x 0�y 2y

y
xz � . Dobivame kvadratnata ravenka  ~ii koreni se  i 03103 ��� zz 2 31 �z

3

1
2 �z .  

Toga{ mno`estvoto re{enija na dadeniot homogen sistem e unija od mno`estvata 
re{enija na sistemite 

�
�

�



�

�

���

3

13 22

y
x

yxyx
 i   

�
�

�



�

�

���

3

1

13 22

y
x

yxyx
 

Ottuka dobivame deka re{enija na dadeniot sistem se podredenite parovi  , 

,  

)3,1(

)3,1( �� ��
�

�
��
�

�
17

1
,

17

3
 i ��

�

�
��
�

�
��

17

1
,

17

3
. 
             

 
2.10.2. Simetri~ni sistemi  
 
Drug vid na sistemi od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati za koi {to 

postoi metod za nao|awe na re{enijata se simetri~nite sistemi.  
Sistemot od oblik  

��

�


�

������

������

0

0

222

2

22

2

2

111

2

11

2

1

fydxdyaxybxa
fydxdyaxybxa

                                                     (3) 

se vika simetri~en sistem od dve kvadratni ravenki so dve nepoznati.  
Za da go re{ime sistemot (3) voveduvame smena  

uyx ��  i .vxy �   
Na toj na~in dobivame sistem po nepoznatite  i  Ako  e re{enie na 
noviot sistem toga{ na nego soodvetstvuva sledniot sistem po nepoznatite 

u .v ),( 00 vu
x  i :y   

�


�

�
��

0

0

vxy
uyx

.  

Spored Vietovite formuli dobivame deka re{enijata na posledniot sistem se 
tokmu re{enijata na kvadratnata ravenka  

000

2 ��� vzuz .  

Spored toa, ako  i  se koreni na kvadratnata ravenka toga{ re{enie na 
sistemot (3) se parovite  

1z 2z

1zx � ,  i ,    2zy � 2zx � .1zy �
 

4. Re{i go sistemot ravenki  
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�


�

���
��

12

522

yxyx
yx

. 

Za da go re{ime dadeniot simetri~en sistem od dve kvadratni ravenki so dve 
nepoznati ja voveduvame smenata uyx ��  i .vxy �  Toga{ imame  

vuxyyxyx 22)( 2222 ������  i ,22 vuyxyx ����  

pa za novite nepoznati  i  go dobivame sistemot  u v

�


�

��
��
12

522

vu
vu

.  

Ako gi sobereme dvete strani na posledniot sistem ja dobivame kvadratna ravenka 
 ~ii {to re{enija se ,062 ��� uu 21 �u  i .32 ��u  Ottuka nao|ame deka re{enija na 

posledniot sistem se  

 , 21 �u
2

1
1 ��v  i , 32 ��u 22 �v .  

Spored toa, mno`estvoto od re{enija na dadeniot sistem e unija od mno`estvata od 
re{enija na sistemite  

 
��

�


�

��

��

2

1

2

xy

yx
   i   .  

�


�

�
���

2

3

xy
yx

Nivnite re{enija se sovpa|aat so re{enijata na kvadratnite ravenki  

,0
2

1
22 ��� zz   i   .023 ��� zz 2

Kone~no, dobivame deka re{enija na simetri~niot sistem se podredenite parovi  

��
�

�
��
�

�
��

2

3
1,

2

3
1 , ��

�

�
��
�

�
��

2

3
1,

2

3
1 , )2,1( ).1,2(�� , �� 

 

 

                 Zada~i za samostojna rabota  
 
1. Koi od dadenite sistemi od kvadratni ravenki se homogeni: 

a) �
 ;                      b) .  
��

�

���

��

023

102

22

22

yxyx
yx

��

�


�

���

����

2992

0624

22

22

yxyx
xyxyx

 

2. Re{i gi homogenite sistemi od kvadratni ravenki:  
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a) ;                      b) .  
��

�


�

���

��

023

10

22

22

yxyx
yx

��

�


�

���

���

20332

065

22

22

yxyx
yxyx

 

3. Dovedi gi do homogen oblik, a potoa re{i gi slednive sistemi od kvadratni 
ravenki:  

a) ;                      b) .  
��

�


�

����

���

11765

4376

22

22

yxyx
yxyx

��

�


�

��

��

2

12

2

2

yxy
xyx

 

4. Koi od dadenite sistemi od kvadratni ravenki se simetri~ni: 

a) ;                      b) .  
��

�


�

���

����

73

966

22

22

yxyx
yxyx

��

�


�

���

���

299

462

22

22

yxyx
yxyx

 

5*. Najdi gi re{enija na simetri~nite sistemi od kvadratni ravenki:  

a) ;                                  b)   
�


�

��
��

2

522

xy
yx

�


�

�
��

5

2622

xy
yx

 

v) ;                                  g)  .  
�


�

����
���

07

01022

yxyx
yx

��

�


�

���

����

7

8

22

22

xyyx
yxyx

 
 

2. 11.  Sistemi od ravenki so apsolutni vrednosti   
 
Za sistemite od ravenki so apsolutni vrednosti ne postoi to~no utvrdena 

postapka za nao|awe na mno`estvoto od re{enija. No sepak mo`eme da izdvoime 
op{ti na~ela po koi }e ja razvivame postapkata za nivno re{avawe.  Tie op{ti 
na~ela voglavno se baziraat na definicijata i svojstvata na apsolutnata vrednost 
od daden broj ili izraz. Vo taa smisla za bilo koj izraz A , so edna ili dve 
promenlivi (ili realen broj), va`i  

�


�

��
�

�
0,

0,
||

AA
AA

A .  

Vo prodol`enie }e dademe nekolku primeri:  
 

1. Re{i go sistemot ravenki  .  
�


�

��
��

5||32

2||

yx
yx
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Re{enie na dadeniot sistem, spored definicijata za apsolutna vrednost e 
unijata od re{enijata na sistemite 

(1) , za  i ,             (2) , za  i .  
�


�

��
��

532

2

yx
yx

0�x 0�x

0�x

0�y
�


�

��
���

532

2

yx
yx

0�y

(3) , za  i 
�


�

��
��

532

2

yx
yx

0�y ,             (4) , za  i .  
�


�

��
���

532

2

yx
yx

0�x 0�y

Gi barame re{enijata na sistemite (1) - (4) so nazna~enite ograni~uvawa. 
Re{enie na sistemot (1) e podredeniot par , re{enie na sistemot (2) e 

podredeniot par 

)1,1(

�
�
�

�
�
��

5

9
,

5

1
, re{enie na sistemot (3) e podredeniot par �

�
�

�
�
� �

5

1
,

5

11
, 

re{enie na sistemot (4) e podredeniot par )9,11( �� . Spored toa re{enija na 

dadeniot sistem se podredenite parovi  , )1,1( �
�
�

�
�
��

5

9
,

5

1
,  �

�
�

�
�
� �

5

1
,

5

11
 i .
 )9,11( ��

0�x 0�y 0�x 0�y

0�x 0

 

2. Re{i go sistemot ravenki  .  
�


�

��

��

1

0||||

22 yx
yx

Re{enie na dadeniot sistem, spored definicijata za apsolutna vrednost e 
unijata od re{enijata na sistemite 

(1) , za  i ,            (2)  , za  i .  
�


�

��

��

1

0

22 yx
yx

�


�

��

���

1

0

22 yx
yx

(3) , za  i 
�


�

��

��

1

0

22 yx
yx

�y 0�x 0�y,             (4) , za  i .  
�


�

��

���

1

0

22 yx
yx

 Gi barame re{enijata na sistemite (1) - (4) so nazna~enite ograni~uvawa. 

Re{enie na sistemot (1) e podredeniot par ��
�

�
��
�

�

2

2
,

2

2
. Da napomeneme deka 

podredeniot par ��
�

�
��
�

�
��

2

2
,

2

2
 ne e re{enie na sistemot (1) bidej}i ne gi ispolnuva 

ograni~uvawata  i . Re{enie na sistemot (2) e podredeniot par 0�x 0�y

��
�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
. I vo ovoj slu~aj  podredeniot par ��

�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
 ne e re{enie na sistemot 

(1) bidej}i ne gi ispolnuva ograni~uvawata 0�x  i .  Re{enie na sistemot (3) e 0�y
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podredeniot par ��
�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
. Podredeniot par ��

�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
 ne e re{enie na 

sistemot (3) bidej}i ne gi ispolnuva ograni~uvawata  i 0�x 0�y .   Re{enie na 

sistemot (4) e podredeniot par ��
�

�
��
�

�
��

2

2
,

2

2
. Podredeniot par ��

�

�
��
�

�

2

2
,

2

2
 ne e 

re{enie na sistemot (4) bidej}i ne gi ispolnuva ograni~uvawata  i 0�x 0�y .   

Spored toa, re{enija na dadeniot sistem se podredenite parovi ��
�

�
�� ,  
�

�

2

2
,

2

2

��
�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
, ��

�

�
��
�

�
�

2

2
,

2

2
 i ��

�

�
��
�

�
��

2

2
,

2

2
. 
 

 

3. Re{i go sistemot ravenki  .  
�


�

�
��

5||

2622

xy
yx

Re{enie na dadeniot sistem, spored definicijata za apsolutna vrednost e 
unijata od re{enijata na sistemite 

(1) , za ,  ili 
�


�

�
��

5

2622

xy
yx

0�x 0�y 0�x 0, �y

0�x 0�y 0

,             

(2) , za ,  ili 
�


�

��
��

5

2622

xy
yx

�x 0�y, .              

Gi barame re{enijata na sistemite (1) i (2) so nazna~enite ograni~uvawa. Da 
zabele`ime deka sistemite (1) i (2) se simetri~ni sistemi od kvadratni ravenki so 
dve nepoznati. Re{enie na sistemot (1) se podredenite parovi , , )5,1( )1,5( )5,1( ��  i 

. Re{enija na sistemot (2) se podredenite parovi )1,5( �� )5,1(� )1,5(� , , ) 1,5(5,1( �, )� .  

Spored toa, re{enija na dadeniot sistem se podredenite parovi , , )5,1( )1,5( )5,1( �� , 
, ( , , . 
 )1,5( �� )5,1(� )1,5� )5,1( � )1,5( �

 
 

                 Zada~i za samostojna rabota  
 
Spored definicijata za apsolutna vrednost, najdi gi sistemite ~ija {to unija 

od re{enija e re{enie na dadeniot sistem.  
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1. .                 2.  .                      3. .  
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�

��
��

29||3

9||
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��
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7||

22 yx
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035
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Re{i gi slednive sistemi ravenki so apsolutni vrednosti: 

4.  .                    5. .           6.  .   
�
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�

4

||||

22 yx
yx
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���

2

0||43
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yxyx
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��
��
2||

2622
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2. 12.  Sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata 
 

Mno`estvoto od kone~no mnogu kvadratni neravenki so edna ista nepoznata se 
vika sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata.   
 

1. Sistemot  

��

�


�

���

���

07164

0253

2

1

2

xx
xx

  

e primer na sistem od dve kvadratni neravenki so edna nepoznata, dodeka sistemot  
 

            
�
�

�



�

���

���

���

0210

07164

0253

2

2

2

xx
xx

xx

e primer na sistem od tri  kvadratni neravenki so edna nepoznata. 
  
 

 Re{enie na sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata e sekoja vrednost na 
nepoznatata  koja e re{enie na sekoja od neravenkite vo sistemot. 
Mno`estvoto re{enija na daden sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata se 
sostoi od zaedni~kite re{enija na sekoja od neravenkite vo sistemot, odnosno od 
presekot na mno`estvata re{enija na neravenkite vo sistemot. Da se re{i daden 
sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata zna~i da se opredeli mno`estvoto 
re{enija.  

,0xx �

 Dva sistemi kvadratni neravenki so edna nepoznata se ekvivalentni ako imaat 
ednakvi mno`estva re{enija. Ako edna od neravenkite vo sistemot ja zamenime so 
neravenka ekvivalentna na nea dobivame, sistem  ekvivalenten na dadeniot.  
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1. Sistemot  neravenki     e ekvivalenten so sistemot neravenki 

 koj e vo op{t oblik. Edno negovo re{enie e 

��

�


�

��

��

57

94

2

2

xx
xx

��

�


�

���

���

057

094

2

2

xx
xx

10�x 1��x, dodeka  ne e 

negovo re{enie. Navistina    no 
 ,
025

051

��

�


�

��

��

510710

910410

2

2

�	�

�	�
.

03

04

�

��

5)11(

9)11(

��

�


�

����

����

(7)

(4)

2

2

	�

	�

 

Vo prodol`enie, niz nekolku primeri }e go ilustrirame metodot na 
re{avawe sistem kvadratni neravenki so edna nepoznata. 

 

2. Re{i go sistemot   
��

�


�

���

���

.067

054

2

2

xx
xx

Najnapred ja re{avame odelno sekoja neravenka od sistemot. Kaj prvata 
neravenka, bidej}i  i koeficientot pred  e pozitiven, trinomot 

 ima dve realni razli~ni nuli 
02016 ���D 2x

542 �� xx 11 ��x  i 52 �x  i dobiva pozitivni 
vrednosti vo intervalite  i )1,( ��' ).,5( �'  Zna~i, nejzinoto  mno`estvo re{enija e 

  ).,5() �'(1,(1 ��'�R
Kaj vtorata neravenka bidej}i 02449 ���D  i koeficientot pred  e 

pozitiven, pa trinomot  ima dve realni razli~ni nuli  i 

2x
6672 �� xx 11 �x 2 �x  i 

dobiva negativni vrednosti ili vrednost nula vo intervalot  Zna~i,  
mno`estvoto re{enija na vtorata neravenka e 

].6,1[

].6,1[2 �R   

Ostanuva da go opredelime presekot na mno`estvata od re{enija  i  na 
dvete neravenki vo sistemot. Za taa cel mno`estvata  i  grafi~ki gi 
pretstavuvame na ista brojna oska, odnosno delovite koi odgovaraat na niv gi  
precrtuvame. Potoa zaklu~uvame deka dvojno precrtan del od brojnata oska e samo 
intervalot  (crt. 5). 
 

1R 2R

1R 2R

]6,5(21 �)� RRR
 

 
 
 

Crt. 5                                                                        Crt. 6 
 

3. Re{i go sistemot  
��

�


�

��

���

.03

05189

2

2

xx
xx

72



Kaj prvata neravenka, bidej}i 0180324 ���D  i koeficientot pred  e 

pozitiven, trinomot  ima dve realni razli~ni nuli 

2x

5189 ��x2

3

1
1 �x  i 

3

5
2 �x  i 

dobiva negativni vrednosti vo intervalot .
3

5
,

3

1
�
�
�

�
�
�  Zna~i, nejzinoto mno`estvo 

re{enija e .
3

5
,

3

1
1 �

�
�

�
�
��R   

Kaj vtorata neravenka bidej}i 09 ��D  i koeficientot pred  e pozitiven, 
pa trinomot  ima dve realni razli~ni nuli 

2x
xx 32 � 01 �x  i 32 �x  i dobiva pozitivni 

vrednosti vo intervalite  i )0,(�' ).,3( �'  Zna~i,  mno`estvoto re{enija na vtorata 
neravenka e ).,3 �'()0, ((2 �'�R   

Ostanuva da go opredelime presekot na mno`estvata od re{enija  i  na 
dvete neravenki vo sistemot. Za taa cel mno`estvata  i  grafi~ki gi 
pretstavuvame na ista brojna oska, odnosno delovite koi odgovaraat na niv gi  
precrtuvame. Potoa zaklu~uvame deka ne postoi dvojno precrtan del od brojnata 
oska. Zna~i mno`estvoto re{enija na dadeniot sistem e 

1R 2R

1R 2R

*�)� 21R RR  (crt. 6). 


4. Re{i go sistemot 
  
�
�

�
�

��
���

���

.02

045

06

2

2

x
xx

xx

Kaj prvata neravenka, bidej}i 0241 ���D  i koeficientot pred  e 
pozitiven, trinomot  ima dve realni razli~ni nuli  i 

2x
3542 �� xx 21 ��x 2 �x  i 

dobiva pozitivni vrednosti vo intervalite ( ).3,2�  Zna~i, nejzinoto  mno`estvo 
re{enija e   ).3,2(1 ��R

Kaj vtorata neravenka bidej}i 01625 ���D  i koeficientot pred  e 
pozitiven, pa trinomot  ima dve realni razli~ni nuli  i 

2x
1672 �� xx 41 ��x 2 ��x  i 

dobiva pozitivni vrednosti vo intervalite )4,( ��'  i ).,1( '�  Zna~i, mno`estvoto 
re{enija na vtorata neravenka e ).,1()4,(2 '�(��'�R   

Tretata ravenka na sistemot e linearna. Taa ima mno`estvo re{enija 
  ).2,(3 ��'�R

 
 

Crt.7 
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Ostanuva da go opredelime presekot na mno`estvata od re{enija   i  

na dvete neravenki vo sistemot. Za taa cel mno`estvata   i  grafi~ki gi 
pretstavuvame na ista brojna oska, odnosno delovite koi odgovaraat na niv gi  
precrtuvame. Potoa zaklu~uvame deka trojno precrtan del od brojnata oska e samo 
intervalot 

,1R 2R 3R
,1R 2R 3R

)2,1(321 ��))� RRRR  (crt. 7). 
 
 
 

             Zada~i za samostojna rabota  

1. Dali sistemite  i  se ekvivalentni? 
��

�


�

��
���
02

054
2

2

xx
xx

��

�


�

���
���

023

074
2

2

xx
xx

 

2. Re{i gi sistemite: 

a)            b)          v) ;
01

012
2

2

��

�


�

���
���

x
xx

;
0156

0127
2

2

��

�


�

���
���

xx
xx

.
0

2

1
99

052
2

2

��

�


�

���

���

xx
xx

 

 

3. Najdi go mno`estvoto re{enija na  sistemite: 

a)         b) ;
01610

056
2

2

��

�


�

���
���

xx
xx

;

016

0
4

25
5

2

2

��

�


�

���

���

xx

xx
       v)  .

02

06
2

2

��

�


�

���
���

xx
xx

 

Re{i gi sistemite: 

4.*          5*. .
0)3)(2(

872

�


�

���
��

xx
xx

.

)14(2)7)(6(

1
2

4
2

2

13 2

��

�


�

����

�
�

��
�

xxx

xxxx
 

 
 

2. 13.  Drobno racionalni neravenki so edna nepoznata 
 

Drobno racionalna neravenka so edna nepoznata se narekuva neravenkata od 
vidot  

0
)(

)(
�

xQ
xP

   ( 0
)(

)(
�

xQ
xP

, 0
)(

)(
�

xQ
xP

, 0
)(

)(
�

xQ
xP

)                                                       (1) 

vo koja  i  se polinomi po )(xP )(xQ .x  

Drobno racionalnite neravenki se re{avaat najdobro so metodot na 
intervali koj {to se sostoi od slednive ~ekori:  
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& Gi nao|ame korenite na ravenkite 0)( �xP  i ,0)( �xQ  a potoa gi razlo`uvame 
)(xP  i )(xQ  na mno`iteli i gi izvr{uvame mo`nite skratuvawa. Tie koreni ne se 

re{enija na neravenkata.  

& Neka kx  se koreni na mno`itelite od neparen stepen. So pomo{ 
na ovie broevi ja razdeluvame brojnata prava na 1

xx ��� ...21

�k  intervali. 

& Go nao|ame znakot na koli~nikot od koeficientite pred najvisokite 
stepeni vo broitelot i imenitelot i go zapi{uvame vo najdesniot interval. Da 
zabele`ime deka znakot na najdesniot interval mo`eme da go opredelime ako ja 

presmetame vrednosta na izrazot 0
)(

)(
�

xQ
xP

 vo nekoja to~ka od toj interval.  

& Zapi{uvame znaci ,,� ’’ i ,,�’’ vo sekoj interval redosledno, odej}i od desno 
kon levo.  

& Re{enie na neravenkata 0
)(

)(
�

xQ
xP

  se site intervali so znak ,,� ’’.           

Lesno mo`e da se napravi analogija na gornite ~ekori za neravenkite od vidot 

0
)(

)(
�

xQ
xP

, 0
)(

)(
�

xQ
xP

, 0
)(

)(
�

xQ
xP

.                                                         

 

1. Re{i ja drobno racionalnata neravenka .0
3613

1
24

23

�
���
���

xx
xxx

  

Gi razlo`uvame na mno`iteli polinomite vo broitelot i vo imenitelot i gi 
nao|ame nivnite koreni.  

Imame , od kade {to 
zaklu~uvame deka koreni na polinomot vo broitelot se 

)1()1()1)(1()1()1(1 22223 ������������� xxxxxxxxxx
.1�  

Korenite na bikvadratnata ravenka  se  i  Toga{  03613 24 ���� xx 2� .3�

).3)(2)(2)(3(3613 24 ��������� xxxxxx  

Vo vtoriot ~ekor utvrduvame deka koreni na mno`itelite so neparen stepen 
se      Tie ja razdeluvaat brojnata oska na 6 intervali  ,3� ,2� ,1 ,2 .3 ),3,( ��' ),2,3( ��  

   i  (crt. 8).   ),1,2(� ),2,1( )3,2( ),3( �'

 
 
 

Crt. 8 
Vo tretiot ~ekor nao|ame deka koeficientot pred najvisokata stepen e .1�  

Vo najdesniot interval zapi{uvame znak ,,�’’.
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Vo sledniot ~ekor zapi{uvame znaci ,,� ’’ i ,,�’’ vo sekoj interval redosledno, 
odej}i od desno kon levo.  

Vo posledniot ~ekor, imaj}i predvid deka 1�  ne e re{enie na neravenkata, 
dobivame deka mno`estvoto re{enija na neravenkata e  

).,3()3,2()1,1()1,2()3,( �'((�(��(��'  
  
 

1. Re{i ja drobno racionalnata neravenka .0
3

)12)(1(
�

�
��

x
xx

  

Koreni na polinomite vo broitelot i vo imenitelot se  ,1
2

1
�  i  .3

Vo sledniot ~ekor utvrduvame deka koreni na mno`itelite so neparen stepen 

se   ,1
2

1
�  i 3  Da zabele`ime deka a . 3�x  drobno racionalniot izraz od levata 

strana na neravenkata nema smisla, dodeka 1 i 
2

1
�  se koreni na dadenata neravenka. 

Korenite na mno`itelite so neparen stepen ja razdeluvaat brojnata oska na 4 

intervali ,
2

1
, �

�
�

�
�
� �'�  �

�
�

�
�
�� 1,

2

1
  i )3,1( ),3( �'  (crt. 9).   

 
 
 

Crt. 9 
Vo tretiot ~ekor nao|ame deka koeficientot pred najvisokata stepen e 2. Vo 

najdesniot interval zapi{uvame znak ,,�’’.  

Vo sledniot ~ekor zapi{uvame znaci ,,� ’’ i ,,�’’ vo sekoj interval redosledno, 
odej}i od desno kon levo.  

Vo posledniot ~ekor, imaj}i predvid deka  ne e re{enie na neravenkata, 
dobivame deka mno`estvoto re{enija na neravenkata e  

3

).,3()3,2()1,1()1,2()3,( �'((�(��(��'  
  
 

Se postavuva pra{awe zo{to pri re{avaweto na drobno racionalnite 
neravenki ne se osloboduvame od imenitelot. Osloboduvawe od imenitel zna~i 
mno`ewe na neravenstvoto so broj koj ne e nula ili izraz koj ne prima vrednost 
nula. Ekvivalentnosta se zapazuva bez razlika dali }e gi mno`ime dvete strani na 
neravenstvoto so pozitiven ili negativen broj.  
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3. Ako pri re{avaweto, na primer, na neravenkata 1
1

�
x

 gi pomno`ime dvete 

strani so izrazot  za koj znaeme deka prima pozitivni ili negativni 
vrednosti, ne mo`eme da napi{eme koe neravenstvo e ekvivalentno na dadenoto 
neravenstvo. Imeno neravenstvoto si ja zapazuva nasokata ako  i ja menuva 
nasokata ako  
 

,0�x

0�x
.0�x

 

            Zada~i za samostojna rabota  

1. Koi ravenki se drobno racionalni neravenki so edna nepoznata? 
 

2. Re{i gi slednive neravenki: 

a)  ;0
27

83
2

2

�
�
�

x
xx

             b)  ;0
1432

82
2

2

�
��
��

xx
xx

              v)  .0
54

90
2

2

�
��

��
xx

xx
 

 

Najdi go mno`estvoto re{enija na slednive neravenki: 

3. a)  ;0
2512

)4(
2

2

�
��

�
xx

x
       b)  ;0

)7)(4(

)3)(2(
�

��
��

xx
xx

              v)  .0
4

1
2

2

�
�
�

x
x

  

4. a)  ;
1

1

3

xx
x

��
�
�

                   b)  ;
1

1

3

xx
x

��
�
�

                        v)  .0
4

1
2

2

�
�
�

x
x

  

5*. Za koi vrednosti na parametarot neravenstvoto m 3
4

2
2

�
�x

mx
 e identi~no 

neravenstvo ? 
 
 

. 1 . Primena na kvadratni neravenki 
 i sistem kvadratni neravenki 

 
2.14.1. Primena na kvadratna neravenka  
 
Kvadratnite neravenki se primenuvaat vo re{avawe problemi od naukata i 

od  sekojdnevnata praktika. Postapkata za re{avawe na postaveniot problem se 
sostoi vo slednive nekolku ~ekori:  

 

1) Opredeluvawe na poznati i nepoznati veli~ini, kako i  opredeluvawe na 
mno`estvoto dozvoleni vrednosti za nepoznatite veli~ini;   

 

2) Spored uslovite vo zada~ata se izrazuva vrskata me|u veli~inite, odnosno 
se sostavuvaat ravenki i neravenki;   

 

3) Re{avawe na dobienite ravenki i neravenki;   
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4) Tolkuvawe i proveruvawe na dobienite rezultati vo soglasnost so 
uslovite vo zada~ata.     

 

 1. Dol`inata na edna strana na daden pravoagolnik e  Kolkava e 
dol`inata na drugata strana  na pravoagolnikot, ako se znae deka negovata 
plo{tina ne ja nadminuva plo{tinata na kvadrat so strana   

.15cm
a

?a
 Od uslovot na zada~ata ja dobivama kvadratnata neravenka ~ie {to 

re{enie e  Bidej}i merniot broj na dol`inata e pozitiven 
realen broj, re{enie na zada~ata se site realni broevi 

,15 2aa �
$ � � %.,150, �'('��a

� %.,15 �'�a 
 
 

2. Najdi dva posledovatelni prirodni broevi ako se znae deka zbirot od 
nivnite kvadrati e pomal  od 25. 

Da go ozna~ime so x  pomaliot od dvata barani broevi. Od uslovot na zada~ata 
ja dobivame kvadratnata neravenka  koja e ekvivalentna so 

neravenkata  ~ie {to re{enie e intervalot 

25)1( 22 ��� xx
0�122 �� xx ).3,4(�  Bidej}i 1 i 2  se 

edinstvenite prirodni broevi vo dobieniot interval, baranite posledovatelni 
prirodni broevi se 1 i  odnosno  i  
 ,2 2 .3

 

 3. Cenata na edna stoka koja ~ini 200  denari, se namalila dvapati za eden ist 
procent. Za koj procent  mo`e da se namali cenata, taka {to pri vtoroto 
namaluvawe taa da ne bide pomala od 180  denari? 5,

Da go ozna~ime so x  procentot za koj se namalila cenata na dadenata stoka. Po 

prvoto namaluvawe cenata na dadenata stoka iznesuva ,200
100

200
x

�  a po vtoroto 

namaluvawe ).200
100

200(
100

)200
100

200(
xxx

���  Od uslovot na zada~ata ja dobivame 

kvadratnata neravenka ,5,180)200
100

200(
100

)200
100

200( ����
xxx

 koja e 

ekvivalentna so neravenkata  Re{enie na neravenkata e 
mno`estvoto 

.09752002 ��� xx
$ � � %,,5, �'('� 195  a bidej}i x  e procent na namalenie, re{enie na 

zada~ata e intervalot  $ 
 �.5,0

 
  2.14.2. Primena na sistemi kvadratni neravenki 

 
 Sistemite kvadratni neravenki nao|aat primena vo re{avawe razni zada~i 
vo matematikata, fizikata i drugite prirodni nauki. Re{avaweto na mnogu 
problemi od sekojdnevnata praktika se sveduva na re{avawe sistemi kvadratni 
neravenki. ]e razgledame nekolku primeri.     
 

1. Re{i ja neravenkata  .0)6)(12( 22 ����� xxxx
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+ �
�
�

�
,

��

�


�

���

���

06

012

2

2

xx
xx

   sleduva deka  ,
.06

012

2

2

�
�
�

�

��

�


�

���

���

xx
xx

Od 0)6)(12( 22 ����� xxxx

mno`estvo re{enija na dadenata neravenka e unijata na mno`estvata na re{enija 
na dvata sistemi kvadratni neravenki. Mno`estvoto re{enija na prviot sistem e 

 a na vtoriot sistem $ � � %,,34, �'(�'� � �.2,3�  Re{enie na dadenata neravenka e 
mno`estvoto $ � � � � %.,32,34, �'(�(�'�  
 

 

2. Re{i ja neravenkata .0
5516

149
2

2

�
��
��

xx
xx

 

Bidej}i  +�
��
��

0
5516

149
2

2

xx
xx

�
�
�

�
,

��

�


�

���

���

05516

0149

2

2

xx
xx

  ,  �
�
�

�

��

�


�

���

���

.05516

0149

2

2

xx
xx

mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e unijata na mno`estvata na re{enija 
na dvata sistemi kvadratni neravenki. Mno`estvoto re{enija na prviot sistem e 

 a na vtoriot sistem � %,11,7 � %.5,2  Re{enie na dadenata neravenka e mno`estvoto 

 � %5,2 (� %.11,7

 

3. Dali postoi kvadrat za koj {to zbirot od  brojnite vrednosti na 
plo{tinata i na perimetarot e pogolem od , a pomal od  5 ?21

Da ja ozna~ime stranata na baraniot kvadrat so .x  Od uslovite na zada~ata go 

dobivame sistemot  koj e ekvivalenten na sistemot  

Mno`estvoto re{enija na prvata neravenka od sistemot e 

,
214

54

2

2

��

�


�

��

��

xx
xx

.
0214

054

2

2

��

�


�

���

���

xx
xx

$ % $ %,,15,1 �'(�'�
%.3

�R
$ ,7�

 
dodeka mno`estvoto re{enija na vtorata neravenka e  Re{enie na 
sistemot neravenki e Spored toa, kvadrat so baranite svojstva postoi. 
U{te pove}e, sekoj kvadrat ~ija dol`ina e pogolema od 1 i pomala od 3 gi 
ispolnuva uslovite od zada~ata. 
 

2 �R
).3,1(�R

 

4. Cenata na edna stoka koja ~ini  denari, se namalila dvapati za eden ist 
procent. Za koj procent  mo`e da se namali cenata, taka {to po vtoroto 
namaluvawe  cenata da ne bide pomala od  denari i pogolema od 147 denari? 

300

75

Da go ozna~ime so x  procentot za koj se namalila cenata na dadenata stoka. 

Po prvoto namaluvawe cenata na dadenata stoka iznesuva .300
100

300
x

�  Po vtoroto 

namaluvawe cenata na stokata iznesuva ).300
100

300(
100

)300
100

300(
xxx

���  Od 
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uslovot na zada~ata go dobivame sistemot ,

75)300
100

300(
100

)300
100

300(

147)300
100

300(
100

)300
100

300(

�
�
�

��



�

����

����

xxx

xxx

 

koj e ekvivalenten na sistemot  

,
05100200

07500200

2

2

��

�


�

���

���

xx
xx

 ~ie re{enie e � � � �( .170,15050,30�R  Bidej}i se raboti za 

procent na namalenie, re{enie na zada~ata e intervalot � �.50,30 
 
 
 

Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Najdi ja dol`inata na stranata na kvadrat na koj{to zbirot od brojnite 
vrednosti na negovata plo{tina i na negoviot perimetar e pomal od   .21

 

2. Cenata na eden elektri~en ured iznesuvala evra. Po dvokratno 
namaluvawe negovata cena bila pogolema od 18  evra. Za kolku procenti e namalena 
cenata na elektri~niot ured prviot, odnosno vtoriot pat, ako procentot na 
vtoroto namaluvawe e dvapati pogolemo od procentot na prvoto namaluvawe?  

25

 

3. Re{i gi slednive neravenki: 
a)                        b)  ;0)4129)(4( 22 ���� xxx ;0)94249)(1( 22 ���� xxx
v)       g)  ;0)43681)(256036( 22 ����� xxxx .0)11129)(93025( 22 ������� xxxx
 

4. Najdi go mno`estvoto re{enija na slednive neravenki:  
a)                       b)  ;0)3)(2)(3)(2( ����� xxxx ;0)3)(2()1( 2 ���� xxx
v)                                g) ;0)34()4( 22 ���� xxx .0)3)(7)(2)(1( ����� xxxx  
 

5*. Najdi dva posledovatelni prirodni broja za koi zbirot od nivnite 
kvadrati e pomal od  a nivniot proizvod e pogolem od  ,41 .6

 
 

4. 15.  Zada~i za ve`bawe 
 

1. Najdi gi korenite na slednive simetri~ni ravenki od tret red: 
a) ,            b) 12           02772 23 ���� xxx .0123737 23 ���� xxx
 

2. Re{i gi slednive simetri~ni ravenki od ~etvrt red: 
a)         b) .           ;023532 234 ����� xxxx 063562356 234 ����� xxxx

80



3. Re{i gi slednive binomni ravenki: 

a)                     b)                       v)  ;023 ��x ;018 3 ��x .06427 3 ��x
  

4. Re{i gi slednive binomni ravenki: 

a) ;                b) ;            v)  0164 ��x 0129616 4 ��x .01711 4 ��x
 

5. Re{i gi slednive trinomni ravenki: 
a)                           b)         ;027358 36 ��� xx .027152512 36 ��� xx
 

6. Re{i gi slednive trinomni ravenki: 

a) 
9

217216 3

3

3 �
�

� x
x

x
;                         b) .0

)2(8
)5)(5(

4

4
22 �

�
���

x
xxx   

 

7. Re{i gi slednive bikvadratni ravenki: 
a)                           b)  ;014440 24 ��� xx .6)5)(54( 222 xxx ���
 

8*. Skrati gi dropkite: 

a) ;
4174

16409
24

24

��
��

xx
xx

                                   b) .
10029

45
24

24

��
��

xx
xx

 

 

9. Presmetaj ja vrednosta na determinantata 
2

1

aa
a
�

�
   

acab
cb

�
�

 

   

10. Re{i gi ravenkite po nepoznatata    :x

 a) 0

111

32

942

�x
x

;                       b) 0

)1(31

)1(21

101

3

2 �

�

�

�

x
x
x

;               v) .0

1

1

1

�
ba
bx
xa

 

 

11*. Presmetaj gi vrednostite na determinantite:   

a) 

1

1

1

2

2

2

�

�

�

zyzxz
yzyxy
xzxyx

;             b)  

0

0

0

zy
zx
yx

��
� ;                        v)  ,

10

01

x
x

cba

�
�  

kade {to ,x ,y ,a b  se proizvolno dadeni realni broevi.  
 

12. Re{i go sistemot ravenki: 

a) ;                        b)  .             
�


�

���
���
0112

02253

yx
yx

�


�

��
��

023

046

yx
yx
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13. Daden e sistemot ravenki . Najdi vrednosti za m i  za koi 

{to sistemot:  
�


�

��
��

nmyx
yx

2

52
,n

a) ima edinstveno re{enie;   b) e protivre~en;   v) e neopredelen.  
 

 14. Re{i gi sistemite: 

 a) ;           b) ;              v) .   
�
�

�



�

���
���

���

26342

18543

086

zyx
zyx

zyx

�
�

�



�

���
���

���

532

1443

6

zyx
zyx

zyx

�
�

�



�

���
���
���

032

143

026

zyx
zyx
zyx

 

 15. Pri pretpostavka deka sistemite imaat re{enie i pritoa site izrazi vo 
imenitelite se razli~ni od nula, so voveduvawe soodvetna smena, najdi gi 
re{enijata:  

a) 

�
�
�

�

�
�
�




�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

5
3

3

2

215

3
3

1

2

46

1
3

1

2

63

yzxyzyx

yzxyzyx

yzxyzyx

;                       b)  .

1
2

6

3

10

2
3

56

0
2

412

�
�
�

�

�
�
�




�

��
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

zxzy

zyyx

zxyx

  

16. Najdi gi site re{enija na sistemot homogeni linearni ravenki: 

a) ;                      b) .   
�
�

�



�

���
���

���

0444

08164

0122812

zyx
zyx

zyx

09159

03216

0363

�
�

�



�

���
���

���

zyx
zyx

zyx

 

17. Najdi gi site re{enija na sistemot ravenki: 
 

a) ,                           b) .       
�


�

���

��

8282016

8412

22 xyyx
yx

�


�

����

���

010501530

0152025

22 xyyx
yx

 

1 . Grafi~ki najdi go mno`estvoto re{enija na slednive sistemi ravenki: 

a) ;

4

1

14

2

��

�


�

�

��

xy

xy
                     b)           v) ;

45

1

2��

�


�

���

��

xyx

yx
.

1
7

32

2

��

�



�

��
��

��

xxxy

xy
      

 

 19. Re{i gi sistemite ravenki: 
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a) ;                    b)  
��

�


�

��

���

192

043

22

22

yx
yxyx

��

�


�

��

���

2

043

22

22

yx
yxyx

 

 20. Re{i gi sistemite ravenki: 

a) ;                        b)  
��

�


�

���

���

4

6

22

22

yxyy
yxyx

��

�


�

��

��

10

14

22

22

yx
yx

 

21*. Re{i gi sistemite ravenki: 

a)  ,                            b) .   
�


�

��

�

1233

||||

22 yx
yx

��

�


�

��

���

1477

07||2821

22

22

yx
yxyx

 

22. Re{i gi sistemite neravenki: 

a)          b) ;
011016

0165
2

2

��

�


�

���
���

xx
xx

;
84

4

116
)

2

5
(

0147
2

2

��

�


�

�
�

��

���
xx

xx
          v) .

0)2)(1(

0
3

1

��

�


�

���

�
�
�

xx
x
x

 

 

23. Re{i gi slednive neravenki: 

a)  ;0
1

4
2

2

�
��

�
xx
xx

                 b)  ;0
1

43
2

2

�
�

��
x
xx

                     v)  .0
82

76
2

2

�
��
��

xx
xx

 

 

24*. Re{i gi slednive neravenki: 

a)  ;
6

2

5

1

42

5

�
�

�
�

�
�
�

xx
x

x
x

                   b)  .
42

2

46

2

�
�

�
�

�
� x

x
x

x
x

                      

 

25. Re{i gi slednive neravenki: 

a) ;2
1

43
2

2

�
��
��

xx
xx

                   b) .1
129

125
2

2

�
��
��

xx
xx

                      

 

x  dropkata 
12

52
2

2

��
���

xx
xx

 e pomala od  ?1�26. Za koja vrednost na 
 
 

28*. Najdi ja dol`inata na stranata na ramnostran triagolnik za koj {to 
brojnata vrednost na negovata plo{tina e pomala od brojnata vrednost na negoviot 
perimetar. 

 

29*. Ana vlo`ila vo banka 4000  denari vo vremetraewe od edna godina, so 
opredelena godi{na kamatna stapka. Na po~etokot na vtorata godina, pri istata 
godi{na kamatna stapka, Ana ja vlo`ila istata suma pari i dobienata kamata od 
prvata godina. Da se opredeli godi{nata kamatna stapka, ako Ana na krajot od 
vtorata godina imala barem denari. 4410
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30*. Zbirot na kvadratite na dva posledovatelni neparni prirodni broevi  e 
pogolem od  a pomal od  Koi se tie broevi? ,74 .202
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ELEMENTI NA LINEARNOTO PROGRAMIRAWE   3.

3.1. Linearni ravenki 
 

Dva izrazi svrzani so znakot ,,� ” (ednakvo) pravat ravenstvo. Zna~i, 
ravenstvo e 

�   
kade {to  i  se izrazi. 
 Kaj sekoe ravenstvo razlikuvame leva i desna strana. Vo ravenstvoto � , 
izrazot  e na levata strana, a  na desnata strana na ravenstvoto.  
 

1. Ravenstva se, na primer, 5 14 �� , 7 3132 ��� , 12 �� xx , 8���� xxy .
  
 Ako dvata izrazi vo neravenstvoto se brojni izrazi toga{ ravenstvoto se vika 
brojno ravenstvo.  
 

2. Vo prethodniot primer, brojni ravenstva se 5 14 ��  i . Pritoa, 
ravenstvoto  e vistinito (to~no) ravenstvo, a 7

31327 ���
313 ��145 �� 2�  e nevistinito 

(neto~no) ravenstvo. 

 

Ako vo ravenstvoto ima edna ili pove}e promenlivi toga{ ravenstvoto se 
narekuva ravenka. Promenlivite vo ravenkata se vikaat nepoznati i, naj~esto, gi 
ozna~uvame so ...,, yx  

 

3. Ravenki se, na primer, 12 �� xx  i 8���� xxy .
 
 

Mno`estvoto na dopu{teni vrednosti na promenlivite se narekuva 
definiciono mno`estvo na ravenkata.  So zadavawe na vrednosti na nepoznatite vo 
definicionoto mno`estvo na edna ravenka, taa preminuva vo (brojno) ravenstvo. 
Ako pri zamenata na nepoznatite za site vrednosti od definicionoto mno`estvo 
na ravenkata, taa preminuva vo vistinito ravenstvo toga{ ravenkata se narekuva 
identitet.  

 

4. Identiteti se, na primer, $ % 12343 ��� xx  i $ % yxyx 22 �2 �� .
 
 

Ravenka, koja so zamena na nepoznatite za site vrednosti od nejzinoto 
definiciono mno`estvo, preminuva vo nevistinito ravenstvo, se narekuva 
nevozmo`na ravenka.  

 

5. Nevozmo`ni ravenki se, na primer, 43 ��� xx  i $ % xyxxy ���� 21 .
 
  

Spored brojot na nepoznatite {to gi sodr`i edna ravenka taa mo`e da bide: 
ravenka so edna nepoznata, ravenka so dve nepoznati itn.  
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6. Vo prethodnite primeri, ravenki so edna nepoznata se: 12 �� xx ,  
, , a so dve nepoznati: $ % 12343 ��� xx 43 ��� xx 8���� xxy , $ % xyxxy �� 2�� 1  i 
. 
    $ % yxyx 222 ���

 

Spored najgolemiot stepen na nepoznatite, edna ravenka mo`e da bide ravenka 
od prv stepen ili linearna ravenka, ravenka od vtor stepen ili kvadratna ravenka, 
ravenka od tret stepen ili kubna ravenka itn.  

7. Na primer, ravenkite 12 �� xx , 8���� xxy , $ % 12343 ��� xx

152 �� xx

, 

,  se linearni ravenki, a ravenkite , 

, 

$ % yxyx 222 ���
$ % xxxx 222 ���

43 ��� xx

$ %yxxy ��� 21 x� , $ %x �2 xxx ��� 11  se kvadratni ravenki. 
    
    

 Vo prodol`enie }e se zadr`ime na linearni ravenki so edna nepoznata, 
odnosno na linearna ravenka od oblik $ % $ %xxf � .  
 Re{enie (koren) na linearnata ravenkata $ % $ %xxf �  se vika sekoja vrednost 
na nepoznatata  od definicionoto mno`estvo, za koja ravenstvoto 

 e vistinito brojno ravenstvo. Mno`estvoto od site re{enija na edna 
ravenka se narekuva mno`estvo re{enija na ravenkata. Mno`estvoto re{enija na 
edna ravenka e podmno`estvo od definicionoto mno`estvo. U{te, mno`estvoto 
re{enija na edna ravenka e ednakvo so definicionoto mno`estvo, ako i samo ako 
ravenkata e identitet i mno`estvoto re{enija na edna ravenka e ednakvo so 
praznoto mno`estvo, ako i samo ako ravenkata e nevozmo`na.  

0xx �
$ % $ %00 xxf �

 Da se re{i edna ravenka, zna~i da se najde mno`estvoto re{enija na istata. Za 
taa cel, ravenkata se transformira vo druga poednostavna ekvivalentna ravenka i 
taka nataka, sé dodeka ne dojdeme do ekvivalentna ravenka ~ie{to mno`estvo 
re{enija e o~igledno. Pod ekvivalentni ravenki podrazbirame dve ravenki koi 
{to imaat isto definiciono mno`estvo i isto mno`estvo na re{enija.  

8. Ravenkite  i  se ekvivalentni ravenki, dodeka ravenkite 205 �x 4�x 205 �x  

i 
x

20
5 �  ne se ekvivalentni bidej}i nemaat isto definiciono mno`estvo. 

definicionoto mno`estvo na  e mno`estvoto na realni broevi, a na 20�5x
x

20
5 �  

mno`estvoto nenulti realni broevi. 

 

Pri re{avaweto na edna ravenka koristime teoremi za ekvivalentni ravenki.  

 

Teorema 1. Ako kon dvete strani na dadena ravenka dodademe eden ist izraz, 
koj {to e definiran vo definicionoto mno`estvo, dobivame ekvivalentna 
ravenka na dadenata. 
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  So drugi zborovi, ekvivalentni ravenki se $ % $ %xxf �  i $ % $ % $ % $ %xxxxf ���
$ %x

, 
kade {to  e izraz definiran vo definicionoto mno`estvo (  mo`e da bide i 
konstanta). 

$ %x

 9. Da ja razgledame ravenkata xxx ���� 173 . Spored teorema 1, ako 
, $ % 73 �� xxf $ % 1�x  i $ % xx �� , taa e ekvivalentnata so ravenkata 173 ��x . Ako gi 

sporedime dvete ekvivalentni ravenki, zaklu~uvame deka ednakvite ~lenovi 
izostanale, odnosno se poni{tile. 
 Ponatamu, na ravenkata 173 ��x , od dvete strani }e dodademe , odnosno 
imame . Ako gi sporedime 

7�
71773 ����x 173 ��x  i 713 ��x , zaklu~uvame deka sme 

prenele ~len od ednata strana na ravenkata na drugata strana i pritoa sme mu go 
smenile znakot vo sprotivniot. So toa, ja dobivame ekvivalentnata ravenka 

.
63 ��x
 

 Na ovoj primer gi ilustriravme dvete posledici {to proizleguvaat od 
pogornata teorema: 

& Ednakvite ~lenovi od dvete strani na ravenkata mo`at da se poni{tat. 
& Sekoj ~len na ravenkata mo`e da se prenese od ednata na drugata strana na 

ravenkata i pritoa negoviot znak se menuva vo sprotiven. 
 

  

 

Teorema 2. Ako dvete strani na dadena ravenka gi pomno`ime so eden ist 
izraz, koj {to e definiran vo definicionoto mno`estvo i ima nenulti vrednosti, 
dobivame ekvivalentna ravenka na dadenata. 

 

So drugi zborovi, ekvivalentni ravenki se $ % $ %xxf �  i $ % $ % $ % $ %xxxxf � , 
kade {to  e izraz definiran vo definicionoto mno`estvo i za sekoj $ %x x  od 
definicionoto mno`estvo $ % 0�x  ( $ %x  mo`e da bide i konstanta). 

 Spored teorema 2, ako gi pomno`ime dvete strani na ravenkata 63 ��x  so 
3

1
, 

ja dobivame ekvivalentnata ravenka 2��x . 
 Spored dosega ka`anoto, mo`eme da zaklu~ime deka sekoja linearna ravenka 
so edna nepoznata e ekvivalentna so ravenka od vidot  

0�� bax . 
Ravenkata  se vika normalen vid na linearna ravenka so edna nepoznata. 
Pritoa, a  se vika koeficient pred nepoznatata a b  sloboden ~len. 

0�� bax

 
 

            Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Koi od slednive ravenki se identiteti: 
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  a)  b) xxx 23 ��� $ %xxxx 243 ���  v) 
3

33
1

�
��

x
x  g) $ %$ % 22 yxyxyx ���� ? 

 

 2. Od koj stepen i so kolku nepoznati e sekoja od ravenkite: 

 a) 2
2

1
7 ��� xx  b) yxxy �� 3  v) $ % 131

2 ��� xxx  g) ? 12 ��� yx

 

 3. Dali slednive ravenki se ekvivalentni: 

 a)  i  b) 1082 ��x 54 ��x
22

35
x

x
x

x ����  i xx �� 35  v) 21
1

��
x

 i xx 21 �� ? 

 

 4. Koi od slednive linearni ravenki so edna nepoznata se vo normalen vid: 

 a) 2
2

1
7 ��� xx  b) 1082 ��x  v) 035 ��x  g) 5�x ?     

 

5. Napi{i gi slednive linearni ravenki so edna nepoznata vo normalen vid: 

 a)   b) xx 297 ���
2

2
2

75
xx

x ����   v) 
10

3
5

23 xx
��

�
.     

 
 

3.2. Re{avawe na linearni ravenki so edna i dve nepoznati 
 

Da go najdeme mno`estvoto re{enija na 0�� bax . Razgleduvame tri slu~ai: 

1. Ako  toga{ ravenkata e ekvivalentna so ravenkata 0�a
a

b
x �� , koja {to 

ima edinstveno re{enie 
a

b
x ��0 . 

2. Ako  i  toga{ ravenkata e nevozmo`na. Navistina, dadenata 
ravenka e ekvivalentna so ravenkata 

0�a 0�b
bx ��	0  koja {to e nevozmo`na bidej}i ne 

postoi realen broj koj pomno`en so  dava nenulti broj. 0

3. Ako  i  ravenkata 0�a 0�b 000 ��	 x  e identitet, odnosno ravenkata ima 
beskone~no mnogu re{enija. 

1. Re{i ja ravenkata 236 ��� xx . 
Gi grupirame ~lenovite {to ja sodr`at nepoznatata na levata strana, a 

drugite na desnata strana. So toa ja dobivame ekvivalentnata ravenka 

, odnosno . So mno`ewe na dvete strani so 623 ����� xx 84 ��� x
4

1
�  dobivame 

. Zna~i, dadenata ravenka ima edinstveno re{enie 2�x 2�x .

 

 2. Re{i ja ravenkata 
6

2
3

12 xx
��

�
. 
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Gi mno`ime dvete strani na ravenkata so , za da se oslobodime od 
imenitelite vo nea. Ja dobivame ekvivalentnata ravenka 

6

$ % xx ��� 12122

124

. Se 
osloboduvame od zagradata i gi grupirame ~lenovite {to ja sodr`at nepoznatata na 
levata strana, a drugite na desnata strana. Na toj na~in doa|ame do 2��� xx , 

odnosno . So mno`ewe na dvete strani so 145 �x
5

1
 go dobivame edinstvenoto 

re{enie na ravenkata 
5

14
�x . 


 

 3. Re{i ja ravenkata 
62

1
3

2 xxx
���

�
.  

 Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata xxx ���� 3642 , odnosno so 
ravenkata  koja {to e nevozmo`na. Zna~i, dadenata ravenka e nevozmo`na. 
 010 ��
 

 Vo prodol`enie }e se zadr`ime na linearni ravenki so dve nepoznati, 
odnosno na linearna ravenka od vidot $ % $ %2121 ,, xxxxf � . 
 Re{enie na ravenkata $ % $ %2121 ,, xxxxf �  e sekoj par od definicionoto 
mno`estvo, za koja ravenstvoto $ % $ %-�-� ,,f �  e vistinito brojno ravenstvo. 
Mno`estvoto od site re{enija na ravenkata se narekuva mno`estvo re{enija na 
ravenkata. 
 Sekoja linearna ravenka so dve nepoznati e ekvivalentna so ravenka od vid 

bxaxa �� 2211 . 
Da go najdeme mno`estvoto re{enija na bxaxa �� 2211 . Razgleduvame tri 

slu~ai: 
1. Ako  i  toga{ ravenkata ima beskone~no mnogu re{enija. 021 �� aa 0�b

2. Ako  i  toga{ ravenkata e nevozmo`na. 021 �� aa 0�b

3. Ako barem eden od koeficientite  i  e razli~en od nula, na primer 

neka , dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata 

1a 2a

02 �a
2

11
2

a

xab
x

�
� . Zna~i, ako 

�  e proizvolna vrednost na nepoznatata , toga{ re{enie na ravenkata e parot 1x

��
�

��

2

1

a

a �
��
�

�
� ,

b
. Zna~i, ravenkata ima besnone~no mnogu re{enija. 

 

4. Re{i ja ravenkata 62 21 �� xx . 
 Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata 62 12 �� xx . Parot $ %62, ���  
kade {to �  e proizvolen broj e re{enie na dadenata ravenka, odnosno mno`estvoto 
{ $ % �� ��� 62, �}. 
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 Mno`estvoto re{enija na ravenkata bxaxa �� 2211  u{te se narekuva i grafik 
na linearnata ravenka so dve nepoznati. Grafikot na linearna ravenka so dve 
nepoznati e prava.   
 
 
                        Zada~i za samostojna rabota 
 

Re{i gi ravenkite: 
 

1. .  2. 1348 ��� xx x
x

x 53
2

1
��

�
� .  3. 

2

1
7

4

1

3

1 �
��

�
��

xx
x . 

  4. 6
4

2

5

�
�

x
3

2

�

�x

.   5. 
5

7
1

5

3

14
2

3

17 �
��

�
�

�
� x

x
x

.   

6. .   7. 121 �� xx 012
3

2
1 ��� x

x
.  8. 

7
24 2

1

x
x ��� . 

 
 

3.3. Grafi~ko re{avawe na linearni ravenki so edna i 
dve nepoznati 

  
 

Da se re{i grafi~ki linearnata ravenka so 
edna nepoznata 0�� bax  zna~i da se najde 
prese~nata to~ka na pravata koja {to e grafik 
na linearnata ravenka 

21 xbax �� , odnosno bxax ��� 21  i apcisnata oska 
( 1-oskata). x
 

 1. Grafi~ki re{i ja ravenkata . 02 ��x
 Vo koordinaten sistem ja crtame pravata 

212 �� xx

21

. Presekot na pravata so -oskata e 1x

�x  (crt. 1). 

 

Grafi~ki da se re{i linearnata ravenka so  
       Crt. 1                                   edna nepoznata od oblik  $ % $xxf %� , zna~i da se  

najde apscisata na prese~nata to~ka na graficite na ravenkite  i 
. Ova }e go ilustrirame so primer. 

$ % 21 xxf �
$ % 21 xx �

  

2. Grafi~ki re{i ja ravenkata 312 ��� xx . 
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Od prese~nata to~ka na graficite 12 12 �� xx  i  povlekuvame 
normala na -oskata so cel da ja najdeme apscisata na prese~nata to~ka. So toa 
dobivame deka , {to e re{enie na ravenkata (crt. 2) 

312 �� xx

1x

41 �x

 

 
Crt. 2                                                              Crt. 3 

 

 Neka e dadena linearnata ravenka so dve nepoznati bxaxa �� 2211  i neka 
. Grafi~ki da se re{i ovaa ravenka so dve nepoznati zna~i da se nacrta 

grafikot na ovaa ravenka. 
02 �a

 

 3. Grafi~ki re{i ja ravenkata 632 21 �� xx . 
  Na crt. 3 e pretstaveno grafi~koto re{enie na ravenkata. 
 
 
 
 
                       Zada~i za samostojna rabota 
 
 Grafi~ki re{i gi slednive ravenki: 
 

 1. .     2. 51 ���� xx 1272 ���� xx . 
 

 3. .    4. 51 ����� xx x
x

��
�

1
3

7
. 

 

 5. .     6. 121 ��� xx 72 21 �� xx . 
 

 7. .      8. 01 �x 42 �x .  
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3.4. Neravenstvo i neravenka 
 

Dva izrazi svrzani so znak za neravenstvo pravat neravenstvo. Zna~i, 
neravenstva se 

� ili �  ili �  ili �  
kade {to  i  se izrazi.  
 

1. Primeri za neravenstva se: 73 � , 145 �� , 12 �� xx , 8���� xxy . 
 
  

Ako dvata izrazi vo neravenstvoto se brojni izrazi toga{ neravenstvoto se 
vika brojno neravenstvo. Vo prethodniot primer, brojni neravenstva se 73 �  i 

. Ako vo neravenstvoto ima edna ili pove}e promenlivi toga{ 
neravenstvoto se narekuva neravenka. Promenlivite vo neravenkata se vikaat 
nepoznati i, naj~esto, gi ozna~uvame so 

145 ��

...,, yx Vo gorniot primer neravenki se 
 i . Mno`estvoto na dopu{teni vrednosti na promenlivite se 

narekuva definiciono mno`estvo na neravenkata.      
12 �� xx 8���� xxy

  So zadavawe na vrednosti na nepoznatite vo definicionoto mno`estvo na 
edna neravenka, taa preminuva vo (brojno) neravenstvo. Ako pri zamenata na 
nepoznatite za site vrednosti od definicionoto mno`estvo na neravenkata, taa 
preminuva vo vistinito neravenstvo toga{ neravenkata se narekuva identi~no 
neravenstvo.  
 

2. Identi~ni neravenstva se, na primer, 34 ��� xx , $ % 222
21 yxyxyx ����� .


 

Neravenka, koja so zamena na nepoznatite za site vrednosti od nejzinoto 
definiciono mno`estvo, preminuva vo nevistinito neravenstvo, se narekuva 
nevozmo`na neravenka.  

 

3. Primeri za nevozmo`ni neravenki se: , 02 �x $ % 1002 222 ����� yxyxyx . 

 

 Spored brojot na nepoznatite {to gi sodr`i edna neravenka taa mo`e da bide: 
neravenka so edna nepoznata, neravenka so dve nepoznati itn.  
 

4. Vo prethodnite primeri, neravenki so edna nepoznata se: 12 �� xx , 
, , a so dve nepoznati: 34 ��� xx 02 �x 8���� xxy , $ % 22

1 xyx ���� 22 yxy �  i 

. 
    $ % 22 �� xyx 1002 �� 2 � yxy
 

Spored najgolemiot stepen na nepoznatite, edna neravenka mo`e da bide 
neravenka od prv stepen ili linearna neravenka, neravenka od vtor stepen ili 
kvadratna neravenka, neravenka od tret stepen ili kubna neravenka itn.  

 

5. Neravenkite , 12 �� xx 34 ��� xx , 8���� xxy
2y�

 se linearni neravenki,  a 

neravenkite , , 02 �x $ %yx � 22
21 x ��� xy $ % 1002 222 ���� yxyx� yx  se 

kvadratni neravenki. 
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 Vo prodol`enie }e se zadr`ime na neravenki so edna nepoznata, specijalno na 
neravenka od vidot . Site zaklu~oci za ovaa neravenka }e va`at i vo 
ostanatite tri slu~ai 

$ % $ %xxf �
$ % $ %xxf � , $ % $ %xxf �  ili $ % $ %xxf � .  

 Re{enie na neravenkata $ % $ %xxf �  se vika sekoja vrednost na nepoznatata 
 od definicionoto mno`estvo, za koja neravenstvoto 0xx � $ % $ %00 xxf �  e 

vistinito brojno neravenstvo. Mno`estvoto od site re{enija na edna neravenka se 
narekuva mno`estvo re{enija na neravenkata. Mno`estvoto re{enija na edna 
neravenka e podmno`estvo od definicionoto mno`estvo. U{te, mno`estvoto 
re{enija na edna neravenka e ednakvo so definicionoto mno`estvo, ako i samo ako 
neravenkata e identi~no neravenstvo i mno`estvoto re{enija na edna neravenka e 
ednakvo so praznoto mno`estvo, ako i samo ako neravenkata e nevozmo`na.  
 Da se re{i edna neravenka, zna~i da se najde mno`estvoto re{enija na istata. 
Za taa cel, neravenkata se transformira vo druga poednostavna ekvivalentna 
neravenka i taka nataka, sé dodeka ne dojdeme do ekvivalentna neravenka ~ie{to 
mno`estvo re{enija e o~igledno. Pod ekvivalentni neravenki podrazbirame dve 
neravenki koi {to imaat isto definiciono mno`estvo i isto mno`estvo na 
re{enija. Pri re{avaweto na edna neravenka (sli~no kako i za re{avaweto na 
ravenkite) koristime teoremi za ekvivalentni neravenki.  

 

 

Teorema 1. Ako kon dvete strani na dadena neravenka dodademe eden ist izraz, 
koj {to e definiran vo definicionoto mno`estvo, dobivame ekvivalentna 
neravenka na dadenata. 
 

 So drugi zborovi, ekvivalentni ravenki se $ % $ %xxf �  i $ % $ % $ % $ %xxxxf ���
$ %x

, 
kade {to  e izraz definiran vo definicionoto mno`estvo (  mo`e da bide i 
konstanta). 

$ %x

 6. Da ja razgledame neravenkata xxx ���� 484 . Spored prethodnata teorema, 
ako ,  i $ % 84 �� xxf $ % 4�x $ % xx �� , taa e ekvivalentnata so neravenkata 484 ��x . 
Ako gi sporedime dvete ekvivalentni neravenki, zaklu~uvame deka ednakvite 
~lenovi izostanale, odnosno se poni{tile. 
 Natamu, na neravenkata 484 ��x , od dvete strani }e dodademe , odnosno 
imame . Ako gi sporedime 

8�
84884 ����x 484 ��x  i 84884 ����x , zaklu~uvame 

deka sme prenele ~len od ednata strana na neravenkata na drugata strana i pritoa 
sme mu go smenile znakot vo sprotivniot ( 8�  sme go prenele od drugata strana i 
sme dobile ). So toa, ja dobivame ekvivalentnata neravenka . 
 8� 44 ��x
 Na ovoj primer gi ilustriravme dvete posledici {to proizleguvaat od 
teoremata: 

& Ednakvite ~lenovi od dvete strani na neravenkata mo`at da se poni{tat. 
& Sekoj ~len na neravenkata mo`e da se prenese od ednata na drugata strana na 

neravenkata i pritoa negoviot znak se menuva vo sprotiven. 
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Teorema 2. Ako dvete strani na dadena neravenka gi pomno`ime so eden ist 
izraz, koj {to e definiran vo definicionoto mno`estvo i dobiva samo pozitivni 
vrednosti, dobivame ekvivalentna neravenka na dadenata. 
 

 

 So drugi zborovi, ekvivalentni ravenki se $ % $ %x $ % $ % $ % $ %xxxxf � , xf �  i 
kade {to $ %x  e izraz definiran vo definicionoto mno`estvo i za sekoj x  od 
definicionoto mno`estvo $ % 0�x  ( $ %x  mo`e da bide i konstant

rani na n enkata

a). 
 

 44 ��x   7. Spored teorema 2, ako gi pomno`ime dvete st erav so 

4

1
, ja dobivame ekvivalentnata neravenka 1��x . 
 

  

 

o eden
o`estvo i dobiva samo negativni 

Teorema 3. Ako dvete strani na dadena neravenka gi pomno`ime s  ist 
izraz, koj {to e definiran vo definicionoto mn
vrednosti i ako ja promenime nasokata na neravenkata (�  vo � ) dobivame 
ekvivalentna neravenka na dadenata. 
 

So drugi zborovi, ekvivalentni ravenki se $ % $ %xxf �  i $ % $ % $ % $ %xxxxf � , 
de {to $ %x  e izraz definiran vo definicionoto mno`estvo i za sekoj ka x  od 
finicionoto mno`estvo $ % 0�x  (de $ %x  mo`e da bide i konstanta). 

 8. Ako dvete strani na neravenkata 105 �� x  g ime i pomno` so 
5

e 

ekvivalentnata neravenka na nea 2

1
� , dobivam

��x .

 

 Spored dosega ka`anoto, mo`eme da zaklu~ime deka sekoja linearna neravenka 
so edna nepoznata e ekvivalentna ili so neravenka od vidot  

ili so 
0�� bax  

0�� bax . 
Neravenkata 0�� bax  (odnosno 0�� bax ) se vika normalen vid na linearna 

 se vika koeficient pred nepoznatata, a 
n ~len. 

 

o

1. Od koj stepen i so kolku nepoznati e sekoja od neravenkite: 

neravenka so edna nepoznata. Pritoa, a b  
slobode

 
                      Zada~i za samostojna rab ta 
 
 

 a) 
3

62 ��� xx   b) 11
1 $ % ��� xxx  v) $ % 33 ��� yyx  g) ? 

  

xy ��2

 

 2. Dali 1�  e re{enie na neravenkite: 

 a) 62 b) 1��� xx 7
2

1�x
�� x   v) 

4

31 xx

2
�

� �
�2 ?  
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3. Dali slednive neravenki se ekvivalentni: 

i b)a)  5x  1082 ��x  4 ��  
2

3

2

3
35

�
��

�
��

x
x  i 

x
x xx �� 35  

� x 21 ��  i 21 ���x  g) 12 ��� x  i 21 ��� x ? v) 
 
 

oi od sle ve lin  neravenki so edna ne nata se vo normalen vid: 
 a)   

4. K dni earni poz
xx 37 �� b) 02 ��x   v) 0�x   ? 

5.  Napi{i gi slednive neravenki vo normalen vid: 

g) 7�x
 

 a) 1082 ��x  b) xx �� 35  v) 11 ����
xx

x .  
33

 
 

avawe na linearni neravenki so edna 
 nepoznata 

Da 

3.5. Grafi~ko re{

 
go najdeme mno`estvoto re{enija na 0�� bax  (odnosno ax
ame tri slu~ai: 

0�� b ). 
Razgleduv

1. Ako  toga{ neravenkata e ekvivalentna so neravenkata 0�a
a

b
x ��  ~ie{to 

tervalot �
�
�

�
�
� �'�

a

b
,mno`estvo re{enija e in (za neravenkata ��  mno`estvo 

re{enija e 

0bax

./
0

�
�

a

b
� �'� , ). 

2. Ako  toga{ neravenkata e ekvivalentna so neravenkata 0�a
a

b
x ��  ~ie{to 

mno`estvo re{enija e intervalot �
�
�

�
�
� '� ,

a

b
(ili �

�
�

 !
" '� ,

a

b
). 

3. Ako 0  neravenkata 00�a ��	 bx  dobiva oblik 0�b (odnos 00no, ��	 bx  

nula) toga{ neravenkata e identi~ b  e pozitiven broj ili nula 
dobiva oblik ), pa ako  e negativen broj (ili ako 

ravenstvo. Ako 
(ili ako 

 ner

0�b b b  e negativen broj ili 
no ne

b  e pozitiven broj) toga{ neravenkata e nevozmo`na. 
 

1. Re{i ja avenkata 236 ��� xx . 
Gi grupirame ~lenovite {to ja sodr`at n poznatata na levata strana, a 

drug te na desnata strana. So toa ja dobivame ek
e

i vivalentnata neravenka 

62 ���x , odnosno 43 �� x 8��� x . So mno`ewe na dvete strani so 
4

2�x . Zna~i, mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e intervalot 

1
�  dobivame 

$ %',2 . 
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pretstavime na brojna oska. Delot od brojnata oska {to  

etstvuva na mno`estvoto re{enija na neravenkata  

Mno`estvoto re{enija mo`eme grafi~ki da go 

soodv
                    Crt. 4               go {rafirame (precrtuvame) (crt. 4). 
      
                     

 2. Re{i ja neravenkata 
6

2
3

1 xx
��

�
. 

2

 Gi mno`ime dvete strani na neravenkata so 6 , za da se oslobodime od 
imenitelite vo nea. Ja dobivame (ekvivalentnata) neravenka $ % x��� 121

trana. Na toj na

x22 . Se 
me ~lenovite {to ja sodr`at nepoznatata na 

evata strana a drugite na snata s ~in 
osloboduvame od zagradata i gi grupira

l ,  de
doa|ame do 2124 ��� xx , odnosno 145 �x . So mno`ewe 

na dvete strani so 
5

1
 dobivame 

5
x toa, 

mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e  

 

14
� . Spored 

               Crt. 5                       ./
0

�
�
� '�

5

14
, . (cr

 

na neravenkite vo prethodnite dva 

t. 5) 

 e deka pri grafi~koto re{avawe 
primeri gi iskoristivme slednive pretstavuvawe na mno`estvoto re{enija.  

o, ako 
crtata e pod prav agol, deka  e element vo intervalot. 
         

3. Re{i ja neravenkata 

Da voo~im

 

 

Ako crtata e kosa, uka`uvame deka a  ne e element vo intervalot, a so vtorot
a

62
1

3

2 xxx
���

�
. 

 Dadenata neravenka e ekvivalentna so neravenkata xxx ���� 3642 , odnosno 
eravenkata 010 ��  ko a{to e nevozmo`na. Znaso n j ~ venka e 

nevozmo`na, odnosno mno`estvo re{enija e praznoto mno`estvo. 

 

~i za s

a)       v) 

i, dadenata nera

 
                      Zada  amostojna rabota 
 

1. Pretstavi gi grafi~ki mno`estvata re{enija na neravenkite:  
 

 0�x b) 3��x 04 ��x    g) 42 �x   
  

Re{i gi slednive neravenki i mno`estvoto re{enija pretstavi go grafi~ki:  
 

2. 1348 ��� xx .     3. 
4

12
1

5

2

�
��

� xx
. 
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4*.  6
4

3
2

5 �
�

�
x

.    5*. 

2x �

5

7
13

2
17 �

��
�

�
� xx

. 

14 �x

53
 
 

    3.6. Grafi~ko re{avawe na linearni neravenki so dve nepoznati 
 
 
pecijalno na neravenka od vidot 

Vo prodol`enie }e se zadr`ime na linearni neravenki so dve nepoznati, 
$ % $ %2121 ,, xxxxf �s . Site zaklu~oci za ovaa 

eravenka }e va`at i vo ostanatite tri slu~ai $ % $ %, xxn 2121 , xxf � , $ % $ %2,, xxxxf 121 �  
ili $ % $ %2121 ,, xxxxf � .  
 Re{enie na neravenkata $ % $ %2121 ,, xxxxf �  e sekoj par od definicionoto 
mno`estvo, za koja neravenstvoto $ % $ %-�-f � ,, �  e vis

ka se narekuva m `estvo re{enija
.  

Sekoja linearna neravenka so dve nepoznati e ekvivalentna ili so neravenka 

 Neravenkata 

tinito brojno neravenstvo. 
Mno`estvoto od site re{enija na edna neraven no  
na neravenkata
 
od vid 

bxaxa �� 2211  
ili so 

xaxa �� 2211 b  
kade {to 01 �a  ili 02 �a . 

  e ekvivalentna so neravenkata 
2

1

2

1
2

a

b
x

a

a
x ���bxaxa �� 2211 , 

ako 02 �a  ili so neravenkata 
2

1

2

1
2

a

b
x

a

a
x ��� , ako 02 �a . Sli~no, neravenkata 

bxaxa �� 2211  e ekvivalentna so neravenkata 
2

1

2

1
2

a
x

a
x ���  ili a 

b
so neravenkat

a

2

1

2

1 b
x

a

a
�2

a
x �� , vo zavisnost od znakot na

 Ako go zamenime znakot 

 2a . 

�  ( , � �  ili ) vo gornite neravenki so znakot za 

ednakvost (�

�

2

1

2

1
2

a

b
x

a

a
x ��) ja dobivame ravenkata �  koja e ravenka na prava. 

Pravata 
2

1

2

1 b
x

a
�  vo koordinatniot s2

aa
x � istem  ja deli koordinatnata 

ramnina na dve polu

� 21 xx

ramnini. Mno`estvoto re{enija na neravenkata bxaxa �� 2211  
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mninite opredeleni so pravata 
22

1

a

b
x

a

a
x ��� , ne 

mno`estvoto re{enija na neravenkata 
bxaxa

se to~kite od ednata od polura 12

vklu~uvaj}i gi to~kite od pravata, dodeka 

�� 2211 , os to~kite od ednata 
poluramnina opredelena od

ven 
 pravata 

2

1

2

2
a

x
a

a
x ���  gi vklu~uva i to~kite od 

pravata. 
 

1. Re{i ja neravenkata 62 21 �� xx . 
a neravenka e ekvivalentna so 

neravenkata 62 12

1 b

 Dadenat
�� xx . Ja crtame pravata 

62 12 �� xx

Bidej}i to~kata 
 vo koordinatniot sistem 21 xx . 

$ %
neravenk

0,0

no`estvoto 
 e re{enie na dadenata 

m re{enija na da  a, 

av

denata
neravenka e poluramninata, opredelena so 

ata 62pr 12 �� xx , koja {to ja sodr`i $ %0,0  bez 
to~kite od pravata. Na crt. 6 e prika`ano       

 mno`estvoto  dadenata neravenka. 
 

62 � . 

lentna so neravenkata 

                    Crt. 6                                 
 

2. Re{i ja neravenkata 32 1 �x

 Dadenata neravenka e ekviv

 re{enija na

a

x

2
3

2
12 ��� xx . Ja crtame 

pravata 2
3

2
12 ��� xx  

re{enie na dadenata neravenka, 
mno`estvoto re{enija na dadenata 

vo koordinat

so pravata 

niot 

sistem 21 xx . Bidej}i to~kata $ %0,0  ne e 

neravenka e poluramninata, opredelena 

2
3

1 ��� x
2

$ %
pravata crt. 7, so {rafiraniot del 
e prika`ano mno`estvoto re{enija na 
dadenata neravenka. 
                                        
  

3. Re{i ja neravenkata 30 21 �	� xx .  

2x

0,0

, koja {to ne ja 

sodr`i  vklu~uvaj}i gi i to~kite od 
. Na 

                                       Crt. 7 
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 Dadenata neravenka e ekvivalentna so neravenkata 31 �x . Ja crtame pravata 
31 �x , koja {to e paralelna so 2x  oskata, vo koordinatniot sistem 21 xx . Bidej}i 

o~katat   ne e re{enie na dadenata neravenka, mno`estvoto re{enija na 
mn ta, o edelena so pra , koja {to ne ja 

prika ja
 

 

 

$ %0,0

dadenata neravenka e polura prina vata 1x 3�
sodr`i $ %0,0  vklu~uvaj}i gi i to~kite od pravata. Na crt. 8, so {rafiraniot del e 

`ano mno`estvoto re{eni  na dadenata neravenka. 


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                          Crt. 8                                                           Crt. 9 

4. Re{i ja neravenkata 00 21 ��	 xx . 
. Ja crtame pravata  

 vo koordinatniot sistem . Vsu{nost, toa e  oskata. Bidej}i to~kata 
enija na dadenata 

, op en  so dr`i 

Dadenata neravenka e ekvivalentna so neravenkata 02 �x

1x

re{
 oskata, koja {to ja so

02 �x 21 xx

redel
$ %1,0  e re{enie na dadenata neravenka, mno`estvoto 
neravenka e poluramninata a  1x $ %1,0  
vklu~uvaj}i gi i to~kite od pravata. Na crt. 9, so {rafiraniot del e prika`ano 
mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka. 
 

 
 
 

                    Zada~i za samostojna rabota 
 

Re{i gi slednive neravenki: 
 

 1 .   2. 1�� xx 21 . 0121 ��� x
x

.   3. . 

4.    5

21 24 xx ���
3

2

 

1��x .  1 2. 7�x . 
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3.7. Sistemi linearni neravenki so edna nepoznata 

Mno`estvoto od kone~no mnogu linearni neravenki so edna nepoznata se vika 
sistem linearni neravenki so edna nepoznata. Re{enie na sistem linearni 
neravenki so edna nepoznata e sekoja vrednost na nepoznatata koja {to e re{enie 
na sekoja od neravenkite vo sistemot. Da se re{i daden sistem neravenki so edna 
nepoznata, z o`estvoto 

e{enija na sistemot linearni neravenki so edna nepoznata se sostoi od site 

 
 

na~i, da se opredeli mno`estvoto re{enija na sistemot. Mn
r
re{enija na sistemot i zatoa pretstavuva presek na mno`estvata re{enija na 
sekoja od neravenkite vo sistemot. Ako mno`estvoto re{enija na eden sistem 
linearni neravenki so edna nepoznata e praznoto mno`estvo toga{ za sistemot 
velime deka e protivre~en. Dva sistemi linearni neravenki so edna nepoznata se 
ekvivalentni ako imaat ednakvi mno`estva re{enija. 
 

 1. Re{i go sistemot neravenki 
�


�

��
���

07

1332

x

xx
  . 

 Prvata neravenka e ekvivalentna so neravenkata 4�x , a vtorata so 7�x . 
Zna~i, dadeniot sistem neravenki e ekvivalenten so sistemot  

� � 4x

�
O deluvaweto na mno`estvoto re ist


 � 7x
.  

pre {enija na s emot e 
le e 

ima, }e bide baranoto mno`estvo re{enija (crt. 10). 
                           Crt. 10 

po sno, ako na ista brojna oska gi pretstavim
mno`estvata re{enija na dvete neravenki. Vo toj slu~aj 
dvojno {rafiraniot del (dvojno precrtaniot del), ako go 

 

 2. Re{i go sistemot neravenki 
��

�


�

�
��

����

2

6
1

512
x

x

xx
. 

 Dadeniot sistem e ekvivalenten so sistemot 



� � 2x

. 
� � 4x

Zna~i, mno`estvoto re{enija na dad  n
$ %

eniot sistem eravenki 
e  (crt. 11). 
                                                                                                   Crt. 11 

3. Re{i go sistemot neravenki 

2,'�

�
� 5

 stemot neravenki e ekvivalenten so sistemot  

�

 �

��
24

1

23
x

x
 . 

Si

� ��
�

1
12 xx
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��



� 7

�� �
7

4
x

~ie{to mno`estvo re{enija e praznoto 

protivre~en (crt. 12). 
                                                                           Crt. 12 

 4. Re{i go sistemot neravenki 

x
, 

mno`estvo, odnosno sistemot neravenki e 

�
� �� 31

2
x

� �� 4x

�



�
�

��

���
1

2

321
x

x

xx

 Dadeniot sistem neravenki e ekvivalenten so sistemot 

Spored toa, mno`estvoto re{enija na dadeniot sistem neravenki e 

 

 5. Re{i ja neravenkata 

. 

�
�

�



�
��
4

1

x

x . 

� �4,1� . 

$ %$ % 021 ��� xx . 
ula ak  i dvata broja 

imaat isti znaci ili barem eden od niv e nula. Zna~i, 

no` rviot sistem eravenki e

 Proizvodot na dva realni broja e pozitiven broj ili n o

� �� 02x


� �� 01x

 ili 

� �� 01x

. 
� �� 02x

 � %',1 , a na vtoriot $ �2,�'�M estvoto re{enija na p  n . 
Zna~i, mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e $ � � %'(�'� ,12, . 

 
 
                          Zada~i za samostojna rabota 

oznata: 

1

 
Re{i gi sistemite linearni neravenki so edna nep

. 
��

�� x1
3

�


� ���

x
xx

2
2823

.  2. 
� �

�
� 7

4
3

x
x

�

�



� ��
�

�
�

2

2
2

1

6

3
x

xx

.   3. 
��

�


�

��

��
�

072
2

7
4

1

x

xx
 . 

4. 
�
�

�



� ��
�

x
x

1
7

�� x
x

1
2

3 .   5. 
�
�

�



��

�
�

07
2

1

x

x
x

� �� 06x

. 

 

6*. Re{i ja neravenkata: 

a)     v) 0
2

1
�

�
�

x

x
 $ %$ % 031 ��� xx b) $ %$ % 052 ��� xx
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3.8. Grafi~ko re{avawe na sistemi linearni neravenki  

  
Grafi~koto re{avawe na sistemi linearni neravenki so dve nepoznati }e go 

ilustrira

  rafi~ki re{ t t neravenki

 Dad

Mno`estvoto re{enija na sekoja od neravenkite vo sistemot go pretstavuvame 
. Poluramninite koi {to se re{enija na 

o mno`estvo  re{enie na dadeniot 
iste no`estvo re{enija (vo 

 

 

 

so dve nepoznati 

me preku nekolku primeri. 

1. G i go sis emo
��� 22 12x

.  
�


� �� 121

x

xx

eniot sistem neravenki e ekvivalenten so sistemot 

�


�

���
��

22

1

12

12

xx

xx
. 

grafi~ki vo ist koordinaten sistem
neravenkite se ozna~eni so strelki na pravite koi gi opredeluvaat. Potoa go 
opredeluvame nivniot presek, koj {to e voedn to
s m neravenki. [rafiraniot del na crt. 13 e baranoto m
koe pripa|aat i to~kite od polupravite). 
 

Crt. 13                                                                      Crt. 14 
 

2. Grafi~ki re{i go sistemot neravenki 
�


�

��
��

62

5

21

21

xx

xx
. 

Dadeniot sistem neravenki e ekvivalenten so sistemot 

�


�

���
���

62

512

xx

xx
. 

12
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[rafiraniot del na crt. 14 e mno`estvoto re{enija na dadeniot sistem neravenki 
o k a od pravat   opredelena 

so to~kata  i bez nea). 
 

 

aat i to~kite od polupravite), dodeka mno`estvoto 
re{e ija na si tem

(v oe pripa|aat samo to~kite od polupravat a 512 ��� xx

$ %4,1

 Crt. 15                                                                            Crt. 16 
 

3. Grafi~ki re{i go sistemot neravenki: 

a) 
�


�

��
��

5

3

21

21

xx

xx
 ,                 b) 

�


�

��
��

5

3

21

21

xx

xx
. 

[rafiraniot del na crt. 15 e baranoto mno`estvo re{enija na sistemot 
neravenki pod a) (vo koe pripa|

s ot neravenki pod b) e praznoto mno`estvo (crt. 16). 
 n
 

 
 

Crt. 17                                                                    Crt. 18 
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4. Grafi~ki re{i go sistemot neravenki 

o mno`estvo re{enija na sistemot 
neravenki (vo koe pripa|aat i to~kite od otse~kite). 
 

o mno`estvo re{enija na sistemot 
neravenki (vo koe pripa|aat i to~kite od otse~kite). 
 

Grafi~ki re{i gi sistemite linearni neravenki so dve nepoznati: 

1. .  2. .   3. 

4 �
� �� 321 xx

      5*. 

  
 

3. 9.  Predmet na linearnoto programirawe 

Vo ekonomijata, se javuvaat problemi vo koi se bara da se postigne odredena 
cel pri dadeni ograni~uvawa. Re{avaweto na problemi vo koi se bara najgolema 

li najmala vrednost pri odredeni ograni~uvawa vo vid na linearni ravenki ili 
nera

1. Edna kompanija proizveduva tri tipa printeri. Kompanijata ima kapacitet 
da proizveduva  printeri dnevno i ima  ~asa rabotna raka dnevno. Potrebno 

�

 21

�

�
�

��
���

��

84

634

2

21

21

xx

xx

xx

. 

[rafiraniot del na crt. 17 e baranot

5. Grafi~ki re{i go sistemot neravenki �
�



�� 84 21

21

xx

�
�
�

�

�
�

���

0

0

632

2

1

x

x

xx

. 

[rafiraniot del na crt. 18 e baranot

 
 
                     Zada~i za samostojna rabota 
 

� � 12 4xx � ��� 12 21 xx � 21



� ��� 21 3xx � �� 121 xx


 

�

���
��

22

22 21

xx

xx
. 

. 
�
�



��
��

12

32

21

21

xx

xx

�
�
�
�

�

��
�




�

�
�

��
���

��

0

0

2752

4

632

2

1

21

21

21

21

x

x

xx

xx

x

xx

 

� �� 153x

 

i
venki e predmet na izu~uvawe na disciplinata linearno programirawe. 
 Vo prodol`enie }e razgledame nekolku zada~i od linearnoto programirawe. 

Prvata zada~a e primer za problem na planirawe na proizvodstvoto za optimalna 
dobivka. 

70 120
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vrem

d tretiot tip  evra. Najdi ja maksimalnata dobivka na kompanijata. 

e da se proizvede printeri od prviot tip e 1 ~as, od vtoriot tip 2 ~asa i od 
tretiot 3  ~asa. Zarabotuva~kata od prviot tip na printeri e 40  evra, od vtoriot 
50  evra i o  60

Go ozna~uvame so ix , 3,2,1�i , brojot na printeri od i -tiot tip. Toga{ od 

prviot uslov imame 70321 ��� xxx . Od vtoriot uslov dobivame 12032 321 ��� xxx . 
Toga{, m temati~kata formulacija na ovoj problem e da se ajde najgolemata 

dnost na funkcija  321 605040 xxx
a  n

vre ta ���  a pritoa va`at uslovite 

1 �x 7032 �� x  i 32 21x 1203 ��� xxx . Jasno, 0�ix , 3,2,1�i .
 
 

 2. Vo dva magaci 10  i 8  {e}er. Tie treba da se prenesat do tri 
slatkarnici koi{to imaat pobaruva~ka od 5 , 6  i 7 , soodvetno. Tro{ocite za 
prevoz na 1  {e}er se dadeni vo tabela (vo denari).  
 

ni ao|aatse n  

 Slatkarnica 1 Sl rnatka ca 2i Sla nica 3tkar
Magacin 1 55  61  65  
Magacin 2  37  82  57  

 

Kako da s  organizira transportot od magacinite e do slat icite taka {to 
ransporten tro{ok da bide najmal, a pritoa magacinite da se ispraznat a 

pobaruva~kata na slatkarnicit de 
So  go ozna~uvame koli~estvo  koi treba 

karn

to {e}er (vo toni)

vkupniot t
e da bi zadovolena? 

 xi , 2,1�i , 3,2

-tiot magacin do 

,1� 

ida se prevezat od -tata slatkarnica. Bidej}i treba magacinite 
da se ispraznat imame 10131211 ��� xxx  i 8232221 ��� xxx . Za da bide pobaruva~kata 
na slatkarnicite celosno zadovolena, potrebno e da va` lednive uslovi: at s

52111 �� xx , 22 723136�12 � xx  i �� xx . Va`i i 0�ix , 2,1�i , 3,2,1� . Toga{, 

vkupniot transporten tro{ok od dvata magacini do trite slatkarnici e daden so 

23131211 656155 xxxx 2282x2137x 57������
problem glasi: 

Najdi najmala vrednost na funkcijata  

232221131211 57xx

. Matemati~kata formulacija na ovoj 

8237656155 xxx x ��� ,  
a pritoa da va`at uslovite  

1211

���

1013 ��� xxx  

8232221 �  �� xxx

52111 �� xx  
62212 �� xx  
72313 �� xx  

0�ix , 2,1�i , ,1� 3,2 . 

 
 

Prethodnata zada~a e primer za takanare~eniot . 
 transporten problem

105



 i  3. Dva hranlivi proizvodi  sodr`at vo sebe proteini, jaglenohidrati i 
masti. Cenata na eden gram od proizvodot  e  denar, a  sodr`i  proteini i 

 jaglenohidrati. Cenata na eden gram od proizvodot 
1 %30

%50  e 5,1  denar, a  sodr`i 
 proteini i  jaglenohidrati. Kakva kombinacija na ovie dva proizvodi 

itoa 
%20 %75

obezbeduva najmalku 440  proteini, 1100  jaglenohidrati i 110  masti i pr
tro{okot e najmal? 
 Ako so 1x  i 2x  gi ozna~ime koli~estvata od proizvodite  i , so
gram

odvetno, vo 
ovi toga{ za vkupniot tro{ok dobivame 1 5,1 xx �� .2  Od slovot vo zada~ata 

dobivame slednive ograni~uvawa: 4402,03,0 21 �
 u  

gi � xx , 110075,05,0 21 �� xx  i 
11005,02,0 21 �� xx . Zna~i, baranata zada~a e: 

 Najdi ja najmala vrednost na funkcijata 5,1 xx 21 �� , ako va`at   

~eniot problem na smesa. 
 

   Zada~i za amostojna rabota 

iot tip 
riot tip 

antaloni potrebni s  minuti za kroewe i  minuti za {iewe. Fabrikata 
e i najmnogu  minuti 

v p pantaloni e  denari, a 
arabotkata od ede

42 40,03,0 21 �� xx  
110075,05,0 21 �� xx  
11005,02,0 �� xx  

. 
21

0�x , 1 2

 Prethodnata zada~a e primer za takanare
0�x

 
 
                   
 

 s

 1. Edna tekstilna fabrika proizveduva dva tipa pantaloni. Za prv
pantaloni potrebni se 10  minuti za kroewe i 20  minuti za {iewe. Za vto

e 10 30

n za kroew
ti

p
mo`e da obezbedi najmnogu 7500  minuti na de
za {iewe. Zarabotkata od eden par od pr

19500

300

 denari. Kolku para 
iot 

ip pantaloni e z n par od vtoriot t 375

pantaloni od dvata tipa treba da se proizvedat dnevno za da se dobie maksimalna 
dobivka? 
 

2. Vo tri farmi so koko{ki ima 2500 , 3000  i 4000  jajca. Tie treba da se 
prenesat do tri prodavnici koi{to imaat pobaruva~ka od 3200 , 00  i 3600 , 
soodvetno. Tro{ocite za prevoz na 100  jajca se dadeni vo tabela (vo denari).  

 

27

 1Prodavnica 2 3  Prodavnica Prodavnica 
1 46  40  39  Farma 

Farma 2  50  40  48  
Farma 3  55  50   48

Kako da se organizira transportot od farmite do prodavnicite taka {to vkupniot 
transporten tro{ok da bide najmal, a pritoa farmite da se ispraznat a 
pobaruva~kata a proda de zan vnicite da bi dovolena? 
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3. Na eden gradinar za proizvodstvo na dva tipa ve{ta~ki |ubriva mu se 
potrebni  edinici azot,  edinici kalium i  edinici `elezo. 
Prviot tip |ubrivo sodr`i  edinici azot  edinici kalium i  edinica `elezo, 

 sekoj tip ve{ta~ki |ubriva 
treb

ko va`at slednive uslovi 

80 15 10

20 , 2 1

minimum 

a vtoriot tip 4  edinici azot, 1 edinica kalium i 2  edinici `elezo. Tro{okot za 
eden kilogram od prviot tip ve{ta~ko |ubrivo e 180  denari, a za vtoriot tip 60  
denari po kilogram. Najdi po kolku kilogrami od

aat za da se zadovolat postavenite barawa i pritoa tro{okot da e najmal? 
 

 
3. 10.  Op{ta zada~a na linearnoto programirawe 

 
 Op{tata zada~a na linearnoto programirawe glasi: 

Najdi najmala (ili najgolema) vrednost na linearnata funkcija 
xaxaxa ���� ...  nn2211

a

12111 bxb � 112 ... cxbx nn ���  

22222121 ... cxbxbxb nn ����  

nn xbxbxb ���� ...2211 c

�

1212111 ... ��� ��� bxbxb � 1�nn cx

nn cxbxbxb ���� ...2211

�

nx ,...,1,0 ��  

a , ib , ic , i ,...,1� , n,...,1�kade {to  se dadeni realni broevi.  

Vo natamo{niot tekst, op{tata zada~a na linearnoto programirawe }e ja 
narekuvame op{ta LP-zada~a ili samo LP-zada~a. 
 Prvite  uslovi se narekuvaat ograni~uvawa na LP-zada~ata, a slednite $ % $ %n  
uslovi se narekuvaat uslovi za nenegativnost, dodeka linearnata funkcija se 
narekuva funkcija na celta na LP-zada~ata. 
 

1. Vo LP-zada~ata: Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 21 107 xx ��  
ako va`at slednive uslovi 

9  3 21 �� xx

82 21 �� xx  
0,0 21 �� xx , 

ograni~uvawa se 93 21 �� xx  i 82 21 �� xx , uslovi za nenegativnost se 1 �x

funkcija na celta e 17x ��
0,0 2 �x  i 

. 
 210x
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  Dopustliv ili programa na LP-zada~ata e sekoja -torka 
 koja {to gi ispolnuva ograni~uvawata i uslovite za nenegativnost. 

site dopu ivi re{e ika dopustliva 
ata. Dopustlivoto re{enie za koe se dobiva najgolemata 

o re{enie
re{enie i

 re{liva, a ako ne postoi optimalno 

i ja dobivame dopustlivata oblast na dadenata LP-zada~a (crt. 19). 
                  

o re{enie n
$ %nxxx ,...,, 21

Mno`estvoto od stl nija na edna LP-zada~a se v
oblast na LP-zada~
vrednost, odnosno na dn sjmalata vre o t na funkcijata na celta, se vika maksimalno 
dopustliv  ili maksimalna programa, odnosno minimalno dopustlivo 

li minimalna programa. U{te, maksimalnoto ili minimalnoto 
dopustlivo re{enie na edna LP-zada~a so eden zbor se vikaat optimalno 
dopustlivo re{enie (optimalna programa). Vrednosta na funkcijata na celta i 
poop{to na LP-zada~ata koja {to se dobiva za optimalnoto dopustlivo re{enie se 
vika optimalna vrednost ili optimum. 
 Da se re{i LP-zada~a zna~i da se najde dopustlivata oblast na LP-zada~ata, a 
potoa da se najdat optimalnoto dopustlivo re{enie i optimumot. LP-zada~ata se 
narekuva nedopustliva ako dopustlivata oblast e prazno mno`estvo. Ako 
dopustlivata oblast ne e prazno mno`estvo i ako postoi optimalno dopustlivo 
re{enie toga{ LP-zada~ata se vika
dopustlivo re{enie se vika nere{liva.  

 

2. Grafi~ki pretstavi ja dopustlivata oblast na LP-zada~ata od prethodniot 
primer. 

Grafi~ki go re{avame sistemot linearni neravenki so dve nepoznati     
� �� 93 21 xx

�� � 02x
�

�



�� 82

1

21

x

xx
 

�

� 0

 
Crt. 19                                                                          Crt. 20 



         3. Grafi~ki pretstavi ja dopustlivata oblast na slednava LP-zada~a: 
Najdi ja najmalata vrednost na funkcijata 21 67 xx ��  ako va`at slednive 

Dopustlivata oblast ja dobivame so grafi~ko re{avawe na sistemot  

  (crt. 20). 
 

4. Grafi~ki pretstavi ja dopustlivata oblast na slednava LP-zada~a: 

uslovi 
1625 21 �� xx  

3 1x 277 2 �� x  
0,0 21 �� xx . 

�
�
�




�

�
�

��

0

0

125

2

1

x

x

xx

 

 

�
� �� 2773 21

21

xx

6

21 67 xx ��Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata  ako va`at slednive 
uslov

. 
Dopustlivata oblast ja dobivame so 
grafi~ko re{avawe na sistemot 

(crt. 21). Bidej}i dopustlivata 
oblast e prazno mno`estvo, ovaa LP-

 

a nenegativnost i funkcijata na celta 
e LP-zada~i: 

i 
33 21 �� xx  

4x 123 21 �� x  
,0 21 �� xx 0

 

�
�
�




�
�

0

0

2

1

x

x
 �

�
�

��
��

1234

33

21

21

xx

xx

zada~a e nedopustliva. 
 
                                                                       
 

                          Crt. 21 

                      Zada~i za samostojna rabota 
  

1. Uka`i gi ograni~uvawata, uslovite z
no sledniv

a) Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 21 23 xx ��  ako va`at 
slednive uslovi 

42 21 �� xx  
121 �� xx  
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0,0 21 �� xx . 

321 32 xxx ���b) Najdi ja najmalata vrednost na funkcijata  ako va`at 
slednive uslovi 

2. [to e dopustliva oblast na LP-zada~a? 
 

. [to e optimalna programa, a {to optimum? 

 

 na slednive LP-zada~i: 

4321 ��� xxx  

22 31 �� xx  

121 �� xx  
0,,0 321 ��� xxx . 

 

0

3
 

. Koga edna LP-zada~a e nere{liva? 4

5. Grafi~ki pretstavi gi dopustlivite oblasti
 

a) Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 21 23 xx ��  ako va`at 
sledn

b) Najdi ja najmalata vrednost na funkcijata 

ive uslovi 
42 21 �� xx  

121 �� xx  
0,0 21 �� xx . 

21 34 xx ��  ako va`at slednive 
uslovi 

v) Najdi ja najmalata vrednost na funkcijata 

632 21 �� xx  
x 205 21 �� x  

923 21 �� xx  
0,0 21 �� xx . 

212 xx ��  ako va`at slednive 
uslovi 

g) Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 

153 21 �� xx  
4x 303 21 �� x  

0,0 21 �� xx . 

21 75 xx ��  ako va`at slednive 
uslovi 

632 21 �� xx  
153 21 �� xx  
421 ��� xx  
2752 21 �� xx  
0,0 21 �� xx . 
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3.11. Grafi~ko re{avawe na LP-zada~i so dve nepoznati 
 

So nekolku primeri }e go ilustrirame grafi~koto re{avawe na LP-zada~i so 
dve nepoz

 

1. Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 

nati. 

21 107 xx ��  ako va`at 
sledn

. 
Grafi~ki go re{avame sistemot 
linearni neravenki so dve 

 
a~ata, ~et riagolnikot 

. Potoa, za razli~ni 

ive uslovi 
93 21 �� xx  
82 21 �� xx  

01 �x  
02 �x

nepoznati 
�

�

 �

��
0

82

1

21

x

xx
 

i ja dobivame dopustlivata oblast
na LP-zad i

�� �

��

0

93

2

21

x

xx
�
�

vrednosti na  gi crtame pravite so                                  Crt. 22 

ravenki 
1010

7
12 xx ���  {to gi dobiv

paralelni me|u sebe. Na crt. 22 pretstaveni se pravite dobieni za 

ame od funkcijata na celta. Tie pravi se 

0� , 10� , 
 riagoln . 
~ka

21� , 40� i 44� , koi  {to imaat presek so ~eti ikot 
O~igledno, to ta  odgovara na najgolemata vrednost na , a toa e 44� . Zna~i 

21

koordinatite na 
optimumot e 44 , a optimalnoto dopustlivo re{enie $ %, xx  se vsu{nost 

. To~kata  e presekot  

na pravite 93 12 ��� xx  i 4
2

1
12 ��� xx  i zatoa nejzinite koordinatite gi dobivame 

kako re{enie na sistemot  

��

�

 ��

2
x

Zna~i, 2�x  i 3�x .
 

� ��� 93xx

� 4
1

12

12

x
. 

  

2. Najdi ja najmalata i najgolemata vrednost na funkcijata 

1 2

21 67 xx ��  ako 
va`at slednive uslovi 

165 1 �x 2 2� x  
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277 21 �� xx  
0,0 21 �� xx . 

3

Dopustlivata oblast ja dobivame so grafi~ko re{avawe na sistemot 

Potoa, za razli~ni vrednosti na 
gi crtame paralelnite pravi so 

ravenki 

��

�
�



�

�

��
��

0

73

1625

2

21

21

x

xx

xx

. 
� � 01x

27

 

66

7
12 xx ���  {to g

za , 

i 

dobivame od funkcijata na celta. 
Na crt. 23 pretstaveni se pravite 
dobieni 32 , 40�  i 

48� . O~igledno, to~kata  
odgovara na najmalatata vrednost na 

30� �

, a toa e 32� . Zna~i najmalata 
vrednost  e , a minimalnoto 

tlivo re{enie $ %21 , xx  s  
dobiva kako re{enie na sistemot 

�


�

��
�

2773

625

21

21

xx

x
.                                   

Zna~i, 21 �x  i 32 �x . Od druga

 32

dopus e

� 1x
                                  Crt. 23 

 strana pak, jasno e deka ne postoi najgolema 
vrednost na funkcijata na celta. 
 

3. Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 
   

21 62 xx ��  ako va`at slednive 

Dopustlivata oblast ja dobivame so grafi~ko re{avawe na sistemot 

uslovi 
721 �� xx

0

0

2

1

2

�
�

��

x

x

153

122

1

21

�� xx

xx

. 
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�
�
�

�

��
�




�

�
�

��
��

��

0

0

153

122

7

2

1

21

21

21

x

x

xx

xx

xx

. 

Toa e petagolnikot (crt. 24). 
Potoa, za razli~ni vrednosti na  
gi crtame paralelnite pravi so 

ravenki 
6

1 �
3

1
2 xx ��  {to gi 

dobivame od funkcijata na celta. Na 
crte`ot 3 pretstaveni se pravite 
dobieni za 12� , 22�  i 30� , 
koi  {to imaat presek so 
petagolnikot . Najgolemata 
vrednost e , a  30�
maksimalni dopustlivi re{enija  
se site to~ki od otse~kata . 
                                       Crt. 24 
 

Od re{enite primeri mo`eme da go zaklu~ime slednovo: 
1. Ako LP-zada~ata e re{liva toga{ optimumot se dostignuva vo nekoja od 

prese~nite to~ki na pravite {to ja opredeluvaat dopustlivata oblast. 
2. Ako funkcijata na celta go dostignuva svojot optimum vo dve temiwa 

(prese~ni to~ki) toga{ go dostignuva optimumot i vo sekoja to~ka na otse~kata 
{to ja opredeluvaat temiwata. 

 

4. Edna kompanija proizveduva tri tipa pe~atari. Kompanijata ima kapacitet 
da proizveduva 70  pe~atari dnevno i ima 120  ~asa rabotna raka dnevno. Potrebno 
vreme da se proizvede pe~atar od prviot tip e 1 ~as, a od vtoriot tip  ~asa. 
Dobivkata od prviot tip na pe~atari e  evra i  evra od vtoriot tip. Najdi ja 
maksimalnata dnevna dobivka na kompanijata. 

3

40 60

Go ozna~uvame so  brojot na printeri od prviot tip, a  so  brojot na 
printeri od vtoriot tip. Toga{ matemati~kata formulacija na ovoj problem e: 

1x 2x

Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 21 6040 xx ��  ako va`at 

0

0

1203

70

2

1

21

21

�
�

��
��

x

x

xx

xx

. 
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 Dopustlivata oblast e ~etiriagolnik  kade {to $ %0,0 , , $ %0,70 $ %40,0  
(crt. 25). Koordinatite na temeto  gi nao|ame so re{avawe na sistemot 

, 
�


�

��
��

1203

70

21

21

xx

xx

odnosno . Vo sekoe teme ja presmetuvame vrednosta na funkcijata   
. 

$ 25,45

260x

%
140x ��

 Dobivame: 
vo $ %0,0 , 0060040 �	�	�  
vo $ %0,70 , 28000607040 �	�	�  
vo $ %25,45 , 330025604540 �	�	�  
vo $ %40,0 , 24004060040 �	�	� . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                       Crt. 25 
 

Zna~i, maksimalnata dnevna dobivka na kompanijata e 3300  evra, a se dobiva so 
proizveduvawe na  pe~atari od prviot tip i  pe~atari od vtoriot tip. 
45 25

 
 

                      Zada~i za samostojna rabota 
 

Grafi~ki re{i gi LP-zada~ite: 
1. Najdi ja najmalata vrednost na 213 xx ��  ako 

0

0

1223

114

2

1

21

21

�
�

��
��

x

x

xx

xx

. 

 

 2. Najdi ja najgolemata vrednost na 21 6xx ��  ako 
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0

0

153

122

7

2

1

21

21

21

�
�

��
��

��

x

x

xx

xx

xx

. 

 

3. Najdi ja najmalata vrednost na 21 83 xx ��  ako 

0

0

80

42

5054

2

1

21

21

21

�
�

��
���
��

x

x

xx

xx

xx

. 

 

4. Najdi ja najgolemata i najmalata vrednost na funkcijata 21 75 xx ��  ako 
va`at slednive uslovi 

632 21 �� xx  
153 21 �� xx  
421 ��� xx  
2752 21 �� xx  
0,0 21 �� xx . 

 

 5*. Edna tekstilna fabrika proizveduva dva tipa pantaloni. Za prviot tip 
pantaloni potrebni se 10  minuti za kroewe i 20  minuti za {iewe. Za vtoriot tip 
pantaloni potrebni se 10  minuti za kroewe i  minuti za {iewe. Fabrikata 
mo`e da obezbedi najmnogu 7500  minuti na den za kroewe i najmnogu  minuti 
za {iewe. Zarabotkata od eden par od prviot tip pantaloni e  denari, a 
zarabotkata od eden par od vtoriot tip pantaloni e 375  denari. Kolku para 
pantaloni od dvata tipa treba da se proizvedat dnevno za da se dobie maksimalna 
dobivka?      

30

19500

300

  
 

3. 12.  Zada~i za ve`bawe 
 

Re{i gi linearnite ravenki so edna nepoznata: 

1. .      2. 8151 ��� xx 13
3

4
2 �

�
�

x
x . 
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3. 1
2

1

3

1

4

3
2 �

�
�

�
��

xx
x .    4. 

2
5

3

4

3

x
x

x
��

�
�

. 

 

5. 
2

7
3

4

1
3

3

41 x
x

x �
��

�
�

�
.    6. 

2

1
10

2

1
2

13

5

2
�

�

���
�

�
�

x

x
xx

. 

 

Re{i gi linearnite ravenki so dve nepoznati: 
 

7. 01
25

21 ���
xx

.      8. 21 32 xx ��� . 

 

 Grafi~ki re{i gi slednive linearni ravenki so edna nepoznata: 
 

 9. .     10. 821 ���� xx 2273 ���� xx . 
 

 11. x
x

���
�

5

11

5

1
.     12. 2

2
3

2
�����

xx
. 

 

 Grafi~ki re{i gi slednive linearni ravenki so dve nepoznati: 

 13. 01
25

21 ���
xx

.     14. 21 32 xx ��� . 

 

 15. Dali slednive neravenki se ekvivalentni: 

 a) 
4

1
1

2

5 �
��

� xx
 i   b) 161��x

2

3

2

1
3

�
��

�
�

x
x

x
 i 1735 ��� xx . 

      

 Re{i gi slednive neravenki i mno`estvata re{enija pretstavi gi grafi~ki: 

16. .     17. 8151 ��� xx 13
3

4
2 �

�
�

x
x  

 

18.  1
2

1

3

1

4

3
2 �

�
�

�
��

xx
x .   19. 

2
5

3

4

3

x
x

x
��

�
�

. 

 

20. 
2

7
3

4

1
3

3

41 x
x

x �
��

�
�

�
.    21. 

2

1
10

2

1
2

13

5

2
�

�

���
�

�
�

x

x
xx

. 

 

Grafi~ki re{i gi slednive neravenki: 

 22. .       23. 321 �� xx 01
3

2
1 ���� x

x
.  

 

24. .       25.  22 �x 61 �x . 
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Re{i gi sistemite linearni neravenki so edna nepoznata: 

26. 
��

�


�

��

���

5
2

282
x

x

xx
.      27. 

��

�


�

��

�
���

0153
4

3
3

2
x

xx
. 

28. 
�
�

�



�

��

��
�

2
1

6

2
3

2

xx

x
x

 .      29. 
�
�

�



�

�
�

�

�
�

�
�

3

13

3

1

1
5

1

2

2

x
x

xx

. 

 

30. Re{i ja neravenkata: 

a) $ %     b) $ % 052 ��� xx 0
2

1
�

�
�

x

x
.  

 

Grafi~ki re{i gi sistemite linearni neravenki so dve nepoznati: 
 

31. .      32. . 
�


�

��
����

4

1

12

21

xx

xx

�


�

�
��

0

22

2

21

x

xx

 

 

33. .      34. . 
�
�

�



��
��

1234

2

21

21

xx

xx

� �� 221 xx

�
�
�

�

��
�




�

�
�
�

��
��

0

0

5

2729

6

2

1

2

21

21

x

x

x

xx

xx

 

Grafi~ki re{i gi LP-zada~ite: 
 

35. Najdi ja najmalata vrednost na 21 67 xx ��  ako 

0

0

2773

1625

2

1

21

21

�
�

��
��

x

x

xx

xx

. 

 

 36. Najdi ja najgolemata vrednost na 21 36 xx ��  ako 

0

0

5

2729

6

2

1

2

21

21

�
�
�

��
��

x

x

x

xx

xx

. 
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37. Najdi ja najgolemata i najmalata vrednost na funkcijata  ako 
va`at slednive uslovi 

21 3xx ��

453 21 �� xx  
502 21 �� xx  

3521 �� xx  
0,0 21 �� xx . 

 

38*. Dve fabriki proizveduvaat tri razli~ni tipovi na kujnski aparati. 
Prvata fabrika na den proizveduva 80  aparati od prviot tip, 10  aparati od 
vtoriot tip i 20  aparati od tretiot tip, a vtorata fabrika dnevno proizveduva 20  
aparati od prviot tip, 10  aparati od vtoriot tip i  aparati od tretiot tip. 
Dnevnite tro{oci na prvata fabrika se 10000  evra, a na vtorata  evra. Tie, 
zaedno, treba da napravat 1600  aparati od prviot tip, 500  aparati od vtoriot tip i 

 aparati od tretiot tip. Kolku dena treba da raboti sekoja od fabrikite za da 
gi napravat baranite aparati so najmal tro{ok? Najdi go najmaliot tro{ok. 

70

20000

2000

 

39*. Edna zlatarnica proizveduva belegzii i |erdani. Zlatarnicata dnevno 
mo`e da proizvede najmnogu  par~iwa belegzii i |erdani, zaedno. Za izrabotka 

na edna belegzija potreben e 1 ~as, a za izrabotka na eden |erdan potrebno e 

24

2

1
 ~as. 

Zlatarnicata raboti 16  ~asa dnevno. Ako zarabotkata od edna belegzija e  evra, a 
zarabotkata od eden |erdan e 1 evro, kolkava e maksimalnata zarabotka? 

2

 

40*. Eden ribnik e poriben so dva vida riba, krap i pastrmka. Sopstvenikot gi 
hrani ribite so dva tipa hrana. Za krapot treba  edinici od hranata od prviot 
tip i  edinici od hranata od vtoriot tip. Za pastrmkata treba  edinici od 
hranata od prviot tip, a 2  edinici od hranata od vtoriot tip. Ako sopstvenikot 
ima  edinici od sekoj tip hrana, najdi go maksimalniot broj na ribi so koi {to 
ezeroto mo`e da se poribi.  

2

4

800

5
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  4. KALKULACII    

 
 
 

4. 1.  Poim, zna~ewe i vidovi na kalkulacii 
 

Postapkata za presmetuvawe odnosno utvrduvaweto na cenata na ~inewe na 
u~inocite (proizvodi i uslugi) se narekuva kalkulacija. 

Kalkulacijata pretstavuva pregled na tro{ocite koi ja so~inuvaat 
strukturata na cenata na ~inewe na u~inocite.  

Zborot kalkulacija se koristi i vo sekojdnevniot `ivot so pove}e zna~ewa, 
kako presmetka za iznao|awe na cena, kako pregled ili {ema na podredeni  
tro{oci, za analiza na  tro{ocite i sli~no. 

Elementi na cenata na ~inewe se slednite vidovi na tro{oci: 

- Tro{oci za materijali za izrabotka; 

- Tro{oci za trudot; 

- Amortizacija; 

- Op{ti tro{oci za izrabotka i 

- Op{ti tro{oci na upravata i proda`bata. 

Zborot kalkulacija ima  latinsko poteklo – calculus - {to ozna~uva presmetka, 
izrabotka na presmetka, smetawe, presmetka na nabavni, proda`ni i drugi ceni. 

Zborot kalkulacija voobi~aeno se primenuva i vo sekojdnevniot `ivot so 
pove}ekratno zna~ewe. Odelni avtori davaat razli~ni definicii za 
kalkulacijata. Edna od posodr`ajnite pod poimot kalkulacija podrazbira 
presmetka na tro{ocite sistematizirani vo kategorii so cel da se dobie cenata na 
~ineweto po edinica u~inok. Postojat i niza drugi definicii, me|utoa za  site e 
zaedni~ko deka kalkulacijata pretstavuva: 

� Presmetuvawe i raspredeluvawe na tro{ocite po odnapred opredeleni 
kategorii; 

�  Iznao|awe na nekoja cena (cena na ~inewe, nabavna cena, proda`na cena); 

�  Analiza i kontrola na tro{ocite i drugo. 

Vo proizvodnite pretprijatija – kompanii, kalkulacijata pretstavuva 
presmetka i rasporeduvawe na tro{ocite po proizvodi i dobivawe na cenata na 
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~inewe po edinica u~inok, kako i vkupni tro{oci za nedovr{eno i zavr{eno 
proizvodstvo za opredelen vremenski period. 

Vo literaturata odelni avtori uka`uvaat na razli~ni nameni na 
kalkulacijata, pa ottuka doa|a razli~noto opredeluvawe na nejzinoto zna~ewe. 
Sekako kalkulacijata na site mesta nema ista namena i zna~ewe. 

Za razvojniot pat na kalkulacijata imaat zasluga golem broj na teoreti~ari, 
kako i lica od praksata. Kako rezultat na toa  sozdadeni se mnogu formi na 
kalkulacii i mnogubrojni postapki za izrabotka na kalkulaciite. Sozdadeni se i 
najrazli~ni klasifikacii na kalkulaciite kako i postapki za izrabotka na 
istite. 

So ogled na enormniot broj na klasifikacii na kalkulaciite za ilustracija 
podetalno }e bide prika`ana slednata klasifikacija:   

I. Formalni metodi: 

a) Pretkalkulacija i dopolnitelna kalkulacija; 
b) Knigovodstvena i tehni~ka kalkulacija; 
v) Sistematska i pomo{na kalkulacija; 
g) Osnovna i posebna kalkulacija i  
d) Planska kalkulacija. 

II. Presmetka po ~isti izdatoci i presmetka po pogonski vrednosti: 

a) Presmetka po stvarni podatoci; 
b) Presmetka po pogonski vrednosti i 
v) Me{oviti postapki. 

III. Presmetka po stvarni tro{oci, po normalni tro{oci i po planski 
tro{oci: 

a) Presmetka po stvarni tro{oci; 
b) Presmetka po normalni tro{oci i 
v) Presmetka po planski tro{oci. 

IV. Presmetka po vidovi, mesta i nositeli na tro{oci: 

a) Diviziona i dodatna kalkulacija. 

Vo literaturata se sre}avaat i drugi poznati a klasificirawa na 
kalkulaciite od razli~ni aspekti.   

Osobeno zna~ajni se {emite na kalkulaciite koi se regulirani so 
pozitivnite propisi  i koi ovozmo`uvaat polesno presmetuvawe na cenata na 
~inewe na proizvodite i uslugite blagodarenie na soodvetni metodi na presmetka. 
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[emi na kalkulacii (elementi na cenata na ~inewe) 
 

[emite na kalkulacijata vo oddelni vremenski periodi i vo oddelni zemji se 
razlikuvaat. Pova`ni {emi se:  

I. Klasi~na {ema na kalkulacija 
1. Materijal za izrabotka: 

- Osnoven materijal; 
- Pomo{en materijal; 
- Poluproizvodi i 
- Ostanato. 

2. Amortizacija 
3. Plati za izrabotka  
4. Op{ti tro{oci za izrabotka: 

- Materijali; 
- Plati i 
- Ostanato. 

5. Op{ti tro{oci na upravata i proda`bata: 
- Materijali; 
- Plati i 
- Ostanato. 

 
Elementi  na cenata na ~inewe na kalkulaciite vo nekolku stranski zemji 
 
Sledi pregled na nekoi pokarakteristi~ni {emi na kalkulacii vo nekolku 

stranski zemji: 
 
[vajcarija 

 
1.Materijal 
2. Op{ti tro{oci na materijalite  

� Tro{oci na materijalite (1 + 2) 
             1.Plati 
             2.Dodatoci na platite 
II. Tro{oci za izrabotka (1+2) 
III. Posebni tro{oci za izrabotka  
IV. Tro{oci za proizvodstvo 

1. Upravni tro{oci 
2. Proda`ni tro{oci 

V. Tro{oci na upravata i proda`bata (1 + 2) 
VI. Sopstvena cena 
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Italija 
 

1.Materijal 
2. Direktni tro{oci za izrabotka 
3. Op{ti tro{oci za izrabotka. 

I  Tro{oci za izrabotka (1 +2 + 3) 
4.Fabri~ki tro{oci 

II  Sopstvena cena (I + 2) 
 

Germanija 
 

1. Materijali 
2. Op{ti tro{oci za materijalot 

I  Materijali (1 + 2) 
3. Plati za izrabotka 
4. Op{ti tro{oci za izrabotka 
5. Posebni tro{oci za izrabotka 

II         Tro{oci za izrabotka (3 + 4 + 5) 
III  Tro{oci za izrabotka (I + II) 

6. Op{ti tro{oci na upravata 
7. Op{ti tro{oci na proda`bata 
8. Posebni tro{oci na proda`bata 

IV  Polna cena na ~inewe (III+ 6 +7 + 8). 
  
  

                         Zada~i za samostojna rabota  

1. [to e kalkulacija? 
 

2. Koi se elementite na  cenata na ~inewe na u~inocite? 

3. [to e zaedni~ko vo definiciite za kalkulacijata? 

4. Koi se poznati {emi na kalkulacija? 

5. [to ozna~uva poimot kalkulus? 
 

 
4. 2. Metod za presmetka po realni tro{oci 

so izrabotka na kalkulacii 
 

Stanuva zbor za eden od  najstarite metodi za presmetka na proizvodstvoto koj 
vo na{ata zemja  e mnogu primenuvan. Iako na prv pogled negovata primena izgleda  
logi~na i realna, sepak ima i mnogu slabosti. Tie osobeno se manifestiraat vo 
sovremeniot na~in na stopanisuvawe, koga ima masovno i relativno brzo 
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proizvodstvo, koga na pazarot ima golema konkurencija i vo uslovi na zgolemena 
potreba da se  znae odnapred {to }e se slu~i so proizvodstvoto.  

Ovoj metod se sostoi vo evidencija na stvarno nastanatite tro{oci, a potoa so 
izrabotka na kalkulacii se utvrduva cenata na ~inewe na sekoj proizvod. Zatoa 
ovoj metod e istoriski. So ovoj metod se utvrduva cenata na ~inewe na opredeleni 
u~inoci po zavr{enoto proizvodstvo, a ~esto pati i po nivna realizacija. 
Nasproti toa, pri primena na ovoj metod ne e mo`no da se prezemaat merki 
odnapred za sni`uvawe na cenata na ~inewe i vklopuvawe na pazarot. Metodot za 
presmetka po realni tro{oci ovozmo`uva samo soznanija za visinata na cenata na 
~inewe i soznanija za pooddelni u~inoci, kako {to se prodavaat na pazarot so 
pozitiven ili negativen rezultat. Toa soznanie se dobiva preku sporeduvawe na 
cenata na ~inewe so proda`nata cena. Dokolku cenata na ~inewe e pomala od 
proda`nata cena toga{ ima pozitiven rezultat i obratno, ako cenata na ~inewe e 
povisoka od proda`nata cena, toga{ ima negativen rezultat od proizvodstvoto na 
soodvetniot u~inok. 

Iako ovoj metod e nare~en metod za presmetka po realni tro{oci, sepak 
istiot ne dava  mnogu realna presmetka, zatoa {to tro{ocite se evidentiraat po 
ceni koi va`ele vo opredelen moment. Taka, na primer, pri nabavka na surovini i 
materijali, pri izvr{uvawe na uslugi, osnovnite sredstva se amortiziraat spored 
nivnata nabavna vrednost i sli~no, a presmetkata se pravi podocna koga se 
izmeneti cenite, ponekoga{ i izmeneti uslovi za stopanisuvawe. 

Koga se primenuva ovoj metod, proizvodstvoto se presmetuva so pravewe na 
kalkulacii. 

Za da se eliminiraat nekoi od nedostatocite pri primena na ovoj metod se 
izgotvuvaat prethodni (planski) kalkulacii so predvideni (planirani) tro{oci.  

Planskite kalkulacii slu`at za: 

� Donesuvawe na delovni odluki (dali i kako }e se proizveduva opredelen 
proizvod ili linija na proizvodi); 

� Analiza i kontrola na fakti~ki napravenite tro{oci za pooddelni 
proizvodi i 

� Iznao|awe na faktorite {to deluvale za napraveni povisoki ili poniski 
tro{oci od predvidenite (planiranite) tro{oci za soodveten proizvod. 

Kalkulaciite po predvideni (planski) ili stvarni tro{oci vo 
proizvodstvenite kompanii – pretprijatija pretstavuvaat presmetka i 
rasporeduvawe na tro{ocite po proizvodi i dobivawe na cenata na ~inewe po 
edinica u~inok, kako i presmetka na vkupnite tro{oci za nedovr{enoto i 
dovr{enoto proizvodstvo za opredelen vremenski period ili za opredelen 
proizvodstven proces. 
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Kalkulacijata e zna~aen instrument koj go koristi  menaxmentot za: 
� Rakovodewe so proizvodstvoto; 
� Kontrola na raboteweto; 
� Sledewe na strukturalni promeni; 
� Presmetuvawe na ceni; 
� Ostanati nameni (presmetuvawe na interni presmetkovni ceni, 

presmetuvawe na vrednosti pri inventura, procenuvawe na postapkata za 
proizvodstvoto zaradi konkurencija, opredeluvawe vrednosti na {tetite pri 
osiguruvawe). 
 
 
               Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Vo koj slu~aj se primenuva metodot za presmetka po realni tro{oci?  
 

2. Koj se negovi osnovni karakteristiki? 
 

3. Koj se negovi nedostatoci?  

4. Kakvi informacii se dobivaat so metodot za presmetka po realni tro{oci? 
 

5.  Zo{to slu`at planskite kalkulacii? 
 
 

4. 3.  Presmetka na proizvodstvoto so prethodna 
(planska) kalkulacija 

 
Za sostavuvawe na prethodna (planska) kalkulacija potrebno e da se 

obezbedat : 

1. Podatoci za predvidenoto koli~estvo na proizvodi za godinata, pokratok 
vremenski period ili proizvodstven proces za koj }e se pravi kalkulacijata; 

2. Normativi za potro{uva~ka na materijali za edinica proizvod ili za 
celoto proizvodstvo, kako i kvalitet i asortiman na potrebnite materijali; 

3. Normi na trudot, odnosno kolku  trud e potreben za edinica proizvod ili za 
celoto proizvodstvo, kako i kvalifikuvanost na potrebniot trud; 

4. Predvideni (planski) ceni na materijalite i predvideni (planirani) bruto 
plati za edinica vreme ili edinica proizvodi; 

5. Visinata na predvidenite op{ti tro{oci za izrabotka; 

6. Visinata na predvidenite op{ti tro{oci za menaxment i administracijata; 

7. Visinata na amortizacijata; 
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8. Faktori za raspredelba na op{tite tro{oci. 

Pri  sostavuvaweto na kalkulaciite direktnite tro{oci se iznao|aat i 
vnesuvaat vo kalkulacijata za sekoj proizvod ili usluga posebno, a indirektnite 
tro{oci se raspredeluvaat so klu~ iznajden spored opredelen faktor po 
proizvodi. 

1. Primer za izrabotka na prethodna (planska) kalkulacija 
Vo edna pekarnica se proizveduvaat dva proizvodi -  kroasan i burek so 

sirewe. Za proizvodstvoto vo pekarnicata vo 2009 godina postojat slednite 
podatoci: 

1. Predvideno e da se proizvede vo tekot na godinata  kroasan i 
 burek so sirewe; 

kg00050
kg0005

2. Presmetani se normativi za potro{ok na materijali so predvideni 
(planski) ceni. 

 
Normativi i planski ceni za 

Kroasan Burek 

R
. b

r.
 

Naziv na materijalot 
kg Cena kg Cena 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

Bra{no 
Salo 
Maslo 
Sirewe 
Sol i kvasec 

0,70 
/ 
/ 
/ 

0,03 

28 
/ 
/ 
/ 

0,70 

0,60 
0,30 
0,10 
0,20 

   0,40 

30 
60 
60 

100 
 

 

3. Utvrdeni se normi na trudot i toa: 

- Za izrabotka na  kroasan  8 minuti so bruto platite za eden ~as 48 denari  kg1

- Za  izrabotka na  burek 24 minuti, so bruto plata za 1 ~as 54 denari; kg1

4. Amortizacija kako direkten tro{ok za kroasan –  denari, za burekot 
so sirewe -  denari. 

50012
0007

5. Od iskustvo vo pekarnicata e utvrdeno deka op{tite tro{oci na izrabotka 
za edna godina iznesuvaat  denari, dodeka op{tite tro{oci na menaxment i 
administracija iznesuvaat denari. 

20064
36051

Osnova za raspredelba na op{tite tro{oci se bruto platite za izrabotka. 

Da premineme na re{avawe na problemot.  

Proizvod: Kroasan tip 500 
Predvideni (planirani) edinici – proizvod:  par~iwa 00050
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Prethodna (planska) kalkulacija 1 
 za proizvodstvo na kroasan (za 2009 godina) 

 

Vrednost na  
proizvodite 

R
. b

r.
 

Elementi na cenata na 
~inewe 

E
di

ni
ca

 m
er

a 

N
or

m
at

iv
 z

a 
po

tr
o{

uv
a~

ka
 

C
en

a 

Za 1 par~e Za 50 000 par~iwa 

1. 
 
 
2. 
 
3. 
4. 
5. 

Materijal za izrabotka 
a) bra{no 
b) kvasec, sol i voda 
Amortizacija – direk. tro{. 
Bruto plati na izrabotka 
Op{ti tro{oci na izrabotka 
Op{ti tro{oci na 
menaxment i administracija  

 
kg.
 
 
min 

 
0,70 

 
 

  8 

 
28,00 
 0,70 

 
0,8 

20,30 
19,60 
  0,70 
  0,25 
6,40 

  0,96 
 

0,768 

1 015 000
980 000

35 000
12 500

320 000
48 000

 
38 400

 Cena na ~inewe i vrednost na 
proizvodstvoto  

   28,678 1.433.900

 

Proizvod: burek so sirewe 
Predvideni (planirani) edinici – proizvod: 5 000 par~iwa 
 

Prethodna (planska) kalkulacija 2  
za proizvodstvo na burek so sirewe (za 2009 godina) 

 

Vrednost na  
proizvodite 

R
. b

r.
 

Elementi na cenata na ~inewe 

E
di

ni
ca

  m
er

a 

N
or

m
at

iv
 z

a 
po

tr
o{

uv
a~

ka
 

C
en

a 

Za 1 par~e Za 5 000 par~iwa

1. 
 
 
 
 
 
2. 
3. 
4. 
5. 
 

Materijal za izrabotka 
a) bra{no 
b) salo 
v) maslo 
g) sirewe 
d) sol, voda i drugo 
Amortizacija – dir. tro{. 
Bruto plati na izrabotka 
Op{ti tro{oci na izrabotka 
Op{ti tro{oci na menaxment 
i administracija  

kg
kg.
kg
kg

min

 
0,60 
0,30 
0,10 
0,20 

 
 

24 

 
30 
60 
60 

100 
0,40 

 
0,90 

62,40 
18,00 
18,00 
  6,00 
20,00 
 0,40 
 1,40 
21,60 
 3,24 

 
2,592 

312 000
90 000
90 000
30 000

100 000
2 000
7 000

108 000
16 200

 
12 960

 Cena na ~inewe i vrednost na 
proizvodstvoto  

   91,232 456 160
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Kalkulaciite se izraboteni na sledniot na~in: 

Najnapred se vneseni direktni tro{oci i toa: prvo normativite za potro{ok 
na materijal i normativite na trudot za edinica proizvod. Potoa se pomno`eni 
predvidenite materijali {to se tro{at za edinica proizvod so predvidenite 
(planirani) ceni, dobieni se tro{oci za edinica proizvod koi se pomno`eni po 
predvidenoto (planirano) proizvodstvo i e dobien  vkupniot iznos na tro{oci za 
celoto proizvodstvo na proizvodot. 

Op{tite tro{oci za izrabotka prvo se raspredeleni po proizvodi spored 
bruto plati za izrabotka so klu~ koj e iznajden po formulata: 

15,0
000428
20064

��
1

�
�
�T

K  

Op{ti tro{oci za kroasan  F h K = 320.000 2 0,15 = 48 000 denari 

 Op{ti tro{oci za burek      F h K = 108.000 2 0,15 = 16 200 denari 

                                               Vkupno                  64 200 denari 
 

Na ist na~in se vr{i raspredelba na op{tite tro{oci na menaxmentot i 
administracijata: 

12,0
000428

36051
��

1
�
�
�T

K .  

Op{ti tro{oci za kroasan F h K = 320 000 2 0,12 =  38 400 denari 

Op{ti tro{oci za burek     F h K = 108 000 2 0,12 = 12 960 denari                                              

                                           Vkupno                          51 360 denari. 
 
 

Dobienite iznosi se vnesuvaat vo vrednosta na celoto proizvodstvo na sekoj 
proizvod, potoa se delat so predvidenite edinici za proizvodstvoto i se dobiva 
vrednost za edinica proizvod. Na krajot so sobirawe e dobiena cenata na ~inewe i 
vrednosta na predvidenoto koli~estvo proizvod. 
 
  

                       Zada~i za samostojna rabota  

1. Koi uslovi treba da se ispolnat za primena na prethodna kalkulacija? 
 

2. Kako se raspredeluvaat indirektnite tro{oci po ovaa metoda? 
 

3. Vo edna slatkarnica se proizveduvaat dva proizvodi -  torti i kola~i. Za 
proizvodstvoto vo slatkarnicata vo 2009 godina postojat slednite podatoci: 
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1. Predvideno e da se proizvede vo tekot na godinata  torti i  
kola~i; 

kg00030 kg00020

2. Presmetani se normativi za potro{uva~ka na materijali so predvideni 
(planski) ceni. 

 

Normativi i planski ceni za 
Torti Kola~i 

R
. b

r.
 

Naziv na materijalot 
kg Cena kg Cena 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

Bra{no 
Jajca 
Maslo 
Orevi 
^okolado 

0,60 
0,05 
0,40 
0,08 
0,60 

24 
16 
48 
32 
40 

0,60 
 

0,50 
0,03 

    

22 
 

44 
28 

 
 

3. Utvrdeni se normi na trudot i toa: 

- Za izrabotka na  torta 10 minuti so bruto platite za 1 ~as 36 denari i kg1

- Za  izrabotka na  kola~i 12 minuti, so bruto plata za 1 ~as 48 denari; kg1

4. Amortizacija kako direkten tro{ok za tortite –  denari, za kola~ite 
-  denari. 

00060
00040
5. Od iskustvo vo pekarnicata e utvrdeno deka op{tite tro{oci na izrabotka 

za edna godina iznesuvaat  denari, dodeka op{tite tro{oci na menaxment i 
administracija iznesuvaat  denari. 

600111
000148

Osnova za raspredelba na op{tite tro{oci se bruto platite za izrabotka. 
Da se sostavat prethodni (planski) kalkulacii za dvata proizvodi. 

 
 

4. 4.  Metod za presmetka na kalkulacija po  
postojani (normalni) tro{oci 

 
1. Za presmetka po postojani (normalni) tro{oci. 

Pretprijatieto HH vo 2009 godina ima ostvareni fakti~ki (stvarni) op{ti 
tro{oci i toa: 

 

Trimese~je 
Stvarni op{ti 

tro{oci (denari)
Izvr{eni 

rabotni ~asa 
Prvo 
Vtoro 
Treto 
^etvrto 

27 000 
29 000 
28 500 
30 000 

100 
120 
128 
100 

Vkupno 114 500 448 
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    Vo prethodnite tri godini tro{ocite iznesuvale: 
 

Godina 
Stvarni op{ti 

tro{oci 
Izvr{eni 

rabotni ~asa 

2003 
2004 
2005 

115 000 
110 000 
112 590 

540 
460 
350 

Vkupno: 337 590              1 350 
 

Utvrdeni se normativi za direktni tro{oci po proizvodi i toa za proizvod A 
- 500 denari po kiligram i za proizvod B - 400 denari po kiligram. Utvrdeno e 
norma vreme za proizvodstvo na proizvod A - 30 minuti i za proizvod B - 45 minuti. 
Da se utvrdi cenata na ~inewe na proizvodite.  

Predvideno e da se proizvedat od proizvodot A - i od proizvodot B - 
 

kg300
.400kg

Se napomenuva deka se zemeni i utvrdeni statisti~ki vrednosti svedeni na 
isti uslovi za stopanisuvawe, a istite ne se aktuelizirani, bidej}i se predviduva 
deka vo naredniot period nema da ima zna~ajni promeni. 

Da premineme na re{avawe na poblemot.  

Najnapred se izgotvuva tabela za iznao|awe na prose~ni godi{ni op{ti 
tro{oci i prose~no izvr{eni ~asovi i toa: 

 

Op{ti tro{oci po godini Potro{uva~ko  
mesto 2003 2004 2005 

Vkupno 
Prose~no godi{ni 

op{ti tro{oci 

Pretprijatie 115 000 110 000 112 590 337 590 112 530 
Vkupno: 115 000 110 000 112 590 337 590 112 530 

 
 

Presmetka za izvr{enite rabotni ~asovi po godini i prose~ni 
godi{ni ~asovi 

 
Za izvr{eni ~asovi po 

godini 
Potro{uva~ko  

mesto 
2003 2004 2005 

Vkupno 
Prose~ni godi{ni 

~asovi 

Pretprijatie 540 460 350 1 350 450 
Vkupno: 540 460 350 1 350 450 
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Potoa ja utvrduvame kalkulativnata norma po formulata: 
 

           FT 
KN = ---- 
         F~ 
 

KN 250
450

530.112
��  denari/par~e  

 

FT – prose~ni godi{ni op{ti tro{oci 
KN - prose~ni tro{oci 
F~ - prose~ni ~asovi trud 
Isto taka se presmetuva i predvidenata normalna cena na ~inewe so utvrdeni 

normalni tro{oci i toa: 
 

Kalkulacija 3 
po stalni normalni tro{oci za 2009 godina 

 
 Proizvod -A Proizvod -B 

R
ed

. b
r.

 

Opis 
za 1 kg 300 kg za 1 kg 400 kg 

Vkupno 

1. 
2. 

Direktni tro{oci 
Normalni op{ti 
tro{oci  

500 
125 

150 000 
37 500 

400 
188 

160.000 
75 200 

310 000 
112 700 

 
Normalna cena na 
~inewe 625 187 500 588 235 200 422 700 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Normalnite tro{oci se utvrduvaat na sledniot na~in: kalkulativnata norma 

(250 den.) se deli so 60 (minuti vo eden ~as), se dobiva vrednost za 1 minuta 4,17 
denari. Ovoj proizvod se mno`i so minutite {to se predvideni da se vlo`at za 
sekoj proizvod (A = 30 2 4,17 = 125) i (B = 45 2 4,17 = 588) i se dobivaat normalnite 
op{ti tro{oci. 

Vaka utvrdenata normalna cena na ~inewe slu`i za:  
-  Donesuvawe na odluki pri proda`ba na proizvodite i 
- Za sporeduvawe na stvarnite tro{oci po edinica u~inok (stvarna cena na 

~inewe) pri analiza na raboteweto. 

Na krajot na godinata se pravi - presmetka za komparacija na stvarnite i 
normalnite op{ti tro{oci 
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Presmetka na stvarnite i normalnite op{ti tro{oci  
za 31.12.2009 godina 

 

T
ri

m
es

e~
je

 

Realni 
op{ti 

tro{oci 

Presmetani 
normalni 
tro{oci 

(saati h250) 

Razlika 
otstapuvawe

Realen broj 
saati 

Realni 
op{ti 

tro{oci 
po saat 

  1 
  2 
  3 
  4 

27 000 
29 000 
28 500 
30 000 

25 000 
30 000 
32 000 
25 000 

�2 000 
+1 000 
+3 500 
-5 000 

100 
120 
128 
100 

270 
242 
223 
300 

 114 500 112 000 -2 500 448 256 
 

( + ) Zna~i uspeh (sni`uvawe na tro{ocite) 
             ( �) Zna~i neuspeh (zgolemuvawe na tro{ocite) 
 

Ako se dodadat realnite op{ti tro{oci, na direktnite tro{oci po edinica 
proizvod, se dobiva realna normalna cena na ~inewe. 

Visinata na realnite tro{oci po saat e razli~na poradi razli~nite 
vlijanija, a prvenstveno poradi vlijanieto na fiksnite tro{oci na vkupnite 
tro{oci. Nositelite na tro{oci sekoga{ se optovaruvaat so op{ti tro{oci, 
srazmerno so osnovata na vlo`eni saati za soodvetniot nositel na tro{ok. Ovde 
nema rasporeduvawe na realnite op{ti tro{oci po nositeli na tro{oci. 

Ovaa varijanta ovozmo`uva: 

- Brzo rasporeduvawe na op{tite tro{oci po nositeli na tro{oci, vo 
najkratko vreme po istekot na presmetkovniot period; 

- Analiza na otstapuvawata i permanentno iznao|awe na faktorite koi 
deluvale za pojavata na  otstapuvawata. Onie faktori {to deluvaat pozitivno se 
stimuliraat, a onie {to deluvaat negativno se otklonuvaat ili se ograni~uva 
nivnoto deluvawe. 

Koga se pojavuvaat pogolemi razliki mo`e da dojde i do promena na 
kalkulativnite normi, no toa ne e po`elno. 

Razlikata {to }e se pojavi se raspredeluva (vo na{iot slu~aj - 2.500 denari) 
po nositeli na tro{oci na krajot na godinata, posredno samo za da bi ja utvrdile 
razlikata pome|u nastanatite tro{oci i postignatite proda`ni vrednosti. 

Ovaa varijanta delumno ovozmo`uva kontrola na tro{ocite, bidej}i 
kontrolata zavisi vo najgolema mera od utvrduvaweto na kalkulativnite normi. 
Isto taka, ovaa varijanta ne dava mo`nost za detalna analiza na tro{ocite, kako i 
za razlo`uvawe na uspehot i iznao|awe od kade poteknuva, odnosno ne dava mo`nost 
da se sogleda dali uspehot nastanal od izmenetiot stepen na vrabotenost ili od 
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realno sni`eni tro{oci. Zatoa, ovaa varijanta se primenuva samo zaradi brzinata 
{to se postignuva pri pravewe na presmetka i pretstavuva samo edna preodna 
varijanta vo razvitokot za presmetkata na proizvodstvoto. 

 
 
  
                       Zada~i za samostojna rabota  

  

1. Vo {to se sostoi metod za presmetka na kalkulacija po postojani tro{oci? 

2. Koi se negovite prednosti? 

3. Pretprijatieto XX vo 2009 godina ima ostvareni fakti~ki (stvarni) op{ti 
tro{oci 75 000 denari i  300 izvr{eni rabotni ~asovi. 

     

Vo prethodnite dve godini tro{ocite iznesuvale: 
 

Godina 
Stvarni op{ti 

tro{oci 
Izvr{eni 

rabotni ~asa 

 
2007 
2008 

 
70 000 
74 000 

 

 
280 
320 

 
 Vkupno 144 000 600 

 

Utvrdeni se normativi za direktni tro{oci po proizvodi i toa za proizvod A 
- 300 denari po kilogram i za proizvod B - 200 denari po kilogram. Utvrdeno e 
norma vreme za proizvodstvo na proizvod A - 20 minuti i za proizvod B - 40 minuti. 
Da se utvrdi cenata na ~inewe na proizvodite.  

Predvideno e da se proizvedat 150  od proizvodot A i 180  od B.  kg kg

Da se izgotvi kalkulacija za postojani tro{oci i da se napravi komparacija 
na stvarnite so normalni tro{oci. 

Se napomenuva deka se zemeni i utvrdeni statisti~ki vrednosti svedeni na 
isti uslovi za stopanisuvawe, a istite ne se aktuelizirani, bidej}i se predviduva 
deka vo naredniot period nema da ima zna~ajni promeni. 

 
 

4. 5.  Metodi za izgotvuvawe na presmetkovni kalkulacii 
 

Za izgotvuvawe na  presmetkovna kalkulacija potrebno e ispolnuvawe na 
slednite raboti: 

1. Kontrola na rabotnite nalozi dokolku  kompanijata – pretprijatieto gi  
upotrebuva vo svoeto rabotewe. Ako toa ne e slu~aj se vr{i kontrola na ostanatata 
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dokumentacijata so cel da se dobie pretstava za nedovr{enoto proizvodstvo, za 
poluproizvodite i za dovr{enoto proizvodstvo. 

2. Izgotvuvawe na potrebni pregledi i usoglasuvawe na knigovodstvoto na 
tro{oci so ostanatite knigovodstva za da se sozdadat uslovi za nepre~eno 
izgotvuvawe na presmetkovnite kalkulacii. Toa se postignuva i so: 

- Sortirawe na rabotnite nalozi po pogoni ili po drugi organizaciski 
edinici, a vo ramki na pogonot (organizaciskata edinica) se sortiraat po 
proizvodi; 

- Klasificirawe na  rabotnite nalozi po vidovi (dali odreden raboten nalog 
se odnesuva na zavr{enoto proizvodstvo, nezavr{enoto proizvodstvo ili pak ima 
zavr{eno i nezavr{eno proizvodstvo); 

- Izgotvuvawe na odelni kalkulacii za sekoj dovr{en proizvod, nedovr{enoto 
proizvodstvo i poluproizvodite. Dokolku kompanijata proizveduva poluproizvodi 
za pazar i za sopstvena upotreba, se izgotvuvaat odelni kalkulacii za ednite i za 
drugite. Ako kompanijata raboti vo kooperacija so drugi kompanii, toga{ za 
delovite ili fazite {to gi vr{i za drugi kompanii se pravat posebni kalkulacii. 
Od odelnite kalkulacii se pravi edna zbirna kalkulacija za celoto proizvodstvo, 
za da mo`e da se sogleda kako raboti kompanijata kako celina. Za podetalna i 
poprecizna raspredelba na tro{ocite po proizvodi se primenuvaat razli~ni 
metodi za izgotvuvawe na kalkulaciite i istite mo`e da se grupiraat vo dve grupi. 
Za niv }e zboruvame vo prodol`enie.  

 
 

                    Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koi se potrebnite uslovi za izgotvuvawe na presmetkovna kalkulacija? 
 

2. Koi se vidovite na presmetkovni kalkulacii?  
 

3. Koi aktivnosti se potrebni za izgotvuvawe na pregledi i usoglasuvawe na 
knigovodstvoto na tro{oci so ostanatite knigovodstva? 

 
 

4. 6.  ^isto divizionen  metod 
 

Ovoj metod se koristi (primenuva) vo kompanii – pretprijatija koi 
proizveduvaat eden proizvod (elektri~ni centrali, ciglani, rudnici za jaglen). 

Kako {to be{e napomenato kalkulacijata se   izgotvuva vo  pretprijatija  koi  
proizveduvaat samo eden proizvod. Postapkata se odviva  po sledniot redosled: 

 1. Se vr{i prenesuvawe na  tro{ocite od prethodno izgotvenata planska  
kalkulacija vo kolonata po predvideni (planski) ceni; 
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2. Se vnesuvaat vrednostite na  fakti~ki napravenite tro{oci vo kolonata 
vkupno po stvarni ceni; 

3. Vkupnite tro{oci se delat so brojot na proizvedenite edinici (10.000 
edinici) i se dobivaat iznosi po edinica proizvod. 

4. So sumirawe na kolonata dobiena e planska cena na ~inewe za edinica 
proizvod i vkupnata vrednost na proizvodstvo po stvarni ceni, odnosno vkupno 
napravenite tro{oci za proizvodstvo na 10 par~iwa  od proizvodot A. 

5. Napraveno e sporeduvawe i iznajdena e razlika pome|u stvarnite i odnapred 
predvidenite tro{oci. 

1. Proizvodstvo na 10 par~iwa od proizvod A 
 

Presmetkovna kalkulacija 4 
01.01.2009 do 31.01.2009 godina 

 
Kalkulacija za ostvaren 

obem na proizvodstvo 
Razlika 

P
o 

pl
an

sk
i 

pr
ed

vi
de

ni
 

ce
ni

 

P
o 

st
va

rn
i 

ce
ni

 

S
ni

`
uv

aw
e 

P
ok

a~
uv

aw
e 

R
. b

r.
 

Opis 

Vkupen 
iznos 

Za 1 
par~e 

Vkupno % Iznos % Iznos 

1. 
 
 
2. 
3. 
4. 
5. 

Materijal 
- osnovni 
materijali 
- pomo{ni 
materijali 
Bruto plati 
Amortizacija 
Op{ti tro{. za 
izrab. 
Op{ti tro{oci za 
organizacija na 
rabota i proda`ba 

105 
90 
15 
85 
20 
12 

 
 

24 

/ 
8,70 
1,60 
8,40 
2,00 
1,40 

 
 

2,30 

103 
87 
16 
84 
20 
14 

 
 

23 

/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
 
 
/ 

2 
3 
/ 
1 
/ 
/ 
 
 

1 

/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
 
 
/ 

/ 
/ 
1 
/ 
/ 
2 
 
 
/ 

 I. Cena na ~inewe  246 24,40 244 / 5 / 3 
6. Otstapuvawe od 

postojnite ceni na 
materijalite 

/ 0,20 2 / 2 / / 

 II. Stvarna cena na 
~inewe 

 
246 

 
24,20 

 
242 

/  /  
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                    Zada~i za samostojna rabota  

1. Vo koi slu~ai se koristi ~isto divizionen metod?  
 

2. Koja e postapkata za izgotvuvawe na postapkata po ~isto divizionen metod? 
 

3. Koi se prednostite od primena na ovoj metod? 
 
 

 
4. 7. Diviziona kalkulacija so primena na ekvivalentni broevi 

 
Metodata na diviziona kalkulacija se primenuva vo kompanii – pretprijatija 

koi proizveduvaat pove}e proizvodi vo razli~ni dimenzii.  

Specifi~no kaj izgotvuvaweto na kalkulacija po ovoj metod  e  {to so pomo{ 
na ekvivalentni broevi razni grupi proizvodi srodni po svojot sostav se sveduvaat 
na edna grupa koja dobiva karakter na smetkovna edinica. Se primenuva vo 
industriski kompanii – pretprijatija {to proizveduvaat lamarini, `ici, 
sijalici, staklo, predivo i sl.  

Ovaa metoda go dobila nazivot  diviziona bidej}i postoi delewe na vkupnite 
tro{oci na smetkovni edinici, za da se dobijat tro{oci za edna smetkovna 
edinica, a potoa i na edinica proizvod. 

1. Vo Pogonot za proizvodstvo na limovi vo pretprijatieto XX Prilep se 
proizveduvaat tri vidovi na lim i toa: Nm-20, Nm-22 i Nm-24. 

  
    Proizvod Proizvedeni kilogrami Proda`na cena (za ) kg1
1. Lim Nm-20 
2. Lim Nm-22 
3. Lim Nm-24 

2 000 
4 000 
6 000 

5 denari 
10 denari 
15 denari 

    Vkupno 12 000  
 

Od knigovodstvoto dobieni se slednite podatoci za napraveni tro{oci za 
proizvodstvoto: 

 
1. Materijali za izrabotka 
2. Bruto plati za izrabotka 
3. Op{ti tro{oci za izrabotka  
4. Op{ti tro{oci za menaxment i administracija 

168 000 
22 400 

8 400 
25 200 

Vkupni tro{oci: 224 000 

Da premineme na re{avawe na problemot.  
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Ekvivalenite broevi se iznao|aat od razli~ni soodnosi: na potro{ocite na 
materijali,  na vlo`enite ~asovi trud, na bruto platite za izrabotka, na 
predvidenite (planski) ceni na ~inewe, na proda`nite ceni. 

Vo ovoj primer }e se zeme soodnosot na proda`nite ceni na limovite (osnov e 
proda`nata cena na  limot Nm 20):    5 : 10 : 15 

 

Ako za osnova se zeme limot Nm-20 se dobivaat ekvivalentni broevi od 
slednite soodnosi na proda`nite ceni:   

1
5
5

� ,   2
5

10
� ,  3

5
15

� .  

Sledi izgotvuvawe na  pregled vo koj  se mno`at ekvivalentnite broevi so 
proizvedenite koli~ini proizvodi za da se dobijat smetkovni edinici za sekoj 
proizvod. 

 

Lim 
Ekvivalenten 

broj 
Proizvedna 

koli~ina (vo kg 
Smetkovni 

edinici 
Zabele{ka 

Nm-20 
Nm-22 
Nm-24 

1 
2 
3 

2 000 
4 000 
6 000 

2 000 
8 000 

18 000 

 

 Vkupno: 12 000 28 000  
 
Cenata na ~inewe na edna smetkovodna edinica e ednakva na: 
 

 Cena na  1 smetkovna edinica   8
00028
000224

��
3
3

�
CE
T

  

 

Za da se izraboti kalkulacijata se izgotvuva: 
 

Pomo{na tabela 
 

P
ro

iz
ve

de
n
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ko

li
~i

na
 

Lim 
Nm 
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oj
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en
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~i
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 1
 

sm
et
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a 

V
ku
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o 

tr
o{
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i 

po
 

pr
oi

zv
od

i 

C
en

a 
na

 
~i

ne
w

e 
za

 1
 

kg
. l

im
 

2 000 
4 000 

20 
22 

1 
2 

2 000 
8 000 

8 
8 

 
16 000 

8 
16 

6.000 24 3 18 000 8 
64 000 

144 000 
 

24 

12 000   28 000 8 224 000  
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- Vkupniot iznos na tro{ocite od sekoj element na cenata na ~inewe od 
kalkulacijata se deli so vkupniot broj na smetkovodnite edinici i se dobiva iznos 
na tro{ok za edna smetkovodna edinica. 

- Dobieniot iznos na tro{oci za edna smetkovodna edinica se mno`i so 
smetkovodnite edinici od sekoj proizvod i se dobiva iznos od sekoj tro{ok {to 
otpa|a na sekoj proizvod. 

 

Smetkovni raboti za kalkulacijata po vidovi tro{oci: 
 

1. Materijali za izrabotka      168 000 : 28.000 = 6 

- Lim Nm-20   2 000 2 6 = 12 000 

- Lim Nm-22   8 000 2 6 = 48 000 

- Lim Nm-24 18 000 2 6 = 108 000 

 Vkupno                    168 000 
 
2. Bruto plati za izrabotka      22 400 : 28.000 = 0.8 

- Lim Nm-20    2.000 2 0,8 = 1 600 

- Lim Nm-22    8.000 2 0,8 = 6 400 

- Lim Nm-24  18.000 2 0,8 = 14 400 

 Vkupno                        22 400 
 
3. Op{ti tro{oci za izrabotka 8 400 : 28 000 = 0,3 
- Lim Nm-20    2 000 20,3 = 600 

- Lim Nm-22     8 000 2 0,3 = 2 400 

- Lim Nm-24  18 000 2 0,3 = 5 400 

 Vkupno               8 400 
 
4. Op{ti tro{oci za menaxment i administracija 25 200 : 28 000 =  0,9  

- Lim Nm-20    2 000 2 0,9 = 1 800 

- Lim Nm-22    8 000 2 0,9 = 7 200 

- Lim Nm-24  18 000 2 0,9 = 16 200 

 Vkupno    25 200 
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Poedine~nata cena po proizvodi e dobiena so delewe na poodelnite tro{oci 
za odnosnite proizvodi so proizvedenite koli~estva. 

 
Kalkulacija 5 

za lim Nm-20, Nm-22 i Nm-24 proizveden vo mesec januari 2009 godina 
 

Lim 
Nm-20 Nm-22 Nm-24 

R
. b

r.
 

Elementi na 
cenata 

V
ku

pn
i 

tr
o{

oc
i 

za
   

   
  

28
 0
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m
et

k.
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in

ic
i 
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a 

ed
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m

et
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a 
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Z
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1 
kg

 

V
ku
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o 

2 
00

0 
kg

 

Z
a 

1 
kg

 

V
ku

pn
o 

4 
00

0 
kg

 

Z
a 

1 
kg

 

V
ku

pn
o 

6 
00

0 
kg

 

1. 
2. 
3. 
4. 

Materijali za 
izrabotka 
Bruto plati za 
izrabotka 
Op{ti 
tro{oci za 
izrabotka 
Op{ti 
tro{oci na 
menaxment i 
administracija 

168 000 
22 400 
8 400 

 
25 200 

6,0 
0,8 
0,3 

 
0,9 

6,0 
0,8 
0,3 

 
0,9 

12 000 
1 600 
600 

 
1 800 

12,0 
1,6 
0,6 

 
1,8 

48 000 
6 400 
2 400 

 
7 200 

18,0 
2,4 
0,9 

 
2,7 

108 000 
  14 400 
    5 400 

 
  16 200 

 CENA NA 
^INEWE 

224 000 8,0 8,0 16 000 16,0 64 000 24,0 144 000 

 

 

               Zada~i za samostojna rabota 
 1. Vo koi slu~ai se primenuva divizionata kalkulacija so primena na 

ekvivalentni broevi? 

2. Zo{to se narekuva diviziona metoda 
 

3. [to e karakteristi~no pri primena na ovaa metoda? 

4. Vo Fabrikata za staklo se proizveduvaat tri vidovi na staklo i toa: staklo 
so debelina od , staklo so debelina od  i staklo so debelina od 8  mm4 mm6 .mm

Od smetkovodstvoto se dobieni slednite podatoci za proizvodstvoto� 
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     Proizvod Proizvedeni kgr Proda`na cena (za ) kg1
1. Staklo 4 mm 
2. Staklo 6 mm
3. Staklo 8 mm 

5 000 
10 000 
12 000 

10 denari 
20 denari 
30 denari 

Vkupno 27 000  

Od knigovodstvoto dobieni se slednite podatoci za napraveni tro{oci za 
proizvodstvoto: 

 
1. Materijali za izrabotka 
2. Bruto plati za izrabotka 
3. Op{ti tro{oci za izrabotka  
4. Op{ti tro{oci za menaxment i administracija 

244 000 
183 000 
213 500 
91 500 

Vkupni tro{oci: 732 000 

Za presmetka na ekvivalentnite broevi da se zeme odnosot na proda`ni ceni 
(osnova na bide cenata na stakloto so debelina od ). mm4

Da se izgotvi kalkulacija za proizvodstvo na staklo. 
 
 

4. 8.  Diviziona kalkulacija za vrzani (kuplovani) proizvodi 
 

Ovaa metoda se primenuva vo kompanii – pretprijatija kade od edna ista 
surovina se dobivaat (vo ist proces) pove}e proizvodi (vodenici, klanici, hemiska 
industrija, prerabotka na nafta, fabrika za {e}er, fabrika za maslo). 

Pri primenata na ovoj metod postojat pove}e na~ini za rabota: 

1. Koga se primenuvaat materijalni pokazateli kako osnova za raspredelba: 
kilogrami, metri, toni, kalori~na vrednost, specifi~na te`ina i sl. Ovoj na~in e 
zastaren i denes pove}e mnogu retko se upotrebuva, bidej}i dava neto~ni rezultati 
(pokazateli). 

2. Koga se primenuvaat vrednosni pokazateli: 

-  So delewe na proizvodstvoto na glavni i sporedni proizvodi, t.e. za ednite, 
obi~no za sporednite, se opredeluva pazarna predvidena (planska) cena i se smeta 
deka taa e ednakva na cenata na ~inewe na tie proizvodi. Taka, se odzemaat 
tro{ocite za ovie proizvodi, a ostatokot se smeta deka e za glavniot proizvod. Vo 
ovoj slu~aj pozitivniot ili negativniot finansiski rezultat se poka`uva samo kaj 
glavnite proizvodi; 

- Koga ne se primenuva podelba na proizvodite, tuku proporcionalno 
utvrduvawe na cenata na ~inewe na sekoj proizvod. Ovoj na~in e sli~en so metodot 
za izrabotka na kalkulacija so primena na ekvivalentni broevi. 
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]e go ilustrirame so primer metodot so delewe na proizvodite na glavni i 
sporedni.  

1. Vo edna fabrika se proizveduva eden glaven proizvod - leb i dva sporedni 
proizvodi – |evrek i kifla. Za prerabotka na   bra{no napraveni se 
tro{oci  denari. Od  bra{no dobieni  se  leb,  |evrek i 

 kifli. 

kg0006
000400090 kg0006 kg kg200

kg600

 Za |evrekot i kiflite kako sporedni proizvodi se odredeni ceni i toa: 

- |evrek 20 denari za  i kg1

- kifli  10 denari za .  kg1

 
Kalkulacija 6 

za proizvodstvo na leb, |evreci i kifli za mesec januari 2009 godina 
 

Vrednost na sporednite 
proizvodi 

Sporedni 
proizvodi 
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\evrek 
Kifli 

200 
600 

20 
10 

4 000 
6 000 

  

Vkupno:   10 000 90 000 80 000 
 
Cenata na ~inewe na lebot: 80 000 : 4.000 = 20 denari za 1 .  kg
 
 

         Zada~i za samostojna rabota  
1. Vo koi kompanii se primenuva ovaa metoda? 
 

2. Koi na~ini se koristat pri nejzinata primena? 
 

3. Koga se primenuvaat materijalni pokazateli, kako se odviva presmetkata? 
 

4. Koga se primenuvaat vrednosni pokazateli, kako se odviva postapkata?  

5. Vo edna fabrika se proizveduva eden glaven proizvod - platno i tri 
sporedni proizvodi – pantaloni, bluzi i zdolni{ta. Za prerabotka na 12   m000
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platno napraveni se tro{oci  denari. Od  platno dobieni  se  
para pantaloni,  bluzi i  zdolni{ta. 

000120
0002

kg1

m00012

0005
20

500

0002
0003

 Za  sporednite proizvodi se odredeni ceni i toa: 

- pantaloni           200 denari za 1 par, 

- bluzi            300 denari za 1 par~e i 

- zdolni{ta          150 denari za 1 par~e. 

 Da se izgotvi kalkulacija za proizvodstvoto na sporedni proizvodi. 
 
 

4. 9. Procentna metoda za presmetka cena na ~inewe 
 

1. Klanicata Sto~ar Skopje kupila 300 ovci so vkupna te`ina  (`iva mera) od 
 po cena od 130  denari za . Za kolewe na ovcite napraveni se slednite 

tro{oci: 
kg0005

- elektri~na energija  5 000 denari 

- amortizacija   6 000 denari 

- bruto plati za izrabotka           14 000 denari. 

 Vkupno                        25 000 denari 

Op{tite tro{oci za izrabotka iznesuvaat  denari, dodeka op{tite 
tro{oci za menaxment i administracija iznesuvaat  denari. Vrednosta na 
sporednite proizvodi (ko`a, volna) iznesuva 137  denari. 

000

So prerabotka se dobieni slednite glavni proizvodi: 

- meso                kg0002  

- ov~o salo            kg500

- mle~na mast      .  kg250

Cenata na mesoto na pazarot e za 50% povisoka od cenata na saloto i masta. 

Da se iznajdat poedine~nite ceni na glavnite proizvodi i da se sprovede 
soodvetna smetkovodstvena evidencija. 

 

Imame: 
 

5 000 kg 2 130 denari = 650 000 denari 
 

650 000 denari + 25 000 denari + 5 000 denari + 20 000 denari = 700 000 denari 
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Cenata na ~inewe na osnovnite proizvodi se dobiva koga od vkupnite tro{oci 
se odbiva cenata na ~inewe na sporednite proizvodi, odnosno 

 

 700 000 – 137 500 = 562 500 denari.  
 

Sleduva presmetka na poedine~nite ceni na glavnite proizvodi: 
 

100 : 100 = 1 (smetkovna edinica na saloto i masta) 

100 + 50 = 150 : 100 = 1,5 (smetkovna edinica na mesoto) 

Vrednost na smetkovna edinica  150
7503

500562
��

3
3

�
CE
T

 denari.  

1. Meso   2 000 2 1,5 = 3 000 2 150 = 450 000 : 2 000 = 225 denari 

2. Salo            500 2 1 = 500 2 150 = 75 000 : 500 = 150 denari 

3. Mast            250 2 1 = 250 2 150 = 37 500 : 250 = 130 denari. 

 Vkupno          3 750             562 500. 
 
 

                        Zada~i za samostojna rabota  
 

1. Koga se primenuva procentnata metoda? 

2. Kako se paspredeluvaat op{tite tro{oci pri nejzina primena? 

3. Pretprijatieto Mramor nabavilo 15 toni  mermer po cena od 50  denari 
za 1 ton.  Za prerabotka na mermerot napraveni se vkupno tro{oci za 15  denari. 

000
000

So prerabotka se dobieni slednite glavni proizvodi: 

- yidni plo~ki  2 500 par~iwa 

- podni plo~ki           1 500 par~iwa. 

Vrednosta na sporednite proizvodi (teraco, kamen) iznesuva 100 denari.  000
 

Cenata na yidnite plo~ki  na pazarot e  50% povisoka od cenata na podnite 
plo~ki. 

Da se iznajdat poedine~nite ceni na glavnite proizvodi. 
 

 
4. 10. Zada~i za ve`bawe 

 
1. Vo pretprijatieto XX se proizveduvaat dva proizvodi -  mle~no ~okolado i 

~okolado za gotvewe. Od smetkovodstvoto se dobieni podatoci za  proizvodstvoto  
vo 2009 godina i toa: 
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1. Predvideno e vo tekot na godinata da se proizvede  mle~no 
~okolado i 4 000 kg ~okolado za gotvewe; 

kg00020

2. Presmetani se normativi za potro{uva~ka na materijali so predvideni 
(planski) ceni. 

 

Normativi i planski ceni za 
Mle~no ~okolado ^okolado za gotvewe 

R
. b

r.
 

Naziv na 
materijalot 

kg/par~e Cena kg /par~e Cena 
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 

Kakao 
[e}er 
Maslo 
Puter 
Vanila 

0,70 
0,30 
0,10 

/ 
1,00 

28 
60 
60 
/ 

0,70 

0,60 
/ 

0,10 
0,20 
1,00 

30 
/ 

60 
100 
0,60 

3. Utvrdeni se normi na trudot i toa: 

- Za izrabotka na  mle~no ~okolado, 16 minuti so bruto platite za eden ~as 
36 denari i 

kg1

- Za  izrabotka na  ~okolado za gotvewe 48 minuti, so bruto plata za 1 ~as 
48 denari; 

kg1

4. Amortizacija kako direkten tro{ok za mle~noto ~okolado – 25 000 denari, 
za ~okoladoto za gotvewe – 28 000 denari. 

5. Od iskustvo vo slatkarnicata e utvrdeno deka op{tite tro{oci na 
izrabotka za edna godina iznesuvaat 69 120 denari, dodeka op{tite tro{oci na 
menaxment i administracija iznesuvaat 103 680 denari. 

Osnova za raspredelba na op{tite tro{oci se bruto platite za izrabotka. 

Da se sostavat prethodni (planski) kalkulacii za dvata proizvodi 
 

2. Vo Fabrikata za tekstil se proizveduvaat tri vidovi na konci, konec so 
debelina od , konec so debelina od  i konec so debelina od  mm34 mm40 .50mm

Od smetkovodstvoto se dobieni slednite podatoci za proizvodstvoto� 
  

    Proizvod Proizvedeni kgr Proda`na cena (za 1 kg)  
1. Konec 34 mm 
2. Konec 40 mm 
3. Konec 50 mm 

10 000 
18 000 
24 000 

10 denari 
25 denari 
35 denari 

    Vkupno: 52 000  
 

Od knigovodstvoto dobieni se slednite podatoci za napraveni tro{oci za 
proizvodstvoto: 
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1. Materijali za izrabotka 
2. Bruto plati za izrabotka 
3. Op{ti tro{oci za izrabotka  
4. Op{ti tro{oci za menaxment i administracija 

556 000 
347 500 
486 500 
278 000 

Vkupni tro{oci: 1 668 000 
 

Za presmetka na ekvivalentnite broevi da se zeme odnosot na proda`ni ceni 
(osnova na bide cenata na konecot so debelina od 34 mm). 

Da se izgotvi kalkulacija za proizvodstvo na konecot. 
 

3. Klanicata Sto~ar kupila 80 sviwi so vkupna `iva mera od  po cena 
od 60 denari za kilogram. Za kolewe na sviwite se napraveni slednite tro{oci: 

kg00015

 
- elektri~na energija  3 000 denari 

- amortizacija   5 000 denari 

- bruto plati za izrabotka            45 350 denari. 

Op{tite tro{oci za izrabotka iznesuvaat  denari, dodeka op{tite 

tro{oci za menaxment i administracija iznesuvaat  denari. Vrednosta na 

sporednite proizvodi (ko`a, volna) iznesuva  denari. 

0004

15000

724136

So prerabotka se dobieni slednite glavni proizvodi: 

- Meso    kg0008

- Slanina            kg0003

- Salo (mast)      kg3001

Cenata na slaninata na pazarot e za 35% povisoka od cenata na mesoto, dodeka 

cenata na saloto e za 53% poniska od cenata na mesoto. 

Da se iznajdat poedine~nite ceni na glavnite proizvodi. 
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Re{enija i odgovori na zada~ite  
 

1.1.
2. Da. 5. a) �31, b) 7. 

1.2.
1. a) �31, b) 7, v) 43. 2. a) 158, b) 75. 3. R(�1)=�4, R(4)=0. 5. a)   ,40 ��a ,00 �b ,22 ��b  

, b) 13 �b ,5,3,1,2 ������ FDC� v) .2,3 ��� Ca  
 

1.3.
1.  2.  i  .532)()( 3 ���� xxxQxP 42)( 23 ����� xxxP .13)( 2 ����� xxxQ
3. a)   ,523181722113 23456 ������ xxxxxx
b)   .41710201676)()( 23456 �������	 xxxxxxxQxP
4. a) ,  b) 24452 23456 ������ xxxxxx 81223 ���� xxxx ,  
v) . 5.  a) , b) .  3624239 2345 ����� xxxxx 156 ��� xxx xxxxx 6106 2345 ����
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1. . 2. a) , b) 72)(,43)( 2 ����� xxrxxxq 625)(,1132)( 2 ����� xxrxxxq
3
4

3
1)( �� xxq , 

9
32

9
16)( �� xxq , v) , 24 �x 56)(4)( 23 ��� xxxq �� xxr 2)( �xq

109392 �� xx 322)(
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42135 23 ��� xxx

127)( �xr 1362) 34 ��� xxx(q ��xr q, �) , 
. 5. �2.  
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1.5.
1. �) ��, �) ��, �) ��, �) ��. 3. �) ��, �) ��, �) ��, �) ��. 4. 66,43 ��� ba .   
5. .                       kkk aaxxxq 2122 ...)( ���� �

 

1.6.
1. �� �����	
� ��
��	 ���	 �� )  �� �2,1 	 2. 2. ��
�

 �1 � �����	~ka nula na  i 

, br
�

 3 e nula samo na , a b�
�

  ne � nula na nitu eden od polinomite. 
3. ��
�
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(f

)(xf
)(xg 2

)x 3�x  e nula so kratnost . 5. Da.     6
 

1.7.
1.  2. Pri uslov .2,3 ���� nm cbca ���� ,1 . 3. 4,3 ��� ba .  4. . 2,3 ��� ba
 

1.8.

1.  2. . 3. .4423 ��� xxx 655 234 ���� xxxx ,
2
3,3

321 a
bxx

a
bx �����  pri uslov 

. 4. a .  027 �� ba4 2,1 ��b�
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1  	 

3
2

� . 3. a) , b) , 

v) . 4. Neka . Toga{  

)3)(2)(13( 2 ��� xxx

01
1

1 ... axaxa n
n ����
�

22 )1()2( �� xx

)1)(2)(1)(1( 2 ���� xxxx )( xaxf n
n ��

)(...)()()()( 1
11

1 yxayxayxayfxf nn
n

nn
n �������� ��

�  se deli so yx � , bidej}i , 

,...,

nn yx �
11 �� � nn yx yx � y se delivi so x �

cbfbaf �� )(,)( acf �)(
)(1 abkbc ��� )(2 bckca ��� )(3 cakab

. 5. Da pretpostavime deka postoi polinom takov 
{to , . Toga{ spored prethodnata zada~a dobivame deka 

,  i ��� , kade  se celi broevi. Ako gi 

pomno`ime ovie tri ravenstva, dobivame 
321 ,, kkk

))( abc ))( ca)( bcak (321 bkk)(( abc ������� , 

odnosno . Bidej}i  se celi broevi, toga{ mora 1321 �kkk 321 ,, kkk 132 ��1 � kkk  ili dva 

od niv da se ednakvi na �1, a tretiot da e ednakov na 1. Ako nekoj od broevite 
 e ednakov na -1, na primer 321 ,, kkk 11 ��k , toga{ sleduva deka , {to e vo 

kontradikcija so uslovot na zada~ata. Ako pak 

ca �

3 121 ��� kkk , toga{ dobivame 

)(
2
1 cab �� , )(

2
1 bac ��  i )(

2
1 cb �a � . No ova ne e mo`no bidej}i ako, na primer,  a e 

najgolemiot od trite razli~ni broja, toga{ va`i )(
2
1 cba �� , � �� )(

2
1 cb ��a .        

 

1. 11.  

1. , . 2. 10. 3. Zbirot 
na koeficientite e ednakov na 0 povlekuva deka . Zatoa i 

, pa zbirot na keoficientite na polinomot  e isto taka 

ednakov na 0. 4. . 5. a) , b) . 6. .                            

7. . 8. a) , b) 

xxxxxQxP 5922)()( 234 �����

0)1()1()1)( �� QPPQ
1�a

ixixix 62)37()41( 23 ������

85622)()( 234 ������ xxxxxQxP
)1(P

12153 24 �� xx 224 )45(3 �� xx

)3)(1)(2( 2 ��� xxx

0�
PQ(

322 )4( �xx

)1)(3)(3 x( �xx 2 �� x .    
9.  0, 1 i �2. 10. .    0,1 �� ba
 
 
 2.1.  

1. Simetri~ni se ravenkite pod a), b) i v). 2. ,11 ��x  ,
3
1

2 ��x   3. .33 ��x ,11 �x  

,
5
3

2 ��x  .
3
5

3 ��x  4.  ,11 �x ,
2
1

2 ��x  .23 ��x  5. ,11 �x  .
3

52
3,2x �

i��
 6.  ,21 �x ,

2
1

2 �x  
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,33 �x  .
3
1

4 �x   7.  ,12,1 ��x ,
4
3

3 �x  .
3
4

4,3 �x  8. ,12,1 ��x  ,
2
1

3 ��x   9. .24 ��x ,21 �x  ,
2
1

2 �x  

.
2

53
4,3

�
�x �

  
 

 2.2.  

1. Binomni se ravenkite pod a), b), g) i d). 2. .22,1 ix �� i  3. .
6
5

2,1 ��x  4. .
5
2

2,1 ix ��           

5.  ,21 �x .313,2 ix ���  6. ,
3
4

1 �x  .
3

322
3,2

ix �
�  7. ,

5
2

1 �x  .
5

31
3,2

ix �
�                           

8.    9. ,3 .34,3 iy ���� ,
2
5

2,1 ��y  .
2
5

4,3
iy ��   10. ,

3
22

2,1
ix �

�  .
3

22
4,3

ix �
�  2,1x

 

 2.3.  
1. Trinomni se ravenkite pod a), g) i d). 2. ,34

2,1 ��x  ,34
4,3 ix ��  ,24

6,5 ��x  

.24
8,7x �� i   3.  ,22,1 ��x ,22,1 ix ��  ,

2
22

6,5
ix �

�  .
2

22
8,7

ix ��
�  4. ,

2
1

1 ��x    

,
4

3
 ,

2
23

4 ��x  .
4

3122
6,5 ��

�

�
��
�

� �
�

ix  5. 
1

3,2x �
i� ,11 �x  ,

2
31

3,2
ix ��

�  ,24 �x                   

.316,5x �� i�  6. ,22,1 ix ��  .54,3 ix ��  7. ,12,1 ��x  .24,3 ��x  8.  ,12,1 ��x .
4
1

4,3 ��x                

9.   ,2�1x ,42 �x .534,3 ��x  10. ,12,1 ��x .
3

10
4,3x � i�  11.  ,2,1 ix �� .24,3 ix ��                   

12.   13. ,1��2,1x .34,3 ��x 52,1 ��x  .24,3 �x  
  

 2.4.  
1. Bikvadratni se ravenkite pod a), b), g) i d). 2. a) ,32,1 ��x   b) ,14,3 ��x ,22,1 ��x  

,54,3 ��x  v)  ,02,1 �x .24,3 ��x  3. a) ,32,1 ��x  ,2i4,3x ��  b)  ,2,1 ix �� ,24,3 ix ��                 

v)   4. a) ,0� .i�4,3x � ,0)1)(1)(2)(2( ����� xx xx  b) ).1�)(1(
2
5

��
�
� y

2
54 �
�
�

�
�
� �y �

�
� �y y   2,1x

5. a) ,
9
4

2

2

x
x

  b) ,2��x ,
9
3

2

2

�
�

x
x

 .22��x  
�
�
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 2.5.  
1. a) ,  b) 0 ,  v) 1,  g)   d) 1,  |) ,  e) , `)              

2. . 3. 

7
,3�

,2 3b�

,0
2 3333 cbaabc ��� .3333 xyzzyx ���

1x 3�2 �x 1 �x  . 4. 1�2x ,21 ��x ,52 ��x  53 �x . 5.  ,21 �x .31 �x                     

6. ,11x �� ,
2
1

2 �x �   7. . 1 �x0�3x ,0 .b2x a ��  8. �
�
�

�
�
� �'� ,

2
1x . 9. ),3()3 '(�,(�'�x .  

10.    ).1,7(��x
 

 2.6.  

1. a)  ; b)  ; v) ,2�x 1�y ,5�x 3��y 1�x , .
5
1

�y  2. a) Sistemot e protivre~en,                   

b) Sistemot ima beskone~no mnogu re{enija, re{enie e sekoj par broevi ,tx �  

),1(
3
3

�t�y  kade {to �, v) Za �t 2�k  sistemot e protivre~en, a za  toj ima 

beskone~no mnogu re{enija.  3. a) Za proizvolno a  i 

2�k

3��b ; b) Za  i 2�a 3��b ;            
v) Za  i  4.  5.  2�a .3��b .9�k .2�k
 

 2.7.  

1. . 2. Nema re{enie. 3. )1,2,1( � )1(
11
5 tx �� , )139(

11
1 ty �� , ,tz �  �t �.     

4. Determinantata na sistemot e   za sekoj 0332 �����# aa �a �. Sistemot ima 

edinstveno re{enie: ,
33
22

2

2

��
��

�
aa
aax  ,

33
1

2 ��
�

�
aa

y  ,
)2(2

385
�
�

�
a
az  kade {to  e parametar.              

5. a) Za  sistemot ima beskone~no mnogu re{enija; b) za 

a

2�a 2��a  sistemot nema 

re{enie; v) Za  i  sistemot ima edinstveno re{enie 2�a 2��a ,
)2(2

35
�a

�x  ,
)2(2

21
�

�
a

y  

.
)2

38
(2

5
�
�

�
a

az  

 

 2.8.  
1.   �. 2. Bidej}i ,2tx � ,3ty �� ,5tz � �t ,0�#  sistemot nema nenulti re{enija. 

Zna~i  e edinstveno re{enie. 3. )0,0,0( .3��a  5. Imame  pa  
 

),2()1( 2 ���# aa
4 5.2,1 ��a

 

 2.9.  

1. Ravenkite pod a) i v). 2. a)  ),1,1( �
�
�

�
�
� �

14
1,

14
9

, b) ),2,1(�  �
�
�

�
�
� �

29
52,

29
59

. 3. a)   ),2,1(

b)   4. a) *,  b)  ),2,6( �� ).4,4( �� ),0,1(� .
8
51,

4
13

�
�
�

�
�
�  
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2.10.  
1. Sistemot pod a). 2. a) )5,5( , )5,5( �� ,  )2,22( , )2,22(� , b) , )2,4( )2,4( �� ,  

��
�

�
��
�

�

3
5,

3
53 , ��

�

�
��
�

�
��

3
5,

3
53 .  3. a) , )2,1( )2,1( �� , ��

�

�
��
�

�
2622

43,
2622
5

, ��
�

�
��
�

�
��

2622
43,

2622
5

,   

b) , , )1,3( )1,3( �� )2,22( , )2,22(� . 4. Sistemot pod a). 5. a) , , )1,2( � )2,1(� )1,2(� , 
, b) , , , )2�,1( )5,1( ( )1,5 )5,1( �� )1,5( �� ,  v) , , g) , , ,  )3,1( ( )1,3 )1,2( )2,1( )3,1( � ).1,3(�

 

 2.11.  

1. , , , 
�


�

��
��

293
9

yx
yx

,0�x 0�y
�


�

���
��

293
9
yx

yx
,0�x  , ,  0�y

�


�

��
��

293
9

yx
yx

,0�x 0�y ,    

, . 2. , 
�


�
�
x

��
��

293
9
yx

y
,0�x 0�y

�


�

�

��

32x
yx

� 9
7
2y

yx �� , , 
�


�

�

���

3 22 yx
yx

� 9
7

yx �� .                   

3. , ,  , 
��

�


�

��

��

35
2

2

22

yxyx
xyx

�

�

0
12

2

y�
0�x

��

�


�

��

��

35
2

2

22

xyx
yx

�

��

0
12

2y
yx

0�x .  4. )2,2( , )2,2 �(� , 

)2,2(� , )2,2( � . 5. , )1, )1,1(1( �� , )1,1(� , )1,1( � , ��
�

�
��
�

�
5
53,

5
5

, ��
�

�
��
�

�
��

5
53,

5
5

, 

��
�

�
��
�

�
�

5
53,

5
5

, ��
�

�
5
5

�� . 6.  *.  
�

�
�3,

5
5

 
 

 2.12. 

1. Da. 2. a)  b) ),,1()1,( �'(��' ,
2
1,

3
1

�
�
�

�
�
�  v) *. 3. a) ],5,( ��'  b) ,

3
1,

2
1

./
0

 !
"�  v) ].1,2[�                 

4.  5.   ).1,3(� ].14,1[
 

2. 13.  

2. a) ,33,
3
8]0,33( �

�
�

 !
"(�  b) ),,11()4,2()13,( �'(�(��'  v) ),10,5()1,9( (��   

3. a) ),,4(4,
3
2

4
1, �'(�

�
�

�
�
�(�

�
�

�
�
� �'�  b) ),7,4(]2,3[ (�  v) *. 4. a) ),,1()1,0()1,( �'((��'   

b)  v) �. 5. ),,0()1,( �'(��' ).6,6(��m  
 

2.14. 
1. Vrednosta na dol`inata na stranata na kvadrat e vo intervalot  2. Me|u vtorata i 

{estata sekunda. 3. a) 

).3,0(

,,
3
2

3
2, �

�
�

�
�
� '(�

�
�

�
�
� '�  b) ,,

7
3

7
3, �

�
�

�
�
� '�(�

�
�

�
�
� �'�  v) *,                  
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g) .,
5
3

5
3, �

�
�

�
�
� '(�

�
�

�
�
� '�  4. a) ),,3[]2,2[]3,( �'(�(��'  b) ),,2()3,( �'(��'  v)        ),3,1(

g)  5. Broevite se 3 i 4.  ].3,2[]1,7[ (�
 

2.15. 

1. a) , 11 ��x
2
1

2 ��x , , b) 23 ��x 11 �x , 
4
3

2 �x , 
3
4

3 �x . 2. a) 
4

151
2,1

ix �
� , 

324,3 ���x ,  b) , 31 �x
3
1

2 �x , 23 �x , 
2
1

4x � . 3. a) ,23
1 �x  )31(

2
23

3,2 ix ��� ,              

b) ,
2
1

1 ��x  
4

31
3,2

ix �
� , v) ,

3
4

1 �x  .
3

322 ��
�3,2x i

 4. a) 222,1 ix �� , 224,3 ix ��� ,  

b)  , v) ,32,1 ��x ix 34,3 �� ,
11
17

4
2,1 ��x  .

11
17,1 ��x 4  5. a) ,11 �x  

2
3

2 �x , 
2

31
4,3

ix �
� , 

4
33

6
i��

�
3

,5x , b) 
2
1

1 �x ,  
4
3

2 ��x , 
4

333
4

�
�,3

ix , 
4

31
6,5

ix �
� . 6. a) 

2
1

1 �x ,  32 �x , 

314,3 ix ��� , 
2

33
6,5

ix ��
�

3
, b) ,12,1 ��x  24,3 ��x , ,6,5 ix ��  ix 28,7 �� . 7. a) i22x ,1 �� , 

, b) , ix 64,3 �� 32,1 ��x
3
1

4,3 ��x .  8. a) 
14
49

2

2

�
�

x
x

, b) 
25
1

2

2

�
�

x
x

. 9.  10. a)  .0 ,31 �x 22 �x ;              

b)  ; v)  ,11 ��x 22 ��x ,1 ax � .2 bx �  11. a) , b) 0 , v) ax                  

12. a)   b) Sistemot ima beskone~no mnogu re{enija, 

122 �� zy2 �x .cbx ��2

t,1�x ,5�y x � , ty
3
2

� .               

13. a) , b)  , v) 4��m , 10�n4��m ,4��m .10�n  14. a) ,8�x  ,4�y   b) ,2�z ,1�x  
  v) *. 15. Upatstvo: a) Recipro~nite vrednosti na ,2�y z ,3� ,zyx ��   i 
 zameni gi so 

xy 2�
yz �3 vu,  i   ,w ,3�x ,2�y 1�z , b) ,4�x  ,2�y 1�z .  16. a) ,2tx �  

  �;  b) Bidej}i ,3ty �� ,t �t5z � ,0�#  sistemot ima samo trivijalno re{enie.           

17. a)  ),1,1( �
�
�

�
�
� �,
14
9

14
1

, b) (  ),2,1� �
�
�

�
�
� �

29
52,

29
59

. 19. a) , ) 3,1( �3,1( )� , ��
�

�
��
�

�
3

19
3

19, , 

��
�

�
1(��

�

�
�

3
19

�
3

19, , b) , , )1, )1,1( �� ��
�

�
5

5
��
�

� 3,
5
5

, ��
�

�
��
�

�
�

3,�
5
5

5
5

. 20. a) ��
�

�
��
�

� �
2

� ,
2

7 733
, 

��
�

��
2

7
��
�

� �
2

3 3,7
, ��

�

�� 7
��
�

� � �,� 7
2

3
2

3
, ��

�

�
��
�

� � �
2

3�,�
2

73 7
, b) ),32,2(  

),32,2(�  ),32,�2( ).32,2( ��  21. a) )2,2( , )2,2 ��( , )2,2(� , )2,2( � , b) 

 150 



)1,1( )1,1( �� )1,1(� )1,1( �, , , , ��
�

�
��
�

�
5
53,

5
5

, ��
�

�
��
�

�
��

5
53,

5
5

, ��
�

�
��
�

�
�

5
53,

5
5

, ��
�

�
��
�

�
�

5
53,

5
5

.           

22. a) �
�
�

 !
" ��

8
1,

8
5

, b) ��
�

�
��
�

� �1 �
2
3111,

2
311 ),3()1,(, v) � � �'(' ,40, 23. a) � �x                   

b)  v) (,1�� x1� ).8,7()2,1( ()4, �(��'  24. a) ,26 ��� x  b) .26 ���� x                   

25. a) ),1(
3
2,2 �'(�
�
�

�
�
� ��)3,( ��' ( , b) ),0(]3,4[ �'(�� . 26. )2,1(

2
1

(�
�
�,3

�
� ��� .                   

27. Dol`inata na stranata e pomala od .34  28. Godi{nata stapka e najmalku 5%.    
29. Broevite se 7 i 9.  

 
 

3.1.  
1. Identiteti se ravenkite pod a), v) i g). 2. a) Linearna ravenka so edna nepoznata;                   
b) Kvadratna ravenka so dve nepoznati; v) Kubna ravenka so edna nepoznata;                  
g) Kvadratna ravenka so tri nepoznati. 3. Ekvivalentni ravenki se ravenkite pod a) 
i b). 4. Vo normalen vid e ravenkata pod v). 5. a) 023 ��x 4 �x 034 ��x; b) ; v) 0 75 � . 
 

3.2.  

1. . 2. 1�x
11
7

�x
3

13
�x . 4. 2��x . 5. 1�x . 6. { $ % �� ��� 1, �}.  . 3. 

��
�
�� ���

6
3,�

�
�

�}. 8. { $ % �� ��� 1428, �}. 7. {

 
3.3.  

1. ; 2. ; 3. * ; 4. 3� 2��x 2��x ;  7.  oskata.  2xx
  

3.4.  
1. a) Linearna neravenka so edna nepoznata; b) Kvadratna neravenka so edna 
nepoznata; v) Kvadratna neravenka so dve nepoznati; g) Kvadratna neravenka so tri 
nepoznati. 2. a) ne; b) da; v) da. 3. Ekvivalentni neravenki se neravenkite pod a), b) i 
g). 4. Vo normalen vid se neravenkite pod b) i v). 5. a) 022 ��x ; b) ;  v) 3 0�4 �x 0�x . 

 
3.5. 

. 3. �. 4. �1. a) ; b) $ % ; v) ; g) $ �0,'� '� ,3 $ %4,'� � %',2 . 2. $ %',1 %'� ,2 . 5. . $� �1,'
    

3.7.  
1. . 2. . 3. . 4. $ %3,�'� $ �3,2 * 4 52� . 5. � %1,6 �� . 6. a) $ % $ %'('� ,31, ; b) � �5,2� ;                   
v) . �(�' 1, $ %',2$�
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3.9.  
1. Najdi ja najgolemata vrednost na funkcijata 21 375300 xxz �� , ako va`at 

, ,  i  ( - broj na pantaloni od prv 
tip, - broj na pantaloni od vtor tip). 2. Najdi najmala vrednost na funkcijata 

75001010 21 �� xx

2x
195003020 21 �� xx 01 �x 02 �x 1x

333231232221131211 485055404850394046 xxxxxxxxxz ��������� , ako va`at 

2500131211 ��� xxx , 3000232221 ��� xxx , 4000333231 ��� xxx
0�ji 3,2,1

, , 

, , , 

3200312111 ��� xxx
2700322212 ��� xxx 3600332313 ��� xxx x �i ,1, 3,2�j  ( - broj na jajca 

koi treba da se prevezat od i -tata farma do 
jix

j -tata prodavnica). 3. Najdi ja najmalata 

vrednost na funkcijata 21 60180 xxz �� , ako va`at 802 �420 1 � xx , , 

,  i  ( - kilogrami od prviot tip |ubrivo, - kilogrami od 
vtoriot tip |ubrivo). 

152 21 �� xx

2x102 21 �� xx 01 �x 02 �x 1x

 

3.11.  
1. Najmalata vrednost e , a optimalnoto dopustlivo re{enie e . 2. 
Najgolemata vrednost e 30 , a optimalno dopustlivo re{enie e 

9 $ %3,2
$ %5,0 . 3. Najmalata 

vrednost e 16 , a optimalno dopustlivo re{enie e $ %2,0 . 4. Najgolemata vrednost 51 
se dostignuva vo , a najmalata 14  se dostignuva vo $ 3,6 % $ %2,0 . 5. Za da se dobie 
maksimalnata dobivka od  denari, treba da se proizvedat  para 
pantaloni od prviot i  para pantaloni od vtoriot tip. 

258750 300
450

 

3.12. 

1. 
2
1

�x . 2. . 3. 7�x
14
19

��x . 4. 7�x . 5. 
3
1

�x . 6. 
3
2

��x . 7. { ��
�
�

�
�
� �� ��� 1

5
2, �}.                 

8. { ��
�
�

�
�

�}. 9. . 10. 
�

� ���
3

2, 3�x 1��x . 11. 2�x . 12. * . 15. a) da; b) ne.  16. �
�
�

�
�
� ',

2
1

.           

17. . 18. � %',7 ./
0

�
�
� �'�

14
19, . 19. . 20. $ ',7 % ./

0
�
�
� '�

3
1, . 21. �

�
�

�
�
� '�

3
2 , . 26. �

�
�

�
�
�

2
5,2 . 27. � %3,5 �� .                

28. . 29. . 30. a) � ; b) � '� ,1 % * �2,5� $ % $ %'�(�'� ,12, . 35. Najmalata vrednost e 32 , a 

optimalnoto dopustlivo re{enie e $ %3,2 . 36. Najgolema vrednost e 
2
45

, a 

optimalnoto dopustlivo re{enie e �
�
�

�
�
�

2
9,

2
3

. 37. Najgolemata vrednost  se 

dostignuva vo , a najmalata  se dostignuva vo 

95

$ ,5 %30 74 $ %22,8 . 38. Prvata fabrika 
treba da raboti  dena, a vtorata  dena. Najmaliot tro{ok e  evra. 39. 
Maksimalnata zarabotka e 32  evra. 40. Maksimalniot broj na ribi so koi {to 
ezeroto mo`e da se poribi e . 

30 20 700000

250
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4. 3.  
3. 36 : 60 = 0,6 2 10 = 6 2 30 000 = 180 000 bruto plati za izrabotka na torti
48 : 60 = 0,8 2 12 = 9,6 2 20 000 = 192 000 bruto za izrabotka na kola~i 
192 000 + 180 000 � 372 000 vkupno bruto plata 

Op{ti tro{oci za izrabotka         3,0
000372
600111

��
1

�
�
�T

K  

Op{ti tro{oci za izrabotka na torti   180 000 2 0,3 = 54 000. 
Op{ti tro{oci za izrabotka na kola~i 192 000 2 0,3 = 57 600. 

 Vkupno                                                                  372 000         111 600. 

 Op{ti tro{oci za menaxment          4,0
000372
800148

��
1

�
�
�T

K  

 Op{ti tro{oci za menaxment na torti   180 000 2 0,4 = 72 000. 
 Op{ti tro{oci za menaxment na kola~i 192 000 2 0,4 = 76 800. 
 Vkupno                                                                372 000           148 800. 

Proizvod: torta. 
Predvideni (planirani) edinici – proizvod: . kg30000
 

Prethodna (planska) kalkulacija 1  
za proizvodstvo na torta (za 2009 godina) 

Vrednost na  
proizvodite 

R
. b

r.
 

Elementi na cenata na ~inewe 

E
di

n.
 m

er
a 

N
or

m
at

iv
 z

a 
po

tr
o{

uv
a~

ka
 

C
en

a 

Za 1 
par~e Za 30 000 kg 

1. 
 
 
 
2. 
3. 
4. 
5. 

Materijal za izrabotka 
- bra{no 
-  jajca 
- maslo 
- orevi 
- ~okolado                                         
Amortizacija – direktni tro{oci 
Bruto plati na izrabotka 
Op{ti tro{oci na izrabotka 
Op{ti tro{oci na menaxment i 
administracija  

 
kg 
kg. 
kg. 
kg. 
kg 

1,73 
0,60 
0,05 
0,40 

  0,08 
 0,60 
10 

160 
24 
 16 
48 
32 
40 
0,6 

60,96 
14,40 
  0,80 
  19,2 
  2,56 
  24,0 

6 
2 

1,8 
2,4 

1 828 800
432 000

24 000
576 000

76 800
720 000
180 000

60 000
54 000
72 000

 Cena na ~inewe i vrednost na 
proizvodstvoto  

   73,16 2 194 800
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Proizvod: kola~i. 
Predvideni (planirani) edinici – proizvod: 20 000 kg. 

 
Prethodna (planska) kalkulacija 2 

za proizvodstvo na burek so sirewe (za 2009 god.)

Vrednost na  
proizvodite 

R
. b

r.
 

Elementi na cenata na ~inewe 
E

di
ni

ca
  m

er
a 

N
or

m
at

iv
 z

a 
po

tr
o{

uv
a~

ka
 

C
en

a 

Za 1 
par~e Za 5 000 par~iwa 

 
1. 
 
 
 
2. 
3. 
4. 
5. 
 
 
 

Materijal za izrabotka 
a) bra{no 
v) maslo 
g) orevi 
Amortizacija – dir. tro{. 
Bruto plati na izrabotka 
Op{ti tro{oci na izrabotka 
Op{ti tro{oci na menaxment 
i administracija 

 
kg 
kg. 
kg 
 
 
 
 

 
0,60 
0,50 
0,03 

 
12 

 
 

 

 
22 

  44 
28 

 
0,8 

 
 

36.04 
13.2 
22 

  0,84 
2 

 9,6 
 2,88 
3,84 

  
 

  

720.800
264.000
440.000

16.800
40.000

192.000
57.000
76.800

       

 Cena na ~inewe i vrednost na 
proizvodstvoto  

   54,36 1.087.200

      
4.7. 

4.  1
10
10

� ,  2
10
20

� ,  3
10
30

� . 

Sleduva izgotvuvawe na  pregled vo koj  se mno`at ekvivalentnite broevi so 
proizvedenite koli~ini proizvodi za da se dobijat smetkovni edinici za sekoj 
proizvod. 

Staklo 
Ekvivalenten 

broj 
Proizvedna 

koli~ina kgr. 
Smetkovni 

edinici 
Zabele{ka 

mm-4 
mm-6 
mm-8 

1 
2 
3 

5 000  
10 000  
12 000  

 5 000 
20 000 

        36 000 

 

 Vkupno:         27 000          61 000  
 
Cenata na ~inewe na edna smetkovodna edinica e ednakva na: 
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Cena na  1 smetkovna edinica  12
00061
000732

��
3
3

�
CE
T

. 

                                                                              

Za da se izraboti kalkulacijata se izgotvuva: 
 

Pomo{na tabela 

P
ro

iz
ve

de
na

 
ko

li
~i

na
 

Staklo mm 
E

kv
iv

al
en

te
n 

br
oj

 

S
m

et
ko

vn
i 

ed
in

ic
i 

C
en

a 
na

 
~i

ne
w

e 
na

 1
 

sm
et

ko
vn

a 
ed

in
ic

a 

V
ku

pn
o 

tr
o{

oc
i 

po
 

pr
oi

zv
od

i 

C
en

a 
na

 
~i

ne
w

e 
za

 1
 k

g 
li

m
 

5 000 
10 000 
12 000 

4 
6 
8 

1 
2 
3 

5 000 
20 000 
36 000 

12 
12 
12 

 
60 000 

240 000 
432 000 

 

12 
24 
36 

27 000   61 000 12 732 000  
 

- Vkupniot iznos na tro{ocite od sekoj element na cenata na ~inewe od 
kalkulacijata se deli so vkupniot broj na smetkovnite edinici i se dobiva iznos na 
tro{ok za edna smetkovodna edinica. 

- Dobieniot iznos na tro{oci za edna smetkovodna edinica se mno`i so 
smetkovodnite edinici od sekoj proizvod i se dobiva iznos od sekoj tro{ok {to 
otpa|a na sekoj proizvod. 

Smetkovni raboti za kalkulacijata po vidovi tro{oci: 

        1. Materijali za izrabotka    244 000 : 61 000 = 4 

- staklo 4 mm    5 000 2 4 = 20 000 

- staklo 6 mm  20 000 2 4 = 80 000 

- staklo 8 mm           36 000 2 4 = 144 000 

 Vkupno                                244 000 

2. Bruto plati za izrabotka      183 000 : 61 000 = 3 

     - staklo 4 mm              5 000 2 3 = 15 000 

     - staklo 6 mm            20 000 2 3 = 60 000 

     - staklo 8 mm                   36 000 2 3 = 108 000 

                Vkupno                                         183 000 
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   3. Op{ti tro{oci za izrabotka  213 500 : 61 000 = 3,5 

     - staklo 4 mm          5 000 2 3,5 = 17 500 

     - staklo 6 mm         20 000 2 3,5 = 70 000 

           - staklo 8 mm          36 000 2 3,5 = 126 000 

                          Vkupno                              213 500 

          4. Op{ti tro{oci za menaxment i administracija  91 500 : 61 000 = 1,5  

             - staklo 4 mm           5 000 2 1,5 = 7,500 

             - staklo 6 mm         20 000 2 1,5 = 30 000 

             - staklo 8 mm                    36 000 2 1,5 = 54 000 

                          Vkupno                                          91 500 

Poedine~nata cena po proizvodi e dobiena so delewe na poodelnite tro{oci 
za odnosnite proizvodi so proizvedenite koli~estva. 

 

Kalkulacija  
za staklo 4 mm, 6 mm i 8 mm  proizvedeno vo mesec januari 2009 godina 

 
Staklo 

Staklo 4 mm Staklo 6 mm Staklo 8 mm 

R
. b

r.
 

Elementi na 
cenata 

V
ku

pn
i 

tr
o{

oc
i 

za
 2

8 
00

0 
sm

et
ko

vn
i 

 
ed

in
ic

i 

Z
a 

ed
na

 
sm

et
ko

vn
a 

ed
in

ic
a 

Z
a 

1 
kg

 

V
ku

pn
o 

   
  

5 
00

0 
kg

 

Z
a 

1 
kg

 

V
ku

pn
o 

 
10

 0
00

 k
g 

Z
a 

1 
kg

 

V
ku

pn
o 

   
 

12
 0

00
 k

g 
1. 
2. 
3. 
4. 

Materijali za 
izrabotka 
Bruto plati za 
izrabotka 
Op{ti tro{oci za 
izrabotka 
Op{ti tro{oci na 
menaxment i 
administracija 

244.000 
183.000 
213.500 

 
91.500 

4 
3 

3,5 
 

1,5 

4 
3 

3,5 
 

1,5 

20.000 
15.000 
17.500 

 
7.500 

8 
6 
7 
 

3 

80.000 
60.000 
70.000 

 
30.000 

12 
9 

10,5 
 

4,5 

144.000
  

108.000
    

126000 
 

  54.000

 CENA NA 
^INEWE 

732.000 12,0 12,0 60.000 24,0 240000 36,0 144.000
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4.8.  

5. 
Kalkulacija 

za mesec januari 2009 godina 

Vrednost na sporednite proizvodi 

Sporedni 
proizvodi 

K
ol

i~
in

a 
pa

r~
e 

C
en

a 

I
zn

os
 

V
re

dn
os

t 
na

 c
el

ot
o 

pr
oi

zv
od

st
vo

 p
o 

ce
na

 n
a 

~i
ne

w
e 

O
st

at
ok

 n
a 

tr
o{

oc
it

e 
za

 g
la

vn
io

t 
pr

oi
zv

od
 –

pl
at

no
 

Pantaloni 
Bluzi 
Zdolni{ta 

200 
300 
200 

200 
300 
150

40 000 
90 000 
30 000

 

             Vkupno:  160 000 500 000 340 000
    

4.9. 
1.      15 000 t 2 50 000 = 750 000 denari 

Cenata na ~inewe na osnovnite proizvodi se dobiva koga od vkupnite tro{oci 
se odbiva cenata na ~inewe na sporednite proizvodi, odnosno 

750 000 + 15 000 = 900 000 – 100 000 = 800 000 
Sleduva presmetka na poedine~nite ceni na glavnite proizvodi: 

100 : 100 = 1 (smetkovna edinica na podni plo~ki) 

100 + 50 = 150 : 100 = 1,5 (smetkovna edinica na yidni plo~ki) 

Vrednost na smetkovna edinica 200
0004
000800

��
3
3

�
CE
T

 denari  

1. Yidni plo~ki   2 500 2 1,5 = 3 750 2 200 = 750 000 : 2 500 = 300 denari 

2. Podni plo~ki      1 500 21 = 1 500 2 200 = 300 000 : 1 500 = 200 denari 

                    Vkupno                     5 250 2 200 = 1 050 000               
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4. 10. 

3.      15 000 kg 2 50 denari = 900 000 denari. 

 Cenata na ~inewe na osnovnite proizvodi se dobiva koga od vkupnite tro{oci 
se odbiva cenata na ~inewe na sporednite proizvodi, odnosno 

 900.000 + 3.000 +5.000+45.350+4.000+15.000 = 972.350  

 972 350 � 136 724 = 835 626 
Sleduva presmetka na poedine~nite ceni na glavnite proizvodi: 

100 : 100 = 1 (smetkovna edinica na mesoto) 

100 + 35 = 135 : 100 = 1,35 (smetkovna edinica na slaninata) 

100 � 53 =47 : 100 = 0,47 (smetkovna edinica na saloto) 

 Vrednost na smetkovna edinica 66
66112
626835

��
3
3

�
CE
T

 denari.  

1. Meso            8 000 2 1 = 8 000 2 66 = 528 000 : 8 000 = 66 denari. 

2. Slanina  3 000 21,35 = 4 050 2 66 = 267 300 : 3 000 = 89,1 denari. 

3. Salo       1 300 2 0,47  = 611 2 66 = 40 326 : 1 300 = 31, 02 denari. 

Vkupno                            12 661 2 66 = 835 626               
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II  del 
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1.  MATRICI 
 
 

1. 1.  Poim za matrica 
 

 Vo ekonomijata analiza na razli~ni vidovi podatoci bara nivno tabelarno 
pretstavuvawe. Na primer, grade`na firma koja gradi tri tipovi na ku}i, so 
pomo{ na tabela gi pretstavila brojot na edinici od sekoj vid materijal potreben 
za nivnata izgradba.  

 Ku}a za `iveewe Vikendica na more Vikendica na planina

Drvo  20 12 36 
@elezo 56 66 14 
Cement 68 84 24 

Kamen 15 70 40 
    
Broevite od tabelata mo`eme da gi zapi{eme vo vid na pravoagolna {ema  

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

407015

248468

146656

361220

 

koja na poednostaven na~in gi dava site informacii {to gi sodr`i pogornata 
tabela. Vakvoto razmisluvawe ni dava motivacija za voveduvawe i izu~uvawe na 
poimot matrica.   

 

 
     
 
 
   

 
 

 

 
 

Definicija 1. Pravoagolna {ema od oblik  kade {to 

6,   se vika matrica i se ozna~uva so 

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

n

n

n

aaa

aaa

aaa

...

...

...

21

22221

11211

�

�ia ,,...,2,1i � ,,...,2,1 n� ,][ nia 2�
,,...,,1i � .,....,2,1 n�2   

Neka  e dadena matrica. nia 2� ][ � te horizontalni torki   �n

),,...,,( 11211 naaa   ),...,,(.......,),.,...,,( 2122221 nn aaaaaa
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se narekuvaat redici na matricata, a �n te vertikalni �m torki 

),,...,,( 12111 aaa   ),...,,(.,),........,...,,( 2122212 nnn aaaaaa

se vikaat koloni na matricata. Realnite broevite  ,ia ,,...,2,1i � ,,...,2,1 n� se 

narekuvaat elementi na matricata. Elementot  se narekuva ia �i ti element i se 

nao|a vo presekot na tata redica i �i � tata kolona. Matricata so  redici i n  
koloni se narekuva  matrica ili matrica od red n2 n2 .   

 1.  Matricata  e matrica od red 3

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�

�
�

5286

10709

0614

,42  bidej}i ima tri 

redici i ~etiri koloni. Poto~no, trite ~etvorki od realni broevi ),0,6,1,4( �  
 i  gi so~inuvaat prvata, vtorata i tretata redica, soodvetno, 

na matricata A, dodeka ~etirite vertikalni trojki od realni broevi,  
  i  gi so~inuvaat prvata, vtorata, tretata i ~etvrtata 

kolona, soodvetno, na matricata A, dodeka osven toa, na primer  odnosno 
elementot 7 se nao|a vo presekot na vtorata redica i tretata kolona. Sli~no 

   itn. 
 

)10,7,0,9(

),8,0,1( (�

,411 �a 14a

),5

),5,10,0(

2�

,2,8,6( �

)2,7 �

,0 33 �a

),6,9,4(

,7

,6

�

23 �a

Za dve nm2  matrici od ist red nia 2� ][  i nib 2� ][  velime deka se ednakvi, 

ako  za  i  Zna~i, sekoe matri~no ravenstvo se sveduva 

na skalarni ravenstva. 

,ii ba �
n	

,...,2,1i � .n,..,2,1�

2. Matricite  i  ne se ednakvi, bidej}i  e 2.
/

0
 
!

"
�

214

231

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�

66

03

41

32  

matrica, a  e  matrica. 
 232

 i  matricite  i  se ednakvi?  .
/

0
 
!

"
�

y

x
.
/

0
 
!

"
�

41

53
x ,y,3. Za koi vrednosti na 

         Matricite  i  se ednakvi ako i samo ako A B ,3�x  ,1�y 5�  i 
 .4�

Matrica so edna redica  se narekuva vektor-redica, dodeka matrica so 
edna kolona  se vika vektor-kolona. Sekoj realen broj mo`e da se smeta za 

 matrica. 

)1( �
)1( �n

112
4. Matricite  i � �231A � � �6490B ��  se primeri na vektor-redici, 

dodeka matricite  i   se primeri na vektor-koloni. 
 .
/

0
 
!

"
�

3

1

 
 
 

!

"
�

.

.

.

/

0

8

0

4
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   Zada~i za samostojna rabota           
                                                   

 1. [to e matrica?  
2. Navedi primer na matrica od red 532   i matrica .352  

3. Dadena e matricata .  

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
��

54862

109309

016141

a) Od koj red e matricata         ?A

b) Zapi{i gi prvata redica i tretata kolona na matricata  .

v) Zapi{i gi elementite  i  na matricata  ,13a ,24a ,33a ,32a 14a 21a .
 

4. Tri nedvi`nosti i mo`e da bidat kupeni od ~etiri firmi 

i   

,1 2 3

,1 ,2 3 .4

a) Formiraj  matrica 342 B [ ib ]�  kade prima vrednost 1 ako kapitalot za 

investicii na firmata e pogolem od cenata na ~inewe na nedvi`nosta prima 

vrednost  ako kapitalot za investicii na firmata  e kolku cenata ~inewe na 

nedvi`nosta , prima vrednost 

ib

i ,

0 i

1�  ako kapitalot za investicii na firmata  e 

pomal od cenata na ~inewe na nedvi`nosta 
i

.

b) Formiraj  matrica 432 ,][ ic�  kade  prima vrednost 1 ako cenata na 

~inewe na nedvi`nosta e pomala od kapitalot za investicii na firmata 

prima vrednost 0  ako cenata na ~inewe na nedvi`nosta e kolku kapitalot za 

investicii na firmata prima vrednost 

ic

i

, i

, 1�  ako cenata na ~inewe na 

nedvi`nosta  e pogolema od kapitalot za investicii na firmata i .

5. Dali se ednakvi matricite i  od zada~a 4?
 

 

1. 2.  Sobirawe i odzemawe na matrici. Mno`ewe na matrica so broj  
 

 So pretstavuvaweto na podatocite so matrica mo`eme da gi analizirame i da  
donesuvame delovni odluki so definirawe na operacii so matrici.    
 
 
 

 

Definicija 1. Neka i nia 2� ][ nib 2][ nse dve � 2  matrici. Zbir �

na matricite  i  e matrica nic 2][ ,iii ba � taka {to c �  za i ,,..,2,1� �
� ,,...,2,1 n .��    i pi{uvame 
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So drugi zborovi, matricata  e od ist red kako i matricite  i , a 
nejzinite elementi se zbirovi na soodvetnite elementi na matricite  i . Da 
zabele`ime deka operacijata sobirawe na matrici e definirana samo za matrici 
od ist red.  

1. Najdi go zbirot na matricite    i    
!

"
�

5

2

2

3
.
/

0
0

4
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"
�

0

1

1

2

�
�

  .   .
/

0�
0

3

Spored definicijata 

 
 
!
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5

3

00

34

12

23

05

12

0

3

1

2

0

1

0

4

2

3

5

2

2. Matricata  gi prika`uva nabavnite i proda`nite ceni (po 

redici) na tri razli~ni stoki vo edno trgovsko dru{tvo (po koloni). Ako 
nabavnata cena na sekoja stoka se zgolemi za 0,5 denari, a proda`nata cena se 

zgolemi za 0,2 denari toga{ matricata    go pretstavuva 

zgolemuvaweto na nabavnata cena i proda`nata cena na sekoja stoka. Matricata  

.
/

0
 
!

"
�

764

231

.
/

0
 
!

"
�

2,02,02,0

5,05,05,0

.
/

0
 
!

"
�.

/

0
 
!

"
���
���

��
2,72,62,4

5,25,35,1

2,072,062,04

5,025,035,01
 

gi prika`uva novite nabavni i proda`ni ceni na trite razli~ni stoki vo 
trgovskoto dru{tvo.  
 
 

 

 

 

 
            

Definicija 2. Neka i  realen broj. Proizvod na realniot broj 

so matricata 
nia 2� ][

 e matricata nib 2][ ,ii a takva {to b� �  za 

  i pi{uvame . 

,,..,2,1i �
,,...,2,1 n� .�

    So drugi zborovi, matrica se mno`i so realen broj taka {to sekoj nejzin 
element se mno`i so realniot broj. 

 Se dogovarame  matricata  da ja ozna~uvame so )1(� ,� odnosno  .)1( ���

3. Neka  Najdi gi  matricite .
23
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Neka  i  se dve n2  matrici. ]e definirame operacija odzemawe na 
matrici so ravenstvoto ).(����  So drugi zborovi, ako nia 2� ][ i 

toga{ razlika nib 2� ][ �  na matricata  so matricata  e matricata 

 taka {to nic 2� ][ ,ii baic ��  za ,,..,2,1i �  .,...,2,1 n�   Da zabele`ime deka 

operacijata odzemawe matrici e definirana samo za matrici od ist red.  
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4. Najdi ja matricata 
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5. So matricata      e prika`an obemot na proizvodstvo vo 

letnata i zimskata sezona (po redici) na ma{ki, `enski i detski ~evli (po koloni) 

na edna fabrika za ~evli vo tekot na 2009 godina. So matricata      

se dadeni analogni informacii vo tekot na 2010 godina.  Toga{ matricata    
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ja dava informacijata za promenata vo obemot na proizvodstvo vo letnata i 
zimskata sezona (po redici) na ma{ki, `enski i detski ~evli (po koloni) na 
fabrikata od ednata do drugata godina. Taka, na primer, elementot 10011 ��a  {to 
zna~i deka proizvodstvoto na ma{ki ~evli vo letnata sezona opadnalo za 100 od 
ednata do drugata godina, dodeka 022 �a  poka`uva deka nemame promena vo 
proizvodstvoto na `enski ~evli vo zimskata sezona od ednata do drugata godina. 
  

Edna  matrica se vika nulta matrica, ako sekoj nejzin element e ednakov 
na  Voobi~aeno se ozna~uva so   

n2
.0 .

So slednata teorema }e gi iska`eme nekoi svojstva na definiranite operaci   
 

     
  

 
   

 

,  i se nTeorema 1. Neka 2  matrici i neka �21,

)i( ����� )()( )ii(

6. Toga{ va`i:  

                         � � ��                    

                       ()iii( ������ )()( )iv � ��  

                           ()v( 111 )( ��� )vi 2121 )( � ��  

                               (  )vii( ( 21 )viii .0)2( 1) � �1 i �  
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Dokaz. Neka   i ],[ ia� ][ ib� ].[ ic�  Zaradi svojstvata na operaciite 

sobirawe i mno`ewe realni broevi, za elementot na �i to mesto va`i: 

,)()( iiiiii cbacba ����� ,00 iii aaa ����           

,0)()( ������ iiii aaaa ,iiii abba ���              

                   ,)( 111 iiii baba ��� ,)( 2121 iii aaa ���   

                            ,)()( 2121 ii aa � ii aa �1 .00 �ia i  

Od definicijata za ednakvost na dve matrici sleduva deka se to~ni i 
soodvetnite matri~ni ravenstva iska`ani vo teoremata. � 
   

  
       Zada~i za samostojna rabota                                                              

 Za matricite   i  najdi gi matricite:  ,
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 4. Najdi gi koeficientite    i , taka {to da va`i  ,y z t,x
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5*. Vo tabelata se dadeni podatoci za prose~niot vek na `ivot, izrazen vo 
godini, na belata i crnata rasa od ma{kata i `enskata populacija, izmeren vo 1990

godina, 2000 godina i 2010 godina.  
 

 Bela rasa Crna rasa 
 Ma`i  @eni  Ma`i  @eni  

1950 56,4 57,6 45,5 45,7

1970 64,4 65,6 55,5 56,2

1990 73,7 76,7 67,2 69,8

2010 75,4 79,5 70,7 74,6
 

 a) Formiraj matrica  {to ja sodr`i informacijata za belata rasa i 
matrica  {to ja sodr`i informacijata za crnata rasa.  
 b) So upotreba na formiranite matrici najdi za kolku godini prose~no 
pove}e belata rasa vo sekoja kategorija pove}e `ivee otkolku crnata rasa.     
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1. 3.  Mno`ewe na matrici  
 

Sli~no, kako i sobiraweto na matrici i proizvodot na dve matrici mo`e da 
ni dade barana informacija vrz koja }e se bazira nekoja delovna odluka.     

 

 
 

 
 

 

 

][ ia ][ ibn�  e 2 matrica i  � e  Definicija 1. Neka n2 matrica. 

Proizvod  na matricite  i  e matrica ][ ic�  od red 2

,...2211 niniii bababac ���� ,,..,2,1

taka {to 

 za i n,...,2,1�   i pi{uvame  .��  

 

So drugi zborovi ka`ano, elementot  na matricata  e zbir na 

proizvodite na elementite od 
ic �

�i tata redica na matricata  so soodvetnite 
elementi od � tata redica na matricata    .

Da zabele`ime deka proizvodot  ne e definiran ako brojot na koloni na 
matricata  e razli~en od brojot na redici na matricata  .
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Od posledniot primer mo`e da zaklu~ime deka  
� mno`eweto na matrici ne e komutativno; 
� proizvod na dve nenulti matrici mo`e da bide nulta matrica.  

 

2. Proizvodite  i  se izraboteni od plastika, metal i staklo so broj na 
edinici od sekoj repromaterijal daden vo slednava tabela: 

 

 Plastika Metal Staklo 

Proizvod  3 4 0,5

4 0,5 2Proizvod  
 

Zaradi transportnite tro{oci na dve fabri~ki postrojki  i  edini~nite 
ceni na sekoj repromaterijal se razli~ni. Vo slednata tabela se dadeni edine~nite 
tro{ocite na sekoj repromaterijal na dvete fabri~ki postrojki:  
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 Trgovska firma Trgovska firma 

10 9Plastika 

22 26Metal 

14 14Staklo 

So pomo{ na dadenite informacii gi formirame matricite      

i  so koi se dadeni edinicite repromaterijali za sekoj proizvod i 

edine~nite ceni na sekoj repromaterijal, soodvetno. Nivniot proizvod 
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"
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ja dava cenata na sekoj od proizvodite  i  (po redici) vo sekoja od fabri~kite 
postrojki  i 
 .

Za matri~niot proizvod va`at svojstvata iska`ani so slednava teorema:  
 
     
  

 
   

,Teorema 1. Za sekoi tri matrici  i  za koi site navedeni proizvodi se 
definirani i za sekoj realen broj va`i:  
                          (asocijativen zakon)     )(i )()( �

)(ii ��� )(

)(iii ��� )(

)(i )()()( ��

                 (lev distributiven zakon)             

               (desen distributiven zakon) 

        

         
 

Dokaz. Zaradi svojstvata na operaciite sobirawe i mno`ewe realni broevi, 
za elementot na to mesto va`i: �i

)(i  Ako  e][ ia� 2 ][ ib�  e 2  matrica, i  e][ ic� 2 n matrica,  

matrica, toga{  

  � ���� �
� �� �� �

��
�

�
��
�

�
�� iii cbacbacba

1 11 11 1

.

)(ii 2 n2  Ako  e][ ia� ][ ib� ][ ic� matrica, a  i   se  matrici, toga{ 
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.)()(
1 111

� ���
� ���

����� iiiii cabacabacba    

)(iii  Ako  i  se ][ ib� ][ ic� 2 ][ ia� n2 matrici, a   e  matrica, toga{ 

.)()(
1111

����
����

����� iiiiii acabacabacb  

)(i  Ako  e ][ ia� 2 ][ ib� n2matrica, a  e  matrica, toga{ 

.)()(
111

���
���

�� iii bababa   

Od definicijata za ednakvost na dve matrici sleduva deka se to~ni i 
soodvetnite matri~ni ravenstva iska`ani vo teoremata.�� 

 

        

        Zada~i za samostojna rabota                                                             
 

1. Neka  e  matrica, a n2 n2 e  matrica. Najdi go redot na matricite 
 i Dali  mo`e ako ,�. ?n�  

Presmetaj gi proizvodite:  
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5*. Slednava tabela dava informacija za koli~inite od proizvodite koi treba 
da gi nabavat dva oddeli  i , vo edna firma:   

 

 Volna Svila Pamuk 

30 20 10Oddel  

20 10 20Oddel  

Za proizvodite imaat ponudi od dvajca dobavuva~i  i , ~ii {to edini~ni 
ceni se dadeni so slednava tabela:   

 

Dobavuva~   Dobavuva~  

10 9Volna 

22 26Svila 

14 14Pamuk 
Najdi ja matricata koja dava informacii za cenata na trite koli~estva 

proizvodi koi treba da gi nabavat  oddelite  i  i .   od dobavuva~ite 

169



1. 4.  Kvadratni matrici 
 

Matrica  se vika kvadratna, ako brojot na redici e ednakov so brojot na 
koloni. Ako brojot na koloni, odnosno redici e velime deka  e kvadratna 
matrica od red  ili kvadratna matrica. Elementite  ja so~inuvaat 
glavnata dijagonala.  
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,n A

nnaaa ...,,, 2211�n

1. Matricata  e kvadratna matrica od red 3  so dijagonalni 

elementi 
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Dijagonalna matrica e kvadratna 
matrica ~ii elementi nadvor od 
glavnata dijagonala se ednakvi na 
nula:     

Gornotriagolna matrica e kvadratna 
matrica, ~ii elementi pod glavnata 
dijagonala se ednakvi na nula: 
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Edini~na matrica e dijagonalna 
matrica ~ii{to dijagonalni elementi 
se ednakvi na 1 i se ozna~uva so  

Dolnotriagolna matrica e kvadratna 
matrica, ~ii elementi nad glavnata 
dijagonalata se ednakvi na nula: :
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Voobi~aeno, dijagonalnata matrica so elementi po glavnata dijagonala 
ja ozna~uvame so dodeka edini~nata matrica od red 

 ja ozna~uvame so  
nnaaa ,...,, 2211

n

),,...,,( 2211 nnaaadia

.n

2.  Vo taa smisla, na primer imame:  
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a) Matricata  e gornotriagolna, dodeka matricata 

 e dolnotriagolna matrica.  
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b) Matricata  e dijagonalna matrica koja mo`eme da ja ozna~ime 

so diag , dodeka  e edini~na matrica od red  4. 
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Ako  e proizvolna kvadratna matricata toga{  A �n .AAIAI nn ��
Matrica od oblik kade {to  e realen broj, se narekuva skalarna 

matrica. Toa e vsu{nost dijagonalna matrica ~ii{to elementi po dijagonalata 
se ednakvi na   
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Ako  e kvadratna matrica, toga{ proizvodite  A
,2 AAA �  ...., ,23 AAA � AAA nn 1��  

se matrici so ist red kako i  matricata A  i se narekuvaat stepeni na matricata 
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Zada~i za samostojna rabota               
                                                  

1. Poka`i deka: 

) 

ricite  i e   

matricata 

va`i 3 OA �

 

i ja ma icata ,2 AAA �  a 

potoa poka`i deka koja matrica 

a)  ,33 II �                       b) ,22 II �                            v2 4
 .3

5
3 II �  

2. Poka`i deka proizvodot na mat  .
/

0
 
!

"
� xx

xx
cossin
sincos

.
/

0
 
!

" �
xx
xx

cossin
sincos

 

.2I  

3. Poka`i deka za matricata . � 00aA .    
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4*. Neka e dadena matricata  . Najd tr
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A

 Poka`i deka za se.22 AAAA � A  od red 3 32  
va`i

5*. Ako A i B se skalarni matrici od ist red, poka`i deka 

rici 

e nao|aat {iroka primena vo najrzli~ni nau~ni disciplini, kade 
{to matematikata mo`e da najde svoja primena. Toa bara po{irok stepen na 
razvoj na matri  eden mal 
takov segment. ]e stane zbor za transformacii na matrici, so pomo{ na redici.     

ako sekoja naredna redica zapo~nuva so barem edna nula pove}e od prethodnata. 
Iskl  mo`at da bidat samo nultite redici, ako takvi ima vo 
matricata, i tie treba da bidat posledni redici.   

 ti  <  t2  < … <  tm . 

 .AAAA �    
 

 
 

22

.BAAB �  

1. 5.  Elementarni transformacii na mat
 

Matricit

~nata teorija, a nie vo ova poglavje }e se zadr`ime na

 

Skalesti matrici  
 

Matricata A = (aij) velime deka e skalesta, odnosno e vo skalesta forma, 

u~ok od ova pravilo

So t1 da go ozna~ime brojot na po~etnite nuli vo prvata redica, so t2 da go 
ozna~ime brojot na po~etnite nuli vo vtorata redica,..., so tm da go ozna~ime 
brojot na po~etnite nuli vo m-redica redica. Toga{ matricata e skalesta ako    

t1 < t2 < … < tr = tr+1 = … =  tm = n     ili   
Prvite nenulti elementi vo sekoja redica se vikaat izdvoeni elementi. 
1. Slednite matrici se vo skalesta forma 
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A= . *
, B = .
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 , C =

.

.

/
 
 

!

"

�
0000000
2100000

2*

.

.
 
 

1420300 * . 
* .

.
 
 

* 03010000

0� 341013 0" 221* " * 0002100

.

.
/ 

 
! 000

000
300

.

.

.

/

0

 
 
 

!
*

*

10000000

05100000

0

, 

a izdvo te elementi se ozna  so yvezda
Vo specijalen slu~aj edna skalesta matrica se veli deka ima redi~no 

reducirana skalesta forma, ako izdvoenite elementi se edinici i pritoa tie se 
tnite koloni. Matricata C vo 

 

iva slednata op{ta 
transformacija: j-tata redica se mno`i so nenulti skalar k i kon nea se dodava i-
tata redica pomno`ena so proizvolen broj , t.e.    

l ni redi~ni transformacii. 
al i dava transformacija na matrici vo skalesta forma 

so po

Redi

enuva kombiniranata transformacijata 

(So ~ekor 2 site elementi vo j -ta kolona {to nao|aat pod elementot 
stanuvaat nuli.)

eni ~eni .  

edinstvenite nenulti elementi vo soodve
prethodniot primer se nao|a vo redi~no reducirana skalesta forma, dodeka A i 
B ne se vo takva forma. 

 
Redi~na ekvivalentnost 
 

Definicija 1. Elementarna redi~na transformacija e sekoja transformacija 
na re to pripa|a na eden od slednite tri tipa: 

E1: Zamena na i-ta redica so j-ta redica i obratno 

E3: j-ta redica �
mno`��� so k  se dodava na i-ta redica 

dicite na edna matrica {

Ri 7 Rj , 
E2: Mno`ewe na i-ta redica so nenulti skalar k 

Ri 8 kRi,   (k � 0) , 

Ri 8 kRj + Ri . 

Kako kombinacija na transformaciite E2 i E3 se dob

 'k
Rj 8 kRj + 'k  Ri,   k  � 0. 
Definicija 2. Za matricata A velime deka e redi~no ekvivalentna so B, ako 

B mo`e da se dobie od A so kone~na niza od e ementar
Sledniot goritam n
mo{ na redi~ni transformacii. 
^ekor 1. Neka j1-ta kolona e prvata nenulta kolona so nenulti elementi.  
cite gi zamenuvame (trnasformacija E1) taka {to t.e. 

11 ja � 0.  

^ekor 2. Za sekoe i  )1( �i  se prim

Ri 8 �
1ija R1 + 

11 ja Ri . 

ija  1 1
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^ekorite 1 i 2 se povtoruvaat so podmatricata dobieni so otfrlawe na 
prvata redica. 

Se prodol`uva ovoj proces se dodeka matricata ne se transformira vo 
skalesta forma.  
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Da pretpostavime sega deka matricata R = (aij) e dovedena vo skalesta forma 
so izdvoeni elementi  So cel da ja transformirame matricata do 

redi

 

.,...,,
21 21 rrjjj aaa

~no reducirana matri~na forma postapuvame na sledniot na~in. Za i=2 gi 
primenuvame slednite kombinirani redi~ni transformacii:  

1,...,2,1, ����8 ikRaRaR kijikjk ii
. 

Potoa gi primenuvame istite transformacii za i = 3, i = 4, itn. do i = r. So toa 
matricata A se transformira do skalesta forma ~ii{to izdvoeni elementi se 

edi~no reducirana skalesta forma. No mo`e da se poka`e deka 
za se

edinstvenite nenulti elementi vo soodvetnite koloni. Potoa mno`ej}i ja i-ta 

redica so iija 1� , 1 � i � r, odnsono delej}i so 
iija  izdvoenite elementi stanuvaat 

edinici, a so toa  matricata sme ja transformirale do redi~no reducirana 
skalesta forma. 

So toa poka`avme deka sekoja matrica A e redi~no ekvivalentna so barem 
edna matrica vo r

koja matrica, soodvetnata matrica vo redi~no reducirana skalesta forma e 
edinstvena, {to ne e slu~aj so skalestata forma.   

 

2. Matricata od prethodniot primer }e ja dotransformirame do redi~no 
reducirana skalesta forma. 

./ ! 2000

.

.
0

 
 
" �

2400
0321

211 34 RRR �8 "4 8 0 06

 
 
 

!0
0  

0
0  

0
4  

.

.

.

/2
2

322

311 3RRR

RRR �8

�8 "4 8 0 00

 
 
 

!0
0  

0
0  

0
4  

.

.

.

/2
0               

 9999999999 89 244  
888 332211

1,1,1 RRRRRR



Da se transformira matricata  do redi~no reducirana 

kano

 
 
 

!

"

0
0
1

  
0
0
2

  
0
1
0

  
.
.
.

/

0

1
0 . 
0

 

3. 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

20000
52300
65432

ni~na forma.  
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.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

20000
52300
65432

8 8 8
.
.
.

/

0

 
 
 

!

" �

20000
52300
27096

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

20000
04600
07096

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

10000

0100

001

3
2
6
7

2
3

. 
 

 

        

        Zada~i za samostojna rabota                                                             
 

1. Zapi{i gi site mo`ni 222 matrici vo redi~no reducirana skalesta 
forma.  
   

2. a) Dali sekoja dijagonalna kvadratna matrica so nenulti elementi po 
dijagonalata e vo skalesta forma?  
         b) Dali sekoja dijagonalna kvadratna matrica  e vo skalesta forma?  
 

 3. So pomo{ na redi~ni transformacii, transformiraj gi slednite 
matrici vo skalesta forma:  

 a)  
 ,                  b)  .  

.

.

.

/

0

 !

"

��
�

12312
11231
03521

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

11210
05121
12300

 

4. So pomo{ na redi~ni transformacii, transformiraj gi slednite 
matrici vo redi~na reducirana skalesta forma:   

 a)  
 6 ,              b) ,             v)  . 

.

.

.

/

0

 !

"

��
�

��

1133
43
521

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

���
�
�

1232
3412
1122

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�

�

2212
5405
1533

 5. Dali edine~nata matrica e vo a) skalesta forma, b) redi~no reducirana 
skalesta forma?  
 

 6. Kakov e oblikot na proizvolna a) 321 matrica, b) 123 matrica, vo 
redi~no reducirana skalesta forma?   
 

7*. Dali relacijata ekvivalentnost na matrici gi ima slednive svojstva:  
a) sekoja matrica e ekvivalentna so samata sebe, (refleksivnost),  

 b) ako matricata A e ekvivalentna so matricata V, a matricata V e 
ekvivalentna so matricata S, toga{ i matricata A e ekvivalentna so matricata 
S (tranzitivnost).   
 

8*. Poka`i so primer deka ako matricata A e ekvivalentna so matricata V, 
toga{ i matricata V e ekvivalentna so matricata A (svojstvo na simetri~nost).  
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1. 6. Rang na matrica  
 

Neka A e proizvolna  matrica. Matricata ja doveduvame do skalesta 
forma.  

nm2

 

Definicija 1. Brojot na nenulti redici vo skalestata forma na edna 
matrica A se narekuva rang na matricata A.  

 

Pritoa rangot na matricata A ne zavisi od toa na koj na~in sme ja dovele 
matricata A vo skalesta forma.   

1. Najdi go rangot na matricata      .  
 
 
 

!

"
�

3
2
1

A
10
6
2

6
3
0

�
�

.

.

.

/

0

�
�
�

5
3
1

 
 
 

!

"
�

3
2
1

A                
10
6
2

6
3
0

�
�

 
 
 

!

"
8

.

.

.

/

0

�
�
�

0
0
1

5
3
1

4
2
2

6
3
0

�
� 8

.

.

.

/

0

�
�
�

2
1
1

 
 
 

!

"

0
0
1

0
2
2

0
3
0

�  
.
.
.

/

0
�
�

0
1
1

. 

Zna~i rang na matricata A e 2. 
 
 

2. Najdi go rangot na matricata  A= .  
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

��
�
�

010754
35142
20310

A= 8  8 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

��
�
�

010754
35142
20310

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

��
�
�

010754
20310
35142

   8  , 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

�
�
�

60930
20310
35142

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�
�

00000
20310
35142

pa rangot na dadenata matrica e 2.  

 3. Da se najde rangot na matricata  A=  .
65
43
21

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

A=  8  8  8 , 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

65
43
21

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�

65
20
21

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

40
20
21

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�

00
20
21

pa rangot na matricata e ednakov na 2. 
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        Zada~i za samostojna rabota                                                             
 

1. Najdi go rangot na matricite:  

a)  ,          b) ,             v) .      
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

452
773
241

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�
1123
1100
1100
1121

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

�

155212
131210
143201
012011

 

2. Najdi go rangot na matricite: 

a)  ,          b) ,         v) . 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

654
987
876

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

� 1117
161084

8542
7431

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

00042
20131
20110
20131

 

3. Najdi go rangot na matricata ~ii {to vektor-redici se:  

(�1,5,0,3,8),  (7,�3,7,3,�4),  (2,1,3,4,2),  (4,1,4,2,2).  
 

4. Poka`i, deka matricite  

A=    i   B=  
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

171395
9753
4321

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

1794
1373
952
531

imaat ednakov rang. Kako e dobiena matricata B od matricata A?  

5*. Za kolku }e se promeni rangot na edna matrica, ako od nea otfrlime 
edna redica? 

    
 

1. 7. Primena na rangot   
 

         Rangot ima golema primena, no }e se zadr`ime na samo eden del od toa. ]e 
razgleduvame kvadratni matrici i za niv }e go definirame poimot za 
regularnost i singularnost na sledniot na~in.  

Definicija 1. Za edna kvadratna nn2  matrica velime deka e regularna, ako 
nejziniot rang e ednakov na , a }e velime deka e singularna ako nejziniot rang e 
pomal od n . 

n
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1. Proveri ���	 ��
�	��
�   � ��������� 	�	 �	��������.  
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

511
411
321

������
� ��
�	�� �� �
�������� �
 ������
� �
��� �� �
 �
 
������	�� ����	�	

 
����: 

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

511
411
321

8  8 . 
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

� 230
730
321

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

900
730
321

����

 �� ��
�	��
� � 3, � ���

 �� ��
�	��
� � 332 , �� ��

� ��
�	��
� � ���������. 
  

2. Pro���	 ���	 ��
�	��
�   � ��������� 	�	 �	��������.  

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

�

8422
3211
4211
5121

������
 �
 ��
���� ����

 �� ������
� ��
�	��:

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

�

8422
3211
4211
5121

 8  8 . 

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

��
��
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�

2620
2330
1310
5121

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�
��

�

0000
1600
1310
5121

������`����� ���� ����

 �� ������
� 442  ��
�	�� � 3 < 4, zatoa taa e singularna.
 
  

3. Da poka`eme deka potreben i dovolen uslov za da edna kvadratna 222  

matrica  e regularna e .
/

0
 
!

"
dc
ba

0� �bcad .  

Da pretpostavime najprvo deka 0�� . Prvata redica pomno`ena so 
a
c

�  ja 

dodavame na vtorata redica. Na toj na~in dobivame   

.
/

0
 
!

"
dc
ba

 8 �
.
.

/

0

 
 

!

"

�
a
bcd

ba

0 .
.

/

0

 
 

!

"
�
a

bcad
ba

0
 8 .  .

/

0
 
!

"
� bcad
ba

0

Ako  rangot na dadenata matrica e 2 i taa e regularna. Ako pak  
, toga{ dadenata matrica e singularna bidej}i nejziniot rang e 1.   

0�� bcad
0�bc�ad

 Sega da pretpostavime deka 0��
0

 i povtorno da poka`ime deka va`i 
prethodniot zaklu~ok. Imeno pri ��  toj zaklu~ok glasi: Ako  ����

 �� 
������
� ��
�	�� � 2 	 
�� � ���������, a a�
 ��� 

0�bc
0�bc , toga{ dadenata matrica e 

singularna.  
Najprvo so zamena na prvata redica so vtora,  a na vtorata so prva dobivame  
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  8  . .
/

0
 
!

"
dc
b0

.
/

0
 
!

"
b
dc

0

Ako , toga{  i 0�bc 0�b 0�c
0

, pa zatoa rangot na matricata e 2 i taa e 
regularna. Neka , t.e.  0�bc �b  ili 0�c . Ako 0�b  i 0�c ,  toga{ matricata  

   .
/

0
 
!

"
b
dc

0

ima rang 1 i dadenata matrica e singularna. Ako  0�b  i 0�c ,  toga{ matricata 

 vo skalesta forma se transformira na sledniot na~in  .
/

0
 
!

"
b
d

0
0

.
/

0
 
!

"
b
d

0
0

 8   (ako .
/

0
 
!

"
00

0 d
)0�d  ili  

.
/

0
 
!

"
b
d

0
0

 =  8    (ako .
/

0
 
!

"
b0
00

.
/

0
 
!

"
00

0 b
)0�d , 

pa povtorno rangot na dadenata matrica e 1 i taa e singularna. Ako pak 0�b  i 

, toga{ dadenata matrica ima oblik , nejzinata skalesta forma e 

  pa rangot e 1 ako 

0�c

0

.
/

0
 
!

"
d0
00

.
/

0
0
d

 
!

"
0
0

�d , ili 0 ako  0�d . Zna~i i vo ovoj slu~aj rangot e 

pomal od 2, pa matricata e singularna. So toa gi iscrpivme site mo`ni slu~ai i 
poka`avme deka a�
  ����

 �� ������
� ��
�	�� � 2 	 
�� � ���������, a 
a�
 ��� , toga{ dadenata matrica e singularna. 
 

0�bc�ad
0�� bcad

   
       

 Zada~i za samostojna rabota                                                             
 

1. Koja matrica se narekuva singularna, a koja regularna? 
2. a) Dali edine~nata matrica e regularna ili singularna?  

     b) Dali nulata matrica e regularna ili singularna?   
 

3. Proveri dali slednite kvadratni matrici se regularni ili singularni: 

a) ,      b) ,       v)  ,        g) . .
/

 
! 32

0" 15

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

415
231
321

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

� 511
412
701

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

�

8422
3211

11613
5121

4*. Koga edna 1  matrica [  e regularna, a koga e singularna?  12 ]a
 

 5*. Koga edna gornotriagolna matrica e regularna? 
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1. 8.  Zada~i za ve`bawe 
 

1. Dadeni se matricite  i . Opredeli gi  

matricite:   a) 

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
��

�
�

123
246
123

A
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"
��

101
330
112

B

BA � ,                b) ,BA �             v)               g) AB. ,2A
 
 

2. Presmetaj:     

   a)  ,                       b) ,                    v) .
3

.1222 ��� zyx

01
11
.
/

0
 
!

" ��
3

012
230
401

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
4

111
100
010

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

���

          3. Neka e dadena matrica , kade  Doka`i 

deka   

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

��
��

0
0

0

zy
zx
yx

A

.3 OAA ��
 

4. Doka`i deka ako matricite  i A B  komutiraat, odnosno ako 
toga{ va`at ravenstvata:  ,BAAB �

          a) ,                 b) .   222 2)( BABABA ���� 32233 33)( BABBAABA �����
 

5. Dali nultata matrica e vo  
a) skalesta forma,                 b) redi~no reducirana skalesta forma? 
 

6. Dadenite matrici dovedi gi vo skalesta forma: 

 a) ,                 b)  ,                 v)       

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
�

�

521
614
436

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

710352
24221
00000
410753

.
232
134
512

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

 

7. Najdi go rangot na matricite  i ,    

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

��

��

�

321
110
321
231

A

.

.

.

.

/

0

 
 
 
 

!

"

�

��
�

224
312
121
431

B

 

,BA �  ako:  i  .   

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"

�
��

�
�

123
246
123

A
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"
��

101
330
112

B8. Najdi go rangot na matricata 

 

9. Dadeni se dve matrici  i A B  od ist tip,  pri {to rang(A)=3, a rang(B)=5. 
Mo`e li rangot na matricata BA �  da bide:  

a)       b)       v)       g)        d)       |)       e)       `)       z)      y) ;0 ;1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6 ;7 ;8 ?9  
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   2. NIZI 
 

 2. 1.  ���� �� ��	a 
 

 Da razgledame edno preslikuvawe  od mno`estvoto na prirodnite broevi vo 
mno`estvoto na realnite broevi. Ova preslikuvawe se zadava potpolno ako se 
poznati , , 

f

1)1( af � 2)2( af � 3)3( af � ,..., nanf �)
)( na

(

1

,...  Zatoa nizata }e ja pi{uvame 

kratko kako  ili u{te pokratko ,  ili . So toa nizata e 

zadadena bidej}i toa podrazbira deka  e slikata na 1,  e slikata na 2, itn. Zatoa 
mo`eme da definirame. 

,..., 3a, 21 aa }{ na '
�1}{ nna

a 2a

                         

  

Definicija 1. Niza e preslikuvawe od mno`estvoto na prirodnite broevi vo 
mno`estvoto na realnite broevi. 

 1. Napi{i gi prvite pet ~lena na nizata so op{t ~len , ako:  na

          a)  ;1
n

an �                     b)  ;)1()1(
n
na

n

n
��

�                   v)   .)1( n

nan
��

a potoa zadadenite nizi  pretstavi gi grafi~ki na brojnata oska.                   

a) ,11 �a ,
2
1

2 �a   

,
3
1

3 �a ,
4
1

4 �a  .
5
1

5 �a                                      Crt. 1 

                                             

b) ,01 �a ,
2
1

2 �a  

,
3
2

3 ��a ,
4
3

4 �a .
5
4

5 ��a                                          Crt. 2 

 

v)    ,11 �a ,22 �a

         ,
3
1

3 �a     ,44 �a .
5
1

5 �a 
                                          Crt. 3  

       

2. Najdi barem edna formula za op{tiot ~len  na slednite nizi: na

          a)               b) ...;1,1,1 �� ...;
2
1,

2
1,

2
1

32              v) ,...;
4
5,

3
4,

2
3

                      

a)               b) ;)1( n
na �� ;

2
1

nna �                    v) .
1
2

�
�

�
n
nan 
         

 Kako {to mo`e da se zabele`i od gornite primeri, nizite se zadadeni 
neposredno,  so formula za op{tiot ~len. Nizata vo slednite primeri e zadadena 
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rekurentno, odnosno so pomo{ na formula koja ovozmo`uva da se najde -ot ~len 
ako se poznati prethodnite ~lenovi .  

1�n
naaa ,...,, 21

 Nizite mo`at da zadovoluvaat nekoi svojstva. Tie svojstva naj~esto se 
uslovite za rastewe i opa|awe, kako i ograni~enost na nizite.  
  

 

 

Definicija 2. Za nizata  velime deka e  )( na

kk aa ��1

kk aa ��1

&raste~ka (ili monotono raste~ka), ako za sekoj priroden broj k va`i        
         ,                                                                                      (1) 

&opa|a~ka (ili monotono opa|a~ka), ako za sekoj priroden broj k va`i     
.                                                            (2) 

Uslovot (1) za rastewe na edna niza poka`uva deka sekoj nareden ~len na 
nizata e pogolem od prethodniot ~len. Na primer, nizata so op{t ~len  25 �� nan  e 

raste~ka, bidej}i  t.e. 1 < 4 < 7 < 10 < ...  Neposredno se uveruvame 
deka  

...4321 ���� aaaa

0525255]25[2)1(51 �������������� nnnnaa nn , 

pa ottuka e  za sekoj priroden broj n.  nn aa ��1
 Uslovot (2) za opa|awe na edna niza poka`uva deka sekoj nareden ~len na 

nizata e pomal od prethodniot ~len. Na primer, nizata so op{t ~len  2
11
n

an ��  e 

opa|a~ka, bidej}i , t.e. ...4321 ���� aaaa ...
25
11

16
11

9
11

4
112 �����  Neposredno se 

uveruvame deka  

0
)1(
)12(

)1(
)1(11

)1(
11 2222

22

221 �
�
��

�
�
��

���
�

���� nn
n

nn
nn

nn
aa nn , 

pa ottuka e  za sekoj priroden broj n.  nn aa ��1

 Da napomeneme deka ne sekoja niza mora da zadovoluva nekoe od svojstvata (1) i 
(2). Takva e nizata 2, 5, 2, 5, 2, 5, 2, 5, 2,....   
 

 

 

Definicija 3. Za edna niza velime deka e ograni~ena od gore, ako postoi 
realen broj M, taka {to za sekoj priroden broj n va`i 

Man � .                                        (5) 

 Analogno definirame niza ograni~ena od dolu na sledniot na~in.  
 

Definicija 4. Za edna niza velime deka e ograni~ena od dolu, ako postoi 
realen broj M, taka {to za sekoj priroden broj n va`i 

Man � .                                                                  (6) 
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Nizite koi istovremeno se ograni~eni od gore i od dolu gi narekuvame 
ograni~eni. Niv mo`eme da gi definirame na sledniot na~in.  

 

  

 

Definicija 5. Za edna niza velime deka e ograni~ena, ako postoi pozitiven 
realen broj M, taka {to za sekoj priroden broj n va`i 

Man �|| .                                                             (7) 

3. Nizata so op{t ~len   e ograni~ena od dolu (na primer so brojot 0), 

no ne e ograni~ena od gore; nizata 

n
na 3�

,...
5
1,5,

4
1,4,

3
1,3,

2
1,2,1,1 �����  e ograni~ena od gore 

so brojot 2, no ne e ograni~ena od dolu; nizata 
n
na

n

n
)1()1( ��

�  e ograni~ena i od 

gore i od dolu, so �	�
 �
� ��
� �
�
��� 
� brojot 1, bidej}i 

11)1()1(|| �
�

�
��

�
n

n
n
na

n

n . 
 

 

 4. Da ja razgledame nizata so op{t ~len  23 �� nan

1

. Ovaa niza e raste~ka, 

bidej}i  Vo ovoj slu~aj prviot ~len e ...4321 ���� aaaa 1�a  i toj e najmaliot ~len 
vo nizata, pa spored toa ovaa niza e ograni~ena od dolu so ��
	��
��� ��
� �
��� 
� 
1, �� ��	��� �
 0. 
 
 

Niza koja{to ne e ograni~ena se narekuva neograni~ena. So drugi zborovi, 
nizata  e neograni~ena ako za sekoj realen broj }{ na M  postoi priroden broj  

taka {to              

,n
.| M�| an

 
  

       Zada~i za samostojna rabota                                                              
  

1. Najdi barem edna formula za op{tiot ~len  na slednive nizi: na

          a)               b) ...14,11,8,5,2 ...
5

16,
4

13,
3

10,
2
7,4           v) ...

5
1,

4
1,

3
1,

2
1,1 ���        

          

2. Koi nizi velime deka se raste~ki, a koi se opa|a~ki? 
 

3. Poka`i deka nizata so op{t ~len e ograni~ena odgore:  na

a) ;11
n

an ��                      b) ;2
3

3

n
nan

�
�                       v) .

log
)1(1
n

a
n

n
�

��  

 

4. Poka`i deka nizata so op{t ~len  e ograni~ena oddolu:  na
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           a) ;12 2n
an ��                       b)                            v)  ;)1( n

na �� .1
n

nan
�

�   

 

5*. Poka`i deka nizata so op{t ~len 12 3
1...

3
1

3
11 ������ nna  e ograni~ena.   

 
 

2.2. Granica na niza od realni broevi  
 

 Da ja razgledame nizata so op{t ~len 
n

an
1

� . Intuitivno ni e jasno deka za 

golemi broevi na indeksot n  n-tiot ~len na nizata e blizok do 0, taka {to kako n 

raste, 
n

an
1

�  e sé poblisku do brojot 0. Toj o~igleden fakt go objasnuvame na 

sledniot na~in. Za sekoj pozitiven broj :  postoi priroden broj  taka {to ,0n

:��
0

10
n

, odnosno 
:

�
1

0n . Na primer, ako 01,0�:  toga{ 100
01,0
1

��on , ako  

toga{ 

001,0�:

1000
001,0
1

��on . Sega za proizvolen broj  va`i 0nn � �� 0n� :���
nn
101

:�

, 

{to zna~i deka , t.e. za golemi vrednosti na  n va`i ),( ::��na �:� na .  Vo ovoj 
slu~aj velime deka nizata konvergira (se stremi) kon brojot 0. Vo op{t slu~aj, ako 
nizata se stremi kon nekoj broj a, toga{ }e treba za koj bilo pozitiven mal broj : , 
da postoi  broj , taka {to za  da va`i 0n 0nn � :���:� �an� , t.e. site ~lenovi  
{to odgovaraat za ovie vrednosti na n da se razlikuvaat od a po apsolutna vrednost 
pomalku od : . Posledniot primer go motivira voveduvaweto na poimot granica na 
niza.        

na

 

 

 

Definicija 1. Realniot broj a  se narekuva grani~na vrednost ili granica na 
nizata realni broevi {  ako za sekoj pozitiven broj }na :  postoi priroden broj 
taka {to  

,0n

:�� || aan 0nn �
.lim aan

n
�

'8

aan

  za sekoj priroden broj  

i pi{uvame  Zna~i, 

 

         Ako , velime deka nizata  te`i kon  brojot  koga  te`i kon aan
n

�
'8

lim }{ na a n '  

i pi{uvame  koga , a za samata niza  velime deka e konvergentna. ,aan 8 '8n }{ na

n
�

8'
+ �;�:< 0)(0( nlim  � �<n)( ).||)( 0� � � :=� aann n  
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So drugi zborovi, nizat }na  te`i kon  brojot a koga n  te`i kon a  { ' , ako 

enovite na  se ,,proizvolno blisku’’ t a  koga n  e ,,dovolno ~l do brojo golemo’’ .  
 Od definicijata i svojstvata na apsolutna vrednost na realen broj sleduva 
deka neravenstvoto  
   �| an :�|a
vo definicijata za grani~na vrednost na niza e ekvivalentno so dvojnoto 
neravenstvo ,:���:� aana

:�a
 odnosno uslovot 

 .  ),( :�� aan

Intervalot   voobi~aeno se narekuva ),( :�:� aa �: okolina na brojot  Spored 
toa  definicijata za granica na niza mo`e da ja tolkuvame na sledniot na~in:  

.a

 Nizata  te`i kon  brojot a  ako za proizvolen pozitiven broj }na{ :  postoi 

priroden broj  taka {to   ,0n )( , :�:�an aa  za sekoj priroden broj   .0nn ��
   
 
 

Crt.4 
Toga{ velime deka po~nuvaj}i od  site ~lenovi na nizata se nao|aat vo 

okolinata na brojot  {to zna~i deka site ~lenovi na nizata, osven kone~no 
mnogu ~lenovi, se nao|aat vo 

0n
�: ,a

okolinata na brojot  (crt. 4).  a�:
 

1. Nizata so op{t ~len  ,cna �  kade {to c  e realen broj,  konvergira kon 

brojot  Navistina, vo ovoj slu~aj za bilo koe .c 0 , baraniot broj  e 1. 
 0n�:

2.  Doka`i deka  .1)1(�
�

n
1lim ��

�
�

�
�
�
�

�

'8

n

n
 

 postoi priroden broj  taka {to ,0n Za sekoj pozitiven broj : :��
0

10
n

. Toga{  

�� aan :�����
�

�
��
�

� �
�

(

}

nn

n 11)11  za sekoj priroden broj n  .0n� 


 Da se navratime na definicijata za grani~na vrednost na niza. Ako za nizata 
realni broevi  ne postoi granica, toga{ velime deka nizata divergira.  Zna~i, 

nizata {  divergira  ako za koj bilo realen broj  postoi 

}{ na

na a �: okolina na brojot  
takva {to beskone~no mnogu ~lenovi na nizata  se nadvor od okolinata, i toga{ 
nizata nema granica.  

a

 Na primer nizata 1, 2, 3, 4, 5, 6,... ne konvergira kon nitu eden ralen broj. 
Intuitivno mo`e da ka`eme deka ovaa niza se stremi kon beskone~nost. Pri~inata 
za toa e slednata. Bilo kolku golem broj M da izbereme, }e postoi broj  ({to 0n
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zavisi od M), taka {to ako , toga{ }e va`i . Za na{ata niza 0nn � Man � nan � , 

brojot  lesno se opredeluva. Na primer, za M=100, 0n 1010 �n , ako M=1000,7, 
, itn. Spored toa, ja davame slednata definicija.  10010 �n

 

                                                      

M  postoi priroden broj  taka {to  Definicija 2. Ako za sekoj realen broj ,0n
, ,0nn �

�'�n +

  Ma  za sekoj priroden broj  n �

�'�

'8
alim

toga{ velime deka nizata  se stremi kon beskone~nost i pi{uvame 

.   Zna~i,  

}{ na

'8
n

n
alim

n
�

 Analogno definirame koga edna niza se stremi kon minus beskone~nost.  

 Na primer nizata so op{t ~len nan ��  se stremi kon '� .  

 Vo slu~aj koga  ili �'�
'8

n
n

alim �'�
8' nn

alim , velime deka soodvetnite nizi se 

divergentni, bidej}i ne konvergiraat kon nekoj realen broj.   

3. Poka`i deka nizata 1, �1, 1, �1, 1, �1,... so op{t ~len   nema granica.  n
na )1(��

:
 Brojot 1 ne mo`e da bide granica na dadenata niza, bidej}i ~lenovite so paren 
indeks ne mo`at da pripa|aat vo nekoja mala okolina na primer za  na brojot 1.  1�
 

Analogno i brojot �1 ne mo`e da bide granica na dadenata niza, bidej}i ~lenovite 
so neparen indeks ne mo`at da pripa|aat vo nekoja mala okolina, na primer, za 1�:  
na brojot �1. Bilo koj broj a {to e pogolem od 1 ne mo`e da bide granica, bidej}i 
ako zememe , toga{ nitu eden ~len od nizata ne pripa|a na -okolina na 
brojot a. Bilo koj broj a {to e pomal od �1 ne mo`e da bide granica bidej}i ako 
zememe , toga{ nitu eden ~len od nizata ne pripa|a na -okolina na 
brojot a.  Bilo koj broj a {to e pogolem od �1 a pomal od 1 ne mo`e da bide granica 
na nizata, bidej}i ako zememe za 

01���: a

01 ��� �

:

:�:

:  da e pomaliot od broevite ��1  i 1)1( �� ���� , 
toga{ nitu eden ~len od nizata ne pripa|a na : -okolina na brojot a (napravi 
crte`). Zna~i nitu eden realen broj ne mo`e da bide granica na dadenata niza, pa 
dadenata niza nema granica. 
    

    �;�< 0)(0 n( M < �n)( nn �� )(  ).M0 an �=

                                                      

 Definicija 3. Ako za sekoj realen broj  postoi priroden broj  taka {to M ,0n
,n

'8
n

n
alim

n
+ �<( M

  ,Man �  za sekoj priroden broj 0n�  

toga{  velime deka nizata  se stremi kon minus beskone~nost i pi{uvme 

. Zna~i  

}{ na
�'�

'8 nalim          �'�    �; 0)(0 n � �<n)( � ).M)( 0nn an� = �  
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      Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Dadena e niza so op{t ~len .
2
1

�
�

�
n
nan  Poka`i deka ,1

2
1lim �

�
�

'8 n
n

n
 a potoa 

najdi go , ako   0n

a) ;
10
1

�:                        b) ;
100

1
�:                              v) .

1000
1

�:  

 

2. Koja od slednive nizi te`i kon '�  ili kon '� , a koja kon realen broj?  
          a)                    b) ;4�� nan ;2

2

2
1

n
n

na ��                           v)   .2 2nan ��
 

 3. Dadena e niza so op{t ~len  
43
1

�
�

�
n
nan . Poka`i deka .

3
1lim �

'8
n

n
a  Po~nuvaj}i 

od koe n , beskone~no mnogu ~lenovi na nizata se nao|aat vo intervalot 

?
100

1,
100

1
3
1

�
�
�

�
�
� �

3
1
�  

 

 4. Dali nizata 1, 2, 5, 1, 2, 5, 1, 2, 5, 1, 2, 5,... ima granica?  
 

 5*. Ako nizata  ima granica 1, poka`i so primer deka nizata  mo`e, a 
i ne mora da ima granica.  

}{ 2
na }{ na

 
 

2. 3.  Svojstva na konvergentni nizi od realni broevi  
 

 Vo ova poglavje }e doka`eme nekolku va`ni svojstva na konvergentnite nizi. 
Pred da premineme na nivnoto prou~uvawe, }e predo~ime edna karakteristika na 
konvergentnite nizi so koja ~esto se slu`ime i }e ja podrazbirame pri 
formulacijata i dokazite na teoremite. Imeno, so ogled na definicijta na granica 
na niza, pri rabota so grani~ni vrednosti ne e sekoga{ neophodno soodvetnite 
svojstva na nizite koi gi koristime da bidat ispolneti za sekoj priroden broj  
tuku dovolno e tie da va`at po~nuvaj}i od nekoj priroden broj  

,n
.0n

 

 
  

 
 
                        
 

 

   Teorema 1. a) Sekoja konvergentna niza od realni broevi ima edinstvena 
granica. 

b) Sekoja konvergentna niza od realni broevi e ograni~ena.   

 

a) Pretpostavuvame sprotivno,  deka postoi konvergentna niza  koja ima 

dve grani~ni vrednosti  i  Ako izbereme  

}{ na

1a .2a ,
2

|| 21 aa �
�:  toga{ okolinite na �:
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broevite  i  se disjunktni, odnosno ne se se~at, pa nevozmo`no e i vo ednata i 
vo drugata da se nao|aat beskone~no mnogu ~lenovi,  a nadvor kone~no mnogu 
~lenovi od nizata.    

1a 2a

b) Neka nizata  konvergira kon brojot a . Toga{ za sekoj pozitiven broj }{ na :  

postoi priroden broj  taka {to  ,0n
�| an � |a :   za sekoj priroden broj  .0nn � 

  Od broevite  
 ,1a :: �� aaaa ,n ,

0
,...,2

M�

  

go izbirame onoj koj ima najgolema apsolutna vrednost  Toga{ imame  .M
  za sekoj priroden broj   ,|| an ,n

od kade {to sleduva deka dadenata niza e ograni~ena. � 
 

Da zabele`ime deka obratnoto tvrdewe od tvrdeweto iska`ano vo teoremata 
ne va`i, odnosno ne sekoja ograni~ena niza e konvergentna. 

Kako posledica od teoremata dobivame deka sekoja neograni~ena niza e 
divergentna.  

 

 1. Nizata so op{t ~len   e ograni~ena, no ne e konvergentna, dodeka 

nizata so op{t ~len  e divergentna bidej}i e neograni~ena.
 

n
na )1(��

)1( �n21��an
 

!
���� �
	�

 �� ����	�� �� �	��, �
�	��
 � �� �� �
���� 	 �����	

 �
	� �� 

"�� 
�� ��
������#�.  

 

 

 

Definicija 1. Neka e dadena niza so op{t ~len . Brojot a se narekuva to~ka 
na natrupuvawe, ako za proizvolen broj 

na
0�:  postojat beskone~no mnogu ~lenovi 

na nizata koi pripa|aat na intervalot ),( � : � :aa .  

O~igledno e deka za sekoja konvergentna niza nejzinata granica e to~ka na 
natrupuvawe i deka taa e edinstvena. Za dadena niza gi opredeluvame site nejzini 
to~ki na natrupuvawe, pa ako nema to~ki na natrupuvawe ili ima barem dve, nizata 
e sigurno divergentna. Ako ima edna to~ka na natrupuvewe, toga{ nizata mo`e da 
konvergira, a mo`e i da divergira. Na primer nizata 0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,... ima samo 
edna to~ka na natrupuvawe (0), no nizata e divergentna, bidej}i ne e ograni~ena. 
Nizata 1, �1, 1, �1,... ima dve to~ki na natrupuvawe (1 i �1), pa zatoa taa e 
divergentna. Vo prodol`enie }e dademe dve svojstva na konvergentnite nizi. 
 
  

 
 

 

Teorema 2. Naka {  i { se konvergentni nizi od realni broevi. Ako 

 za sekoj priroden broj  toga{  

}na }nb
,nn ba � ,n .limlim n

n
n

n
ba

'8'8
�  
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Teorema 3. (Sendvi~ - teorema) Neka },{ na  }{ nb  i }{ nc se konvergentni nizi 
od realni broevi takvi {to   

1. a za sekoj priroden broj  i  ,nnn cb �� ,n
.limlim aca n

n
n

n
��

'8'8

.lim abn
n

�
'8

2.  

Toga{  
 

2. Najdi ja granicata na nizata so op{t ~len .
12 �

�
n

nan  

 Definirame niza so op{t ~len 0�nb  i niza so op{t ~len .1
n

cn �  Od 

neravenstvoto  

 ,1
1

0 2 nn
n

�
�

�  za sekoj priroden broj n   ,

zaradi 01lim0lim ��
'8'8 nnn

 i  Sendvi~ - teoremata sleduva deka:  

 .0
1

lim 2 �
�'8 n

n
n


 

 
 
Zada~i za samostojna rabota 

 
1.  Najdi gi to~kite na natrupuvawe za nizite:  

a) 1,0,�1, 1,0,�1,1,0,�1,...,            b) ;32

n
nan

�
�                       v)  .3n

na �
 

2. Nizata so op{t ~len  e zadadena na sledniot na~in: ako , toga{ na 2kn �

k
an

1
� , a ako n ne e potpoln kvadrat, toga{ 

n
an

11�� . Dali ovaa niza e 

konveregentna, koi se nejzini to~ki na natrupuvawe?    
 

3. Sporedi gi granicite na nizata so op{t ~len:  

a) 2
1
n

an �  i   ;11 2n
bn ��                          b) nna

2
1

�  i   .
2
11 nnb ��  

 

4. So primena na Sendvi~-teoremata doka`i deka:  

a) ;0
1

1lim 2 �
�'8 nn

                     b) ;0
19

1lim
2

�
�'8 nn

              v) .0
4

lim 3 �
�'8 n
n

n
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5. So primena na Sendvi~-teoremata najdi gi slednive granici: 

a) ;
116

1lim
2 �'8 nn

                     b) ;
12

1lim 2 �'8 nn
                    v) .

2
lim 3

2

nn
n

n �'8
 

 
 

2. 4.  Operacii so konvergentni nizi od realni broevi   
 
 Vo mno`estvoto od nizi od realni broevi }e gi definirame slednive 
operacii.  
 Ako   i  se dve dadeni nizi, toga{ nizata }{ na }{ nb }{ nn ba �  se narekuva zbir na 

nizite  i { , nizata  se narekuva razlika na nizata  so nizata 

, nizata {  se narekuva proizvod na nizite {  i . Ako  za sekoj 

priroden broj  toga{ nizata 

}n

na
{a }n

}n

b
b

,n

}{ nn ba � }{ na
�nb}{ nb } }{ nbna ,0

>
?
@

�


�

n

n
b
a

 se narekuva koli~nik  na nizata  so nizata 

.  

}{ na

}{ nb
 Pred da premineme na ispituvaweto na konvergencijata na definiranite nizi 
od realni broevi }e go vovedeme poimot nula-niza i }e doka`eme nekolku svojstva.   

Nizata  se narekuva nula - niza ako ima granica nula, odnosno }{ na .0lim �
'8

n
n

a  

Zna~i, nizata  e nula-niza ako za proizvolen pozitiven broj }{ na :  postoi priroden 

broj   taka {to   0n ,|| :�na  za sekoj  priroden broj    .0nn �
 

 1. Nizite so op{t ~len ,1
n

an �  ,)1(
n

a
n

n
�

�  ,
3
1
nna �  ,

2
1

2 �
�

�
n
nan  ,)1(1

n
a

n

n
��

�  

se primeri na nula-nizi, bidej}i sekoja od niv te`i kon nula koga n  te`i kon 

beskrajnost: ,01lim �
'8 nn

 ,0)1(lim �
�

'8 n

n

n
 ,0

3
1lim �

'8 nn
 ,0

2
1lim 2 �

�
�

'8 n
n

n
 .0)1�(1lim �

�
'8 n

n

n

 

 

 Svojstvata na nula-nizite pretstavuvaat zgodna alatka za re{avawe na brojni 
problemi vo teorijata na nizi. Eve nekolku od niv:  
 

 10 Nizata  ima kone~na granica a ako i samo ako }{ na ,nn xaa ��  kade {to  
e nula-niza.  

}{ nx

Dokaz.  Neka nizata  ima kone~na granica  odnosno  kade {to 

 e kone~en realen broj. Definirame niza so op{t ~len 

}{ na ,a ,lim aan
n

�
'8

.aann �a x �  Toga{  za 

proizvolen pozitiven broj  postoi priroden broj  taka {to  : 0n
  za sekoj priroden broj  ,|||| :��� aax nn ,0nn �
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od kade {to sleduva  odnosno  e nula-niza.  ,0lim �
'8

n
n

x }{ nx

 Obratno, neka  kade {to  e nula - niza. Toga{ za proizvolen 

pozitiven broj 

,nn xaa �� }{ nx
:  postoi priroden broj  taka {to  0n

  za sekoj priroden broj   ,|||| :��� nn xaa ,0nn �
od kade {to sleduva deka nizata  ima kone~na granica � }{ na .a

 2. Dadena e niza so op{t ~len 2

2 1
n

nan
�

� . Poka`i deka .11lim 2

2
�

�
'8 n

n
n

 

 Op{tiot ~len na dadenata niza mo`e da go zapi{eme vo oblik .11 2n
an ��  

Bidej}i 01lim 2 �
'8 nn

, za dadenata niza imame .11lim 2

2
�

�
'8 n

n
n


 

 
 

 20  Zbir i razlika na dve nula-nizi e nula-niza.   
Dokaz.  Neka  i  se nula-nizi, odnosno}{ nx }{ ny 0limlim ��

'8'8
n

n
n

n
yx , i neka :  e 

proizvolen pozitiven broj. Toga{ postojat prirodni broevi   i  taka {to  1n 2n

,
2

|| :
�nx  za sekoj priroden broj  i 1nn � ,

2
|| :
�ny  za sekoj priroden broj .  2nn �

Ako  toga{ imame  },,max{ 210 nnn �

 ,
22

|||||| :�
:

�
:

���� nnnn yxyx  za sekoj priroden broj  ,0nn �

od kade {to zaklu~uvame deka ,0)(lim ��
'8

nn
n

yx  odnosno nizite  se nula-

nizi.� 

}{ nn yx �

 3. Nizite so op{ti ~lenovi 
1

1
2 �

��
n

n
n

zn  i 
1

1
2 �

��
n

n
n

un  se nula-nizi kako 

zbir i razlika na nula-nizite so op{ti ~lenovi 
n

xn
1

�  i 
12 �

�
n

nyn . 
 

 

30 Proizvod od ograni~ena niza i nula-niza e nula-niza.    
         Dokaz. Neka  e ograni~ena niza i neka  e nula-niza. Postoi realen 

broj  taka {to  za sekoj priroden broj .  

}{ nx
xn �||

}{ ny
nM M

Zaradi uslovot 0lim �
'8

n
n

y  sleduva deka za sekoj pozitiven broj :  postoi 

priroden broj  taka {to 0n ,||
M

yn
:

�  za sekoj priroden broj  Toga{  .0nn �

,|||||| :�
:

�	�
M

Myxyx nnnn  za sekoj priroden broj , 0nn �
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od kade {to zaklu~uvame deka  ,0lim �
'8

nn
n

yx  odnosno nizata  e nula - niza.�   }{ nn yx

Od  pogornoto svojstvo neposredno sleduva deka proizvod na nula - niza so 
realen broj e nula - niza, bidej}i sekoja realna konstanta  mo`e da ja 
interpretirame kako niza so op{t ~len 

c
,can �  za koja{to poka`avme deka e 

konvergentna, pa spored toa i ograni~ena.   

4. Nizata so op{t ~len 
n

x
n

n
)1(�

�  e nula-niza kako proizvod od nizata so op{t 

~len , koja {to e ograni~ena i nula - nizata n
na )1(�� .1

n
yn � 

 

 Slednava teorema dava odgovor na pra{aweto dali od konvergencijata na dve 
dadeni nizi  i  sleduva konvergencija na zbirot, razlikata, proizvodot i 
koli~nikot na nizite.  

}{ na }{ nb

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Teorema 1. Neka {  i {  se  konvergentna niza od realni broevi i neka 

 i   Toga{  

}na }nb
aan �

'8
lim .lim bbn

n
�

'8

;) baba nn
n

���
'8

;lim abba nn
n

n

 1) (lim               2) �
'8

 

 3) 

 

Dokaz. Zaradi uslovot  aan
n

�
'8

lim  i bbn
n

�
'8

lim

,ny

, od svojstvoto 10  sleduva 

egzistencija na nula - nizi so op{t ~len  i  soodvetno, taka {to  nx
  i   nn xaa �� .nn ybb ��
1. Op{tiot ~len na zbirot i razlikata na dadenite nizi e od oblik     

)()( nnnn yxbaba �����  
kade {to  e op{t ~len na nula-niza koja{to e zbir i razlika na dve nula-
nizi. Ottuka, zaradi svojstvoto  1

nn yx �
0  sleduva deka zbirot i razlikata na dadenite 

nizi, odnosno nizata so op{t ~len nn ba �  konvergira kon brojot    .ba �
2. Op{tiot ~len na proizvodot na dadenite nizi e od oblik  

)( nnnnnn yxbxayabba ����  
kade {to  e op{t ~len na nula-niza zaradi svojstvata 2nnnn yxbxay ��

nnba

0 i 30. Ottuka, 
zaradi svojstvoto  10  sleduva deka proizvodot na  dadenite nizi, odnosno nizata so 
op{t ~len  konvergira kon brojot    .ab

3. �p{tiot ~len na koli~nikot na dadenite nizi imame   

,lim
b
a

b
a

n

n
n

�
'8

,0�nb n .0 ako  za sekoj priroden broj  i �b  
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).(1
nn

nn

n

n

n aybx
bbb

a
yb
xa

b
a

b
a

�
	

��
�
�

��  

Bidej}i nizata  konvergira kon brojot }{ nb ,0�b  za 
2

|| b
�:  postoi priroden broj  

taka {to  

0n

,
2

|||||||| bbbbb nn ����� :  za sekoj priroden broj   .0nn �

Ottuka sleduva deka .
2

|||| bbn �  Toga{ imame  

2
2

||
1

bbb n
�

	
,  za sekoj priroden broj   ,0nn �

od kade {to zaklu~uvame deka nizata  so op{t ~len 
nbb 	

1
 e ograni~ena. Ponatamu  

spored svojstvata 20  i 30,  nizata so op{t ~len  nn byax �  e nula-niza. Ottuka, zaradi 

svojstvoto  30 sleduva deka koli~nikot na dadenite nizi, nizata so op{t ~len 
n

n
b
a  

konvergira kon brojot  .
b
a � 

 
 

Posledica 1. Neka {  e  konvergentna niza od realni broevi i neka 

    Toga{ za proizvolen realen broj c va`i:  

}nb
.lim bbn

n
�

'8

;cb)cb(lim nn
���

'8

;cbn
n

�
'8

 1.  

 2. lim cb  

 
Dokaz. Sleduva neposredno od teoremata za .can � �     

5. Najdi ja granicata .
432
52lim 2

2

��
��

'8 nn
nn

n
 

.
2
1

5lim53lim32lim

1lim51lim21lim

532lim

521lim

532

521
lim

532
52lim

2

2

2

2

2

2

2

2
�

��

��
�

�
�
�

�
�
� ��

�
�
�

�
�
� ��

�
��

��
�

��
��

'8'8'8

'8'8'8

'8

'8

'8'8

nn

nn

nn

nn

nn

nn
nn
nn

nnn

nnn

n

n

nn

 

 3. ,lim
b
c

b
c
nn

�
'8

,0�n .0 ako b  za sekoj priroden broj n  i �b  
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         6. Doka`i deka ako , toga{  k��.  aan
n

�
'8

lim ,)(lim kk
n

n
aa �

'8

Zaradi teorema 1 imame 
 .)lim()(lim kk
n

n
k

n
n

aaa ��
'8'8

7. Doka`i deka ako aan
n

�
'8

lim  i  za sekoj priroden broj  toga{ ,0�na ,n

.lim aan
n

�
'8

  

Neka  e proizvolen pozitiven broj. Od : aan
n

�
'8

lim  sleduva deka za a:  postoi 

priroden broj  taka {to 0n ,|| aaan :��  za sekoj priroden broj  Ottuka 
sleduva deka  

.0nn �

,|||| :�
:

�
�
�

��
a
a

aa
aaaa

n

n
n  za sekoj priroden broj   0nn �

od kade {to zaklu~uvame deka .lim aan
n

�
'8


          

    
                                                               

   Zada~i za samostojna rabota 
  

1. Koi od slednive nizi se nula-nizi:   

a) 
15

15lim 2 ��
�

'8 nn
n

n
;      b) 

432
344lim 3

2

��
��

'8 nn
nn

n
;                                       v) ;

4
34lim 3 �

�
'8 n

n
n

 

g) 
72
3lim

2

�
�

'8 n
n

n
;              d) ;113lim 22 �

�
��

�
� �����

'8
nnnn

n
             |) ?

)!2(
)!1(!lim

�
��

'8 n
nn

n
 

 

Najdi gi  slednive granici:  

2.  .
635
153lim 2

2

��
��

'8 nn
nn

n
                   3. .

1
1lim 3

2

�
�

'8 n
n

n
                     4. .

2437
1425lim 24

23

���
���

'8 nnn
nnn

n
         

    

5.
$ %$ %$ % .75231lim 3n

nnn
n

���
'8

      6. .
724

23lim
3

2

2

�
�
�

�
�
�
�

�

��
��

'8 nn
nn

n
      7. .

4374
122lim

10

23

23

�
�
�

�
�
�
�

�

���
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'8 nnn
nn

n
  

 

8. .
12

lim
2

2

3

�
�
�

�
�
�
�

�

�
�

�'8 n
n

n
n

n
               9. �

�
�

�
�
�
�

�
�

�'8
n

n
n

n
2

53
6lim

2
.           10. .

)2()2(
)1()1(lim 22

22

���
���

'8 nn
nn

n
 

 

11*.  .
1

lim
nn

n
n ��'8

              12*. .
3

4lim
3 23

2

nn

nn
n �

�
'8

           13*. $ %.1lim nn
n

��
'8
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 2. 5.  Geometriska niza 
 

Da ja razgledame nizata so op{t ~len , koja ~esto se koristi vo 
re{avawe na zada~i. Za razli~ni vrednost na q  taa mo`e da konvergira ili da 
divergira. Site slu~ai se opfateni vo sledna�a teorema.                      

n
n qa �

  

  

 

Teorema 1. Neka . Toga{  n
n qa �

,0lim �
'8

n
n

a ;1|�q ,1lima)  za |                         b) �
'8

n
n

a ;1za �q

,lim �'�
'8

n
n

a ;1�q .1��q

   

v)  za                        g) nizata nema granica, za  

 Dokaz. Pred da po~nime �o dokazot, najprvo }e pok�`eme deka za proizvolno 

 va`i neravenstvoto:  , poznato kako Bernulievo neravenstvo.  1��h nhh n ��� 1)1(
 Za 1�n , o~igledno e deka va`i ravenstvo. Za 2�n  ��������
�


 va`i, bidej}i  

hhhh 2121)1( 22 ������ . 
Ako ova neravenstvo se mno`i so 01 �� h  od levo i od desno dobivame  

hhhhhhhh 31231)1)(21()1()1()1( 223 ������������ , 
{to zna~i deka neravenstvoto va`i i za .3�n  Mno`ej}i povtorno so 01 �� h  od 
levo i od desno dobivame  

hhhhhhhh 41341)1)(31()1()1()1( 234 ������������ , 
{to zna~i deka neravenstvoto va`i i za .4�n  Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka 
dobivame deka neravenstvoto va`i za sekoj priroden broj n .  
 Sega da se vratime na dok�zot od teoremata.  

 a) Neka Toga{ .10 �� q
h

q
�

�
1

1
 za nekoe  Za sekoj pozitiven broj .0�h :  

postoi priroden broj  taka {to ,0n :��
0

10
hn

. Toga{  so primena na Bernulievoto 

neravenstvo (  dobivame  nhh n ��� 1)1

:��
�

�
�

���
hnhnh

qq n
nn 1

1
1

)1(
10  za sekoj priroden broj  .0nn �

Sli~no, se diskutira i slu~ajot .01 ��� q  O~igledno, za ,0�q  

 .00limlim ��
'8'8

n
n

n
n

q

b) Ako  toga{  ,1�q .11limlim ��
'8'8

n
n

n
n

q
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v) Ako  toga{ ,1�q .110 ��
q

Neka M  e proizvolen pozitiven broj. Toga{ 

zaradi tvrdeweto doka`ano pod a) imame 
Mqn
110 �� ,n za dovolno golemo od kade 

{to sleduva deka  za dovolno golemo  ,Mn �q .n

g) Ako  toga{ za site parni broevi n  imame  a za site neparni 

broevi  n  imame  kade {to  e proizvolno izbrano, a n  dovolno 
golemo. Spored toa, postojat beskone~no mnogu ~lenovi na nizata nadvor od sekoja 
okolina na koj bilo realen broj od kade {to zaklu~uvame deka nizata nema 
granica. �   

,1��q ,Mqn �

,Mqn �� 0�M

,a

1. , �'�
'8

n
n

3lim 0
4
1lim ��
�
�

�
�
�

'8

n

n
, 
 .11lim �

'8

n
n

 

 Prou~uvaweto }e go prodol`ime so ���������#� �� nizata ~ij op{t ~len e zbir 
na ~lenovite na edna geometriska progresija. Imeno, neka e dadena edna 
geometriska progresija so po~eten ~len  i koeficient , kade  . Toga{ 
zbirot na prvite  sobiroci e ednakov na  

� q ,0�a 0�q
n

 .         (1) 12 ... ������ n
n aqaqaqaS

Znaeme deka za  ovoj zbir e ednakov na  1�q

 
q

qaS
n

n �
�

�
1
1

,            (2) 

dodeka za  ovoj zbir e ednakov na 1�q naSn � . 

  Odnesuvaweto na nizata so op{t ~len  zavisi od vrednosta na koeficientot 

 Od tie pri~ini za da ja ispitame konvergencijata na nizata  }e gi 
razgledame slednive slu~ai:  

nS
.q }{ nS

&  Ako 1|| �q , toga{ nizata }{ nS  divergira bidej}i nizata so op{t ~len nq  e 

divergentna spored teorema 1, a ottuka i nizata nq�1  e divergentna, pa i 

)1( nq�  e divergentna niza.  
1n q

aS
�

�

& Ako 1�q , toga{ nqSn � , pa nizata }{ nS  divergira bidej}i 0�q .  

& Ako 1��q , toga{ nizata }{ nS  e zadadena so ,...0,,0,  Taa e divergentna 
bidej}i ima dve to~ki na natrupuvawe �  i 0  ( 0

,0, ���
�� ).  

& Ako 1|| �q , toga{ spored toerema 1 va`i 0 . Koristej}i go toa 

dobivame  

lim �
'8

n
n

q
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q

a
q

a
q

aq
q

a
q

a
q
qaS n

n

n

n
n

n �
�	

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
'8'8'8 1

0
11

lim
111

)1(limlim .  

So toa gi iscrpivme site mo`ni slu~ai za  i ja doka`avme slednava teorema.  q
 
 
 

 

 Voobi~aeno e granicata  dokolku taa 

postoi, ili pak se stremi kon 

)...(limlim 132 �

'8'8
������ n

n
n

n
aqaqaqaqaS

'  ili '� , da ja ozn~uvame kako  

 

        Teorema 2. Nizata {  konvergira kon 

...32 ���� aqaqaqa  
 2. Za  imame  2,1 �� qa

           , bidej}i .
           �'������ � ...2...221 12 n �'������ �

'8
)2...2221(lim 132 n

n
 

3. Za  imame  1,1 �� qa
          , bidej}i �'������ ...1...111 �'������

'8
)1...1111(lim

n
. 
        

   

4. Za  imame  2,1 �� qa

           3...
3

2...
3
2

3
22 12 ������ �n , bidej}i 3

1
2)

3
2...

3
2

3
22(lim

3
112 �

�
����� �'8 nn

. 
 

           

5. Vo kru`nica so radius r  vpi{an e ramnostran triagolnik, vo triagolnikot 
e vpi{ana kru`nica, vo kru`nicata ramnostran triagolnik itn. Presmetaj go 
zbirot na perimetrite na site kru`nici.            

Re{enie. Znaeme deka radiusot na opi{anata kru`nica okolu eden 
ramnostran triagolnik e dvapati pogolem od radiusot na vpi{anata kru`nica. 
Ottuka dobivame deka perimetarot na vpi{anata kru`nica e dvapati pomal od 
perimetarot na opi{anata kru`nica. Zatoa za perimetrite na kru`nicite imame  

,21 rL A�    ,
2

2
2

rL A
� .

2
2,...,

2
2

123 �

A
�

A
� nn

rLrL   

  Zabele`uvame deka dobienite vrednosti za perimetrite na kru`nicite se 

~lenovi na geometriska niza so koeficient .
2
1

�q  Za zbirot na perimetrite na 

prvite n kru`nici dobivame 

.
2
114

2
11
2
11

2
2
1..

2
1

2
112

2
2..

2
2

2
22 1212 �

�
�

�
�
� �A�

�

�
A��

�
�

�
�
� ����A�

A
��

A
�

A
�A� �� n

n

nnn rrrrrrrS   

Zatoa zbirot na perimetrite na site kru`nici iznesuva 

}nS
q

a
�1

,1|q ako | �  a divergira za | .1|q �
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.4
2
114limlim rrSS nnnn

A��
�
�

�
�
� �A��

'8'8

 

 
              

Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Ispitaj kon {to se stremi nizata so op{t ~len:  

           a) �na 12 5
1...

5
1

5
11 ����� n ;                                         b) �na 12 3...331 ���� n� .     

2. Ispitaj ja konvergencijata i najdi ja granicata na nizata so op{t ~len: 

           a) , 12 )2(...)2(21 ����� nmmm ;
2
1|m| �          b) 1

1

2

2
...1 �

�
���� n

n

b
a

b
a

b
a

, |    .|b||a �

 

2. Presmetaj go zbirot: 

           a) ...
27
5

9
5

3
55 ;                                       b) 8���� ...5,40271812 �����         

                               

 4. Presmetaj:  1   ako e poznato deka |...642 ���� xxx .1|�x  
  

5*. Najdi ja granicata na nizata: 

a) ,5  ,55  ...,555 ;         b) ,73  ,773 3 ,7773 3 3  ...  
 

6*. Vo kru`nica so radius  vpi{an e ramnostran triagolnik, vo 
triagolnikot e vpi{ana kru`nica, vo kru`nicata ramnostran triagolnik itn. 
Presmetaj go zbirot na plo{tinite na site krugovi.     

R

Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti.                 

7. .
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2lim n
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n �'8
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31lim

1

n

n

n �
� �

'8
                     9. .
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42lim
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n �
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10. .
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52lim 11 ��'8 �
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n
                     11. .
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75lim 1
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            12. .

32
94lim 2

11

�

��

'8 �
�

nn

nn

n
 

          13*. .
1

1
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1

3
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3
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2
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2. 6.  Monotoni nizi od realni broevi. Brojot e   
  

 Vo ova poglavje preku poimot monotoni nizi }e dademe u{te edna 
karakterizacija na konvergentnite nizi. Dobieniot rezultat }e go iskoristime za 

ispituvawe na konvergencijata na nizata so op{t ~len .11
n

n n
a �

�
�

�
�
� ��  

Slednava teorema dava kriterium za konvergencija na monotonite nizi i ja 
potvrduva egzistencijata na granica na monotona niza.  

  
 
 
 
 
 
 

 

Teorema 1. 1. Neka {  e monotono raste~ka (monotono opa|a~ka) niza 

realni broevi. Toga{ {  e konvergentna ako i samo ako e ograni~ena odgore 
(oddolu). 

}na
}na

 ograni~ena niza se stremi kon 

 

Dokaz. 1. Neka  e monotono raste~ka niza realni broevi.  }{ na
 Ako pretpostavime deka nizata  e konvergentna, toga{ taa e ograni~ena, 
pa spored toa taa e ograni~ena odgore.   

}{ na

 Obratno, neka nizata  e ograni~ena odgore, nejzinata konvegencija }e ja 
prifatime bez dokaz. Vsu{nost toa ni dava edno svojstvo na relanite broevi koe 
{to mo`eme da go prifatime aksiomatski (napravi crte`), a aksiomite ne se 
doka`uvaat.  

}{ na

 Ako nizata  e monotono opa|a~ka, toga{ nizata  e monotono 

raste~ka. Zatoa spored prethodniot del od tvrdeweto, nizata {  e konvergentna 

ako i samo ako e ograni~ena od gore. No  

}{ na }{ na�
}na�

}{ na�  e konvergentna ako i samo ako  e 

konvergentna, a {  e ograni~ena od gore ako i samo  e ograni~ena od dolu. 

Spored toa, ako {  e monotono opa|a~ka, toga{ taa e konvergentna ako i samo ako 
e ograni~ena od dolu.  

}{ na
}na�

}n

}{ na
a

 2. Neka nizata  e monotono raste~ka. Ako nizata   e  neograni~ena 

odgore, toga{ za sekoj realen broj 

}{ na }{ na
M  postoi priroden broj  taka {to  

Bidej}i dadenata niza e monotono raste~ka,   za sekoj priroden broj  

od kade {to zaklu~uvame deka  

0n .
0

Man �

0nn �,Man �
.lim �'�

'8n
na  

 Analogno se doka`uva slu~ajot koga nizata  e monotono opa|a~ka i e 
neograni~ena oddolu.�   

}{ na

1. Doka`i deka nizata so op{t ~len 12 2
1...

2
1

2
11 ������ nna   konvergira.           

2. Sekoja monotona ne '�  ili . '�
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Od 0
2
1

2
1...

2
1

2
11

2
1...

2
1

2
11 1221 ���

�
�

�
�
� ������

�
�

�
�
� ������ �� nnnnn aa  

za sekoj priroden broj ,  sleduva dek na  za sekoj priroden broj .n  Spored 
toa dadenata niza e monotono raste~ka. Dadenata niza e ograni~ena odgore bidej

 n a
}i  

 na ��1

,2
2
12

2
11

2
11

2
1...

2
1

2
11

1

2 ���
�

�
������

�

n

n

nna  za sekoj priroden broj n  .

Zaradi  Teorema 1 sleduva deka dadenata niza e konvergentna.
 

 Vo prodol`enie }e ja razgledame nizata so op{t ~len .11
n

n n
a �

�
�

�
�
� ��  

 Ako vo Bernulievoto neravenstvoto  za , zamenime nhh n ��� 1)1( 1��h

2
1
n

h �� , dobivame ,111111 22 nn
n

n

n
��	���

�
�

�
�
� �  odnosno ,111

nnn

nn
���

�
�

�
�
� ��

�
� 111�

�
� �  t.e. 

,11111
1

��
�
�

�
�
� ��

�
�

�
�
� �

� nn

nn
 za sekoj priroden broj Ottuka sleduva deka   .1�n

 ,
1

11
1

11111 1

1111

�

����

��
�
�

�
�
�

�
���

�
�

�
�
�

�
��

�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� �� n

nnnnn

n a
nn

n
n

n
nn

a   

za sekoj priroden broj  Ottuka zaklu~uvame deka nizata e monotono raste~ka.  .1�n

 Za da doka`eme deka nizata e ograni~ena izbirame niza ,
1

11
n

n n
b �

�
�

�
�
�

�
��  . 

Od  

1�n

 ,11
1

11
1

11 22 nn
n

n

n
��

�
	���

�
�

�
�
�

�
�  za  sekoj priroden broj ,   1�n

sleduva deka 
nn

n
n

n nn 11
11

���
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

�
, t.e. 1

11

1
��

�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

�

�nn

n
n

n
n

. Zatoa  

 ,1
1 1

1

�

�

��
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
�

�
� n

nn

n b
n

n
n

nb  za sekoj priroden broj  ,1�n

od kade {to zaklu~uvame deka nizata so op{t ~len  e monotono opa|a~ka.    nb
 Od druga strana,  za ,nn ba � ,...3,2�n  Na toj na~in mo`e da zaklu~ime deka 

nizata  e ograni~ena odgore, na primer, so brojot }{ na .42 �b   
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 Zna~i nizata  e monotono raste~ka i ograni~ena odgore. Zaradi Teorema 1 
nizata e konvergentna, odnosno ima granica. Ovaa granica vo matematikata se 

ozna~uva so e  vo ~est na matemati~arot Ojler (Euler).  Zna~i, 

}{ na

.11lim
n

n n
e �

�
�

�
�
� ��

'8
 

 Brojot e e edna od najva`nite konstanti vo matemati~kata analiza i 
po{iroko. Toj e iracionalen broj i so prvite 15 decimali ima vrednost  
   .......590457182818284,2�e

 2. Poka`i deka e
n

n

n
��

�
�

�
�
�

�
�

'8 1
11lim .  

 .
1

1
11lim

1
11lim

1
11

1
11

lim
1

11lim

11

ee

n

n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

n
��

�
�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

��
�
�

�
�
�

�
�

�

'8

'8

�

'8'8

 

                    
                                                                 

      Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Koi od slednive nizi se monotono raste~ki, a koi se monotono opa|a~ki: 

          a) 
1
12

�
�

�
n
nan ;    b) ;

)1()1(
)1()1(

22

33

���
���

�
nn
nnan    v)  nnan �� . 

          g) 2
1
n

an � ;           d) 
56
53

�
�

�
n
nan ;                           |) ?

1
43

�
�

�
n
nan  

 

 2.  Poka`i deka slednite nizi se monotoni: 

          a) ;     b) )12(531 ������ nan �
)12()12(

1
75

1
53

1
31

1
�	�

��
	

�
	

�
	

�
nn

an � ; 

          v) 
)45(1161
)13(852

�				
�				

�
n
nan

�

�
;        g) 

)24(1062
)34(951

�				
�				

�
n

nan
�

�
. 

 

3. Poka`i deka slednive nizi se konvergentni:  

a) 
n

an
1

� ;                        b) 
5�

�
n

nan ;               v) 
13
12

�
�

�
n
nan ; 

g)* 
nnnnn

an �
��

�
�

�
�

�
�

1
3

1
2

1
1

1
� ;              d)  

13
1

13
1

13
1

2 �
��

�
�

�
� nna � . 

 

4. Poka`i deka slednite nizi se konvergentni i najdi gi nivnite granici: 
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          a) 
111

�

�
�
�

�
�
� ��

n

n n
a ;                b) nna

3
1

3
1

3
11 2 ����� � . 

 

5. Najdi gi slednive granici:  

�) 
n

n n

211lim �
�
�

�
�
� �

'8
;                          �)

n

n n
�
�
�

�
�
�

�
�

'8 1
11lim ; 

�)* 
n

n n
�
�
�

�
�
�

�
�

'8 10
11lim ;                  �)* 

n

n n
n

�
�
�

�
�
�

�
�

'8 1
1lim .            

 
 

2. 7.  Zada~i za ve`bawe 
 

1. Zapi{i gi prvite ~etiri  ~lena na nizata so op{t ~len  ako:  ,na

            a) ;
1
1

�
�

�
n
nan                      b) ;

1
)1(

�
��

n
na n

n                              v) .
!

1
n

an �  

 

 2. Dadena e niza so op{t ~len  
3
12

�
�

�
n
nan . Poka`i deka  Po~nuvaj}i 

od koe , beskone~no mnogu ~lenovi na nizata se nao|aat vo intervalot 

.2lim �
8' nn

a

n

?
100

1,
100

1
2
1

�
�
�

�
�
� �

2
1
�  

 

 3. Dadena e niza so op{t ~len  .
13

2
2
1

�
��

n
n

n
an  Poka`i deka ,

3
2lim �

8' nn
a  a potoa 

najdi priroden broj  za koj e ispolnet uslovot  0n

 ,10
3
2 4���na  za sekoj priroden broj  .0nn �

 

4. Najdi go op{tiot ~len  na nizata . Poka`i deka na ;...999,0;99,0;9,0 1lim �
'8 nn

a . 

Po~nuvaj}i od koe  e ispolneto n 0001,01 ��na ? 

 

5. Dadena e nizata 222 ...21
n
n

nn
an ���� . Poka`i  deka  .

2
1lim �

8' nn
a   Po~nuvaj}i od 

koe n  e ispolneto ?001,0
2
1

��na  
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6. Poka`i  deka slednite nizi se divergentni: 

a)                b)                  v) ;)1( na n
n �� ;)1(1 nn

na ��� .1)1(
n

a n
n ���  

 

7. Poka`i deka nizata so op{t ~len nna
5
1...

5
1

5
11 2 �����  e ograni~ena od gore.   

 

8. Poka`i deka nizata so op{t ~len  e ograni~ena, ako:  na

a) ;
2

1
�

�
n

an              b) ;
1

1
2 �

�
�

n
nan              v) .

84
)1(

2

2

��
�

�
nn

nan  

 

9. Koja od slednive nizi so op{t ~len  e ograni~ena, a koja e neograni~ena, 
ako:   

na

a) ;3n
na �       b) ;nan �                v)  ?

2
)12(sin A�

�
nan  

 

          Najdi gi slednive granici:   

 10. .
1
12lim

�
�

8' n
n

n
                             11. .

35
12lim

�
�

'8 n
n

n
                         12.  .

12
72lim 2

2

��
�

8' nn
n

n
 

  

13*. ).1(lim nnn
n

��
'8

          14. .
52

lim
2 ��'8 nn

n
n

              15.* .65lim 2 nnn
n

���
8'

 

 

16. .
51

5lim n

n

n �'8
                             17. .

71
21lim

1

n

n

n �
� �

'8
                        18. .

31
93lim

1

n

n

n �
��

'8
 

 

19. Ispitaj monotonost kaj slednive nizi: 

a) nnan ��� 1 ;    v) ;                  g) n
na 2� n

na 5� ; 

d) nn
na
3

3

� ;               |) n

n

n n
na !3

� ;                         e) .   $ %A� nan cos

 

20. Poka`i deka slednive nizi se konvergentni:  

a) .              b) ;...42333,0;4233,0;423,0;42,0
15

1...
15

1
15

1
2 �

��
�

�
�

� nna .  
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21*. Najdi gi slednive granici:  

a) 
n

n n
k
�
�
�

�
�
� �

8'
1lim ;                         b) 

kn

n n
�
�
�

�
�
� �

'8

11lim ;                          v) ��
�
�

�
�
�

�
�

8'
k

kn
k n

n
,1lim �. 
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���3. REALNI FUNKCII OD REALNA PROMENLIVA 

3. 1.  Poim za funkcija 

Vo sekojdnevniot `ivot se koristat najrazli~ni veli~ini, dol`ina, 
plo{tina, masa, volume�, temperatura, vreme itn. Tie se javuvaat vo sekoj priroden 
proces, zavisat edna od druga i se menuvaat vo zavisnost od menuvaweto na nekoja 
druga veli~ina. 

�

�

Definicija 1. Ako �� sekoj element Dx� , mu se pridru`uva to~no opredelen 
element  od y K  (spored nekoj odnapred utvrden zakon ili pravilo), toga{ se veli 
deka e opredelena funkcijata 	�	 
��
�������� od  vo D K , kade {to  i D K se 
dadeni mno`estva, i pi{uvame  KDf 8: .

 Zavisnosta na elementot y od x  simboli~ki ja zapi{uvame so  
)(xfy �  ili  yxf 8:

i ~itame: y   e funkcija od x .  
Za   se veli deka e nezavisno promenliva veli~ina ili argument, a za 
 zavisno promenliva veli~ina, bidej}i se menuva vo zavisnost od slikata 

Dx�
Ky� x . 

Zna~i  e funkcija so domen  i kodomen f D K . Mno`estv


 na vrednosti na  e  f
4 5   ) Dx �(xf Vf �  kade . KVf B

 

1. Da se op�edelat definicionite oblasti (domenite) na slednite funkcii 

a) ,           b) 43)( 2 ��� xxxf
34

5)( 2

7

��
�

�
xx

xxf ,              v) xxf 54)( �� , 

g) ,                      d) xxf sin)( � )14(log)( 2 �� xxf ,             |) 3 2 13)( ��� xxxf . 
 
a) Vo ovoj primer ),( C�C��fD  ili RDf � . 

b) Potrebno e , odnosno 0342 ��� xx 0)1)(3( ��� xx  {to zna~i deka 3��x  i 
. Zatoa 1��x ),1(( )1,3()3, C��(��(�C��fD  

054 �x , odnosno 
5
4

�x . Zna~i ��
�

�
./
0C��

5
4,fD . �v) Vo ovoj slu~aj potrebno e 

g) Tuka }e imame �. �fD

d) Potrebno e 4 , t.e. 01��x
4
1

�x . Zna~i �
�
�

�
�
� C�� ,

4
1

fD . 

|) Bidej}i se raboti za tretti (neparen) koren }e nema ograni~uvawa.�
�
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� �

� �

�

Definicija 2. Za funkciite  i  se veli deka se ednakvi ako:BAf 8: ECh 8:
CA �(i) , odnosno imaat ednakvi domeni,  

(ii) B E�
Ax� )()( xhxf

, odnosno imaat ednakvi kodomeni, 
(iii) za sekoe  va`i � , odnosno imaat isto dejstvo.  

&unkciite  i h  ne se ednakvi, odnosno f hf � , ako ne e ispolnet barem eden od 
trite uslovi. 

� Edna funkcija mo`e da bide zadadena analiti~ki, tabelarno ili grafi~ki. 
Ponatamu }e bidat razgledani site na~ini oddelno. 

Formulata od vidot  kade {to desnata strana e izraz so site operacii 
e analiti~ki zadadena funkcija.  

)(xfy �

 

2. Primeri za analiti~ki zadadena funkcija se slednite funkcii: 

a) �� x
x

xf ,1)( � ;                             b) 4 50\ �
�
�

� x
x
xxf ,

1
1)( � 4 51\ � .
 

 Analiti~ki zadadenite funkcii mo`at da bidat vo ekspliciten oblik i 
impliciten oblik. Vo ekspliciten oblik funkciite se zapi{ani kako , a 
vo impliciten oblik funkciite se zapi{ani kako 

)(xfy �
0),( �yxF , kade  e 

funkcija od dve promenlivi. Sekoja funkcija vo ekspliciten oblik 
),( yxF
(fy )x�  

mo`eme da ja zapi{eme vo impliciten oblik stavaj}i , no 
obratnoto ne e sekoga{ lesno i izvodlivo, bidej}i ravenkata  ne sekoga{ 
mo`eme da ja re{ime po 

)(xf�) yy �
0) �y

,(xF
,(xF

y .  
 

 3. Funkcijata  e zadadena vo impliciten oblik i ottuka lesno se 

dobiva nejziniot ekspliciten oblik: 

03 ��xy

x
y 3
� . Me|utoa, funkcijata 01sin ���� yyx  

ne sme vo sostojba da ja zapi{ime vo ekspliciten oblik, bidej}i ne mo`eme to~no 
da ja re{ime ravenkata 01sin ���� yx y  po y . 
�
 

Za tabelarno zadavawe na funkcija, vo tablicata vo prvata redica (kolona), 
se vnesuvaat vrednostite na argumentot, a vo vtorata redica (kolona) soodvetnite 
vrednosti na funkcijata. Za pojasno pre
stavuvawe na edna funkcija na ovoj na~in 
}e ni poslu`i sledniot primer. 

 

4. Ja nabquduvame promenata na temperaturata na vozduhot T  vo funkcija od 
vremeto t  (vo ). Ovie podatoci gi vnesuvame vo slednata tabela.  h

 

t  h10  h11  h12  h13  h14  h15  h16  h17  
)(tT   D19  D5,21  D24  D5,25 D24  D22  D5,20  D18  
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Od tabelata lesno mo`e da se pro~ita menuvaweto na temperaturata vo tekot 
na denot, na primer, vo  e izmerena temperatura od , vo  e izmerena 
temperatura od , vo  e izmerena temperatura od  itn.  

h10
h14

CD19
CD

h12
CD24 24

Ovoj na~in na zadavawe e pogoden ako sakame da ja doznaeme vrednosta na 
funkcijata za prika`ani vrednosti na argumentot, no ne mo`e da ja opredelime 
vrednosta na funkcijata za vrednost na argumentot {to go nema vo tabelata. Vo toj 
slu~aj odreduvame pribli`na vrednost na baranata. �� ��	���, ��
 
������
���
� �
 

 �	�� , � �
  �	�� , mo`eme da smetame pribli`no deka vo  i 30 
minuti temperaturata bila .
�

h14 CD24 h15 CD22
CD23

h14

 

Grafi~kiot na~in na zadavawe na funkcija se sostoi vo izbirawe na  
koordinaten sistem vo koj se iscrtuva krivata na funkcijata.  

Ovoj na~in na zadavawe na funkcija e 
najpregleden od site na~ini bidej}i lesno se 
sogleduva trendot na funkcijata (koga raste, koga 
opa|a) i za sekoja barana vrednost na argumentot mo`e 
da ja ot~itame vrednosta na funkcijata. Nedostatokot 
e vo toa {to ne mo`e da se ot~ita vrednosta na 
funkcijata so dovolno golema to~nost.  

^esto, za pogolema preglednost funkciite 
zadadeni na analiti~ki ili tabelaren na~in 
dopolnitelno se prestavuvaat na grafi~ki na~in.  

Na primer, funkcija  od analiti~ki 
mo`e da ja prestavime na grafi~ki na~in (crt. 1).                                 Crt. 1 

3)( xxf �

 

 

�

Definicija 3. Broevite fn Dxxx �,...,, 21 0)(...)()( 21 za koi va`i ��� nxfxfxf
)(xfse narekuvaat nuli na funkcijata .�

�

5. Da se najdat nulite na funkcijata : )(xf
a) ;                  b) ;              v) .    253)( 2 ��� xxxf xexf 5)( � )3sin()( �� xxf
a) Dadenata funkcija e opredelena vo mno`estvoto realni broevi, zna~i 
�. Nulite }e gi opredelime ako ja re{ime ravenkata . 

Zna~i nulite na funkcijata se korenite na kvadratnata ravenka , 

odnosno  i 

�fD 0253)( 2 ���� xxxf

0253 2 ��� xx

11 �x
3
2

2 �x . 

b) Bidej}i  � i  sleduva deka funkcijata nema nuli.  �fD 0)( 5 �� xexf

v) Vo ovoj slu~aj  �. Nuli se korenite na ravenkata �fD 0)3sin()( ��� xxf , 

odnosno , .
��������A�� kx 3 A� k�x 3
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                Zada~i za samostojna rabota 
 

1. [to e funkcija? 
2. Najdi ja definicionata oblast na funkcijata: 

a) 53)( �� xxf ,             b) 3
1

)( �� xexf ,                                v) $ %25ln)( �� xxf , 

g) 
4 5

)45sin()(
�
�

�
x
xxf ,         d) 45

34

3
1253)( �

���
� x

xxxxf ,          |)
12

1)( 2 ��
�

xx
xf . 

 

3. Proveri dali se ednakvi funkciite: 
a) � i  ��� xxxxf ),35()( ,35)( 2 xxxh �� �x �, 

b) ���� xxxxf ,12)( 2
� i ,1)( �� xxh �x �, 

 

4. Pretstavi gi grafi~ki slednite funkcii: 

a) ,           b) 54)( 3 ��� xxxf
x

xf
3
5)( � . 

 

5. Da se najdat nulite na slednite funkcii: 

a) ,           b) ,           v) 65)( ��� xxxf 2 2 3)5lg()( ��� xxf
5 3 65

12)(
��

�
�

xx
xxf , 

g) , d) ,                  |) )3)(15,3)(4()( 2 xxxxxf ���� xxxf 74)( �� 3)65sin()( ��� xxf .     
 
  

3. 2.  Svojstva na funkciite 
 
Parnost i neparnost na funkcija 
 
Pred da gi definirame poimite za parna i neparna funkcija, najprvo }e go 

vovedeme poimot simetri~no mno`estvo na realnata prava. Imeno, ako � i za 
sekoj  i , toga{ velime deka  e simetri~no mno`estvo. 

BD
Dx� Dx�� D

1. Primeri za simetri~ni mno`estva se 
),(),(),,(),,(),5,4()4,5(],2,2[),3,3( cddccc (��CC��(���� , ��dc, +.
 

2. Na primer, funkcijata , 2)( axxf � Dx�  e parna, bidej}i: 

�

Definicija 1. Neka  e funkcija definirana na simetri~no mno`estvo 
. Toga{ definirame deka: 

)(xf
D

)(xf Dx(i)  e parna funkcija ako za sekoj )()( xfxf ��  va`i � ; 

(ii)  e neparna funkcija ako za sekoj )(xf Dx )()( xfxf ��� . �  va`i 

)()()( 22 xfaxxaxf ����� . 

�208 



Funkcijata , xxf sin)( � Dx�  e neparna, bidej}i:  
)()sin()sin()( xfxxxf ������� . 

Funkcijata  ne e parna bidej}i 23)( 2 ��� xxxf
)(232)(3)()( 22 xfxxxxxf ����������  

i ne e neparna bidej}i  

23)(23)( 22 ���������� xxxfxxxf .
�
 

Lesno mo`e da se uvidi deka grafikot na parnata funkcija e simetri~en vo 
odnos na -oskata vo odnos na Dekartoviot kooordinaten sistem, dodeka grafikot 
na neparnata funkcija e simetri~en vo odnos na koordinatniot po~etok. 

y

 
Monotonost na funkcija 
 

 

�

Definicija 2. Za funkcijata , )(xf fDx�  se veli deka: 

(i) strogo monotono raste na , ako  fDM B < �xx �21, )()( 2121 xfxfxx �= ( � )�

(ii) strogo monotono opa|a na , ako  fDM B < �xx �21, )()( 2121 xfxfxx �= ( � )�

(iii) e neopa|a~ka na , ako fDM B Mxx

3. Funkcijata Rxxxf ��� ,12)(
2()()( 212

 strogo monotono raste na celata svoja oblast 
na opredelenost: 0)(2)12()1 121 �������� xxfx xxxf  za .12)( �� xxf  
Funkcijata  monotono opa|a vo intervalot xctgxf �)( ),0( A .
 
 

Ograni~ena i neograni~ena funkcija 
 

Neka  e definirana na mno`estvoto .  Ako postoi pozitiven broj )(xf fDG B

M  taka {to da va`i Mxf �)(  za sekoj Gx� , toga{ za funkcijata  se narekuva 

ograni~ena funkcija na mno`estvoto . 

)(xf
G

Dokolku takov broj M  ne postoi, odnosno ako apsolutnata vrednost na 
funkcijata go nadminuva koj i da bilo pozitiven broj, toga{ velime deka 
funkcijata  ne e ograni~ena na mno`estvoto G . )(xf

4. Funkcijata  e definirana na intervalot xtgxf �)( �
�
�

�
�
� AA
�

2
,

2
, no ne e 

ograni~ena vo toj interval.  
Funkcijta  e definirana na intervalot xxf sin)( � ),( C�C�  i e ograni~ena  vo 

toj interval, bidej}i se znae deka 1sin1 ��� x .
�

< �21, )()( 2121 xfxfxx �= ( � )�

(iv) e neraste~ka na , ako fDM B Mxx< �21, )()( 2121 xfxfxx �= ( � )�
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�
               Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Definiraj parna funkcija. 
 

2. Proveri dali sekoja od slednite funkcii e parna, neparna ili nitu parna, 
nitu neparna: 

a) ,                 b) 65)( 4 ��� xxxf 2
1)(
x

xf � ,                    v) xxxf cossin)( � .  

 

3.  Ispitaj ja monotonost na funkcijata  na intervalot )(xf M , 

a) �,  b) ��� Mxxf ,75)( $ �0,,9)( 2 C���� Mxxf ,  

v) $ 0,,1)( C��� M
x

xf % ,  g) � �9,1,2)( 2 ��� Mxxxf , 

d) , |) $ 0,,13)( 3 C���� Mxxf % $ %13,5,5 32 �� Mxx)( �xf . 
 

4. Najdi gi intervalite na monotonost na funkcijata   , 32)( 2 ��� xxxf �x �. 
 

 5. Dali funkcijata ,1)(
x

xxf ��   ,0�x  e ograni~ena? 

 
3. 3.  Ekstremni vrednosti i periodi~nost na funkcija 

 
Poimot ekstremna vrednost na funkcija voobi~aeno se povrzuva so poimot 

najgolema i najmala vrednost. 
 

1. Funkcijata , 12)( 2 ��� xxxf Rx�  ima minimum vo to~kata , bidej}i  

.  

1�x

)x()1(0)1( 2 fxf ����

�

Definicija 1. Neka funkcijata  e opredelena na intervalot i 

.  

)(xf ),( ba
),( bac�

)(xf c
E ),( E�E�� ccx )()( cfxf
(i) Funkcijata  vo to~kata  ima lokalen maksimum ako postoi pozitiven 

broj , takov {to  (< ) � . 

(ii) Funkcijata  vo to~kata  ima lokalen minimum ako postoi pozitiven 

broj , takov {to  (< ) . 

)(xf c
E ),( E�E�� ccx )()( cfxf �

)(xf c(iii) Ako funkcijata  ima (lokalen) minimum ili maksimum vo to~kata 
se veli deka ima lokalen ekstrem vo to~kata c . 

Funkcijata  ima lokalen maksimum na intervalot xxf cos)( � ),( AA�  vo 
to~kata , bidej}i . 
   0�x xcos�f 1)0( �
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�

Definicija 1. Neka funkcijata  e opredelena na mno`estvoto . Ako 

postoi realen broj T  taka {to za sekoe 

)(xf D
0� Dx DTxTx �

 Za periodi~nite funkcii va`i slednata bazi~na teorema.  
 

 

Vo to~nosta na gornata teorema mo`eme da se uverime na sledniot na~in:  
)()())(()2( xfTxfTTxfTxf ������� ,  

)()2())2(()3( xfTxfTTxfTxf ������� ,  
)()3())3(()4( xfTxfTTxfTxf ������� .  

Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka, za sekoj priroden broj  dobivame deka va`i 
. Potoa,    

k
)()( xfkTxf ��

 )())(()( xfTTxfTxf ����� ,  
)()())2(()2( xf�xfTTxfTxf ������� , 
)()2())3(()3( xf�xfTTxfTxf ������� . 

Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka, za sekoj priroden broj  dobivame deka va`i 
. Zna~i za sekoj cel broj k  va`i 

k
)(x)()( xfkTxf �� )( fkTxf �� .  

 

1.  Funkciite sinus i kosinus se periodi~ni so perioda : A2
xx sin)2sin( �A�  , xx cos)2cos( �A� . 

Periodi na ovie funkcii se i broevite Ak2 , kade  � ��� ��
�, �
 ������	

 
�
�	
	��� ��
� � , pa osnovniot period e 

k
A2 A2 . 
�

�

����          2. &����		
�  	 kxy sin� kxy cos�  imaat period 
k

T A2
� , dodeka funkciite  

kxtgy �  i  imaat period kxctgy �
k

T A
� .  

Imeno, kxkx
k

xk sin)2sin(2sin ����
�
�

�
�
� � AA

.  

�

Definicija 2. Ako funkcijata , definirana na mno`estvoto e 

periodi~na, toga{  najmaliot pozitiven broj 

)(xf D
T  za koj va`i  )()( xfTxf �� Dx�< 

se narekuva osnoven period na funkcijata.  

� , �, )()( xfTxf i � ��
)(xf

, 

velime deka funkcijata  e periodi~na so period T . 

�

         Teorema. Ako  e funkcija definirarna na mno`estvoto  i periodi~na 

so , toga{ za sekoe   i sekoj cel broj  k  va`i 

)(xf D
0�T Dx� )()( xfkTxf �� .  
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Analogno va`i za funkcijata kxy cos� .  
Potoa, za funkcijata  imame  kxtgy �

kxtg
kx
kx

kx
kxkxtg

k
xktg �

�
�

�
�
�

����
�
�

�
�
� �

cos
sin

)cos(
)sin()(

A
AAA

.  

Analogno va`i za funkcijata kxctgy � .  
Spomenatite periodi na trigonometriskite funkcii se i nivni osnovni 

periodi. 
�
 

 3. Neka funkcijata  e definirana na mno`estvoto na realnite broevi 
na sledniot na~in. Ako za realniot broj 

)(xfy �
x  va`i 1��� kxk , toga{ definirame 

. Brojot 1 e period za ovaa funkcija. Navistina, ako , toga{ 
, pa ottuka dobivame   

kxxf ��)(
11 ���� xk

1��� kxk
2�k

)()1()1()1( xfkxkxxf �������� .  
Nacrtajte go grafikot na ovaa funkcija i uverete se deka brojot 1 e osnoven period 
za ovaa funkcija.  
 
 

              Zada~i za samostojna rabota 
 
Najdi go lokalniot ekstrem na funkcijata. Dali toj e maksimum ili minimum? 
1. ,                                 2. . 34)( 2 ��� xxxf 584)( 2 ���� xxxf
 

 Dali se periodi~ni funkciite: 
         3.                                  4.  .cossin)( xxxf �� .32)( 2 ��� xxxf

         5. Doka`i deka 
4
A

�T   e period na xxf 8sin4)( �� . 

         6. Dali e periodi~na funkcijata ? Zo{to? 2)( xxf �
  
 

3. 4.  Slo`ena funkcija 
 

 

�

Definicija 1. Neka  e preslikuvawe od mno`stvo f A  vo mno`estvoto B ,  a 
g  e preslikuvawe od mno`estvo B  vo mno`estvoto C . Definirame preslikuvawe 

 od mno`estvoto 

Funkcijata  se narekuva isto taka i slo`ena funkcija. Zna~i po definicija 
. Zabele`uvame deka neophodno e kodomenot na funkcijata  da 

h
))(())(( xfgxfg �� f

h A  vo mno`estvoto , so formulate . Vaka 
definiranoto preslikuvawe h  se narekuva sostav ili kompozicija na 
preslikuvawata  i  i se ozna~uva so 

C ))(()( xfgxh �

f g fgh �� .   
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se sovpa|a so domenot na funkcijata g ,  bidej}i vo sprotivno slo`enata funkcija 
ne e definirana.  

1. Neka xxf 2)( �  i 13)( �� xxh . Da gi najdeme slo`enite funkcii  i . fh � hf �
Vo mno`estvoto � mo`eme da gi definirame i dvete slo`eni funkcii  i 
:   

fh �
hf �

16)2(3)2())(())(( 1�� ���� xxxhxfhxfh �  
26)13(2)13())(())(( ������� xxfxhfxhf � x  

O~igledno deka , odnosno za sostav na dve funkcii vo op{t slu~aj ne 
va`i komutativniot zakon.�
�

hffh �� �

 

2. Dadena e slo`enata funkcija )34cos( �� xy . Najdi gi funkciite {to ja 
obrazuvaat ovaa funkcija. 

Neka  i 34)( �� xxf xxg cos)( � . Imame ))(())(()34cos( xfgxfgxy ����� . 
�
 

 

�

 Teorema. Neka ,  i  se tri funkcii, takvi {to kodomenot na funkcijata 
 se sovpa|a so domenot na 

f g h
f g , a kodomenot na funkcijata g se sovpa|a so domenot 

na . Toga{ va`i ravenstvoto   h
)()( fghfgh ���� � . 

Dokaz. Lesno se uveruvame deka dvete funkcii imaat ist domen, a toa e 
domenot na funkcijata  i imaat ist kodomen, a toa e kodomenot na funkcijata . 
Osven toa  

f h

 )))(())()(())()(( ghxfghxfgh (xf�� ���  i  
 )))(()))((()))((( ghxfghxfgh (xf�� ��� ,  
pa ottuka za sekoe x  va`i )))((()()(( xfghfgh ���� )x � . � 
   
                      
                       Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Definiraj sostav na preslikuvawa. 
2. Dadeni se preslikuvawata � � i � � so :f 8 :g 8 xxgxxf ��� )(,2)( . Najdi 
 i . gf � fg �

3. Najdi gi slo`enite funkcii  i , ako: hf � fh �
a) ,  , )1ln()( �� xxf 32)( �� xexh �x �          b) xxxf cossin)( �� , 35)( �� xxh  , �x �. 
 

4. Najdi gi funkciite od koi e sostavena slo`enata funkcija: 
a) .        b) 453))(( �� xxhf � )4ln(sin)(( ) � �xxhf � . 

 5. Izberi tri linearni funkcii    Najdi gi slo`enite funkcii 
  i  i proveri dali se tie ednakvi.  

,f ,g .h
fgh �� )( )( fgh ��
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3. 5.  Inverzna funkcija 
 
 Neka e zadadena funkcijata . Se postavuva pra{awe dali postoi 
funkcija  (~ij domen e kodomenot na 

BAf 8:
ABg 8: g , a nejziniot kodomen e domenot na 

g ), taka {to za sekoe  da va`i Ax� xxfg �))((  i za sekoe By�  da va`i yygf �))((
f

. 
Mo`e da se doka`e deka takva funkcija postoi ako i samo ako funkcijata  e 
biekcija. Vo toj slu~aj funkcijata g  se narekuva inverzna funkcija na funkcijata 

 i voobi~aeno se ozna~uva so . Pritoa treba da se naglasi deka  nema 

ni{to zaedni~ko so recipro~nata vrednost 

f 1�f 1�f

f
1

 i toa e samo simboli~na oznaka.   

 Zna~i, argumentot na dadenata funkcija e promenliva na nejzinata inverzna 
funkcija, a promenlivata na dadenata funkcija e argument na nejzinata inverzna 
funkcija. Zatoa mo`eme da zapi{eme  

)()( 1 yfxxfy ��+� . 
Ottuka proizleguva slednoto prakti~na postapka za nao|awe na inverzna funkcija 
na dadena funkcija. Vo formulata )(xfy �  dovolno e samo x  i  da si gi zamenat 
svoite mesta, a potoa taka dobienata ravenka se re{ava po odnos na 

y
y  za da se 

izrazi kako funkcija po x .  
 

 1. Neka e dadena linearnata funkcija baxy �� . Nejzinata inverzna funkcija 
e . Ako taka dobienata ravenka se re{i po odnos na bayx �� y , nejzinata funkcija 

e povtorno linerna funkcija: 
a

bxy �
� . 
�

 

 Od samata definicija na inverznata funkcija dobivame deka to~kata  
pripa|a na grafikot na dadena funkcija  ako i samo ako to~kata  pripa|a na 
grafikot na nejzinata inverzna funkcija. To~kite  i  se simetri~ni vo 
odnos na pravata 

),( yx
f ),( xy

),( yx ),( xy
xy �  vo koordinatnata ramnina. Ottuka dobivame deka grafikot 

na inverznata funkcija  e simetri~en na grafikot na funkcijata  vo 
odnos na simetralata na I i III kvadrant, odnosno 

)(1 xf � )x(f
yx � . 

 Ottuka, a isto taka i od samata definicija sleduva deka ako  g  e inverzna 
funkcija na funkcijata , toga{  e inverzna funkcija na funkcijata f f g , {to 
zna~i deka tie se zaemno inverzni edna na druga.  
 Rekovme deka inverznata funkcija postoi samo ako dadenata funkcija e 
biekcija. No, vo praktika toa ne se slu~uva ~esto. Ako dadenata funkcija ne e 
biekcija (takvi se, na primer, trigonometriskite funkcii , xy sin� xy cos� , 

xtgy � , xctgy � ), vo toj slu~aj ja razgleduvame dadenata funkcija na pomal domen, 
kade {to funkcijata e biektivna i za taka napravenata restrikcija na dadenata 
funkcija mo`eme da barame inverzna funkcija. Taka za da se vovedat funkciite 
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xxf arcsin)( � , , xxf arccos)( � xxf arctg)( � xxf arcctg)( �  

koi se inverzni na funkciite sin , x xcos , xtg  i xctg , soodvetno, funkcijata  se 

razgleduva na intervalot 

xsin

]
2

,
2

[ A A
� ,  funkcijata xcos  se razgleduva na intervalot 

],0[ A , funkcijata xtg  se razgleduva na intervalot )
2

,
2

( AA
� ,  a funkcijata xctg  se 

razgleduva na intervalot ),0( A . Na ovie intervali funkciite se biektivni i 
nivnite inverzni postojat i se dobro definirani.      

2. Funkciite  i 2xy � xy �  se inverzni edna na druga vo intervalot � %C,o .  No 
ako ja razgleduvame istata funkcija na intervalot $ %0,C� , toga{ inverzna na 

funkcijata  e funkcijata 2xy � xy ��  (crt. 2).
 

 

 

 

 

 

 

                           Crt. 2                                                                 Crt. 3 
 

3. Inverzni se edna na druga i funkciite  i xay � xy alog�  (crt. 3).�
 
 

             Zada~i za samostojna rabota 
 

1. [to e inverzna funkcija na dadena funkcija ? f
 

Najdi ja inverznata funkcija na funkcijata:  
2.  3.  4.  5.  .12)( �� xxf .3)( 2 �� xxf .1)( 2 �� xxf .2)( xxf �

6. .1)(
x

xf �   7. .log)(
2
1 xxf �  8. 3)( xxf � . 

 

9. Kakvi se graficite na dva zaemno inverzni funkcii? 
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3. 6.  Grafici na nekoi elementarni funkcii 
 

Osnovni elementarni funkcii se: 
1. Konstantna funkcija cxf �)( , �c �; 

2. Stepenska funkcija , rxxf �)( �r �; 

3. Eksponencijalna funkcija , , xaxf �)( 0�a 0�a ; 
4. Logaritamska funkcija xxf alog)( � , , 0�a 0�a ; 
5. Trigonometriski funkcii xxf sin)( � , xxf cos)( � , xxf tg)( � ,  i 

nivnite inverzni funkcii 
xxf ctg)( �

xxf arcsin)( � , , xxf arccos)( � xxf arctg)( � xxf arcctg)( � . 
 

Elementarna funkcija e funkcija {to se dobiva od osnovnite elementarni 
funkcii so primena na kone~en broj na aritmeti~ki operacii. 

Vo ponatamo{niot del }e bidat razgledani nekoi elementarni funkcii. 
 

Konstantna funkcija 
Konstantna funkcija e funkcijata cxf �)( , �c � (crt. 4). 
Grafikot e prava paralelna so x -oskata i  minuva niz to~kata .  ),0( c
 

 
 
 
 
                      
                                    
 
 
 
                                      Crt. 4                                                 Crt. 5 
 

Stepenska funkcija i polinomna funkcija 
a) Linearna funkcija baxxf ��)( , �x �, �ba, �. 
Grafikot prestavuva prava (crt. 5). 
b) Kvadratna funkcija  
    , cbxaxxf ��� 2)( �x �, �cba ,, �.  

& Ako 0�� cb , toga{ 2) , ( axxf � �x �.  
Grafikot e parabola, simetri~en vo odnos na -

oskata (crt. 6). Pritoa, ako  
y

   -  toga{ parabolata e otvorena nagore, odnosno                     Crt. 6 0�a
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grafikot na funkcijata e svrten vo pozitivnata nasoka na y -oskata;                   
-  toga{ parabolata e otvorena nadole, odnosno grafikot na funkcijata e 
svrten vo negativnata nasoka na -oskata. 

0�a
y

 

& Ako 0�b , toga{ cax , xf �� 2)( �x �. 

Grafikot na funkcijata  e ist so grafikot na funkcijata 

 samo so pomestuvawe po 

caxxf �� 2)(
2)( axxf � y -oskata za . Pritoa, ako: c

   -  grafikot se pomestuva vo pozitivnata nasoka na -oskata; 0�c y
   -  grafikot se pomestuva vo negativnata nasoka na 0�c y -oskata. 

1. Na crt. 7 se prika`ani graficite  i 
 1)( 2 �� xxf .1)( 2 �� xxf
 

 

 

 

 

 

                            

                               Crt. 7                                                      Crt. 8 
2. Na crt. 8 se prika`ani graficite na funkciite  i 

 Grafikot e ist kako grafikot na funkcijata  samo pomesten 
dol` 

2)1()( �� xxf
2.)1()( 2�� xxf xy �

x -oskata za edinica.
 
 

3. Na crt. 9 se prika`ani graficite  na funkciite ; 24)( xxf � 2

4
1)( xxf � ; 

. Od crte`ot gledame deka graficite se stegaat ili rastegnuvaat.�
 2)( xxf �

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Crt. 9 
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v)  Funkcijata .  3)( xxf �

 

x

y

3xy � 

 

 

 

 

 

Crt. 10 

Grafikot na funkcijata se narekuva kubna parabola (crt. 10). 

g)  Funkcijata 
x

xxf 1)( 1 �� � ,  0�x .  

Grafikot se narekuva hiperbola i se sostoi od dva dela (crt. 11) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                Crt. 11                                                                 Crt. 12 

x

y

2

1
x

y �

x

y

x
y 1

�

d) Funkcijata 2
1)(
x

xf �  . 

Grafikot na funkcijata se sostoi od dva dela (crt. 12). 
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|)  Funkcijata xxf �)(  , na  ),0[ C�fD  i ),0[ C�fV  

 

 

 

 

 

 

                                                  Crt. 13 

Eksponencijalna funkcija 

xaxf �)(  ,  ,  0�a Rx �

x

y

xay � xay �

0 < a < 1 a > 1

(0,1)

0
 

-1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

x

y

xy �

Crt. 14 

Ako  , funkcijata strogo monotono opa|a koga 1�a x  raste po celata definiciona 
oblast.  
Ako  , funkcijata strogo monotono raste koga 1�a x  raste po celata definiciona 
oblast (crt. 14).  

RD f � ,  $ %C� ,0fV
 

Logaritamska funkcija 

xxf alog)( �  ,  , ,  0�a 1�a
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Ako , toga{ funkcijata strogo monotono raste koga 1�a x  raste po celata oblast 
(crt. 15a)  

Ako , toga{ funkcijata strogo monotono opa|a koga 1�a x  raste po celata 
definiciona oblast (crt. 15b). 

RD f � ,  $ %C� ,0fV

-2 2 4 6 8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

10,log ��� axy a

0 1

 

 

 

 

 

 

 

 

                Crt. 15a                                                                      Crt. 15b 

Grafikot na logaritamskata funkcija e simetri~en na grafikot na 
eksponencijalnata funkcija vo odnos na pravata xy � . 

-2 2 4 6 8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

1,log �� axy a

 

Trigonometriski funkcii 

xxf sin)( � ,   .  Rx�

-3@ -5@/2 -2@ -3@/2 -@ -@/2 @/2 @ 3@/2 2@ 5@/2 3@

-1

1

2

x

y

 

 

 

 

 

                                                                                                 Crt. 16 -2

xy sin�
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Grafikot se narekuva sinusoida. Funkcijata ima nuli vo to~kite Akx � , ima 

maksimum (1) vo to~kite AA k2
2

� , ima minimum (-1) vo to~kite AA k2
2

�� , raste na 

intervalite )2
2

,2
2

( AAAA kk ��� , opa|a na intervalite )A2
2

3,2
2

(A AA kk �� , kade {to 

 e cel broj (crt. 16).  k

xxf cos)( �  

 

 

 

 

 

 

                                                                                     Crt. 17 

-3@ -5@/2 -2@ -3@/2 -@ -@/2 @/2 @ 3@/2 2@ 5@/2 3@

-2

-1

1

2

x

y

xy cos�

Grafikot se narekuva kosinusoida. Funkcijata ima nuli vo to~kite AA kx ��
2

, ima 

maksimum (1) vo to~kite Ak2 , ima minimum (-1) vo to~kite AA k2�� , raste na 
intervalite )2,2( AAA kk�� , opa|a na intervalite )2,2( AAA kk � , kade {to k  e cel 
broj (crt. 17).  

xtgxf �)( ,   AA kx ��
2

. 

 

-3@/2 -@ -@/2 @/2 @ 3@/2

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 

 

 

 

 

                                                                                                            Crt. 18 -4

tgxy �
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Funkcijata nema maksimum nitu minimum, i na sekoi od intervalite 

)
2

,
2

( AAAA kk ���  funkcijata raste od '�   do '�  (crt. 18).  

ctgxxf �)( ,  Akx � . 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                              

                                                                                                           Crt. 19 

-3@/2 -@ -@/2 @/2 @ 3@/2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

ctgxy �

Funkcijata nema maksimum nitu minimum, i na sekoi od intervalite ),( AAA kk �  
funkcijata monotono opa|a od   do ' '� .  

 

 Drobnoracionalni funkcii 

Drobnoracionalnite funkcii se va`en del od elementarnite funkcii. Toa se 
funkcii koi pretstavuvaat koli~nik na dva polinoma. Od niv }e ja razgledame 

bilinearnata funkcija 
dcx
baxy

�
�

� , (
c
dx �� ), pri pretpostavka deka ad . Ovaa 

funkcija mo`e da se transformira na sledniot na~in vo oblik 

0�� bc

F
-�
�

��
x

y . Na toj 

na~in zaklu~uvame deka neziniot grafik e ist so grafikot na funkcijata 
x

y -
� , 

samo {to e pomesten za �  edinici dol`  oskata i za y F  edinici vdol` x  oskata.  

4. 
2
1

2
3

2
12

32
12

3)24(
12
54

�

�
��

�
��

�
��

�
�
�

�
xxx

x
x
xy .  
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Zada~i za samostojna rabota  

Skiciraj gi graficite na slednite funkcii: 

1.  a) ,    b) ,       v) ,       g) 3)( �xf 15)( 2 ��� xxxf xxf 2)( � xxf 2log5)( � . 

2.  a) ,     b) ,      v) xxf sin2)( � xxf cos2/1)( � 1
7
3)( 3 ��
x

xf .    

3*. Skiciraj go grafikot na funkcijata .  |1| 2 �� xy

(Upatstvo. Delot od grafikot na funkcijata  koj {to se nao|a pod 12 �� xy x -
oskata treba da se preslika so osna simetrija vo odnos na x -oskata. ) 
 

4. Skiciraj go grafikot na funkcijata ).1(log2 �� xy   

5. Skiciraj go grafikot na funkcijata 2
3
1)( ��
�
�

�
�
��

x

xf . 

 
 

3.�7.��Neprekinatost na funkcija 

]e razgledame nekoi grafici na funkcii so koi sme se sretnale porano. Na 
crt. 20 se prika`ani graficite na funkciite  

� 223

2xy � ,   
x

y �
1

  i  . 
�
�

�



�

��
�
�

��
0,1

0,0
0,1

sgn
x

x
x

xy

Se postavuva pra{aweto:  dali  grafikot na sekoja od dadenite funkcii mo`e 
da go nacrtame bez da go podigneme molivot od hartijata, odnosno so neprekinato 
dvi`ewe na molivot po hartijata? 

                                                              Crt. 20 



        Funkcijata  mo`e da se nacrta so eden poteg, pa velime deka taa e 
neprekinata ili deka e neprekinata vo sekoja to~ka. Pri crtaweto na grafikot na 

funkcijata 

2xy �

x
1

.0�x

y �  molivot mora da se odvoi od hartijata za da go nacrtame grafikot 

za vrednostite  Mo`e da se ka`e deka funkcijata 
x

y 1
�  e neprekinata vo 

sekoja to~ka od intervalot  i vo sekoja to~ka od intervalot , dodeka vo 
to~kata  funkcijata ne e definirana.   

)0,(�' ),0( �'
0�x

Precizna definicija na poimot neprekinatost na funkcija vo to~ka bi bila 
slednata: 

 
 
 
 
  
 
 
 

 

Definicija 1. Neka funkcijata  e definirana na intervalot  i neka 
. Za funkcijata  velime deka e neprekinata vo to~kata , ako za sekoj 

pozitiven broj 

f ),b
),(0 bax � f 0

(a
x

Od definicijata sleduva deka za sekoja �: okolina  $ %:: �� )(,)( 00 xfxf  na 

to~kata  postoi soodvetna )( 0xf �E okolina $ %EE �� 0, x0x  na to~kata  koja so 

funkcijata  se preslikuva vo okolinata 
0x

f $ %:: �� )(, 00 xfx )(f . 
 

1. Doka`i deka funkcijata 13)( �� xxf  e neprekinata vo to~kata .  1�x

  Neka 0�:  e dadeno. Izbirame .
3
:E �  Toga{ za sekoj realen broj x  takov {to 

E��1x , imame  

::E �	�	�������
3

33|1|3413)1()( xxfxf . 
 

 

2. Doka`i deka funkcijata xxf �)(  e neprekinata vo to~kata .  2�x
Neka 0�:  e dadeno. Izbirame .2:E �  Toga{ za sekoj nenegativen realen broj 

x  takov {to E�� 2x , imame  

::E
���

�
�

�

�
�

�
��

����
2
2

22
2

2
2

2
)2)(2(2)2()(

x
x
x

x
xxxfxf .
 

 

Na sli~en na~in mo`e da se doka`e deka funkcijata xxf �)(  e neprekinata 

vo proizvolna to~ka . Diskusijata za neprekinatost na funkcijata 00 �x xxf �)(  
vo to~kata  nema smisla bidej}i to~kata 0�x 0�x  ne e vnatre{na to~ka od  

:  postoi pozitiven broj ,E  takov {to za sekoj  za koj e 

ispolneto neravenstvoto 

x ),( ba�
,0 E�� xx  va`i neravenstvoto  :�� )()( 0xfxf .  
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definicionata oblast na funkcijata. Vo takvite grani~ni to~ki mo`eme da 
zboruvame za neprekinatost odlevo (oddesno). Imeno, ako vo pogornata definicija 
uslovot E�� 0xx  go zamenime so uslovot  00 ���� xxE  ( E��� 00 xx ), toga{ za 

funkcijata  velime deka e neprekinata odlevo (od desno) vo to~kata . Vo taa 

smisla funkcijata 

f 0x

xxf �)(  e neprekinata oddesno  vo to~kata .  0�x

0x

(f

Neprekinatosta nao|a primena kaj pribli`nite presmetuvawa, bidej}i vo 
praktikata skoro site presmetuvawa se vr{at so opredelena to~nost. Neka, na 
primer, funkcijata  e neprekinata vo nekoj interval i neka  e iracionalen 
broj. Vo takov slu~aj znaeme deka zapisot na toj broj ima beskone~no mnogu 
decimali, pa naj~esto e nevozmo`no da se presmeta to~nata vrednost . Zatoa, 

brojot  se zaokru`uva, odnosno namesto  izbirame broj 

f

)0x

0x 0x x  so kone~no mnogu 

decimali, a potoa namesto  ja presmetuvame vrednosta . Gre{kata koja e 

napravena e ednakva na 

)( 0xf )x(f

)() 0xf�(xf  i taa zavisi gre{kata na argumentot 0xx � .   

Za funkcijata  velime deka e neprekinata na zatvoreniot interval  ako 
e neprekinata vo site vnatre{ni to~ki na toj interval, dodeka vo to~kata , 
odnosno ,  e neprekinata oddesno, odnosno odlevo. 

f ],[ ba
a

b
2

Mo`e da doka`eme neprekinatost vo sekoja to~ka od soodvetnata definiciona 

oblast i na elementarnite funkcii: stepenski ( , eksponencijalni, 
logaritamski, trigonometriski i inverzni na trigonometriskite funkcii (iako 
taa postapka ne mora sekoga{ da bide ednostavna kako pogornite primeri). Co 
slu~aj na poslo`eni funkcii }e gi koristime slednite teoremi. 

)�x

 
 
 
 
 
 

 

Teorema 1. Ako funkciite  i f g  se neprekinati vo to~kata , toga{ vo taa 

to~ka se neprekinati i funkciite 

0x

0(
g
f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, �� k   fgkfgf  0)( 0 �xg ).), i   (pri uslov 

 

Teorema 2. Neka funkcijata  e neprekinata vo to~kata , a funkcijata 

 e neprekinata vo to~kata 

g
f ).( 00 xgy

0xx �
�  Toga{ i slo`enata  funkcija e 

neprekinata vo to~kata  

gf �
.0xx �

 

Teorema 3. Ako biektivnata funkcija  e neprekinata na 

intervalot , toga{ funkcijata , inverznata na funkcijata , e 
neprekinata na intervalot [ . 

], d[],[: cbaf 8

],ba 1�f f
], dc

[
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3. Doka`i deka funkcijata  e neprekinata za sekoj realen 
broj 

52)( 23 ��� xxxf
x . 
Funkcijata   e neprekinata za sekoj realen broj . Navistina, za 

proizvolno 
xxf �)(1 0x

0�:  izbirame :E � . Toga{ za sekoj realen broj x , takov {to 
E�� 0xx , imame  .)()( 0011 :E ����� xxxfxf   

!


� so primena na teoremata 1 mo`e da zaklu~ime deka se neprekinati i 

funkciite  i  Bidej}i konstantnata funkcija e, isto taka, 
neprekinata (dokazot na ovoj fakt e ednostaven), imame deka i funkcijata 

2
2 )( xxf � .)( 3

3 xxf �
5)( �xg

2)( xx �

 

e neprekinata. Na krajot, primenuvaj}i ja teorema 1 na funkciite ,  

 i , zaklu~uvame deka funkcijata  e neprekinata 

za sekoj realen broj 
 

2f
3

3 )( xxf � 5)( �xg

0x
52)( 23 ��� xxxf

.

 4. Najdi go mno`estvoto na to~ki vo koi funkcijata 
1

1)(
�

�
x

xf  e neprekinata. 

 Bidej}i funkcijata 1)( �� xxg  e neprekinata, so primena na teorema 1 

zaklu~uvame deka funkcijata 
1

1)( �
x

xf
�

 e neprekinata za sekoj 1�x . 
 
 

          Vo prethodniot primer zabele`uvame deka so otfrlawe na to~kata 1�x  se 
dobivaat intervalite  i )1,(�' ),1( �'  na koi funkcijata e neprekinata. Vo op{t 
slu~aj so otfrawe na to~kite na prekin od definicionata oblast, se dobivaat 
intervalite na neprekinatost.     

Sli~no kako i vo pogornite primeri mo`e da se poka`e deka polinomot  

n
nn axaxaP ���� � ...1

10  

e neprekinata funkcija za sekoj  realen broj  Ponatamu, racionalnata funkcija  .0x

m
mm

n
nn

bxbxb
axaxay

���
���

� �

�

...

...
1

10

1
10                     ( 0,0 00 �� ba ) 

e neprekinata za sekoj realen broj  za koj imenitelot na funkcijata ne se 
anulira.  

0x

 
 
     Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Koga funkcija  e neprekinata vo to~ka ? f 0x

2. Doka`i deka funkcijata  e neprekinata vo to~kata . 2)( xxf � 3�x
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3. Doka`i ja neprekinatosta na funkciite xy sin�  i xy cos�  vo proizvolna 

to~ka  koristej}i go neravenstvoto xx �sin  (to~nosta na ova neravenstvo mo`e da 

se proveri geometriski). 
 

4. Objasni zo{to slednite funkcii se neprekinati za nazna~enite vrednosti 
na x : 

a) A��� xxy 0,sin ;                                   �) kkxxy ,(tg A��  e cel broj); 

b) ;                                       �)  0),sin(ln �� xxy ;cos xey x�

v) ;                                                �) 0, �� xxy x ;cossin xxy ��                      
                      

5. Najdi gi to~kite na prekin i intervalite na neprekinatost na slednite 
funkcii: 

a) 2)1( �
�

x
xy ,                   b) 

65
1

2 ��
�

xx
y ,                  v) 

x
y

cos
1

� .  

 
 

 3. 8.  Grani~na vrednost na funkcija 
 
3.8.1. Poim za grani~na vrednost 

Pred da ja vovedeme definicijata za grani~na vrednost na funkcija, }e ja 

razgledame funkcijata 
2
4)(

2

�
�

�
x

xxf , koja e definirana za sekoj realen broj x , 

osven za . So neposredno presmetuvawe mo`e da zaklu~ime deka koga 
vrednostite na promenlivata 

2�x
x  malku se razlikuvaat od 2, toga{ vrednostite na 

funkcijata  se pribli`uvaat do brojot 4. Pri~ina za toa e {to pri )(xf 2�x , va`i 

2
2

)2)(2)(
2

��
�

��
�
�

� x
x

x
x

xxf (
2
4

�
x

, pa 422)( ��Gxf  koga 2Gx . 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

Definicija 1. Neka funkcijata  e definirana vo nekoja okolina U na 
to~kata  osven, mo`ebi, vo to~kata . Realniot broj  se narekuva grani~na

vrednost ili granica na funkcijata  koga 

f

0x 0x A
f x  te`i kon , ako za sekoj pozitiven 

broj  postoi pozitiven broj 
0x

: E , takov {to za site Ux� (osven mo`ebi za ) za 

koi e ispolneto neravenstvoto 
0x

E�� 0xx  va`i neravenstvoto :�� Axf )(
.)(lim

0

Axf
xx

�
8

. Toga{ 

pi{uvame   
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Od samata definicija neposredno sleduva 
deka funkcijata  ima grani~na vrednost f A  koga 
x  te`i kon 0x , ako za sekoja �: okolina na 

to~kata  postoi � A E okolina na to~kata 0x , 

taka {to za sekoe )( 0 , 0 EE ��x�x x  va`i 
( ),() :: ��� AAxf .  

 Definicijata 1 mo`e i geometriski da se 
interpretira. Na crt. 21 e pretstaven grafikot 
na funkcijata f  definirana vo nekoja okolina 
na to~kata 0x . Za 0�:   kons ir ta  tru ame len
ograni~ena so pravite :�� Ay  i :�� Ay .                                   Crt. 21 
Soodvetniot broj E  treba da bide takov {to  del od grafikot na funkcijata  na 
intervalot  ( 0 )0, EE ��x x

x
 se sodr`i vo prethodno konstruiranata lenta (osven,  

,   

          1. Doka`i deka 

mo`ebi   to~kata (,( 0
 

)).0xf

5)12(lim
3

��x
8x

. Kolkav 

treba da bide brojot ,E  za ?
100

1
�:                                                     

 Za , birame .
2
:E �  Toga{ za sekoj broj ,x  takov {to E��3x0�: , imame  

.
2

22|3|26)12( :25 :E �	������� xx  Ako � x ,
100

1
�:  toga{  .

200
1

�E 
  

2. Doka`i deka  .6
3

lim
3

�
�8 xx

  

0�

92 �x

Neka :  e dadeno. Izbirame .:E �  Toga{ za sekoj realen broj  takov 
{to 

,3�x
E�� 3x , imame    

.36)3(6
3

)3)(3(6
3
92

:E ��������
�

��
��

�
� xx

x
xx

x
x


 

zabel `ime deka vo ovoj slu~aj dadenata funkcija ne e definirana vo 
to~k

to~kata , toga{  . I obratno, ako , toga{ 

 

Da e
ata .3�x  
Vo praktika ne sekoga{ presmetuvame granica na funkcija kako vo 

prethodnite primeri, tuku rabotime po skratena postapka. Imeno, od definicijata 
za neprekinatost na funkcija, ako funkcijata f  e neprekinata funkcija vo 

0 0
0xx8

0
0xx8

funkcijata f  e neprekinata vo to~kata 0x . Vrz osnova na ova svojstvo na 

x )()(lim xfxf � )()(lim xfxf �
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neprekinatite funkcii, lesno mo`e da se presmeta grani~nata vrednost na 

neprekinata funkcija vo nekoja to~ka. Na primer, bidej}i funkcijata 1�� xy  e 2

neprekinata vo sekoja to~ka, imame   . Me|utoa, ako granicata 

na funkcija se sveduva na oblik 

312)1(lim 22
2

����
8

x
x

0

38x
 i 

38x
, toga{ imenitelot i broitelot

0
, kako vo prethodniot prime

nost.          

r bidej}i 

 prethodno gi 0)9(lim 2 ��x

3. Presmetaj  

0)3(lim ��x

skratuvame, a potoa barame grani~na vred

x
x

x

11lim
0

��
8

. 

Ako �x 0 , toga{  
)11(11

111111
�

��
�

��
��

	
��

�
��

xx
x

x
x

xx
x x

zatoa 

11
1

��x
, pa 

2
1

11
1lim11lim

00
�

��
�

��
88 xx

x
xx 11

1
��x

.0�x 
 , bidej}i  e neprekinata za 

 

4. Presmetaj ja granicata ,1)
x
x n

2�n

1(lim
0

��
kade n e priroden broj.  

Koristej}i go identitetot  

se dobiva: 

x8

�n ba )...)(( 121 ��� ������ nnnn babbaaba   

�����������
�� ��

880 xx
]1)1(...)1(1][(1)1[(1lim1)1(lim 21

0
xxx

x
x n

x

n
 


 

)x n

x n�) nxx n
x

��������� �

8
]1)1(...1()1[(lim 21

0
.                           

 

,11lim
0 xx8

 kade n  e priroden broj. 5. Presmetaj 
xn ��

Ako gi pomno`ime broitelot i imenitelot na izrazot 

x
 so 

xn 11 �� 1)1(...�)1()1( xxx  21 ������ �� nnnnn

i go iskoristime identitetot naveden vo primerot 4, }e dobieme 

 �
����

�������
�

��
��

�

88 ]1...)1)1[(
]1...)1(1)[(11(lim11lim 21

2

00 nnn

nnnn

x

n

x xxx
xxx

x
x

 

�

�

(
) 1

n

n

 

.1
11...)1()1(

1lim
]1...)1[(

1)1(lim 21010 nxxxxx
x

nnnnnxnnx
�

�������
�

���
��

��8�8
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3.8.2. Osnovni svojstva na grani~nata vrednost 

esmetuvawe na grani~ni vrednosti ja koristime slednata teorema.          
        

 

 a) i b) na Teoremata 1 va`at ne samo za dve, tuku za 
kone~no mnogu funkcii. 

6. Najdi ja grani~nata vrednost 

 
Za pr

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zna~i, granica od zbir (razlika, proizvod ili koli~nik) na dve funkcii e 
ednakva na zbirot (razlikata, proizvodot ili koli~nikot) od granicite na tie 
funkcii. Tvrdewata pod

 

. Ako Axf
xx

�
8

)(lim
0

 i Bxg
xx

�Teorema 1
8

)(lim
0

, toga{ va`at slednite svojstva za 

grani~ni vrednosti: 
   a) BAxgxf

xx
���

8
)]()([lim

0

;   

b) BAxgxf
xx

	�	
8

)]()([lim
0

; 

v) )0(,
)(
)(lim

0

��
8

B
B
A

xg
xf

xx
. 

�
�
�

�
�
�
�

�

�
�

�
�
�

8 1
1

1
1lim 3

2

21 x
x

x
x

x
. 

2
1

1
1lim

)1)(1(
1lim

1
1lim

1121
�

�
�

��
�

�
�
�

888 xxx
x

x
x

xxx
Bidej}i     i  

3
2

1
1lim

)1)(1(
)1)(1(lim

1
1lim 21213

2

1
�

��
�

�
���

��
�

�
�

888 xx
x

xxx
xx

x
x

xxx
,  

zaradi Teorema 1 imame  
6
7

3
2

2
1

1
1lim

1
1lim

1
1

1
1lim 3

2

1213

2

21
���

�
�

�
�
�

��
�
�

�
�
�
�

�

�
�

�
�
�

888 x
x

x
x

x
x

x
x

xxx
.
 

7. Najdi ja granicata �
�� ��8 11 31 xxx

Vo ovoj slu~aj ne bi mo`ele da ja primenime teorema 1 bidej}i ne postojat 
grani~nite vrednosti na sobirocite. ad

�
�
� �

31lim . 

 Zar i toa }e go transformirame izrazot na 
sledniot na~in (imaj}i predvid deka 1�x ): 

�
�
��

�
���

��
23131 22

��� 1111 333 x
xx

x
xx

xx 1)1)(1( 22 ��
2)2)(1( �

�
���

��
xxxxx

xxx
. 

Ovde e jasno deka baranata grani~na vrednost e ednakva na 1, koga 
 

8. Najdi 

18x .

11
11lim 4

3

0 ��
��

8 x
x

x
. 
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Ovaa grani~na vrednost se nao|a so primena na rezultatot ,111lim
0 nx

xn

x
�

��
�

8
 

kade n e priroden broj i teoremata 1. Imeno, so delewe na broitelot i imenitelot 
na izrazot so x  i preminot na grani~nata vrednost vo koli~nikot, se dobiva 

3
4

4
1
3
1

11lim

11lim

11

11

lim
11
11lim 4

0

3

0
4

3

04

3

0
��

��

��

�
��

��

�
��
��

8

8

88

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

x
xx

.
 

 
3.8.3. Pro{iruvawe na poimot za grani~na vrednost 
 
Pri re{avaweto na razni  problemi neophodni se i slednite definicii: 
 
 
 
 
 
 
 

 

9. Doka`i deka .111lim ��
�
�

�
�
� �

�'8 xx
 

Neka 0�:  e proizvolno dadeno. 

Izbirame .1
:

E �  Toga{ za sekoe E�x  imame 

.111 :���
�
�

�
�
� �

x
11
E

��
x


 

 

Sli~no, se definira i grani~nata 
vrednost  na funkcija koga Axf

x
�

�'8
)(lim

�'8x .                                                 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Definicija 2. Neka funkcijata  e definirana na nekoj interval f ),( �'a
0�

. 
Ako za sekoe E�x  va`ia�E  takov {to za sekoe :  postoi broj :� �|)(| Axf , 
toga{ brojot A  se narekuva grani~na vrednost na funkcijata koga �'8x i se 
pi{uva Axf �

�'8
)(lim  (crt. 22). 

x

Crt. 22 

 

Definicija 3. Neka funkcijata  e definirana vo okolina U  na to~kata 
, (osven, mo`ebi, vo to~kata ). Ako za sekoe 

f

0x 0x ,0�:  postoi broj E takov 

{to za site za koi za koi 

,0�

Ux� � � � E|| 0xx0  va`i  neravenstvoto :�)(xf
f

, toga{ 
se veli deka funkcijata  te`i kon '�  koga  i se pi{uva 0xx 8

8
)(lim

0

xf
xx

(crt.  23). 

� �'
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10. Doka`i deka .
)1(

1lim 21
�'�

�8 xx
 

Crt. 23 

Re{enie. Neka 0�:  e proizvolno dadeno. 

Izbirame .1
:

E � Ux Toga{ za site � za 

koi ,|1|0 E��� x  va`i  neravenstvoto  

.
 
1

)1(
1

22 :
E

��
� x

 
Analogno se definira �'�

8
)(lim

0

xf
xx

. 

                          
 
 

 

 

Definicija 4. Neka funkcijata  e definirana na nekoj interval (f ),�'a
,0�

. 
Ako za sekoe E�x  va`i  neravenstvoto ,a�E  takov {to za sekoe :  postoi broj 

11. Doka`i deka  .lim 2 �'�
�'8

x
x

Neka 0�:  e proizvolno dadeno. Izbirame .:E �  Toga{ za sekoe E�x  va`i  

neravenstvoto  | 
 .| 22 :E ��x
 

Analogno se definiraat �'�
�'8

)(lim xf
x

, �'�
�'8

)(lim xf
x

 i . �'�
�'8

)(lim xf
x

  
3.8.4. Nekoi pova`ni grani~ni vrednosti 
 
]e navedeme nekolku grani~ni vrednosti koi ne se o~igledni, no se javuvaat 

pri re{avaweto na razli~ni tipovi na zada~i. Nekoi nivni primeni kaj 
presmetuvaweto na drugi grani~ni vrednosti }e bidat prika`ani vo primerite 
{to sleduvaat.  

 

10 1sinlim
0

�
8 x

x
x

.  

 

20 e
x

x

x
��

�
�

�
�
� �

'8

11lim . 

:�)(xf f, toga{ se veli deka funkcijata  te`i kon �'8'�  koga x  i se pi{uva 
                                                                                       .)(lim �'�

�'8
xf

x

     
232 



Da zabele`ime deka ova svojstvo va`i ne samo koga �'8x , tuku i koga �'8x .   
 

30 1)1ln(lim
0

�
�

8 x
x

x
 

 

40  )1,0(ln1lim
0

���
�

8
aaa

x
ax

x
 

�� �   dobivame:     11lim
0

�
�

8 x
ex

x
. Vo specijalen sl~aj, koga 

 

 
50  
 
 

12. Opredeli gi slednite grani~ni vrednosti: 

a) 
x
x

x 2sin
3sinlim

08
;           b) 20

cos1lim
x

x
x

�
8

;          v) 
x

x x
x 2

1
1lim �
�
�

�
�
�

�
�

'8
; 

g) 
x

ee xx

x

-� �
80

lim , )( -� � ;    d) 2
1

)(coslim
0

xx
x8

; 

|) 
x

xx
x

���
8

11lim
3

0
;             e) 

x
x

x

arcsinlim
08

. 

 

a) 
2
3

2
3

2
2sin

3
3sin

lim
2sin
3sinlim

00
�	�

88

x
x

x
x

x
x

xx
, kade {to ja primenivme 10 i faktot deka 

 povlekuva deka  i 3 . 08x 02 8x 08x
b) Ako ja primenime transformacijata 

2

2

2

2
sin

2
1cos1

��
�
�

�

�

��
�
�

�

�

�
�

x

x

x
x

 

i go iskoristime rezultatot 10, zaklu~uvame deka   
2
1cos1lim 20

�
�

8 x
x

x
. 

v) Bidej}i 
1

4

2
1

1
21

1
21

1
1 22 ��

.

.
/

0

 
 
!

"
�
�
�

�
�
�

�
���

�
�

�
�
�

�
���

�
�

�
� , 
� �

�
x

x
x

xxx
x xx

 ,1)1(lim
0

�
�

�
��

8

x
)0��   (

xx
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ako za izrazot vo srednata zagrada stavime deka y
x

�
�1
2

, imame (poradi 

): 08+'8 yx

ey
x

y

x

yx
����

�
�

�
�
�

�
�

8'8

�
12

1

)1(lim
1

21lim
0

, dodeka 

4
1

4lim �
�'8 x
x

x
. Ottuka 4

2

1
1lim e

x
x x

x
��

�
�

�
�
�

�
�

'8
. 

Napomnuvame deka ovde go koristevme slednoto pravilo: 
Ako  i 0)(lim

0

��
8

Axf
xx

Bxg
xx

�
8

)(lim
0

 ( A  i B  se kone~ni broevi), toga{  

. Imeno, koristej}i ja transformacijata � �
xx

xf
8

)(lim
0

Bxg A�)( � � )(ln)()()( xfxgxg exf �  i 

neprekinatosta na funkcijata  i  lesno doa|ame do prethodniot fakt. xe xln
g) 

-�-�
-�

-�
-�

-
-�

-
-�

��		��
�

�
��

�
�

� �

88

�

88
11)(

)(
1limlim)(1limlim

)(

00

)(

00 x
ee

x
ee

x
ee x

x
x

x

x
x

x

xx

x

kade {to go koristevme rezultatot 40 ( mo`e da se vovede smenata ). yx)( �-��

d) Izrazot 2x
1

)x(cos   mo`eme da go transformirame na sledniot na~in: 

222
1

2
1

1cos
1cos

)]1(cos1ln[)]1(cos1ln[
)ln(cos

)(cos x
x

x
x

x
x

x
eeex xx

�
	

�
����

��� . 
Ako stavime , toga{  koga  i yx ��1cos 08y 08x

1)1ln(lim
0

�
�

8 y
y

1cos
)]1(cos1ln[lim

0
�

�
��

8 x
x

yx
 (primenet e rezultatot 30), dodeka 

2
11coslim 20

��
�

8 x
x

x
 (vidi go rezultatot pod b). Od spomenatoto sleduva 

$ % 2
1

2
12

1 1
0

)(coslim ��	

8
�� eex x

x
.  

|) Ako vo broitelot na izrazot go odzememe i dodademe brojot 1, a potoa go 
primenime rezultatot po 50, dobivame 

�
�����

�
���

88 x
xx

x
xx

xx

)11(11lim11lim
3

0

3

0

6
1

2
1

3
111lim11lim

0

3

0
����

��
�

��
88 x

x
x
x

xx
. 

e)  Da stavime . Toga{ xarcsiny �
22

,sin AA
���� yyx  i . Sega 

imame 

00 8+8 yx

     
234 



1
1
1

sin
1lim

sin
limarcsinlim

000
����

888

y
yy

y
x

x
yyx

.
 

 
Zada~i za samostojna rabota 

 
 
1. Koristej}i ja definicijata za granica na funkcija, doka`i deka: 
a)                     b) ;3)2(lim

1
��

8
x

x
;5)13(lim

2
��

8
x

x
                 v)  ;8)35(lim

1
���

�8
x

x

g) ;39lim

3
1

�
8

x
x

                         g) 
3
11lim

3
�

8 xx
;                          d) .04lim

4
��

8
x

x
 

 

2. Doka`i deka  8)23(lim
2

��
8

x
x

.  Kolkav  treba da bide brojot E  za ?
1000

1
�:  

 

3. Najdi gi slednive granici: 

a) ;
4
1lim

08x
                                b) ;5lim

1,0
�

8x
                             v) .3loglim 2

28x
 

 

4. Najdi gi slednive granici:  

a)                               b) ;lim 2
2

x
x8

);16(lim

2
1

�
�8

x
x

                      v) .2xlim
0x

�
8

 

 

5. Presmetaj gi slednive grani~ni vrednosti: 

a) 
)1(

1lim
3

1 �
�

8 xx
x

x
;                    b) 

1
1lim 31 �

�
�8 x

x
x

;                          v) 
1
1lim 2

4

1 �
�

8 x
x

x
;                       

g) ;
1
1lim 4

7

1 �
�

8 x
x

x
                      d) 2

34

1 )1(
143lim

�
��

8 x
xx

x
;                 |) 

352
2lim 2

2

1 ��
��

8 xx
xx

x
. 

 

 
Najdi gi slednive granici:  

6. a) ;                  b) ;                   v)  )17(lim
2

�
�8

x
x

2
2

)4(lim �
�8

x
x

).423(lim 23
1

��
8

xx
x

 

7. a) ;
3
9lim

2

3 �
�

8 x
x

x
                     b) 

2
8lim

3

2 �
�

8 x
x

x
;                      v) .

1
1lim 3

2

1 �
�

8 x
x

x
 

 

8. a)
1
1lim

3

1 �
�

�8 x
x

x
;                     b) ;

23
5lim 23

2

0 xx
x

x �8
               v) .

1
3

1
1lim 31

�
�
�

�
�
�

�
�

�8 xxx
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9. a)
3

6lim
2

3 �
��

�8 x
xx

x
;                    b) 

9
65lim 2

2

3 �
��

8 x
xx

x
;               v) .

67
2lim 2

2

1 ��
��

8 xx
xx

x
 

 

10. a)
16122

124lim 2

2

2 ��
��

8 xx
xx

x
;           b) 

693
103lim 2

2

2 ��
��

8 xx
xx

x
;             v) .

109
1174lim 2

2

1 ��
��

8 xx
xx

x
 

 

11*. a) 
3

21lim
3 �

��
8 x

x
x

;                   b) 
11

2lim
2 ��

�
8 x

x
x

;                 v) .
25

1lim
21 ��

�
8 x

x
x

 

 

12*. a) 
34

6262lim 2

22

3 ��
�����

8 xx
xxxx

x
;  b) 

x
x

x ��
��

8 51
53lim

4
;   v) .

416

11lim
2

2

0 ��

��
8 x

x
x

 

 

13. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti:  

a) 
23
12lim

�
�

'8 x
x

x
;           b) 

xx
xx

x �
��

'8 2

2

2
24lim ;           v) �

�
�

�
�
�
�

�

�
�

�'8 21
lim 2

2

x
x

x
x

x
; 

g) 4

4

1
lim

x
x

x �'8
;             d) 

1
lim 2 �'8 x

x
x

;                   |) 2

3

1
2lim

x
x

x �
�

'8
. 

 

 
14. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti: 

a) 
2

lim
3 2

�
�

'8 x
xx

x
;                         b) 

1
1lim

2

�
�

�'8 x
x

x
;            v) 

1
1lim

2

�
�

�'8 x
x

x
;               

g) )11(lim 22 ���
�'8

xx
x

;       d) )1(lim 3 3 xx
x

��
�'8

;      |) )1(lim 2 xx
x

��
�'8

. 

 

15. Presmetaj  gi slednite grani~ni vrednosti: 

a) 
1
32lim

01 �
�

��8 x
x

x
;            b) 

1
32lim

01 �
�

��8 x
x

x
;         v) 

3
1lim

03 ��8 xx
.               

 

16*. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti: 

a) 
x

x
x

4sinlim
08

;                        b) 
x
x

x tg
2sinlim

08
;                   v) 

x

x

x �

�
�
�

�
�
�

8 1
2

cos
lim

1

A

; 

g) 20

cos1lim
x

mx
x

�
8

;                 d) 20

cos3coslim
x

xx
x

�
8

;        |) 
xtx

x
x g

sinlim
0 �8

. 

 

17*. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti:  

a) 
111lim

�

'8
�
�
�

�
�
� �

x

x x
;            b) 

2

32
12lim

�

'8
�
�
�

�
�
�

�
� x

x x
x

;                v) 
x

x x
x 3

1
1lim �
�
�

�
�
�

�
�

'8
;  
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g) 

23

2

2

2
lim

x

x x
x

�
�
�

�
�
�
�

�

�'8
;           d) 

x
x

x

)sin1(lnlim
0

�
8

;               |) 
)tg1ln(
)2sin1ln(lim

0 x
x

x �
�

8
;   

e) 
ax

ax
ax �

�
8

lnlnlim ;              `) 
)ln(cos
)2ln(coslim

0 x
x

x8
;                 z) 

xx
ex

x sin3sin
1lim

0 �
�

8
.       

 

18*. Najdi gi slednite grani~ni vrednosti: 

a) 4

3

1 43
23lim

xx
xx

x ��
��

8
;         b) 33

2 )1(lim
ax

axax
ax �

���
8

;             v) 
h

xhx
h

33

0

)(lim ��
8

; 

g) 
h

xhx
h

33

0
lim ��
8

;      d) 
x

xx
x

sin1sin1lim
0

���
8

;     |) )sin1(sinlim xx
x

��
�'8

. 

 
 

3. 9.  Asimptoti na funkcija 
 

Pri skicirawe i crtawe na grafici na funkcii, osobeno e korisno  ako 
prethodno se najdat negovite asimptoti. Asimptoti na grafikot se pravi vo 
ramninata, kon koi del od grafikot na funkcijata, odnosno nekoe podmno`estvo na 
to~ki , se stremi kon nekoja prava p, koga to~kata  se oddale~uva 
kon beskrajnost od koordinatniot po~etok. Ovde pod terminot ,,se stremi“ se 
podrazbira deka grani~nata vrednost na rastojanieto od to~kite so koordinati 

 do dadenata prava p e ednakva na nula.    

))(,( xfx

))

))(,( xfx

(,( xfx
Vo zavisnot od toa kakva e zaemnata polo`ba na pravata so kordinatnite oski, 

razlikuvame tri vida na asimptoti:  
& horizontalna asimptota, ako pravata p e paralelna so x-oskata,  
& vertikalna asimptota, ako pravata p e paralelna so y-oskata,  
& kosa asimptota, ako pravata p ne e  paralelna so x-oskata i ne e paralelna so 

y-oskata. Pritoa, dozvoleno e grafikot da ja se~e pravata p vo kone~no mnogu to~ki 
ili beskone~no mnogu to~ki. Isto taka eden grafik mo`e da ima i pove}e 
asimptoti.      
 

Pravite koi se paralelni so x-oskata imaat ravenki od oblik . Pritoa 
geometriski e jasno deka pravata 

by �
by �  e horizontalna asimptota, ako va`i barem 

eden od dvata uslovi: 
bxf

x
�

�'8
)(lim      i    bxf

x
�

�'8
)(lim .  

Ako va`i prviot uslov, toga{ desnata ,,granka“ na grafikot se strami kon 
pravata , a ako va`i vtoriot uslov, toga{ levata ,,granka“ na grafikot se 
strami kon pravata . No mo`no e levata granka na grafikot da se stremi kon 

by �
by �
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edna (horizontalna) prava, a desnata granka se stemi kon druga (horizontalna) 
prava.  

1. Na primer, ako go pogledame grafikot na funkcijata xy arctan� , negovata 

desna granka se strmi kon pravata 
2
A

�y , bidej}i 
2

)arctan(lim A
�

�'8
x

x
, a negovata leva 

granka se strmi kon pravata 
2
A

��y , bidej}i 
2

)arctan(lim A
��

�'8
x

x
.  

Graficite na funkciite 
1

1 2 �
��

x
xy ,  

2
1 2 �
��

x
xy   i 

x
xy sin1��  imaat ista 

horizontalna asimptota , bidej}i za site niv va`i . No tie se 

razlikuvaat po toa {to prviot grafik se nao|a nad asimptota za golemi vrednosti 
na 

1�y 1)(lim �
�'8

xy
x

x , vtoriot grafik se nao|a pod asimptota, a tretiot grafik beskone~no mnogu 
pati ja se~e asimptotata. Isto taka, za dovolno mali (negativni) vrednosti na 
argumentot prviot grafik se nao|a pod asimptotata, vtoriot e nad asimptotata, a 
tretiot grafik povtorno ja se~e asimptotata vo beskone~no mnogu to~ki. 
 

 

Zatoa pred iscrtuvaweto na grafikot potrebno e da vidime kakov e znakot (+ 
ili -) na razlikata  za dovolno golemi vrednosti na bxf �)( x  i dovolno mali 
vrednosti na x . Pritoa ako 0)( �� bxf

0�b
 za sekoe  ( ), toga{ grafikot e 

nad asimptotata, a ako  za sekoe  ( x ), toga{ grafikot e pod 
asimptotata.                                  

Mx �
M �

Mx �
M)( �xf x �

Pravite koi se paralelni so y-oskata imaat ravenki od oblik ax � . Pritoa 
pravata ax �  e vertikalna asimptota, ako va`i barem eden od ~etirite uslovi: 

�'�
�8

)(lim xf
ax

,     ,   �'�
�8

)(lim xf
ax

�'�
�8

)(lim xf
ax

  i    �'�
�8

)(lim xf
ax

. 

Pritoa znakot (+ ili -) posle a uka`uva dali x  se stremi kon a od desno  ili od 
levo . Pritoa, koga x se stremi kon a i od levo i od desno, funkcijata se stremi 
kon  ili , {to zna~i mo`ni se ~etiri slu~ai.  

)( ��
)( ��

'� '�
 Pravite koi ne se paralelni so x-oskata i ne se paralelni so y-oskata imaat 

ravenki od oblik , kade nkxy �� 0�k . Pritoa mo`e da se poka`e deka ako pravata 
, ( ) e kosa asimptota, toga{  nkxy �� 0�k

x
xfk

x

)(lim
'8

�    i     ))((lim kxxfn
x

��
'8

.  

Va`i i obratnoto, ako granicite 
x
xfk

x

)(lim
'8

�  i ))((lim kxxfn
x

��
'8

 postojat i tie se 

kone~ni, toga{ pravata nkxy �� , e kosa asimptota. Isto kako i kaj 
horizontalnite asimptoti i tuka mo`e da presmetuvame nezavisno grani~ni 
vrednosti koga �'8x  i �'8x  i da zaboruvame za kosa aimptota od levo i od 
desno. Isto taka i ovde e po`elno da vidime kakov e znakot na razlikata 
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nkxxf ��)( . Ako toj e pozitiven, grafikot e nad asimptotata, a ake e negativen, 
grafikot e pod asimptotata.  

 2. Za funkcijata 
23

32 2

�
��

�
x

xxy  imame  

3
2

23
32lim 2

2

�
�

��
'8 xx

xx
x

   i �
8

k
x
lim �

' x
xf )(

��
�

�
��
�

�
�

�
��

'
= �

�
����

'8 )23(3
46936lim

22

x
xxxx

x
 

9
7

69
97lim ��

�
��

'8 x
x

x
, x

x
xx

3
2

23
32 2

�n
8x

lim

�'8x  ili �'8bez razlika dali x . Zna~i pravata 
9
7

3
2

�� xy  pretstavuva kosa 

asimptota. Znakot na izrazot  

���
�

�
3

2 2

x
x �

9
7

3
2

2
3 xx

)23(9
41

)23(9
14212721

9
7

69
97

�
�

�
����

��
�
��

xx
xx

x
x  

e pozitiven koga �'8x , {to poka`uva deka vo ovoj slu~aj grafikot e nad 
asimptotata. No koga  �'8x , znakot na prethodniot izraz e negativen, {to 
poka`uva deka vo ovoj slu~aj grafikot e pod asimptotata. Zabele`uvame deka 

pravata 
3
2

��x

��8
lim

3/2x

  pretstavuva vertikalna asimptota, pri {to  

�'�)(xf   i  '�
��8

)(lim
3/2

xf
x

. 

 
 

 
           Zada~i za samostojna rabota 

 
1. Koga pravata 0, ��� kxy kn  e kosa asimptota za funkcijata )(xf ? 

 

Najdi gi asimptotite na slednite krivi: 

2. a)  
1
1)( 2

3

�
�

�
x
xx ,           b) 

1
1)( 2

2

��
��

�
xx
xxxf ,                 v) 

1
1)( 5

4

�
�

�
x
xxf . f

 

3. a) ,               b) ,                  v) xex �) xx eexf ���)(
1

)(
�

�
x
exf

x
.  f (

 

2
sin)(
x

xxf � ,              v) 
x

xxf cos)( � .  4. a) ,           b) xx tan) �f (
 

5*. Najdi ja vrednosta na parametarot k, za koja funkcijata 
2

12)(
�

��
�

x
xxxf

k
 

ima kosa asimptota, a potoa najdi gi asimptotite na taa funkcija. 
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3. 10.  Zada~i za ve`bawe 
 

          1. Koe mno`estvo e domen, a koe e kodomen na funkcijata 

 a) ,   b)  ?   )1sin(2 �� xy 12 2 �� xy
 

          2. Doka`i deka funkcijata 0�y  e istovremeno i parna i neparna funkcija. 
Dali ima drugi takvi funkcii koi se istovremeno i parni i neparni? 
 

          3. Najdi ja inverznata funkcija na funkcijata 3 3�� xy .  
 

          4. Nacrtaj go grafikot na funkcijata  i odgovori dali taa ima 
ekstrem.  

13 ��� xxy

 

          5. Nacrtaj go grafikot na funkcijata 1sin2 �� xy .  
 

          6. Nacrtaj go grafikot na funkcijata , a potoa i grafokot na 

funkcijata .  

22xy �

242)1(2 22 ����� xxxy
 

7. Zo{to funkcijata ))sin(1ln( 2
1 xey ��  e neprekinata za sekoe x ?            

 

8. Najdi gi to~kite na prekin i intervalite na neprekinatost na slednite 
funkcii: 

a) 
4

sin
2 �

�
x

xy ,                   b) 
)4(

2
2

2

�
�

�
�

xx
eey

xx
.  

 

9*. Doka`i deka  ako i samo ako 0)(lim
0

�
8

xf
xx

0|)(|lim
0

�
8

xf
xx

.    

 

10*. Presmetaj gi slednive grani~ni vrednosti: 

a) ;     b) )1(lim 2
2

��
8

xx
x 22 2

lim
x

x
x ��8

;         v) 1lim 2
1

�
8

x
x

; 

g) 
32

3lim 23 ��
�

8 xx
x

x
;              d) 

x
xx

x

11lim
2

0

���
8

;               |) 
11

11lim
0 ��

���
8 x

xx
x

;        

e) 330 11
lim

xx
x

x ���8
;          `) )1(

11
lim

22
�

���
�

8
a

ax
ax

ax
;       z) 

11
11lim 30 ��

��
8 x

x
x

.     

 

11*. Presmetaj gi slednive grani~ni vrednosti: 

a) 
x

xx
x

33

0

11lim ���
8

,          b) 2

3 2

0

11lim
x
x

x

��
8

,        v) .
2

31lim 38 �
��

8 x
x

x
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12. Presmetaj gi slednive grani~ni vrednosti: 

a) 
1

12lim 23

2

1 ���
��

8 xxx
xx

x
,     b) 

168
842lim 24

23

2 ���
���

8 xxx
xxx

x
,      v) 

27
3613lim 3

24

3 �
��

8 x
xx

x
, 

g) 
6

lim
06 ��8 x

x
x

,                d) 
2
12lim

02 �
�

�8 x
x

x
,           |) 

x
x

x �
�

�8 4
4lim

04
. 

 

13*. Presmetaj )1(lim 3 3 xx
x

��
'8

.  

 

14*. Doka`i deka . )1(lim ��'�
�'8

qqx
x

 

15*. Presmetaj  

a) xx
x

1

)sin1(lim
0

�
8

,      b) 
4166

sinlim
20 ���8 xx

x
x

,       v) 
x

e x

x

1lim
sin

0

�
8

.               
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           IZVODI     4. 

 
Poimot izvod se pojavuva na krajot na 17 vek vo vrska so izu~uvaweto na 

neramnomernite dvi`ewa. Imeno, so pomo{ na poimot za izvod be{e ovozmo`eno 
voveduvawe na poimot momentna brzina kaj pravolinisko dvi`ewe. Voop{to, so 
pomo{ na izvod mo`e da se pretstavi brzinata na promenata na veli~inite koi 
neramnomerno se menuvaat, na primer, temperatura na telo, elektri~na struja, itn. 
Poimot za izvod se pojavuva i kaj metodot na nao|awe na tangenta na kriva vo 
dadena to~ka. Vo taa smisla, poimot izvod zazema zna~ajno mesto vo matematikata i 
nejzinata primena. Vo ekonomijata poimot za izvod mo`e da se interpretira kako 
brzina na porast na proizvodstoto na edna firma, t.e. zgolemuvawe na 
proizvodstvoto za edinica vreme.   

 
 

4. 1. Sredna i momentna brzina. Problem na tangenta 
 

Da razgleduvame najprvo telo koe se dvi`i pravoliniski. Neka )(�  e 
funkcijata koja ja dava zavisnosta na izminatiot pat od vremeto. Pod narasnuvawe 
na patot vo vremenski interval  , vo oznaka ],[ 10 # ,  ja podrazbirame razlikata 

, odnosno izminatiot pat vo toj vremenski interval. Zna~i, po dogovor, 
voveduvame oznaka 

)()( 01 �

)()( 01 ��# .                                        (1) 

Ponatamu ako stavime #�� 01 , }e dobieme #�� 01 . Toga{ od (1) imame  

)()( 00 �#��# .                                                                                            (2) 

Sredna brzina na dvi`ewe na telo vo vremenski interval  se narekuva 
odnosot na izminatiot pat 

],[ 10

# , koj odgovara na toj vremenski interval, i 
izminatoto vreme , odnosno   #�� 01

#
�#�

�
#
#

�
)()( 00                                                                                  (3) 

Potpolno analogno mo`eme da ja razgleduvame i srednata brzina na promenata 
na funkcijata )(xfy �  na intervalot ],[ 00 xxx #�  (kade {to  mo`e da bide i 
negativna veli~ina) kako koli~nik od narasnuvaweto na funkcijata vo to~kata :  

 i soodvetnoto narasnuvawe  

x#

0x

)( 0xf�)( 0 xxfy #��# x#  na nezavisnata promenliva: 

x

xfxxf

x

y

#
�#�

�
#
# )()( 00                                                                                         (4) 
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Na koli~nikot (4) mo`eme da mu dademe i 
geometrisko tolkuvawe. Imeno, od crt. 1 gledame 

deka odnosot 
x

y

#
#

 pretstavuva aglov koeficient na 

pravecot na sekantata koja gi svrzuva to~kite 
 i ))(,( 000 xfx ))(,( 00 xxfxx #�#� . Me|utoa, 

vrednosta na srednata brzina na dvi`ewe na teloto 
vo intervalot � �#�00,  ne dava dovolno 
informacii za karakterot na dvi`eweto vo 

 interval e pogolem, tolku prethodniot zaklu
spomenatiot  interval.  Kolku   vremenskiot  

                                     ~ok e 
pojasen. Zaradi toa pozna~ajno e da se razgleduva  vrednosta na srednata brzina za 
mali promeni na vremeto # . Ako dopu{time intervalot 

             Crt. 1 

� �#�00,   

08da se stesnuva za fiksno , odnosno ako 0 # , toga{ mo`eme da ja razgleduvame 
grani~nata vrednost 

#
�#�

�
# 8#8#

)()
limlim 00

00

# (
 

Dokolku taa postoi, se narekuva momentna brzina na teloto vo momentot 0 . 
Zna~i, 

#
#

�
8# 0

0 lim)( .                                                                                                      (5)  

Da se navratime povtorno na problemot na sredna brzina na promenata na 
funkcijata )(xfy �  na intervalot � �xxx #�00, . Poprecizno, da go razgledame 
koli~nikot (4) i da dademe negovoto geometrisko tolkuvawe.  

Pod sekanta na kriva se podrazbira 
sekoja prava koja so krivata ima barem dve 
zaedni~ki to~ki. Neka e dadena to~kata 

))(,( 000 xfx  na krivata ~i  e 
)(xfy

ja ravenka
� , kade {to f  ja neprekin ta 

funkcija.  
e neko a

Ako na krivata izbereme to~ka 0MM � , 
toga{ pravata  }e bide sekanta na taa 
kriva.  

MM0

Dokolku postoi prava H  (niz ) koja 0Crt. 2  
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pretstavuva grani~na polo`ba na sekantata  koga to~kata 0 , dol` dadenata  

kriva,  te`i  kon  to~kata , toga{ pravata 0 H  se vika tangenta na taa kriva vo 

to~kata  (crt. 2). 0

Da napomneme deka iskazot ,,to~kata  te`i kon to~kata ’’ treba da se 

sfati deka apscisata na to~kata 
0

 te`i kon apscisata  na to~kata , a 

ordinatata na to~kata 
0x 0

 te`i kon ordinatata  na to~kata .  )0(xf 0

Imeno, ako )(,( 0 yxfxx )0 #�#�
08 8#y

0

, toga{ uslovot  e ekvivalenten na 
uslovot   i  (istovremeno) ili poradi neprekinatosta samo na 
uslovot . Ponatamu, ako so 

08
#

#x

x

8
0

�  go ozna~ime agolot  koj sekantata  go 
zafa}a so pozitivniot del na 

0

x - oskata i ako postoi  
��� ��

8# 0
lim
x8

lim
0

,  

toga{ pravata H  koja minuva niz to~kata  i so pozitivniot del na 0 x - oskata 
zafa}a agol �  e tokmu baranata polo`ba na sekantata, odnosno tangenta na 
krivata niz to~kata . 0

�
0

lim
8x

Namesto granicata 
#

 popogodno e da se razgleduva granicata �tglim
08#x

 

bidej}i koeficientot na pravec na sekantata  iznesuva 0

x

y

#x

xfxxf #
�

#
�#� )()(

tg 00�� , 

od kade sleduva deka vo grani~nata polo`ba 

x

y

x

xfxxf

x #x
�

#
�#�

8#8 0

0

0
lim

))(
limtg �

#
�

(0

4 �

0( #
.                                                             (6) 

Prethodnata relacija (6) go re{ava problemot na tangenta, {to mo`eme da go 
ilustrirame na sledniot primer. 

 
1. Najdi ja ravenkata na tangenta na parabolata 

 niz to~kata  na taa parabola. 2xy � )4,2(0

Ravenkata na tangenta na dadenata parabola niz 
to~kata  glasi  )4,2

)2( �� xy ,  
kade {to �tg�  e koeficient  na pravec koj se 
presmetuva po formulata (6). Zatoa 

4(lim
2(

limtg
0

2

0
#��

#
#�

�
#
#

��
8#8#

x
2)2 �

lim
0

�
8# x

x
4) �

x

y
xxx

, 

 Crt. 3 pa ravenkata na tangenta e )2(44 ��� xy  (crt. 3),  
odnosno .
 44 �� xy
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       Zada~i za samostojna rabota                                                              
 

1. [to e sredna e sredna brzina?  
 

2. Eden avtomobil poa|aj}i od Skopje vo 8 ~asot, stignal vo Ohrid vo 10 ~asot 
i 30 minuti. Kolkava e prose~nata brzina na avtomobilot, ako se znae deka od 
Skopje do Ohrid patot e dolg 170 kilometri? 

 

3. [to e momentna brzina? Navedi primer.  
 

4. [to e sekanta, a {to e tangenta na dadna kriva vo dadena to~ka? 
 

5. Neka e zadadena proizvolna linearna funkcija. [to e nejzinata tangenta vo 
proizvolna to~ka od taa prava?   

4. 2.  Definicija na poimot izvod na funkcija 
 

Vo prethodniot del zaklu~ivme deka vo re{avaweto na problemot na brzina i 
problemot na tangenta, se javuva grani~na vrednost od ist tip, grani~na vrednost 
na koli~nikot  

x

xfxxf

x

y

#
�#�

�
#
# )()( 00  koga .  08#x

Bidej}i ima i drugi va`ni situacii vo koi se javuvaat vakvite vrednosti,  stanuva 
jasno zna~eweto na izu~uvaweto i razrabotuvaweto na metodi i pravila za 
presmetuvawe na takvite grani~ni vrednosti na funkciite. Vo taa smisla, go 
voveduvame poimot na izvod na funkcija. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Definicija 1. Neka funkcijata  e definirana vo intervalot i 
 e fiksna to~ka. Neka 

f ),( ba

),(0 bax � x# e narasnuvawe na argumentot na funkcijata 

takvo {to . Pod izvod na funkcijata  vo to~kata , vo oznakata 

ili , se podrazbira grani~nata vrednost  

),(0 baxx �#� f 0x 'y

)(' 0xf 

Vo upotreba se i slednite oznaki za izvod na funkcija: .
)(

,
dx

xdf

dx

dy
 

Da napomneme deka pogornata definicijata ne pretpostavuva neprekinatost 
na funkcijata. No, ne e te{ko da se doka`e deka ako funkcijata  ima izvod vo 
to~kata , toga{ taa e neprekinata vo taa to~ka. Imeno, ako postoi grani~nata 
vrednost (1) toga{ 

f

0x

x

xfxxf

x

y
xf

xx #
# ��

�
#
#

�
8#8#

)()(
limlim)(' 00

00
0 .                                                 (1) 
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00)(')()( 000 �	8#	
#
#

�#��#� xfx
x

y
yxfxxf  koga 08#x , 

{to zna~i deka funkcijata  e neprekinata vo to~kata . f 0x

Pogornite primeri sega mo`e da gi iska`eme na sledniot na~in:  
a) Izvodot na funkcijata )(�  vo to~kata  pretstavuva momentnata brzina 

(vo moment od vremeto ) na teloto koe se dvi`i pravoliniski po zakonot 
0

0 )(� , 
{to pretstavuva mehani~ko tolkuvawe na poimot za izvod. 

b) Izvodot na funkcijata  vo to~ka  pretstavuva koeficient na pravec na 

tangentata na grafikot na taa funkcija vo to~ka  na grafikot so apscisa , 
{to pretstavuva geometrisko tolkuvawe na poimot za izvod.

f 0x

0 0x

1. Opredeli go izvodot na funkcijata xxf �)(  vo to~ka 1�x . Neka 
narasnuvaweto  e takvo {to x# 01 �#� x . Toga{ zaradi  

11

1

)11(

11

11

111111)1()1(

�#�
�

�#�#
�#�

�
�#�
�#�

#
�#�

�
#

�#�
�

#
�#�

�
#
#

xxx

x

x

x

x

x

x

x

x

fxf

x

y

dobivame  deka 
2

1
lim

0
�

#
#

8# x

y

x
, odnosno 

2

1
)1(' �f . 
 

 

2. Za funkcijata  i proizvolna to~ka  imame 2)( xxf � 0x

00
0

2
0

2
0

0

00

0
0 2)2(lim

)(
lim

)()(
lim)(' xxx

x

xxx

x

xfxxf
xf

xxx
�#��

#
�#�

�
#

�#�
�

8#8#8#
. 

Zna~i, . So ova doka`avme deka funkcijata  ima izvod vo 

proizvolna to~ka  i deka 
00 2)(' xxf �
x

2)( xxf �

0 00 2)(' xxf � . Isto taka, jasno e deka so promenata na  

se dobiva nova funkcija 
0x

xx 2)f (' � , kade {to namesto  stavivme 0x x . Ako sakame da 
najdeme izvod na funkcijata vo opredelena to~ka, toga{ taa vrednost ja zamenuvame  

na mestoto od x  vo funkcijata . Taka, za funkcijata , 'f 2x� 2(')(xf 422) �	�f . 
 
 

Pri barawe na izvod na funkcija, namesto to~kata  }e pi{uvame 0x x , odnosno 

namesto  }e barame . )(' 0xf )(' xf
 

3. Neka  za sekoe c nxf ��)( x . Toga{ za proizvolno x :  
xxf �#� )( , pa 

)0(0
)()(

�#�
#

�#�
�

#
#

x
x

xfxxf

x

y
. 

Zatoa 0lim)('
0

�
#
#

�
8# x

y
xf

x
. 
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Zna~i, poka`avme deka izvodot od konstanta e ednakov na nula, t.e. 0)'( � . 
Ovoj rezultat ima ednostavno mehani~ko i geometrisko tolkuvawe: ako kaj 
pravolinisko dvi`ewe na telo patot ne se menuva, toga{ teloto e nepodvi`no, pa 
negovata brzina e ednakva na nula. Od druga strana, grafikot na funkcijata 

 e prava paralelna so xf �)( x - oskata, pa ottuka tangentata vo koja bilo to~ka na 
grafikot se sovpa|a so taa prava. Zna~i, ima koeficient na pravec koj e ednakov na 
nula.

 

4. Za funkcijata  priroden broj), za nxxf n (,)( � 0�x  imame:  

.

11

lim
)(

lim
)()(

lim)(' 111

000

���

8#8#8#
��

#

��
�
�

�
�
� #

�
�

#
�#�

�
#

�#�
� nn

n

n

x

nn

xx
nxnx

x

x
x

x

x
x

xxx

x

xfxxf
xf

 Za 0�x  se dobiva 

��

�


�

��#

�
�

#
�#�

� �

8#
8# ,...3,2,0)(lim

1,1
0)0(

lim)0(' 1

0
0 nx

n

x

x
f n

x

nn

x
 

Ovoj slu~aj se vklopuva vo prethodno dobieniot rezultat za , pa imame 0�x
1)(' �� nnxxf , odnosno                                                                   (2) 1)'( �� nn nxx

Specijalno za , imame ...,3,2,1�n
232 3)'(,2)'(,1' xxxxx ���  itn. 
 

 

Analogno, so koristewe na soodvetnata grani~na vrednost, doa|ame do izvodot 

na funkcijata , kade {to �xy � � e racionalen broj razli~en od nula i x  e takov za 
da funkcijata bide definirana. Imeno, bi dobile 

1)'( ��� �� xx . 
Podocna }e doka`eme deka ovaa formula va`i za sekoj realen broj �  

razli~en od nula.  

Na primer, za ,
1

n
�� kade n e priroden broj, odnosno za funkcijata n xy �  imame  

)'(' nxy �
1

 
n nxn

x
n

n

1

1 11 1

�
� �� . 

 Specijalno za funkcijata xy � , 
x

y
2

1
'� .  

5. Za funkcijata , imame deka 1,0,)( ��� aaaxf x

aa
x

a
a

x

aa
xf x

x

x

x
xxx

x
ln

1
limlim)('

00
�

#
�

�
#

�
�

#

8#

#�

8#
. 
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Zna~i, . Za aaa xx ln)'( � ea �  se dobiva . 
 xx ee �)'(

 
6. Opredeli go izvodot na funkcijata xy ln� . 
Neka  e fiksno, a 0�x x#  e takvo {to 0�#� xx . Toga{ so primena na 

grani~nata vrednost 1
)
�

1ln(
lim

0

�
8

 se dobiva  

xx
x

x
x

x

x

xxx
y

xx

11
1ln

lim
ln)ln(

lim'
00

�	
#

�
�
�

�
�
� #

�
�

#
�#�

�
8#8#

. 

Zna~i, 
x

x
1

)'(ln � . 
 

 
7. Najdi gi izvodite na funkciite: 
a)                           b) xxf sin)( � xxf cos)( �  

a) Od  �
�
�

�
�
� #

�
#

��#���#��#
2

cos
2

sin2sin)sin()()(
x

x
x

xxxxfxxfy , 

neposredno se dobiva 

          x
x

x
x

x

x

y
xf

xx
cos

2
cos

2

2
sin

limlim)('
00

��
�
�

�
�
� #

�
#

#

�
#
#

�
8#8#

,  

pri {to ja iskoristivme granicata 1
sin

lim
0

�
8

 i neprekinatosta na funkcijata 

xcos . 
Zna~i . xx cos)'(sin �
b) Sli~no kako vo a) se dobiva deka xx sin)'(cos �� . 
 
 

8. Dadena e funkcijata . 3)( xxf �
a) Najdi ja ravenkata na tangenta na grafikot na dadenata funkcija vo to~kata 

.  )1,1(0

b) Najdi ja ravenkata na tangentata povle~ena od to~kata  kon 
grafikot na dadenata funkcija. 

)0,2(

a) So pomo{ na izvodot na funkcijata  }e go presmetame 

koeficientot na pravec na tangentata vo to~kata . Od  imame 
deka koeficientot na pravec 

3)( xxf �

)1,1(0
23)(' xxf �

3)1(' �� f

3

, pa ravenkata na baranata tangenta vo  
to~kata  e   odnosno 0 ),1(31 ��� xy 2�� xy . 
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b) Bidej}i to~kata  ne pripa|a na grafikot na funkcijata ne mo`eme 

da ja primenime istata postapka kako pod a). Zatoa neka  e proizvolna 
to~ka od grafikot  na funkcijata. Analogno na a), toga{ mo`eme da ja dobieme 
ravenkata na tangenta koja minuva niz to~kata ,  odnosno  

)0,2(

),(
3

000 xx

0

)(3 0
2

0
3

0 xxxxy ��� ,                                                                                            (3) 
kade {to, se razbira, x  i y  se koordinati na proizvolna to~ka na tangentata.  Ako 
barame tangentata da minuva niz to~kata , toga{ koordinatite na ovaa to~ka 
mora prethodno da ja zadovoluvaat ravenkata (3), odnosno  

)0,2(

)2(30 0
2

0
3

0 xxx ��� , 

{to e ekvivalentno so  ili 00 �x 30 �x . Zamenuvaj}i gi dobienite vrednosti za  
vo ravenkata (3), dobivame ravenki na dve tangenti niz to~kata  

0x

)0,2(

0:1 �yH  
))2(27()3(2727:2 ��+��� xyxyH . 
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     Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Dadena e funkcijata 
x

y
1

� . Opredeli go narasnuvaweto  y# , ako: 

a) ;          b) 1,0,3 �#� xx 1,0,2,0 �#� xx ;             v) 01,0,1 �#�� xx . 
 

2. Izrazi go so pomo{ na  i 0x x#  narasnuvaweto na funkciite vo to~kata :         0x

a) ;                   b) ;                          v) .12 �� xy 22xy � xxy �� 3

 

3. Dadeni se funkciite  i . Sporedi go narasnuvaweto na 
funkciite, ako: 

2xy � 3xy �

a) ;         b) 1,0,2 �#�� xx 1,0,1 �#� xx . 
 

4. Dadena e funkcijata 
x

xf
1

)( � .  Presmetaj )2('),1('),1(' fff � . 

 

5. Najdi gi po definicija izvodite na slednite funkcii: 

a) ;                    b) ;                            v) xy 23�� 3xy � 3 xy � . 
 

6. Opredeli ja ravenkata na tangentata na grafikot na funkcijata vo to~ka 
, koja pripa|a na grafikot, ako: ),1( y

a) ;                    b) xxy �� 2 xy � ;                           v) .2xy ��

7. Od to~kata  konstruiraj tangenta na parabolata . )1,1( 2xy �



4. 3.  Pravila za presmetuvawe na izvod  
 

Poka`avme kako so primena na definicijata na izvod se nao|aat izvodite na 
nekoi elementarni funkcii vo proizvolna vnatre{na to~ka na nivnata 
definiciona oblast. Me|utoa, vo nekoi drugi poslo`eni primeri takvata postapka 
mo`e da bide pokomplicirana. Zatoa vo ova poglavje }e dademe odredeni pravila 
koi }e ni ovozmo`at zna~itelno poednostavno da gi najdeme izvodite na ostanatite 
funkcii. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ako sekoja od funkciite u  i v  ima izvod vo to~kata Teorema 1. x , toga{ 
funkcijata  (C ) i zbirot, razlikata, proizvodot i koli~nikot na 
funkciite  i  (vo slu~ajot na koli~nik se pretpostavuva deka 

Cu .const�
u v 0)( �xv ), isto 

taka, imaat izvod vo to~kata x  i pri toa va`at formulite:
.;const),(')]'( �� CxCuxCu

);(')(')]'()( xvxuxvxu ���
)(')()()(')]'()( xvxuxvxuxvxu

[(  a) 
[   b) 
[ �� ;                                                            (1)  v) 

 

Dokaz. a) Dokazot sleduva od faktot deka 
x
uC

x
uC

xx #
#

��
�
�

�
�
�

#
#

8#8# 00
limlim , kade {to so 

 e ozna~no narasnuvaweto na funkcijata u  vo to~ka u# x  koe odgovara na 
narasnuvaweto .  x#

b) Neka  i neka )()()( xvxuxy �� yvu ### ,,  gi ozna~uvaat soodvetno 
narasnuvawata na funkciite  vo dadena to~ka )(),(), xyxvx(u x , koi odgovaraat na 
narasnuvaweto . Toga{ imame: x#

)]()([)]()([)()( xvxuxxvxxuxyxxyy ��#��#���#��#  
vuxvxxvxuxxu #�#��#���#�� )]()([)]()([ . 

Ottuka, so delewe so 0�#x , se dobiva 

x
v

x
u

x
y

#
#

�
#
#

�
#
#

.                                                                                                          (2) 

Bidej}i, po pretpostavka, postojat grani~nite vrednosti  

)('lim
0

xu
x
u

x
�

#
#

8#
 i )('lim

0
xv

x
v

x
�

#
#

8#
, 

od (2), koga , zaklu~uvame deka postoi i 08#x )('lim
0

xy
x
y

x
�

#
#

8#
 i deka va`i 

)(')(')(' xvxuxy �� , 
{to treba{e da se doka`e. 

g) 
)(

)(')()()('
)(
)(

2

'

xv
xvxuxvxu

xv
xu �

�.
/

0
 
!

"
. 

  251



v) Sega stavame . So istata oznaka kako pod b) se dobiva deka )()()( xvxuxy �
)()()()()()( xvxuxxvxxuxyxxyy �#�#���#��#  

     )()()()()()()()( xvxuxvxxuxvxxuxxvxxu �#��#��#�#��  
     )]()([)()]()([)( xuxxuxvxvxxvxxu �#���#�#��  
      uxvvxxu #�##�� )()(
So delewe so  od poslednoto ravenstvo se dobiva 0�#x

x
uxv

x
vxxu

x
y

#
#

�
#
#

#��
#
# )()( .                                                                                   (3)     

Od pretpostavka )('lim),('lim
00

xu
x
uxv

x
v

xx
�

#
#

�
#
#

8#8#
 i egzistencijata na izvodot 

, sleduva deka funkcijata  e neprekinata vo to~ka )(' xu )(xu x , odnosno 
, pa so premin na grani~nata vrednost  vo (3) koga  se 

dobiva 

)()( xuxx �#�lim
0
u

x8#
08#x

)(')()(')()(' xuxvxvxuxy ��  
{to ja dava tretata formula vo (1). 

g) Vo ovoj slu~aj }e stavime 
)(
)()(

xv
xuxy � . Sega dobivame: 

)(
)(

)(
)()()(

xv
xu

xxv
xxuxyxxyy �

#�
#�

��#��#                                                                (4)  

      
)()(

)()()()(
xxvxv

xxvxuxvxxu
#�

#��#�
�  

       
)()(

)()()()()()()()(
xxvxv

xxvxuxvxuxvxuxvxxu
#�

#����#�
�  

        
)()(

)]()([)()]()([)(
xxvxv

xvxxvxuxuxxuxv
#�

�#���#�
�  

         
)()(

)()(
xxvxv

vxuuxv
#�
#�#

� . 

So delewe so , od relacijata (4), dobivame 0�#x

)()(

)()(

xxvxv
x
vxu

x
uxv

x
y

#�
#
#

�
#
#

�
#
#

                                                                                           (5) 

Ako, na krajot, vo relacijata (5) 08#x , toga{ sli~no kako pod b) i v) }e 
dobieme deka  

)(
)(')()()(')(' 2 xv

xvxuxvxuxy �
�  

{to e ~etvrta formula vo (1). � 
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1. So primena na pravilata dadeni vo (1)  sega sme vo mo`nost bez napor da go 
presmetame izvodot na koj bilo polinom. Koristej}i go i prethodniot rezultat 

 kade n e priroden broj, imame, na primer, za polinomot ,)'( 1�� nn nxx

132)( 235 ���� xxxxP ;  

.2910023352)'1()'()'3()'2()(' 2424235 xxxxxxxxxxP �����	�	�����  
Zna~i, izvod na polinomot  e povtorno polinom , no so stepen za eden 
pomal od stepenot na dadeniot polinom. 
 

)(xP )(' xP

 

2. Koristej}i ja teoremata 1 i izvodite na nekoi porano navedeni elementarni 
funkcii, presmetaj gi izvodite na funkciite: 

a) ;          b) ;        v) xey x sin� xy 2sin� xy tg� ;        g) xy ctg� . 

a) Bidej}i  i xx ee �)'( xx cos)'(sin � , so primena na pravilata za izvod se dobiva 

)cos(sincossin)'(sinsin)'(' xxexexexexey xxxxx ������ . 
b) Bidej}i  i xxx cossin22sin � xx sin)'(cos �� , imame 

xxxxxxxxxy 2cos2)]sin(sincos[cos2])'(cossincos)'[(sin2' ������  
v) Primenuvaj}i go praviloto za izvod na koli~nik, imame 

�
��

�
�

��
�
�

�
�
��

x
xxxx

x
xxxx

x
xy 22

'

cos
)sin(sincoscos

cos
)'(cossincos)'(sin

cos
sin'  

                    
xx

xx
22

22

cos
1

cos
sincos

�
�

�  

Zna~i, 

���� kkx
x

x ,
2

(
cos

1)'(tg 2 AA
I) 

g) So sli~na postapka kako pod v) se dobiva 

���� kkx
x

x ,(
sin

1)'(ctg 2 A �). 
 

 
 

     Zada~i za samostojna rabota 
  
Presmetaj gi izvodite na slednite funkcii: 

1. .       2. 24 xxy ��
x

xy 12 �� .         3. 
3 2

2

x
y � .            4. xxy 3�� . 

5. .  6. .   7. xxy 2cos5sin �� 63 2cos3sin4 xxxxy ��� xy tg� + xctg .  
 

8. 
12 �

�
x

xy .      9. 
1
1

�
�

�
x
xy .      10.  xxxxy 233 22 ��� . 
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4. 4.  Izvod od  slo`ena funkcija 
 
Slednata teorema }e ni ovozmo`i da gi presmetame izvodite na slo`eni 

funkcii kako {to se, na primer
1
1tg),13ln( 2

�
�

���
x
xyxy , 13 �� xy  i  sl. 

 

 

Teorema 2. Ako funkcijata u  ima izvod vo fiksna to~ka x , a funkcijata 
 ima izvod vo to~kata u , toga{ i funkcijata )(ufy � )(xu� ))(( xufy �  ima izvod vo 

to~kata x  i pritoa va`i formulata  
        .                                                                                                                        )(')('' xuufy �

Dokaz. Vedna{ da istakneme deka dokazot na ovaa teorema ne e strog. Da go 
ozna~ime so  prirastot koj odgovara na prirast u# x#  vo to~ka x , t.e. 

, a so  prirastot na funkcijata )(xu)( xxuu �#��# y# ))xy ((uf�  koj odgovara na 
prirast . Ako postoi okolina na to~kata x# x  vo koja 0�#u , toga{ 

 

�
#

�#�
	

�#�
�#�

�
#

�#�
�

#
#

�
8#8#8# x

xuxxu
xuxxu
ufuuf

x
xufxxuf

x
yy

xxx

)()(
)()(
)()(lim))(())((limlim'

000
 

    )(')(')()(lim)()(lim
00

xuuf
x

xuxxu
u

ufuuf
xx

	�
#

�#�
	

#
�#�

�
8#8#

 
 

bidej}i  koga , {to sleduva od neprekinatosta na funkcijata u  vo 
to~ka 

08#u 08#x
x  (egzistencijata na izvodot na funkcijata u  vo to~kata x  povlekuva 

neprekinatost na funkcijata vo istata to~ka). 
Ako  na beskone~no mnogu mesta, proizvolno blisku do to~kata 0�#u x , 

toga{ 0)()())(())(( ��#���#�# ufuufxufxy � xuf  na beskone~no mnogu mesta 

proizvolno blisku do to~kata x , odnosno i odnosot 
x
y

#
#

 bi bil ednakov na nula na 

beskone~no mnogu mesta, proizvolno blisku do to~kata x , pa 0�lim)('
0 #
#

�
8# x

yxy
x

 

Zna~i, formulata (1) va`i i vo ovoj slu~aj. � 
 

Da napomneme deka formulata (1) ~esto se zapi{uva vo oblikot  
'  '' xux ufy �

Isto taka, vo slu~aj na poslo`eni funkcii, na primer )))((( xugfy � , imame 
sli~na formula: 

'''' xugx ugfy �   
 

3. Vo slu~ajot na funkcijata , stavaj}i xey sin� xu sin� , se dobiva deka  

xexexey xu
xu

u coscos)(sin)(' sin'' ���  

Sli~no za funkcijata , stavaj}i , imame )13ln( 2 �� xy 13 2 �� xu
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13
6)6(1)13()(ln' 2

'2'

�
���	�

x
xx

u
xuy xu  

Ponatamu, kaj funkcijata )1tg( 2 �� xy  imame uy tg� , kade {to vu � i 

 12 �� xv

.
1)1(cos

12
2

1
cos

1)1()()(tg'
2222

'2''

�
	

�
�	��		�

x

x

x
x

vu
xvuy xvu 
 

 

4. Presmetaj go izvodot na funkcijata .  )0( �� xxy x

Dadenata funkcija mo`e da se zapi{e vo oblikot , odnosno  
kade {to . Zatoa 

xxey ln� uey �
xxy ln�

)1(ln1ln1)'ln()(' ln' ���
�
�

�
�
� �	��� xx

x
xxexxeey xxxu

x
u . 
 

 

5. Presmetaj go izvodot na funkcijata , , kade  �.  �xy � 0�x ,0�� ��

Dadenata funkcija mo`e da se zapi{e vo oblik , pa dobivame deka  xey ln��

            .)'ln()'(' 1lnln ��	��� ���� ��� x
x

xxeey xx  

 
 

     Zada~i za samostojna rabota 
  

Najdi gi izvodite na slednite funkcii: 

1. 5�� xy .     2. )1sin( 2
x

xy �� .       3. 3cos xy � .       4. 652 ��� xxy .

5. xxy cossin �� .        6. 
12 �

�
x

xy ,     7. .    8. )1tg( �� xy 2 xxx �� .

 

4. 5.  Izvod od implicitno zadadena funkcija 
 
Neka vrednostite na dve promenlivi x  i y  se svrzani so ravenkata  

0),( �yxF                                                                                                         (1) 
Ako funkcijata  definirana na nekoj interval  e takva {to so 

zamena na  so  vo (1) se dobiva identitet po 
)(xfy �

)
),( ba

y (xf x , velime deka )(xfy �  e 
implicitna funkcija zadadena so ravenkata (1).  

 

 1. Ravenkata  
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0222 ��� ayx                                                                                                         (2)  
implicitno gi zadava elementarnite funkcii  

,22 xay ��          .22 xay ���                                                                          (3) 
Navistina, po zamenata na ovie vrednosti  vo (2) go dobivame identitetot  

.0)( 2222 ���� axax  
 
 

Izrazite (3) gi dobivame so re{avawe na ravenkite (2) po . No, ne sekoga{ e 
mo`no implicitna funkcija da se pretstavi ekspilicitno, odnosno vo vid  
kade {to  e elementarna funkcija.  

y
),(xfy �

)(xf
 
 

2. Funkcijata zadadena so ravenkata  

026 ��� xyy  
ne mo`e da se pretstavi preku elementarni funkcii.  

Sli~no,  funkcijata  

0sin
4
1

��� yxy  

ne mo`e da se pretstavi preku elementarni funkcii.
  
 

Da zabele`ime deka terminite implicitna funkcija i eksplicitna funkcija 
ne ja karakteriziraat prirodata na funkcijata, tuku na~inot na nejzinoto 
zadavawe. Sekoja eksplicitna funkcija )(xfy �  mo`e da ja pretstavime 
implicitno, kako  .0)( �� xfy

Da go poso~ime sega praviloto na nao|awe na izvod na implicitno zadadena 
funkcija, vo slu~aj koga funkcijata ne mo`e da bide zadadena eksplicitno.  
 

3. Neka e dadena  funkcijata  

  .0222 ��� ayx
Ako pobarame izvod na dvete strani na poslednoto ravenstvo po ,x  

pretpostavuvaj}i deka  e funkcija od  dobivame:  y ,x
  0'22 �� yyx
od kade {to sleduva deka  

.'
y
xy ��  

Na kraj, da zabele`ime deka ako pobarame izvod na soodvetnata eksplicitna 
funkcija  

22 xay ��  
doa|ame do istiot rezultat, odnosno dobivame  

          
y
x

xa

xy ��
�

��
22

' . 
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4. Da razgledame u{te eden primer na implicitna funkcija  od y :x  

.026 ��� xyy  
Ako pobarame izvod na dvete strani na poslednoto ravenstvo po ,x  

pretpostavuvaj}i deka y  e funkcija od ,x  dobivame:  

02''6 5 ��� xyyy  
od kade {to sleduva deka  

.
16

2' 5 �
�

y
xy 
 

Od pogornite primeri mo`e da zabele`ime deka za presmetuvawe na izvodot 
na implicitno zadadena funkcija za dadena vrednost na argumentot, potrebno e da 
ja znaeme vrednosta na funkcijata y  za dadena vrednost na .x  

5. Neka  e dadena funkcija, a nejzinata inverzna funkcija da ja 
ozna~ime so . So diferencirawe na ravenstvoto , dobivame 

, odnosno 

)(xfy �
)(xg

1

xxgf �))((

)('))((' �xgxgf
))(('

1)('
xgf

xg �  i toa pretstavuva formula za izvod od 

inverzna funkcija na dadena funkcija . 
  )(xf
 

 
Zada~i za samostojna rabota 

  

1. Koga velime deka edna funkcija e zadadena eksplicitni? Navedi primer.  
 

2. Najdi izvod na funkcijata  dva na~ina: kako implicitno zadadena 
funkcija, a potoa izrazuvaj}i go  eksplicitno, a potoa uveri se deka se dobiva ist 
rezultat.  

133 �� yx
y

 

Najdi izvod na slednite funkcii zadadeni vo impliciten vid: 
3.  2���� xyxy .   4. 03sin ��� yx . 5. e .    6. . 52 �� yx 022 ��� yyxxy

 
  

4. 6.  Izvodi na elementarni funkcii 
 

Vo primerite navedeni dosega gi opredelivme izvodite na mnogu funkcii. 
Pritoa ja koristevme ili samata definicija za izvod na funkcija ili pravila i 
teoremi koi se odnesuvaat na poslo`eni funkcii dobieni od edna ili pove}e 
funkcii so primena na aritmeti~ki operacii ili sostav, kompozicija na funkcii 
ili inverznite funkcii na nekoi funkcii. Koristej}i gi dobienite rezultati, a 
imaj}i go predvid zna~eweto za ponatamo{na upotreba, }e formirame tablica na 
izvodi na nekoi elementarni funkcii. 
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Funkcija Izvod na funkcijata 

.const�� Cy  0'�y  

�� �� (xy 6, )0,0 �� x�  1' �� ��xy  

)0( �� xxy  
x

y
2

1'�  

)0(1
�� x

x
y  2

1'
x

y ��  

)10( ��� aay x  aay x ln'�  

xey �  xey �'  

)0,10(log ���� xaxy a  
ax

y
ln
1'�  

)0(ln �� xxy  
x

y 1'�  

xy sin�  xy cos'�  

xy cos�  xy sin' ��  

���� kkxxy ,
2

(tg AA
I) 

x
y 2cos

1'�  

��� kkxxy ,(ctg A I) 
x

y 2sin
1' ��  

xy arcsin�   )11( ��� x
2x1

1'y
�

�  

xarccosy �   )1x1( ���
21

1'
x

y
�

��  

xy arctg�  21
1'
x

y
�

�  

xy arcctg�  21
1'
x

y
�

��  
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     Zada~i za samostojna rabota 
   

1. Najdi gi izvodite na slednite funkcii: 

a) ;        b) xxy ln2� 2
ln
x

xy � ;               v) 
2

4
2

3

�
�

�
x

xy ;         g) 
1�

�
x

xy ; 

d) ;       |) xey x sin� xxy arctg� ;       e) xxy arccosarcsin �� . 
 

2. Najdi gi izvodite na slednite funkcii: 

a) ;             b) ;                v) ; 25)12( �� xy 13)1( xy �� 202 )1( ��� xxy

g) 3 31 xy �� ;                d) 
1

12

�
�

�
x
xy ;                |) )ln(sin xy � ; 

e) ;             `) ;                      z) ; )sin(sin xy � xey tg� )1arcsin( 2 �� xy

y) )(arctg xy � ;           i) .      )1sin2(ln2 �� xy
 

3. Koristej}i go praviloto za izvod na inverzna funkcija, najdi gi izvodite na 
slednite funkcii: 

a) xy � ;                 b) .                    v) xy 2log� 3 xy � .  
4. Najdi gi izvodite na slednite funkcii: 

a) ;                 b) ;             v) ;          522 �� yx 06242 ���� xyy 0333 ��� xyyx

g) ;          d) 0cossincos ��� xyxyx 3
2

3
2

3
2

ayx �� ;               |) .  0�� xy yx
 

5*. Najdi ja ravenkata na tangenta na grafikot na funkcijata )(xfy �  vo 
to~kata  koja pripa|a na toj grafik, ako : ),1(0 yM

a) ;      b) 102 )1( ��� xxy 22 xy �� ;                  v) ; )(sin xey A�

g) 
2

arcsin xy � ;              d) ;        |)   )12arctg( 2 �� xy .0522 ��� yx

 
 

4. 7.  Diferencijal na funkcija i negovata primena  
kaj aproksimacija na funkcija 

 

Na po~etok da go razgledame narasnuvaweto na funkcija, na primer, , vo 
proizvolna (no fiksna) to~ka , ako narasnuvaweto na nezavisno promenlivata e 

. Se dobiva deka 

3xy �

0x
x#

32
0

2
0

3
0

3
000 )()(33)()()( xxxxxxxxxfxxfy #�#�#��#���#��#  

ili 
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xxxxxy ##�#��# ))(3(3 2
0

2
0 .                                                                            (1)  

Ako stavime 3 , toga{ brojot  ne zavisi od , 

dodeka 

)()(3, 2
0

2
0 xxxxAx #�#�#� �

0�
A x#

)(lim
0

#
8#

x
x

� . Sega narasnuvaweto (1)  ima oblik 

xxxAy ##�#�# )(� .                                                                                           (2)  

Ako , toga{ , pa od (2) gledame deka narasnuvaweto  mo`e da se 
prika`e kako zbir od dva sobiroka 

00 �x 0�A y#
xA #  i xx ## )(� , koi te`at kon nula koga 

, no ako pobarame grani~na vrednost na koli~nikot 08#x

0)(lim)(lim
00

�
#

�
#

##
8#8# A

x
xA

xx
xx

��
, 

zaklu~uvame deka veli~inata xx ## )(�  pobrzo te`i kon nula (se veli deka e  
beskone~no mala od povisok red) od veli~inata xA# , koga 08#x . Zatoa xA#  se 
narekuva glaven del na narasnuvaweto y# . 

 

 

Definicija 1. Funkcijata  se narekuva diferencijabilna vo to~kata , ako 
narasnuvaweto na funkcijata vo taa to~ka koe soodvetstvuva na narasnuvaweto 

 ima oblik (2), kade {to  e broj koj ne zavisi od 

f 0x
y#

x# A x 0)(lim
0

#
8#

x
x

�# , a � . 

Veli~inata  se vika diferencijal na funkcijata  vo to~ka  i se ozna~uva 
so : 

xA# 0x
dy

xAdy #�

f

                                                                                                              (3) 

Od prethodniot primer za funkcijata  zaklu~uvame deka ovaa funkcija e 
diferencijabilna vo proizvolna to~ka  i deka diferencijalot na funkcijata vo 

istata to~ka, pri narasnuvawe  e ednakov na . 

3xy �

dy
0x

x# xx #� 23
Narednata teorema od poblizu go objasnuva poimot diferencijabilnost. 
 
 
 

 

 

Teorema 1. Potreben i dovolen uslov za edna funkcija da bide diferencija-
bilna vo to~ka , e funkcijata da ima izvod vo taa to~ka. 0x

Dokaz. Ako funkcijata e diferencijabilna vo , toga{ narasnuvaweto na 
funkcijata vo taa to~ka mo`e da se prika`e vo oblik (2), od kade 

0x

)( xA
x
y

#��
#
# � . 

Od poslednata relacija imame deka A
x
y

x
�

#
#

8# 0
lim , odnosno , pa izvodot 

vo to~kata  postoi. 

Axf �)(' 0

0x
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Obratno, ako postoi grani~nata vrednost )('lim 0xf
x
y

�
#
#

 i ako stavime deka 

)()(' 0 xxf
x
y

#��
#
# � , toga{ )( x#�  }e te`i kon nula, koga 08#x , dodeka  

xxxxfy ##�#�# )()(' 0 � . 
So toa poka`avme deka e zastapeno i prika`uvaweto (2), odnosno deka 

funkcijata  e diferencijabilna vo to~ka . � f 0x
 

Od prethodnata teorema zaklu~uvame deka poimot egzistencija na izvod vo 
nekoja to~ka se sovpa|a so poimot  diferencijabilnost na funkcijata vo istata taa 
to~ka. Vo taa smisla ~esto operacijata barawe na izvod se vika diferencirawe. 

Od dokazot na teoremata 1 zaklu~uvame deka ako postoi izvod na funkcijata 
vo to~kata , toga{ diferencijalot na funkcijata vo istata to~ka e ednakov na  0x

xxfdy #� )(' 0 .                                                                                                          (4)  
Ako , toga{ dx  go narekuvame diferencijal na nezavisno 

promenlivata . Opravduvawe za ovaa oznaka mo`eme da najdeme vo faktot deka za 
funkcijata 

dxx �#
x#
xy �  imame dy xdx #��  . Sega od (4)  sleduva 
dxxfdy )(' 0� .                                                                                                           (5)  

Od relacijata (5) dobivame 
dx
dyxf �)(' 0 , pa mo`e da se ka`e deka izvodot  

e ednakov na koli~nikot od diferencijalot na funkcijata dy  i diferencijalot na 
nezavisno promenlivata  vo to~kata . 

)(' 0xf

dx 0x
Ako vo relacijata (5) stavime x , namesto , }e imame . Taka, za 

funkciite , . . . , }e imame soodvetno  

0x dxxfdy )('�

xyayxy xn sin,, ���

,)( 1dxnxxd nn ��       ,ln)( dxaaad xx � dxxxd cos)(sin � , . . .  
Na takov na~in bi mo`ele da formirame tablica na diferencijali na 

osnovnite elementarni funkcii, analogna na tablicata na izvodi na istite 
funkcii. 

Od relacijata  i pravilata za barawe na izvod na zbir (razlika), 
proizvod i koli~nik na dve funkcii, gi imame slednite pravila za nao|awe na 
diferencijal na zbirot, proizvodot i koli~nikot na dve funkcii: 

dxxfdy )('�

 

2,)(,)(
v

dvuduv
v
uddvuduvuvddvduvud �

��
�
�

�
�
������  

 

Neka , a )(xfy � )(tx J� , t.e. neka x  ne e nezavisno promenliva, tuku funkcija 

od nezavisno promenlivata t . Toga{ . Bidej}i dtyt
'�dy y  e slo`ena funkcija, 

imame . Bidej}i dtyt��dy y  e slo`ena funkcija, imame tt xy �xy��� , pa 
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dxxfdxydtxydtydy xtxt )(���������  

bidej}i . Zna~i, oblikot na diferencijalot na funkcija ne zavisi od toa 
dali 

dtxdx t��
x  e nezavisno promenliva funkcija ili posredna promenliva (funkcija na 

nekoja nezavisno promenliva). Ova svojstvo e svojstvo na invarijantnost na 
diferencijalot. 

Diferencijalot na funkcija ima i 
ednostavno geometrisko tolkuvawe. Imeno, 
od crt. 4 od  zaklu~uvame deka NPM0#

)(' 0xxf#tg0NMNP �� � , odnosno   

dxxfdyNP )(' 0�� , pa diferencijalot na 
funkcijata e ednakov na narasnuvaweto na 
funkcijata opredelen so tangentata H  na 
grafikot na funkcijata vo to~ka 

. Od druga strana, ))(,( 000 xfxM yNM #�  e 
narasnuvaweto na funkcijata, a dyyPM �#�  
e veli~inata koja prethodno ja ozna~uvavme 
so )( x#� . 

 

Crt. 4 

N

Od prethodnite razgleduvawa za narasnuvaweto na funkcijata i 
diferencijalot zaklu~ivme deka 

xxdyy ##��# )(� , 
kade, koga , veli~inata 08#x 0)( 8## xx� , no mnogu pobrzo otkolku 
diferencijalot, odnosno narasnuvaweto na funkcijata y#  e pribli`no ednakvo na 
diferencijalot  za mali vrednosti dy x# . Toj podatok mo`e korisno da ni poslu`i 
kaj pribli`nite presmetuvawa. Imeno, od dyy G#  (se razbira za  blisku do 
nulata) sleduva 

x#

xxfxfxxf #G�#� )(')()( 000  
od kade {to 

xxfxfxxf #�G#� )(')()( 000 .                                                                             (6)  
Od pribli`nata formula (6) gledame deka vrednosta na funkcijata  za 

vrednosti na nezavisno promenlivata koi se bliski na vrednosta , pribli`no se 
zamenuva so linearna funkcija. 

f

0x

 

1. Presmetaj ja pribli`no vrednosta 03,4 . 

Vo ovoj slu~aj }e ja razgleduvame funkcijata xxf �)(  vo to~kata , kade 

{to . Bidej}i 

xx #�0

03,0,40 �#� xx
x

xf
2

1)(' � , pribli`nata formula (6) sega go ima  
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oblikot   x
x

xxx #�G#�
2

1
00 . 

Stavaj}i vo poslednata formula 03,0,40 �#� xx , }e dobieme 

0075,203,0
42

1403,4 ��G . 

Voop{to, ako razgleduvame n - ti koren, mo`eme da ja dobieme pribli`nata 
formula (koga  e blisku do nulata) x#

x
x
x

n
xxx

n
nn #�G#�

0

0
00

1
.                                                                                   (7) 

Na primer, ako treba pribli`no da se presmeta 3 25 , toga{ mo`eme da 
postapime na sledniot na~in 

...9259,2
27
2

1
1

3
113

27
21322725

3
3333 ���

�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
���G����  

kade {to vo posledniot koren ja primenivme pribli`nata formula (7), stavaj}i 

27
2,1,3 0 ��#�� xxn . 
 

 
 

     Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Koga edna funkcija e diferencijabilna vo to~ka  ?0x
 

Najdi gi diferencijalite na slednite funkcii: 

2. a) xy tg� ,               b) xy arcsin� ,             v) 
x

y 1
� .    

3. a) ,  b)  xxey � xxxy lnsin2 ��
 

4. Presmetaj ja pribli`nata vrednost na .
01,2
1

 

5. Presmetaj ja pribli`nata vrednost na 97,8 . 
 
 

4. 8.  Izvodi od povisok red 
 
Vidovme deka so diferncirawe na dadena funkcija  za proizvolno 

, izvodo
 , ako postoi, e nova funkcija definirana na mno`estvoto 

. Ako  e diferencijabilna, so nejzinoto diferencirawe za 

)(xfy �

fDx �

f DD B'

)('' xfy �

)(' xff
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proizvolno  dobivame povtorno nova funkcija koja ja narekuvame vtor izvod 

ili izvod od vtor red za dadenata funkcija 
'fDx�

)(xfy �  {to go ozna~uvame 
. Vo taa smisla  izvodot   se vika prv izvod na funkcijata ))'('( xf)("" xfy �� 'y y .  

1. Ako , toga{ 35 �x2 �� xy
35 �� x

2()'' �� x

(xfy �

(' 2� xy
("� yy

52)' �� x  

2)'5 � . 
 
 

Vtoriot izvod na funkcijata povtorno e funkcija, pa so novo diferencirawe 
na taa funkcija dobivame izvod na vtoriot izvod koj go narekuvame tret izvod na 
funkcijata  i go ozna~uvame so ) ()(''''' xy ' f )'"y� � . 

y ()'"(Za funkcijata od primer 1 }e imame 0)'2''' ��� y .  
Ako ja prodol`ime ovaa postapka na barawe izvodi dodeka e mo`no, mo`eme 

da definirame n -ti izvod od nekoja funkcija ili izvod od n -ti red. Imeno, pri 
pretpostavka deka postoi -vi izvod na funkcijata )1( �n )(xfy � , mo`e da 

definirame -ti izvod (za  izvodite }e gi ozna~uvame so ) kako izvod na 
-ot izvod:  

3�n )(nyn

)')1( �ny
)1( �n

()( �ny . 
Pri opredeluvawe na izvodite od povisok red gi primenuvame istite pravila 

za diferencirawe, opredeluvaj}i po prv, vtor, tret, ... izvod. 
 

2. Da go opredelime ~etvrtiot izvod od funkcijata 1
2
1

3
1 23 ��� xxy . 

xxxxxxy ������� 2223 2
2
13

3
1)'1

2
1

3
1('  

12)'(" 2 ���� xxxy  

2)'12(''' ��� xy  

0)'2()4( ��y . 
 
 

3. Da go opredelime ~etvrtiot izvod od funkcijata xy sin� . 
xxy cos)'(sin' ��  

xxyy sin)'(cos)''(" ����  

xxyy cos)'sin()'"(''' �����  

xxyy sin)cos()''''()4( ���� . 
 
 

So ova uvidovme deka , {to zna~i deka ponatamo{nite izvodi }e 

se povtoruvaat pa }e mo`e da zapi{eme za ovaa funkcija deka va`i . 

xyy sin)4( ��
()4( kn yy �� )k
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  Zada~i za samostojna rabota 
 

Najdi gi izvodite od ozna~eniot red na funkciite: 
 

1. ,               2. 123 35 ���� xxxy .)5(y xy � ,                   3. .)6(y 3 2xy � ,     .)3(y
 

4. ,                                  5. ,                  6. xy ln� .)4(y xey 3�� .)5(y xy 3cos� ,    .)4(y
 

Najdi gi izvodite od n -ti red na funkciite: 

7. .                   8. nxy �
x

y 1
� .                9*. xy cos� .                10. .      xey ��

 
 

4. 9.  Zada~i za ve`bawe 
 

1. Najdi gi po definicija izvodite na slednite funkcii: 

a) ;                    b) 122 ��� xxy baxy �� ;                            v) 5�� xy . 
 

2. Presmetaj kolku e izvodot na funkcijata xy sin�  vo to~ka 
3
A

�x  i toa 

iskoristi go za da ja konstruira{ tangentata na grafikot na funkcijata xy sin�  

vo to~ka 
3
A

�x .  

 

Najdi gi izvodite na slednite funkcii (zad. 3 - 14). 
 

3. a)                           b) ,63 24 ��� xxy .
25

x
ba

x
ba

xy �
�

�
�

�  
 

4. a)                    b) ),23)(12( ��� xxxy .13 3

x
xxy ���                       

 
 

5. a) ,)1(
3

3

x
xy �

�                                  b) .22 axy ��  

 

6. a) ,
1

12
2

2

xx
xy
�

�
�                               b) 3 3 xxy �� . 

 

7. a) 3 3 xxy � ,                                   b) .          
x��

 

8. a) ,                       b) .  bx�xy cossin �� 32 cos3sin4 xxy ��
   

 9. a)                                b) ),cos(sin xy � )sin(cos xy � .        
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10. a) ,                               b) cbxaxey ���
2

)1cos(
x

xy �� .      

 

11. a)                                   b) ,sin2 xy � .ln tgxy �   
 

12. a) .
sin1
sin1ln

x
xy

�
�

�                        b)                           ).1( 2xey x ��

 

13. a)                             b)* .sinln xey x� .
1
xxy �   

 

14*. a)                                b)    ,)(sin xxy � .10xtgxy �
 

         15. Najdi go izvodot na funkcijata zadadena so . 013 ���� yyx
 

16. Najdi gi diferencijalite na slednite funkcii: 

ctg xy � ,             b) 
21 x

xy
�

� ,             v) 1�� xy .    a) 

 

17. Presmetaj go trettiot izvod od funkcijata 1�� xy . 
           

18. Presmetaj n-ti izvod od funkcijata , kade {to k e proizvolna konstanta.  kxe
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5. POTRO[UVA^KI KREDIT 
 

5. 1.  Poim za potro{uva~ki kredit 
 
  Pri sekojdnevnoto rabotewe, bankite i finansiskite institucii postojano 
vr{at transfer na kapitalot so cel ispolnuvawe na odredeni produktivni celi, 
svoi, no i za pravnite i fizi~kite lica. Firmite imaat investiciski planovi, a 
doma}instvata se soo~uvaat so potrebata od dopolnitelni sredstva nameneti za 
li~na potro{uva~ka. So cel da se zadovolat barawata na klientite i 
doma}instvata, bankite odobruvaat biznis krediti i potro{uva~ki krediti za 
naselenieto. 
 Vo sekojdnevnoto rabotewe i praktikata, pome|u dol`nikot i doveritelot 
nastanuvaat razli~ni kreditni odnosi. Samiot zbor kredit poteknuva od 
latinskiot zbor credere, {to zna~i da se pozajmi, da se veruva nekomu, odnosno da se 
gleda so doverba na nekogo, konkretno doverba vo dol`nikot deka }e ja izvr{i 
prezemenata obvrska. Kamatata e nadoknada koja dol`nikot ja pla}a za koristewe 
na pozajmenite sredstva na odredeno vreme, naj~esto vo procent od pozajmenata suma 
za sekoja godina dodeka se koristat sredstvata. Pozajmenata suma se narekuva 
kapital ili glavnica i se bele`i so ,  kamatnata stapka izrazena vo procenti e 
naj~esto ozna~ena so , a iznosot koj treba da se nadoknadi kako kamata se bele`i 
so . Vremeto na koristewe na kapitalot mo`e da bide izrazeno vo godini, meseci 
ili denovi i soodvetno se ozna~uva so  ili , a zaradi uniformnost na 
formulite }e koristime i oznaka . Kamatata na pozajmenata suma ne zavisi samo 
od visinata na kapitalot tuku i od vremeto na koe e pozajmena sumata. Kamatata kaj 
kamatnoto smetawe e proporcionalna so visinata na kapitalot i so dol`inata na 
vremeto na koristewe na istiot.  

, d

 Kamatata mo`e da bide prosta ili slo`ena. Kamatata se narekuva prosta ako 
sekoja godina se presmetuva na ist pozajmen kapital, dodeka kaj slo`enoto 
vkamatuvawe, od period na period kapitalot se zgolemuva za presmetanata kamata 
od prethodniot period. Kamatnata stapka mo`e da bide ednakva za celiot period 
ili da se menuva. Vremeto mo`e da se meri kalendarski ili ~esto pati, zaradi 
pobrzo presmetuvawe se koristi matrica soglasno koja sekoj mesec ima po 30  
denovi, odnosno godinata ima  denovi.  360

 Prvoto pra{awe koe se postavuva e kolkava kamata nosi glavnica od  
pari~ni edinici za vreme  so kamatna stapka od  pri prosto vkamatuvawe?  %

 Va`no e da zabele`ime deka va`i proporcijata )(:100: �  koga kamatnata 
stapka e dadena vo procenti, odnosno )(:1: �  koga kamatnata stapka e dadena 
kako decimalen broj. Vo zavisnost od toa vo kakva edinica e izrazeno vremeto, 

va`at slednive relacii: �  ako vremeto e dadeno vo godini, 
12

�  ako vremeto e 
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dadeno vo meseci i 
360

d
�  ili 

365

d
�  ako vremeto e dadeno vo denovi, zavisno od 

prethodnata diskusija.  Zna~i, za presmetanata kamata, na eden period dobivame 

100
� .  Ako vremeto e dadeno vo godini va`i 

100
� , odnosno 

1200
�  ako 

vremeto e dadeno vo meseci i 
36000

d
�  ili 

36500

d
�  ako vremeto e dadeno vo 

denovi. 
 Jasno, vkupniot iznos koj dol`nikot treba da go vrati iznesuva 

)
100

1(
100

����� .   

 

 Niz nekolku primeri }e se potsetime na primenata na prostata kamatna 
smetka.  
 

 1. Kolkava kamata treba da platime za denari za  godini so 5%  
kamatna stapka? Kolkav e vkupniot iznos koj treba da se vrati? 

 34500 4

 

Za kamatata koja se presmetuva imame 6900
100

4534500

100
�

		
��  denari, a 

vkupniot dolg e  denari. 
 41400��
 

Jasno, od pojdovnata formula za presmetanata kamata lesno mo`e da se izvedat 
i formulite za presmetuvawe na: 

- glavnicata 
100

� ,  

- kamatnata stapka 
100

� , kade kamatnata stapka se dobiva vo oblik na procent,  

i  

- vremeto za koe se pozajmeni sredstvata 
100

� , kade vremeto se dobiva vo godini. 

 

 2. Presmetaj go kapitalot koj za vreme od  mart do 28  juni istata godina (so 
vremenska matrica vo koja mesecite se brojat kalendarski, a godinata so  
denovi), so kamatna stapka od , }e donese dva pati pogolema kamata otkolku 
slednive sumi  

20

360

4,75%

-  denari na 3  meseci (20000 3,20000 11 �� ); 
-  denari na 5  meseci (40000 5,40000 22 �� ); 
- 12000  denari na 6  meseci ( 6,12000 33 �� ). 
so kamatna stapka od . 4,5%
 

 Da ja presmetame kamatata koja se dobiva za razli~nite vlo`eni sumi.  
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 �' �
	

�
	

�
	

1200

5,4

1200

5,4

1200

5,4 332211

 1245
1200

5,4
332000)612000540000320000(

1200

5,4
� �	�	�	�	  denari. 

Spored po~etnite uslovi, barame glavnica koja }e donese dva pati pogolema kamata. 
Neka  denari, neka glavnicata e 2490'2 �� , kamatnata stapka e %75,4� , a 
brojot na denovi za koi se vr{i vkamatuvaweto e 11 dena vo mart, dena vo april, 

den vo maj i  dena vo juni, odnosno vkupno 

 30

 31 28 100�d  dena. Toga{ va`i 
100

� , 

odnosno 30,176147
10075,4

24903600036000
�

d
�

	
	

�  denari. Zna~i, potrebnata glavnica za 

da pri dadenite uslovi se dobie kamata 2490�  e 30,176147�  denari. 
 
 

 Va`no e da se znae kako te~e postapkata za pobaruvawe i odobruvawe na 
kredit. Voobi~aeno, koga se dogovara zaemot, se dogovara i rokot vo koj istiot 
treba da bide isplaten, so opredelen broj na periodi na vra}awe, odnosno rati. 
Iznosite na tie rati, se narekuvaat anuiteti, planot za vra}aweto na zaemot e 
poznat kako amortizaciski plan, a delot od zaemot koj se vra}a so edna rata, ne 
zemaj}i ja predvid kamatata, se narekuva otplata.  Anuitetite mo`at, no i ne mora 
da bidat isti vo sekoj period na amortizacija. Dogovorot me|u dol`nikot i 
doveritelot, pokraj brojot na otplatni periodi, go opredeluva i vidot na 
anuitetot. Kamatata, naj~esto, se vra}a zaedno so glavnicata, pa anuitetot 
pretstavuva suma od dva dela, del od zaemot koj treba da se vrati, odnosno otplatata 
i del koj ja pretstavuva kamatata presmetana na dolgot za izminatiot period. 
Vremenski intervalot na otplaten period, pokraj voobi~aenite godini ili meseci, 
mo`e da bide i bilo koj vremenski interval.  
 Ako zaemot se vra}a so neednakvi anuiteti, toga{ tie naj~esto se odnesuvaat 
po opredeleno pravilo, na primer, da rastat ili opa|aat, po aritmeti~ka ili 
geometriska progresija.  
 Vo redovnata nastava, se razgleduvaat zaemite so ednakvi i zaokru`eni 
anuiteti, a ovde }e razgledame kredit koj se amortizira so ednakvi otplati, no 
razli~ni anuiteti. Pri toa, za presmetuvawata na kamatata, se koristi isklu~ivo 
prosta kamatna smetka.  Vakvite krediti se narekuvaat potro{uva~ki krediti. 
Potro{uva~kite krediti se amortiziraat vo odnapred utvrden rok, koj mo`e da 
bide kratok (do edna godina), sreden (od edna do tri godini) ili dolg rok (pove}e od 
tri godini). Vra}aweto na kreditot, naj~esto e vo ednakvi mese~ni anuiteti do 
rokot na vra}awe ili revolving so dogovorna dinamika. Dogovorot za 
potro{uva~kiot kredit gi sodr`i visinata na kreditot, namenata, rokot na 
vra}awe i garancija za uredno vra}awe na kreditot, vo vid na menica ili pak 
obezbeduvaweto na kreditot so hipoteka na nedvi`nost, zalog na podvi`ni 
predmeti, depozit, bankarska garancija, hartii od vrednost i sli~no, kako za 
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korisnikot na kreditot, taka i za `irantite. Potro{uva~kiot kredit se koristi 
za finansirawe na tekovnite potrebi na klientite, proizvodstvo, pla}awe na 
uslugi i sli~no. Pred odobruvaweto na kreditot, doveritelot ja ocenuva 
kreditnata sposobnost na kreditobaratelot vo smisla na mese~ni primawa, 
neposredni obvrski (po administrativni i sudski zabrani, drugi zaemi), posredni 
obvrski (kako `irant na menica), nepodvi`en imot i drugi izvori na prihodi. 
Mo`no e po dogovorot, dokolku kreditot se koristi za pla}awe uslugi ili stoka, 
da postoi uplata vo gotovo, izrazena kako procent od iznosot na kreditot, koja e 
naj~esto i zakonski utvrdena, zavisno od uslugata ili proizvodot za koj se pobaruva 
kreditot. 
  Po odobruvaweto na kreditot, kreditobaratelot e dol`en da go po~ituva 
dogovorot i soglasno so napravenata presmetka za otplata, da gi upla}a ratite.  
 
 
                       Zada~a za samostojna rabota 
 

 1.  Presmetaj ja kamatnata stapka so koja za  denari, vlo`eni na periodot 
, po princip , se presmetuva kamata koja pretstavuva  od 

presmetanata kamata za sumite od 25000  denari na period 

60000

06.2903.8 � $ 360, % %45

06.3004.8 � ,  denari 
na period  i  denari na period 

62000

06.3004.18 � 75600 06.3005.4 � , so vremenska matrica 
 i kamatna stapka . $ %365, %5,6

 

 2. Edna tretina od osnovnata suma e vlo`ena na  godina, dve pettini od 
sumata na 4  meseci, a ostatokot na 80  dena. Kamatnata stapka za site poedine~ni 
sumi e . Vkupnata presmetana kamata e 8500  denari. Kolkava e osnovnata suma? 

5,1

%4
 

 3. Po namaluvawe na osnovnata suma za kamata od , za ~etiri meseci, 
dol`nikot primil  denari. Kolkav e dolgot, a kolkava kamatata? 

%75,4

295250
 

 4. Navedi gi osnovnite pri~ini za pobaruvawe na kredit. 
 

 5. Koj kredit se narekuva potro{uva~ki kredit? 
 

 6. Kakva kamatna stapka se koristi pri utvrduvawe na kamatata na 
potro{uva~kite krediti i kako se koristi? 
 

 7. Navedi gi osnovnite karakteristiki na potro{uva~kiot kredit. 
 
 

5. 2.  Presmetuvawe na redovnata kamata i otplatata  
kaj potro{uva~ki kredit 

 
 Potro{uva~ki kredit so iznos , se amortizira so  ednakvi mese~ni 
otplati. Kamatnata stapka e , a kamatata se presmetuva so prosta kamatna 

n
%
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smetka. Bidej}i se raboti za zaem, na ist princip kako kaj zaemite so ednakvi 
anuiteti, kamatata se presmetuva za sekoj period na amortizacija poedine~no, na 
delot na dolgot koj e seu{te neotplaten. Pa taka, za prviot period na 
amortizacija, kamatata se presmetuva za celiot dolg, no ve}e za vtoriot period, 
kamatata se presmetuva na delot od dolgot koj preostanal, a toa e iznosot na 
kreditot namalen za prvata otplata. Na tretiot period, kamatata se presmetuva na 
preostanatiot dolg, a toa e zaemot namalen za prvite dve otplati. Postapkata 
prodol`uva do posledniot period, koga kamatata se presmetuva na delot od dolgot 
koj e razlika na zaemot i napravenite 1�n  otplata. Op{to, kamatata se presmetuva 
na iznosot na dolgot namalen za prethodno isplatenite mese~ni otplati od 
glavnicata. 
 

 Stanuva zbor za kredit so otplati ,  koi se me|u sebe ednakvi, 

 za sekoi . Pri toa zaemot e zbir na site otplati,  
nbbb ,...,, 21

,bbbi �� 4 ni ,...,2,1, � 5
 ,  nbbbb n ����� ...21

od kade sekoja otplata ima vrednost deka 
n

b � .  

]e gi koristime istite oznaki kako kaj zaemite so ednakvi ili so zaokru`eni 
anuiteti. Imeno, tiot anuitet }e go ozna~uvame so , kamatata presmetana za 

tiot period e , otplateniot del na dolgot so 

�
i

a

� � tiot anuitet se bele`i so , 

a preostanatiot del od dolgot, posle   plateni anuiteti e .  n�
 

 Vo praktikata, kreditobaratelot, no i davatelot na zaemot, se zainteresirani 
da znaat, kolkav del od zaemot e otplaten posle sekoj period i u{te kolku ostanuva 
da se amortizira. Za taa cel se izrabotuva amortizacionen plan, koj zaradi 
pogolema preglednost se ispi{uva vo tabela. No, treba da zabele`ime deka vo 

praktika, vo najgolem broj slu~ai se koristi prose~nata rata 
n

�
, kade  e 

vkupnata presmetana kamata. Za problemot koj se javuva koga mesto 
amortizacioniot plan, se koristi prose~nata rata, }e zboruvame podocna.  
 

 Da gi presmetame site golemini koi se javuvaat vo izrabotkata na 
amortizacioniot plan za potro{uva~kiot kredit. 
 

 Kamatata vo prviot mesec, se presmetuva na celiot dolg. Toga{ kamatata za 
prviot mesec se presmetuva so formulata  

 
120012

1

100
1i �� .   

Konstantata 
12

1
 se pojavuva zaradi toa {to vremeto, za koe presmetuvame kamata, e 

eden mesec, pretvoren vo godini.  
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Prvata otplata e 
n

bb ��1 , a od tamu i otplateniot del po prviot anuitet e 

n
�1 .  Ostatokot od dolgot, po prviot anuitet e  

 
n

n

nn
n

11
111

�
��

�
�

�
�
� ������� . 

Prviot anuitet e �
�
�

�
�
� ������

1200

1

1200
111

nn
iba .  

 Kamatata za vtoriot mesec, se presmetuva na ostatokot od glavnicata koj ne e e 

otplaten, odnosno na preostanatiot dolg koj iznesuva �
�
�

�
�
� ���

n
n

1
11 . Toga{ 

kamatata za vtoriot mesec e  

 
1200

1

1200

1
1

1200

1

2
n

n

n
i n �

��
�
�

�
�
� ��� � .  

Vtorata otplata e ednakva so prvata i iznesuva 
n

b � , a otplateniot del po 

vtoriot anuitet e 
n

b 222 �� . Preostanatiot del od dolgot po dva plateni 

anuiteti e 
n

n 222 ����� , odnosno 

 
n

n

n
n

22
12

�
��

�
�

�
�
� ��� . 

Vtoriot anuitet e �
�
�

�
�
� �

���
�
�

�
�
� �����

1200

11

1200

1
1222

n

n

nnn
iba . 

 Za kamatata vo tretiot mesec se dobiva 

  
1200

2

1200

2
1

1200
23

n

n

n
i n

�
��

�
�

�
�
� ��� � ,  

zatoa {to ve}e se isplateni dva dela od glavnicata , odnosno 
n

2  denari. Tretata 

otplata e 
n

b � , a otplateniot del od dolgot po tretiot anuitet e 
n

b 333 �� . 

Preostanatiot del od dolgot po tri otplateni anuiteti e 

�
�
�

�
�
� �������

nn
n

3
1333 , odnosno  

 
n

n
n

3
3

�
�� . 
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Tretiot anuitet e �
�
�

�
�
� �

��
�

����
1200

21

1200

2
333

n

n

nn

n

n
iba .  

 Soodvetno na prethodnata diskusija, ako se otplateni  delovi od 
glavnicata se presmetuva kamatata za 

1�n
�n tiot del od dolgot i toa 

  
1200

1

1200

1
1

1200
)1(

1200
1

nn

n

n
ni nn ��

�
�

�
�
� �

���
�
�

�
�
� ���� � ,  

a n tiot anuitet iznesuva vkupno �
1200

1

nn
an �� . 

�Se razbira, otplateniot del po n tiot anuitet e 
n

nn �� , a preostanatiot del 

e .  00 ��� n

 Od izvedenite formuli, mo`e da zaklu~ime deka, sekoja ta otplata e �
n

b � ,  

a otplateniot del po  anuiteti e 
n

� . Ostatokot od dolgot, po  plateni 

anuiteti e 
n

n

n
n

�
��

�
�

�
�
� �1��  ili u{te polesno $ % $ %

n
nbnn� ��� � , 

formula od koja se gleda deka od vkupno  otplati, otplateni se  i za otplata 

ostanuvaat u{te . Za tata kamata va`i 

n

n � �
1200

1

1200
1

n
n

�
� ��

n

�
�i .  

Soodvetniot anuitet e 
1200

1

n

n

n
a

��
�� . 

 

Amortizacioniot plan e zadaden so slednata tabela. 
 

Period Otplata Kamata Anuitet Ostatok od 
zaemot na 

kraj na 
periodot 

    
n �  

1 b  
1200

1i �  11 iba ��  bn ���1  

2  b  
1200

12i n�� 22 iba ��  bn ��� 12

... ... ... ... ... 
1�n  b  

1200
21in ��

11 �� �� nn iba b�� 21  

n  b  
1200

1in � nn iba ��  00 �  
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1. Potro{uva~ki kredit od denari treba da se amortizira za 10  meseci 
so kamatna stapka . Presmetaj gi otplatite i napravi amortizacionen plan.  

 100000

%3

Amortizirame so vkupno 10  anuiteti, odnosno 10�n . Toga{ otplatata na 

kreditot e 10000
10

100000
��b  denari. Ponatamu, za godi{na kamatna stapka  , da 

gi presmetame kamatite i ostatocite od kreditot.   

%3

250100000
1200

3
1 ��i , , 100001 � 90000100001000009 ��� . 

22590000
1200

3
2 ��i , , 200002 � 8000010000900008 ��� . 

20080000
1200

3
3 ��i , , 300003 � 7000010000800007 ��� .  

17570000
1200

3
4 ��i , , 400004 � 6000010000700006 ��� . 

 

Pred da prodol`ime so presmetkite, mo`e da zabele`ime deka presmetanite 
kamati formiraat aritmeti~ka progresija so prv ~len  i razlika . Toa 
zna~i deka mo`eme site naredni kamati da gi presmetame kako ~lenovi na 
progresijata. Istoto mo`e da se zabele`i i za ostatocite od kreditot. Vo 
tabelata, direktno, samo so sobirawe, }e gi presmetame i anuitetite.  

250 25�

Sekoja naredna kamata vo tabelata e za  denari pomala od prethodnata, a sekoj 
ostatok za 10000  denari, kolku {to iznesuva otplatata, pomal od prethodniot 
ostatok na dolgot. Da ja popolnime tabelata za amortizacija na  kreditot. 

25

 

Period Otplata Kamata Anuitet Ostatok od  
zaemot 

    100000  
1 10000  250  10250  90000  
2  10000  225  10225  80000  
3  10000  200  10200  70000  
4  10000  175  10175  60000  
5  10000  150  10150  50000  
6  10000  125  10125  40000  
7  10000  100  10100  30000  
8  10000  75  10075  20000  
9  10000  50  10050  10000  

10  10000  25  10025  0  
Suma 100000  1375  101375  

  

 Pritoa vkupnata kamata koja }e se plati e pomala otkolku pri amortizacijata 
na zaemi so ednakvi anuiteti i dekurzivno presmetuvawe na kamatata (proveri). 
Poslednovo se dol`i na faktot deka pri ednakvi otplati, prvite nekolku anuiteti 
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se pogolemi otkolku pri ednakvi anuiteti, so {to vsu{nost se namaluva ostatokot 
od dolgot, a so toa i kamatata.  
 Isto taka, mo`e da zabele`ime deka vo tabelata pogore, vrednostite za 
anuitetite formiraat aritmeti~ka progresija. Ova mo`e lesno da se poka`e i 
direktno so koristewe na formulite za anuitetot. Imeno, razlikata na dva 
posledovatelni anuiteti,  i  e  1�a a

�
�
�

�
�
� �

�����
�
�

�
�
� �

����
�
�

�
�
� �����

nnnnnn
aa

1
11

12001200

1
1

1200
11 , 

odnosno  

1200

1
1

n
aa ���� .

Razlikata me|u bilo koi dva posledovatelni ~lena na nizata  ne zavisi od , 
odnosno e konstantna, {to e dovolno za da potvrdime deka anuitetite formiraat 

aritmeti~ka progresija, so razlika 
1200

1

n
� .

 Kako {to ve}e spomenavme, vo praksa, potro{uva~kite krediti ne se 
amortiziraat spored gore navedeniot amortizacionen plan, tuku preku 
presmetuvawe na prose~nata rata, koja e ednakva za sekoj poedine~en period. Se 

presmetuva spored formulata 
n

�
, kade  e vkupnata presmetana kamata.  

 Da ja presmetame vkupnata kamata koja e presmetana za dolgot . Sobiraj}i gi 
poedine~nite kamati, za vkupnata kamata dobivame 

  
$ %

.
/

0
 
!

"
�
�
�

�
�
� ��

���
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
� �

��
n

nn

n

n

n

n 1
...

21
1

1200
 

     .
/

0
 
!

"
�
�
�

�
�
� �

����
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
� ��

n

n

nn

1
1...

2
1

1
1

1200
.

Zbirot vo zagradata pretstavuva zbir na  ~lenovi na aritmeti~ka progresija, 

so prv ~len 1 i razlika 

n

n

1
� . Soglasno formulata za presmetuvawe na zbirot na 

prvite   ~lenovi na aritmeti~ka progresija so prv ~len  i razlika , n 1a d

� �dn(a2 1

n
n )1

2
���  imame: 

 
2

1

1200

1

21200

1
2

21200

1
)1(2

21200

�
�

�
�./

0
 !
" �

��.
/

0
 
!

"
�
�
�

�
�
�����

n

n

nn

n

nn

n
n

n
 

odnosno,  vkupno presmetanata kamata vo ovoj model na izdavawe potro{uva~ki 
kredit  iznesuva  

 
2400

)1(n �
� . 
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Vkupniot dolg ima vrednost  

 �
�
�

�
�
� �

���
2400

)1(
1

n
,  

a edna prose~na rata na kreditot, koga �n te mese~ni rati se ednakvi,  iznesuva  

�
�
�

�
�
� �

�
2400

)1(
1

n

n
.

 ]e ja re{ime zada~a 1, koristej}i prose~na rata.  
 

2. Potro{uva~ki kredit od denari treba da se amortizira za 10  meseci 
so kamatna stapka . Presmetaj ja prose~nata rata.  

 100000

%3

Bidej}i prethodno ve}e imame presmetano kolku iznesuvaat poedine~nite 
kamati, sega }e gi iskoristime dobienite rezultati za da ja presmetame vkupnata 
kamata i prose~nata rata.  

$ %$ % 13752592502
2

10
25...200225250 ���	������  denari. 

 Iskoristivme formula za zbir na 10  ~lenovi na aritmeti~ka progresija, so prv 
~len  i razlika . Toga{, vkupniot dolg iznesuva 250 25� 101375��  denari, a 

prose~nata rata e 5,10137
10

101375
�  denari. 

Dobienata vrednost od nekoi anuiteti e pomala, a od nekoi pogolema. 

 

 Zabele{ka. Dvata modeli se razlikuvaat. Se postavuva pra{aweto {to e 
rezultat na vakvoto uprose~uvawe na anuitetite.  Koga dol`nikot pla}a prose~na 
rata za potro{uva~kio kredit, toga{ del od obvrskite od prvite periodi gi 
pomestuva za podocna, a so toa se olesnuva vra}aweto na dolgot, prakti~no 
nastanuva beskamatno kreditirawe. Zna~i od aspekt na dol`nikot, prose~nata rata 
e povolna. No ovoj na~in ne e povolen za kreditorot, kako zaradi beskamatnoto 
kreditirawe koe dol`nikot go dobiva, taka i od administrativni pri~ini, imaj}i 
vo predvid deka pomestuvaweto koe se pravi, za golemi sumi i ne e bezna~ajno.  
Samo za primer, od na{ite presmetki, vo prviot period dol`nikot dobiva 
beskamatno kreditirawe od 5,1125,1013710250 ��  denari.  

Da gi sporedime mese~nite rati, dobieni spored dvata modeli. Ako ratata se 

otpla}a soglasno amortizaciniot plan iznesuva i
n

� , za n,...,2,1� , odnosno  

�
�
�

�
�
� �

��
nn

1
1

1200
. Razlikata vo modelot koj koristi realen amortizaciski plan i  

modelot na prose~na rata, vo apsoluten iznos e  

2400

)1(1
1

12002400

)1(
1

1
1

1200

n

nn

n

nnn

�
��

�
�

�
�
� �

���
�
�

�
�
� �

���
�
�

�
�
� �

��  

276



  �
�
�

�
�
� �

�
���

�
���

nnnn 2

11

120024002400

1

120024001200

0
2

12

2

1

12002

11

2

1

1200
��

�
�

�
�
� �

���
�
�

�
�
� �

�
��

nnn
.

 

 3. Dobien e potro{uva~ki kredit vo iznos od 170000  denari. Istiot treba  da 
se vrati vo 17  ednakvi mese~ni rati so godi{na kamatna stapka od3% . Presmetaj ja 
vkupnata kamata i prose~nata mese~na rata. 
 ]e go razgledame u{te edna{ metodot na prose~na rata. Imame 

. Delot od ratata koj doa|a od glavnicata e %3,17,170000 ��� n

10000
17

170000
��

n
 denari. Za mese~ni kamati va`i:  

425
1200

3170000

1200
1 �

	
��i  denari, 400

17

16
425

1200

1
12 �	��

�
�

�
�
� ��

n
i denari,  

375
17

15
425

1200

2
13 �	��

�
�

�
�
� ��

n
i  denari itn. Poslednata kamata e  

25
17

1
425

1200

1
17 �	��

n
i  denari. Zna~i za da se presmeta vkupnata kamata dovolno e 

da se presmeta zbirot 1721 ... iii ����

25�

 koj mo`e da se presmeta kako zbir na prvite 
 ~lena na aritmeti~kata progresija . Jasno prviot ~len e , a 

razlikata na progresijata . Za sumata imame  
17 375,.... 400, 425, 425

$ %� � 3825450
2

17
25164252

2

17
�	��	�	�  denari.  

Prose~nata rata e  10225
17

3825170000

17
�

�
�

�
 denari. 


 
 
                         Zada~i za samostojna rabota 
 

 1. Potro{uva~ki kredit od 100000  denari se amortizira za  meseci so 
godi{nata kamatna stapka 8 . Presmetaj ja otplatata i napravi amortizacionen 
plan. Sporedi gi vrednostite na anuitetite po amortizacioniot plan i prose~nata 
rata.  

8

%

 
 2. Potro{uva~ki kredit od  denari se amortizira za  godini, so 
mese~ni otplati i so godi{nata kamatna stapka 12 . Presmetaj ja vkupnata kamata 
i opredeli ja prose~nata rata. 

240000 2

%

 

 3. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od 3000000 denari. Pri podigawe na 
kreditot, vo gotovo e uplateno 20  od kreditot, a ostatokot treba da se otplati na %
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 24 ednakvi mese~ni rati. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja vkupnata 
kamata i prose~nata mese~na rata. 

%12

 

 4. Objasni zo{to pri presmetka na prose~nata rata, ne mora da se presmetaat 
site poedine~ni kamati? 
 

 5. Kade sé se pojavuva aritmeti~kata progresija vo izrabotkata na plan za 
otplata na potro{uva~ki kredit? 
 

 6. Koja e razlikata vo dvata metodi za amortizacija na potro{uva~ki kredit, 
koi se povolnostite, a koi nedostatocite na dvata metodi? 
 
 

5. 3.  Presmetuvawe na kaznena i bonificirana kamata  
za potro{uva~ki kredit 

 
 5.3.1. Kaznena kamata 
 
 Pri otplata na ratite na potro{uva~ki kredit, od razli~ni pri~ini, mo`e da 
se slu~i dol`nikot da ne gi upla}a redovno presmetanite rati, odnosno, da 
otstapuva od rokot za uplata. Dokolku, korisnikot na kreditot docni so uplata, 
dol`en e pokraj redovnata kamata, da plati i soodvetna kaznena kamata. Kaznenata 
kamata se presmetuva pred samata likvidacija na dolgot, odnosno pred dospevawe na 
poslednata otplata. Kaznenata kamata se presmetuva po stapka koja e opredelena so 
dogovorot za izdavawe na kreditot. Za periodot za koj korisnikot docni so 
isplata, se presmetuva i redovna i kaznena kamata, zbirno, na presmetanata rata na 
kreditot. Zavisno od zakonskite propisi, kaznenata kamata, mo`e da se presmetuva 
za celiot period za koj se docni, ili pak mo`e odnapred da e utvrdeno kolkavo 
docnewe se tolerira i se zanemaruva, a kolkavo ne.  
 ]e navedeme primer vo koj uslovite za kaznena kamata utvrduvaat deka 
docneweto do 15  dena se tolerira, a zadocnuvawe od 15  i preku 15  dena, se 
zaokru`uva na cel mesec.  
 

 1. Potro{uva~ki kredit se amortizira so prose~ni rati od  denari. Na 
krajot na godinata e utvrdeno deka, dve rati od po 3650  denari, korisnikot gi 
uplatil so zadocnuvawe. Prvata rata so zadocnuvawe od 13  dena, a vtorata so 
zadocnuvawe od dena. Kaznenata kamata e  i isto tolku e i redovnata kamata. 
Soglasno uslovite koi se predvideni vo dogovorot, zadocnuvaweto od 13  dena se 
tolerira, no zadocnuvaweto od dena se tretira kako zadocnuvawe od eden mesec. 
Toga{, za vtoroto zadocnuvawe, korisnikot treba da doplati zbirna kamata od  
godi{no, odnosno  za eden mesec, {to so prosta kamatna smetka, bi iznesuvalo 
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 2. Dol`nik poslednata rata od  denari ja uplatil so zadocnuvawe od 5  
meseci. Kaznenata kamata e  i isto tolku e i redovnata kamata. Korisnikot na 
kreditot e dol`en pokraj ratata, da uplati i zbirna kamata od  godi{no, 
redovna kamata od  i dopolnitelno i kaznena kamata od . Koristej}i prosta 

kamatna stapka, dopolnitelnata uplata e vo iznos 

5250

%6

%12

%6 %6

5,262�5250
1200

512 	
 denari. 
 

 

  
 5.3.2. Bonificirana kamata 
 
 Ako dol`nikot, go isplatil celiot dolg pred dogovoreniot rok, ima pravo, 
pod odredeni uslovi, na povratok - bonifikacija na soodvetniot del od 
presmetanata kamata. Bonifikacijata voobi~aeno se vr{i koga: 
- dol`nikot vo gotovo go podmiri celiot ostatok od dolgot pred predvideniot rok; 
- pri novo odobruvawe na kredit, dol`nikot go podmiril dolgot od prethodniot 
potro{uva~ki kredit; 
- dol`nikot so zgolemeni ili vondredni rati go podmiri dolgot pred vreme.  
 

 Pri presmetuvawe na iznosite za bonificirana kamata, doveritelot  se 
pridr`uva do slednite principi: 
- za bonifikacija, se zema vo predvid samo ostatokot od glavniot dolg, a ne i delot 
na kamata koj e sodr`an vo saldoto na vkupniot dolg; 
- iznosot na prvata naredna otplata ne se zema predvid za bonificirawe, taa 
otplata dol`nikot, realno i ne ja podmiruva pred vreme, kamatata koja ja vklu~uva 
se odnesuva za tekovniot period; 
- kamatata se bonificira za poedine~nite otplati, zgolemeni ili vonredni, 
uplateni pred rokot. 
 

 Presmetuvaweto na bonificirana kamata vsu{nost zna~i utvrduvawe kolku 
iznesuva realniot ostatok od dolgot koj predvreme se otpla}a, se razbira samo vo 
iznos na otplati od glavniot dolg, bez presmetana kamata. Otkako }e se presmeta 
bonificiranata kamata za ostatokot od dolgot, takviot iznos se odzema od saldoto 
na dolgot, a razlikata se naplatuva od dol`nikot. Realno, ova zna~i deka vkupniot 
iznos na preostanati rati, se namaluva za presmetanata bonificirana kamata samo 
na delot koj e otplata od glavniot dolg. ]e se zadr`ime samo na bonifikacija na 
kamata koga dol`nikot pred vreme, so uplata vo gotovo, go podmiruva dolgot vo 
celost. 
 

 3. Odobren e potro{uva~ki kredit vo iznos od  denari, so rok na otplata 
 meseci, so uplata na  u~estvo. Vkupnata presmetana kamata za kreditot e 

 denari, dobiena so godi{na stapka od . Dol`nikot uplatil navremeno sedum 
rati, i pred uplatata na osmata pobaral da go isplati ostatokot od dolgot, 
naedna{, vo gotovo. Ostanuvaat za pla}awe u{te pet rati, no bonifikacijata se 
vr{i samo za ~etiri otplati, zatoa {to vo osmata rata e vklu~ena kamatata za 
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%10
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tekovniot period na otplata. Prose~nata rata na dolgot iznesuva 
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1
58520000
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20000 �	�

�
�

�
�
� ��  denari. Toga{ od saldoto na dolgot koe e 

 denari, treba da se odzeme bonificiranata kamata za preostanatite 

~etiri otplati. Poednine~nata otplata e 

775015507 �	
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� � . Za sekoja 

od ~etirite preostanati otplati, ja presmetuvame pripi{anata kamata. Devettata 
otplata e vkamatena eden period, odnosno eden mesec, desettata dva meseci, 
edinaesettata tri meseci, a poslednata, dvanaesettata ~etiri meseci. Toga{ 
pripi{anata vkupna kamata za ostatokot od dolgot e  

754
1200

6
15003

1200

6
15002

1200

6
1500

1200

6
1500 �	�	�	�  denari.  

Ovaa kamata ja odzemame od site preostanati idni rati i so toa dolgot e 
bonificiran. Za dol`nikot da go isplati celiot ostatok od dolgot naedna{, treba 
da plati  denari. 
76757515505 ��	
 

 
  
                        Zada~i za samostojna rabota 
 
 1. Zo{to se voveduva kaznena kamata i kako se presmetuva? 
 

 2. Zo{to se voveduva bonificirana kamata i koga se presmetuva? 
 

 3. Kako se presmetuva bonificirana kamata vo slu~aj koga dol`nikot naedna{ 
go otpla}a ostatokot od dolgot? 
 

 4*. Podignat e potro{uva~kiot kredit za koj se presmetuva redovna kamata od 
, a kaznena kamata od . Prose~nata rata za kreditot e  12410  denari. 

Korisnikot zadocnil so uplata na edna rata i toa za tri meseci. Presmetaj kolku 
treba da doplati kreditobaratelot na ime na kaznena kamata? 

%4 %6

 

 5*. Odobren e potro{uva~ki kredit vo iznos od  denari, so rok na 
otplata 12  meseci, so uplata na  u~estvo, so godi{na stapka od . Dol`nikot 
uplatil navremeno devet rati i pred uplatata na desettata pobaral da go isplati 
ostatokot od dolgot, naedna{, vo gotovo. Presmetaj kolku sredstva treba da uplati 
dol`nikot, ako pred uplatata na desettata rata, se presmetuva bonificirana 
kamata. 

20000

%20 %6
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5. 4.  Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Kolku godini treba da bide vlo`ena osnovna suma , za da so godi{na 
prosta kamatna stapka od , presmetanata kamata iznesuva kolku i vlo`enata 
suma? (Zabele{ka. 

%5

� ). 
 

 2. Za koja vlo`ena suma se presmetuva kamata od 3540  denari, pri kamatna 
stapka od  za: %6

a) 4  godini      b) 8  meseci. 
 

 3. Vo banka se vlo`eni dve razli~ni osnovni sumi koi se razlikuvaat za 12000  
denari. Pogolemata suma e vlo`ena na edna godina, so  kamatna stapka, a 
pomalata suma na 10  meseci, so  kamatna stapka. Presmetaj ja vkupnata vlo`ena 
suma, dokolku presmetanite kamati, za dvette sumi poedine~no se ednakvi. 

%4

%6

 

4. Presmetaj kolkava vkupna kamata, so kamatna stapka od , }e donesat 
slednive sumi:  denari vlo`eni na period 

%5,6

38000 06.3001.31 � ,  denari vlo`eni 
na period  i 18900  denari vlo`eni na period , vo istata 
kalendarska godina? 

72600

05.106.30�03.8 06.30�

 

 5. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od denari. Istiot treba da se 
otplati na ednakvi mese~ni rati. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja 
vkupnata kamata i prose~nata mese~na rata. Napravi amortizacionen plan i 
sporedi gi anuitetite.  

 3000000

 24 %12

 

 6. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od denari. Istiot treba da se 
otplati na ednakvi mese~ni rati. Pri podigawe na kreditot, uplateni se  vo 
gotovo. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja vkupnata kamata i prose~nata 
mese~na rata.  

 600000

27 %10

%12

 

 7. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od 300000 denari. Pri podigawe na 
kreditot, vo gotovo e uplateno  od kreditot, a ostatokot treba da se otplati na 

ednakvi mese~ni rati. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja vkupnata 
kamata i prose~nata mese~na rata. 

%30

27 %20

 

 8*. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od 300000 denari. Pri podigawe na 
kreditot, vo gotovo e uplateno  od kreditot, a ostatokot treba da se otplati na 

ednakvi mese~ni rati. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja vkupnata 
kamata i prose~nata mese~na rata. Liceto platilo so zadocnuvawe dve rati, ednata 
so zadocnuvawe od  meseci, a vtorata so zadocnuvawe od  meseci i 20  dena. 
Kolku }e iznesuva poslednata otplata, ako istata vklu~uva i kaznena kamata od 

 godi{no? (zada~ata e pro{iruvawe na zada~a 7 ) . 

%30

27

%10

%20

2 4

 

 9*. Lice podignalo potro{uva~ki kredit od denari. Istiot treba da se 
otplati na ednakvi mese~ni rati. Pri podigawe na kreditot, uplateni se  vo 

 600000

27 %10
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gotovo. Ako kamatnata stapka e , presmetaj ja vkupnata kamata i prose~nata 
mese~na rata. Dol`nikot uplatil navremeno rati, i pred uplatata na 

%12

20 �21 vata 
pobaral da go isplati ostatokot od dolgot, naedna{, vo gotovo. Presmetaj kolku 
sredstva treba da uplati dol`nikot, ako pred uplatata na ta rata, se 
presmetuva bonificirana kamata. (zada~ata e pro{iruvawe na zada~a ). 

�21

6

 
 
 
 
 



6. ELEMENTI NA AKTUARSKA MATEMATIKA 
 

6. 1.  Predmet na prou~uvawe na aktuarskata matematika 
 

Denes, vo sovremeni tehni~ko - tehnolo{ki uslovi na `iveewe i rabotewe, ne 
postojat materijalni dobra, nitu pak gra|ani, na koi {to ne im se zakanuva 
opasnost od ostvaruvawe na opredelen rizik, a so toa i nastanuvawe na ekonomski 
{teten nastan. Postojano primame informacii za golemi ~ove~ki `rtvi i 
ekonomski {teti, koi nastanuvaat kako posledica na razni opasnosti: zemjotresi, 
po`ari, eksplozii, poplavi, terorizmot, avionski i avtomobilski nesre}i, 
bolesti, i koi direktno go postavuvaat pra{aweto za osiguruvaweto na ~ove~kiot 
`ivot i materijalnite dobra. 
 Osiguruvaweto pretstavuva posebna matemati~ka, finansiska, ekonomska i 
pravna kategorija. Poradi multidisciplinarniot pristap, te{ko e da dademe 
konkretna i kratka definicija na samiot poim osiguruvawe. Osiguruvaweto na 
lica i materijalni dobra, so na{ata pozitivna zakonska regulativa e nazna~eno 
kako dejnost od poseben op{testven interes. Osiguruvaweto e dejnost koja se 
ostvaruva so cel nadomestuvawe na nastanatite {teti od stihii, nesre}nite slu~ai 
i dogovoreni rizici, vo stopanstvoto i gra|anite, soglasno prethoden dogovor. 
Su{tinata na osiguruvaweto e dogovor pome|u osiguritel (osiguritelno dru{tvo) 
i osigurenik (ili korisnik na osiguruvaweto), soglasno koj osigurenikot se 
obvrzuva da pla}a dogovorena suma, za da osiguritelot, vo slu~aj na nastanuvawe na 
opredeleniot rizik, odnosno osigureniot slu~aj, ja isplati osigurenata suma ili 
pokrie opredelen iznos od nastanatata {teta.  
 Opredeluvaweto na iznosite koi gi upla}a osigurenikot, vo oblik na premija, 
presmetuvaweto na osigurenite sumi, procenkata na nastanatite {teti i 
soodvetnite pokritija koi gi pokriva uplatenata premija, iznosite koi 
osiguritelnata kompanija treba da gi ima za da gi obezbedi svoite obvrski po 
sklu~enite osiguruvawa, spa|aat vo domenot na aktuarskata matematika. 
Aktuarskata matematika, kako nau~na disciplina, so brojnite metodi i modeli 
nastojuva da ja zbogati tehni~kata osnova na osiguruvaweto, so cel da se sozdadat 
uslovi za razvoj i unapreduvawe na osiguruvaweto. Aktuarskata matematika e tesno 
povrzana so finansiskata matematika, bidej}i i dvete problematiki se zasnovani 
na vkamatuvaweto. Razlikata e vo toa {to finansiskata matematika ne se bazira na 
starosta na liceto. Taka, spored finansiskata matematika, koga edno lice }e se 
dogovori so bankata izvesen broj na periodi da prima renta, toga{ i posle negovata 
smrt rentata }e se isplatuva na negovite naslednici. Od druga strana, spored 
aktuarskata matematika, priemot na rentata e povrzan so `ivotot na liceto, pa so 
smrtta na osigurenoto lice se gasne i pravoto na priem na renta. So drugi zborovi, 
finansiskata matematika e bezli~na, dodeka aktuarskata matematika e li~na. 
Finansiskata matematika se primenuva glavno vo bankarskoto rabotewe, a 
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aktuarskata matematika ima primena vo raboteweto na osiguritelnite kompanii, 
penziskite fondovi, investiciskite fondovi i sli~ni institucii. 
 Aktuarskata matematika ima {irok spektar na prou~uvawe, no ovde }e se 
zadr`ime samo na eden mal del, matemati~kite osnovi na `ivotnoto osiguruvawe. 
Kaj ne`ivotnite (imotni) osiguruvawa, rizikot treba da bide iden i nezavisen i 
nepredvidliv, dodeka kaj osiguruvaweto na `ivot rizikot e izvesen i siguren i 
polesno predvidliv. 
 Osiguruvaweto na `ivotot se odnesuva na site osiguruvawa kaj koi {to 
prestanokot ili traeweto na `ivotot na edno ili pove}e lica (osigureni) 
doveduva do isplata na osigurenata suma od strana na osiguritelot. Osiguruvawe na 
`ivotot e pismen dogovor, nare~en polisa, sklu~en me|u edno osigureno lice i 
osiguritelno dru{tvo sprema koe osigurenoto lice se obvrzuva, deka pod 
opredeleni uslovi }e mu pla}a na dru{tvoto opredelena dogovorena suma vedna{ 
ili po izvesen broj godini, vo pove}e rati i vrz baza na toa osiguritelnoto 
dru{tvo spored dogovorot mu ja ispla}a dogovorenata suma na liceto ili 
korisnikot, pri nastanuvawe na osigureniot slu~aj. Osigurenoto lice se vika 
osigurenik, a osiguritelnoto dru{tvo osiguruva~ (osiguritel). 
 Koga dogovorenata suma se upla}a (vlo`uva) naedna{, toga{ se veli deka 
osiguruvaweto e napraveno so uplata na miza. Ako dogovorenata suma se pla}a 
pove}e pati se veli deka osiguruvaweto se izvr{uva so uplata na premija. 
Premijata mo`e da bide do`ivotna ili vremenska. Do`ivotnata premija 
osigurenikot ja pla}a dodeka e `iv, a vremenskata premija ja pla}a dodeka e `iv 
pri odnapred opredelen broj na godini. 
 Isplatata na osigurenata suma zavisi kako od visinata na premijata taka i od 
toa dali naplatenata premija e dobro plasirana. Visinata na premijata zavisi od 
visinata na interesnata stapka so koja se presmetuva premijata. 
 Premija presmetana so pomo{ na statisti~kiot materijal i interesnata 
stapka se vika neto premija. 
 Osiguritelnoto dru{tvo osven tro{ocite za osigurenata suma ima i drugi 
tro{oci, kako na primer, za zaklu~na ili akvizaciona provizija, za inkaso 
provizija, administrativni tro{oci. Koga neto premijata se nagolemi za 
navedenite tro{oci se dobiva bruto premijata (tarifna ili komercijalna 

premija). Taka, ako  e neto premija,  e bruto premija, toga{ '
100

' �� , kade  

e presmetaniot procent za dadenite tro{oci.  Vo osiguruvaweto na `ivotot ~esto 
se vklu~uvaat i rizicite na invalidnost, razni bolesti, osiguruvawe vo 
semejstvoto vo slu~aj na smrt, za bra~niot drugar i decata i sli~no. Osiguruvaweto 
na `ivotot e oblik koj uspe{no gi kombinira osiguruvaweto i {tedeweto. 
Razvienoto osiguruvawe na `ivotot zna~i akumulacija na ogromni finansiski 
sredstva koi se dolgoro~ni i koi poradi toa mo`at da se upotrebat za dolgoro~no 
finansirawe i razni investicii. @ivotnoto osiguruvawe e va`no od aspekt na 
akumulacija na kapital i obezbeduvawe socijalna sigurnost.  Od  ovie pri~ini 
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dr`avata go stimulira razvojot na osiguruvaweto na `ivotot, po pat na razli~ni 
olesnuvawa za negovo sproveduvawe (osloboduvawe od danoci, taksi i sl.), a od 
druga strana so posebna za{tita na osigureniot, preku zadol`itelno formirawe i 
plasman na sredstvata na premiskata rezerva. 
 Osiguruvaweto na `ivot treba da obezbedi golem broj na mo`nosti i 
kombinacii za osiguruvawe taka {to sekoj gra|anin vo toa da go pronajde svojot 
interes i na~in za zadovoluvawe na odredeni potrebi. Edinstveno na toj na~in 
postoi {ansa za opfa}awe na golem broj gra|ani. Vo Republika Makedonija, 
osiguruvaweto na `ivot (osobeno nekoi vidovi), vo odnos na zapadno-evropskite i 
ostanatite razvieni nacionalni ekonomii ne e razvieno, vpro~em i pokraj 
osobenoto zna~ewe kako socijalna komponenta.  
 Koga se vo pra{awe proizvodi na osiguruvawe na `ivot tie se denes vo 
pogolema ili pomala mera, me|usebno sli~ni vo site ekonomski razvieni zemji vo 
svetot. Ova e posebno izrazeno vo Evropa, kade so donesuvawe na Direktivata na 
Evropskata Unija vo osiguruvawe na `ivotot  godina zapo~na harmonizacija 
na osiguruvaweto vo ovaa oblast. 

2002

 Naj~esti vidovi na `ivotno osiguruvawe se: osiguruvaweto vo slu~aj na smrt, 
osiguruvaweto vo slu~aj na do`ivuvawe, me{anoto osiguruvawe vo slu~aj na smrt 
ili do`ivuvawe,  osiguruvawe pri koe e garantirana isplata na dogovorenata 
osigurena suma zgolemana za pripi{anata dobivka. 
 Op{tite karakteristiki na osiguruvawe na lica se sledni:  
 a) opasnosta pokriena vo osiguruvaweto se ostvaruva na osigurenata li~nost, 
kako na, uslovno re~eno, na predmet koj ne mo`e da se iska`e vo materijalna 
vrednost; 
 b) spored toa, celta ne mo`e da bide nadomest, tuku isplatata na odnapred 
dogovorena osigurena suma; i  
 v) materijalniot interes ne e uslov za ostvaruvawe na pravo od osiguruvaweto. 
 Osiguruvaweto na lica razbrano kako za{tituvawe na ~ovekot i na ona {to go 
opkru`uva, stanuva od den na den pozna~itelno, poaktuelno i posodr`ajno. 
@ivotnoto osiguruvawe pretstavuva sovr{en primer za zdru`uvawe na rizikot, 
rizikot od predvremena smrt ili do`ivuvawe,  se prenesuva od individuata na 
grupata. 
 Samoto `ivotno osiguruvawe kako ekonomska institucija za obezbeduvawe na 
~ovekot pretstavuva op{testvena potreba i eden vid na organizirana borba za 
otstranuvawe i suzbivawe na pri~initelite koi mo`at da predizvikaat {teta, 
namaluvawe i ograni~uvawe na ve}e nastanatite {tetni nastani i nesre}ni slu~ai, 
kako i materijalen nadomestok za {tetite, odnosno isplatata na osiguritelnata 
suma za posledicite od nastani koi {to ne mo`ele da se izbegnat nitu pak da se 
spre~at. 
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                           Zada~i za samostojna rabota 
 
 1. Koj e osnovniot predmet na prou~uvawe na aktuarskata matematika? 
 

 2. Objasni ja potrebata i opravdanosta na dejnosta osiguruvawe. 
 

 3. Navedi nekolku tipovi `ivotno osiguruvawe. 
 4. Navedi nekoi op{tite karakteristiki na osiguruvawe na lica. 
 

 5. Koja e osnovnata razlika pome|u finansiskata i aktuarskata matematika? 
 

 6. Vo {to se sostoi multidisciplinarnosta na osiguruvaweto? 
 

 7. Koi se rizicite vo `ivotnoto osiguruvawe, odnosno koi se osigurenite 
slu~ai koi mo`e da nastanat? 
 

 8. Na koj na~in osigurenikot obezbeduva isplata od strana na osiguritelot 
pri nastanuvawe na osigureniot slu~aj? 
 

 9. [to e neto, a {to bruto premija? 
 
  

6. 2.  Tablici na smrtnost (Mortalitetni tablici) 
 
 Za presmetvawe na soodvetnata i dovolna premija, pri osiguruvawe na lica vo 
slu~aj na do`ivuvawe ili vo slu~aj na smrt, se javuva potrebata od podatoci za 
verojatnosta na do`ivuvawe ili smrtta na poedine~en osigurenik. Poedine~nite 
podatoci ne e mo`no da bidat poznati, vremeto na do`ivuvaweto i smrtta ne se 
merlivi, pa zatoa, potreben e statisti~ki materijal za do`ivuvaweto i za 
smrtnosta pregledno sreden vo posebni tablici, koi se vikaat tablici na 
smrtnosta (mortalitet) i do`ivuvawe (`iveewe).  
 Se raboti za slednovo olesnuvawe, dokolku znaeme kolku lu|e na odredena 
vozrast, vo sostav na opredelena grupa lu|e, umiraat, postoi mo`nost da se 
presmeta verojatnosta na smrt za opredeleno lice.  
 Na primer, od 100000  lica na �45 godi{na vozrast, vo tekot na edna godina 
umrele  lica, a slednata ta godina, je do`iveale 99592  lica. Podatocite se 
zapi{uvaat soodvetno, vo redica  za licata koi ja do`iveale 

408 �46

�46 tata godina.  
 Osiguritelnite kompanii imaat potreba od posebni tablici specijalno 
napraveni za nivni potrebi. Zatoa golemite osiguritelni kompanii vo poedine~ni 
zemji izrabotuvaat zaedni~ki tablici na smrtnosta (mortalitetni tablici) vrz 
baza na svoite iskustva. 
 
 Site mortalitetni tablici po~nuvaat so 0  godini i zavr{uvaat so 100 godini 
vozrast. Me|utoa, ~ove~kiot `ivot e najtainstvenata golemina koja zavisi od mnogu 
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faktori i sledovatelno na toa, mortalitetnite tablici se samo potrebna baza za 
presmetuvawe na osigurenikot. 
  Prvite tablici gi konstruiral Heli (Halley), vo 1693  godina. Od toga{ do 
denes se izraboteni se golem broj tablici, zavisno od potrebite na osiguritelnite 
kompanii. Seu{te se koristat angliskite tablici, od 20  kompanii, izraboteni vo 

 godina, koi sodr`at zasebni podatoci za ma{ki osigurenici, za `enski 
osigurenici, kombinirani tablici, tablici za bolest i drugo.  
1869

  Vo tablicite se koristat biometriski broevi koi se op{to prifateni 
(internacionalni).  
 Osnovnite oznaki koi se koristat se: 
 - x  -  vozrast, odnosno broj na godini na liceto; 
 -  - (leaving = `ivi) , brojot na `ivi lica na vozrast x x  godini, odnosno lica 
od po~etnata populacija na vozrast x .  
Taka,  e brojot na novoroden~iwa koi sé u{te ne napolnile 1 godina,  e brojot 

na lica na vozrast 1 godina, ...,  e brojot na lica na vozrast 58 , ..., se do vozrast 
0 1

58 K , 

kade  e poslednata vrednost razli~na od nula, odnosno vozrast za koja K 01 ��K .  
 Vo tablicite se vneseni i podatoci za brojot na licata koi ne do`iveale 
opredelena vozrast, pa se koristi i oznakata: 
 - xd  - broj na lica na vozrast x , koi ne ja do`iveale ��1x ta godina. 

Taka,  e brojot na novoroden~iwa koi po~inale pred da napolnat 1 godina, ...,  
e brojot na lica na vozrast  godini, koi po~inale pred da napolnat  godini, se 
do . Vo princip  e broj na lica koi po~inale na vozrasten interval 

0d 45d

45 46

Kd xd %� 1, �xx .  

 Zabele{ka. Vo presmetkite koi se napraveni vo primerite, se koristeni 
razli~ni tablici, izdadeni od zavodot za statistika na Republika Makedonija, 
soglasno so razli~ni popisi na naselenieto. Poslednata tablica koja e koristena, 
e izrabotena vo tek na  20072004 �  godina, koi pokraj zaedni~kite tablici imaat i 
posebni podatoci za ma{ki i `enski lica.  
 Od definiciite pogore, mo`e da se izvedat slednive formuli: 
 

,  1��� xxx d

brojot na `ivi lica na vozrast x  e zbir na `ivite lica na vozrast  i onie koi 
po~inale na vozrast 

1�x
x , pred da napolnat 1�x  godina. Odnosno  

 ,1��� xxxd

brojot na lica koi po~inale na vozrast x  e razlika na lica `ivi na vozrast x  i 
lica `ivi na vozrast . Isto taka, mo`e da ka`eme deka 1�x

 ,xxx d���1

brojot na `ivi lica na vozrast 1�x , e razlika na `ivite lica na vozrast x  i onie 
koi po~inale na vozrast x , pred da napolnat 1�x  godina. 
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 1. Ako brojot na ma{ki lica na vozrast  e 25 9769125 � , a brojot na ma{ki 

lica koi po~inale na vozrast  e 25 68725 �d , toga{ brojot na `ivi lica na vozrast 

 e .
26 9700468797691252526 ���� d �
 

2. Ako se znae deka  a ,9560534 � 9529835 � , toga{ brojot na lica koi po~inale 

na vozrast 34  e .
30735 ��3434 �d

 Vo prodol`enie na tablicite na smrtnost, odnosno do`ivuvawe, se 
definiraat i presmetuvaat i taka nare~eni komutativni broevi, koi se koristat za 
direktni presmetki na sega{nite vrednosti na idnite isplati na osigurenite 
sumi, za razli~ni vidovi na `ivotni osiguruvawa. No, predmet na na{ite 
razgleduvawa se samo matemati~kite verojatnostni osnovi na aktuarskata 
matematika, pa komutativnite broevi nema da gi razgleduvame nitu da gi 
definirame.  
 
 
 6.2.1. Verojatnost na `iveewe i smrt na edno lice 
  
 Glavna zada~a vo ovoj del e, koristej}i gi tablicite na smrtnost, da se 
presmetaat verojatnostite edno lice da do`ivee opredelena vozrast ili da po~ine 
pred da napolni opredelena vozrast. Osnova za izveduvawe na formulite e 

klasi~nata definicija na verojatnost 
n

P � , kade  e brojot na povolni nastani, a 

 vkupniot broj na nastani.  n
 Dali edno lice na vozrast x , }e do`ivee vozrast nx � , ili }e po~ine vo 
me|uvreme, nikoj ne mo`e da predvidi. Zatoa, do`ivuvaweto na odredena vozrast i 
umiraweto, se slu~ajni golemini (slu~ajni promenlivi), ~ii verojatnosti za 
opredelena vrednost, se presmetuvaat preku podatocite od tablicata na smrtnost.  
 Se definiraat slednite verojatnosti: 
- - verojatnost lice na vozrast x x , da ja do`ivee ��1x ta godina 

 
x

x
x

1�� ; 

-  - verojatnost na vozrast x x , da po~ine pred da napolni 1�x  godina 

 
x

xx

x

x
x

d 1��
�� ; 

povrzani so relacija . 1�� xx

Dvete navedeni verojatnosti se verojatnosti za sprotivni nastani. 
 Potoa: 
-  - verojatnost lice na vozrast xn x , da ja do`ivee �� nx tata godina 
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x

nx
xn

�� ;

-  - verojatnost lice na vozrast xn x , da po~ine pred da napolni  nx �  godini 

 
x

nxx

x

nx
xnxn

�� �
����� 11 ;

i ovde dvete navedeni verojatnosti se verojatnosti za sprotivni nastani. 

Verojatnosta 
x

nx
xn

�� , mo`eme da ja izvedeme postapno. Za lice koe ima x  godini, 

nastanot liceto da ja do`ivee �� nx ta godina, e presek na nezavisni nastani i toa, 
prvo liceto da ja do`ivee ��1x  vata godina, pa potoa lice na  godina, da ja 
do`ivee ta godina, i taka natamu, do lice na vozrast  godina da ja 
do`ivee 

1�x
1�n�� 2x

�� n
�x

x tata godina. Zaradi nezavisnosta, verojatnosta na nastanot e 
proizvod od verojatnostite na nastanite koi u~estvuvaat vo presekot pa  

 
x

nx

nx

nx

x

x

x

x
nxxxxxn

�

��

�

�

��
���� ��		�

11

21

121 ...... .  

 ]e definirame u{te edna verojatnost, verojatnosta lice na vozrast x , da ja 
do`ivee �� nx tata godina i da ne gi do`ivee slednite  nx ��  godini, zna~i da 
po~ine pred da napolni nx ��  godini. Vsu{nost, zboruvame za verojatnost  lice 
na vozrast x , da gi do`ivee slednite  godini, no da po~ine vo narednite n n �  
godini. I ovde }e iskoristime presek na nastani. Nastanot mo`e da go opi{eme 
kako nastan liceto na vozrast x , da ja do`ivee �� nx tata godina, a koga e na 
vozrast nx � , da ne ja do`ivee ��� nx tata godina.  So simboli, toa }e go 
zapi{eme vo oblik   

        $ %
nx

nx

x

nx
xn

nx

nx
xnnxxnxn

�

���

�

��
� ����

�

�
��
�

�
���� 11 ,  

odnosno 

 
x

nxnx
xnxnxn

���
�

�
��� . 

Ova mo`e da se tolkuva i poinaku, vo oblik 
 nxxnxn �	�  

Od ovde verojatnosta lice na vozrast x , da po~ine vo svojata �� nx ta godina e  

 
x

nx

nx

nx

x

nx
nxxnxn

dd �

�

��
� �	�	� . 

 
 Site ovie rezultati se logi~ni, dokolku se razmisluva od aspekt na 
klasi~nata teorija na verojatnost.  
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 3. Izrazi gi so formula i presmetaj gi verojatnostite, lice na godi{na 
vozrast da: 

�30

a) do`ivee 40  godini; 
b) po~ine pred da napolni  godini; 40

v) da po~ine vo vozrastniot interval � %80,60 .  

 a) 967,0
96721

93529

30

40

30

1030

3010 ���� � ; 

 b) ; 033,0967,011 30103010 �����
 

 v) 539,0
96721

2511677221

30

8060

302030
�

�
�

�
� .
 

  

 4. Kolkava e verojatnosta edno lice staro 50  godini da: 
 a) ja do`ivee 51-ta godina;   b) ne ja do`ivee -ta godina. 51

 a) 991,0
88043

87271

50

51

50 ��� ; 

 b) 009,0
88043

772

88043

8727188043

50

5150
50 ��

�
�

�
� . 

Ova zna~i deka od 1000  lica so 50  godini starost, 51-ta godina }e ja do`iveat  
lica, a  lica nema da ja do`iveat. 
 

991

9
 

 5. Vo pretprijatieto  rabotat 30  rabotnici od koi: 10  rabotnici so 
starost od  godini, 8  rabotnici so starost od 25  godini,  rabotnici so starost 
od  godini i  rabotnici so starost od 35  godini. Presmetaj kolku od ovie 
rabotnici }e bidat `ivi po 30  godini. 

20 5

30 7

889,0
99005

88043

20

50
2030 ��� ,   853,0

97929

83578

25

55
2530 ��� , 

 798,0
96721

77211

30

60

3030 ��� ,    717,0
95298

68286

35

65

3530 ��� . 

Toga{, brojot na rabotnici koi }e bidat `ivi po 30  godini e 
25717,07798,05853,08889,010 �	�	�	�	 .
 

 
 
                       Zada~i za samostojna rabota 
 
 1. Presmetaj d , d  i , koristej}i tablici za do`ivuvawe. 50 51 52d
 

 2. Kolkava e verojatnosta edno lice staro  godini da: 40

 a) ja do`ivee 70 -ta godina;   b) ne ja do`ivee -ta godina. 70
 

290



3*. Presmetaj ja verojatnosta lice staro 45  godini da: 
 a) umre vo 55 -tata godina;   b) umre vo -tata godina. 60

(uvidi deka formulata koja se koristi  e 
x

x

x

x

x

x
xxx

dd �

�

��
�� �	�� )  

 

 4. Kolkava e verojatnosta lice staro  godini da 40

 a) umre vo narednite tri godini; 
 b)* ja do`ivee 50 -tata, a umre vo narednite  godini; 6

 v) umre vo 62 -ta godina; 
 g)* umre pome|u 52 -ta i 65 -tata godina? 
 

5. Vo pretprijatieto  se vraboteni 30  lica so slednata starosna struktura: 
 lica so starost od  godini,  lica so starost od  godini,  lica so starost 

od  godini i 5  lica so starost od  godini. Kolku lica verojatno }e bidat `ivi 
po 15  godini? 

5 28 12 32 8

49 42

 

6. Koja e verojatnosta lice staro  godini da 60

1) do`ivee,   2) ne do`ivee u{te: 
a) 5  godini;   b) 8  godini;   v) 15  godini? 
 

7*. Doka`i go identitetot 
nx

xnxn
xn

�

��
� 1 . 

 

8. Kolkava e verojatnosta lice na vozrast  godini, da 40

a) po~ine vo narednite tri godini; 
b)* da do`ivee 50 , a da po~ine do 53  godini; 
v) da po~ine vo 62 - rata godina; 
g)* da po~ine me|u 52  i  godina. 65

 
 

6. 3.  Verojatnost na do`ivuvawe i smrt na dva `ivota 
 
 Koristej}i gi ravenstvata za verojatnost za `iveewe i smrt na edno lice mo`e 
da se napravi generalizacija na presmetuvaweto na verojatnosta za `iveewe i smrt 
za dve i pove}e lica. Ako treba da se slu~at dva nezavisni nastani, toga{ nivnata 
verojatnost e proizvod od poedine~nite verojatnosti za tie nastani. 
Verojatnostite za `ivot i smrt na dve i pove}e lica se razgleduvaat kako 
nezavisni. Neka prvoto lice vo momentot na razgleduvawe ima x  godini, a vtoroto 

 godini. y
 

 - Verojatnosta za do`ivuvawe na  godini, za dve lica, ednoto na vozrast n x  , 
drugoto na vozrast y  godini,  
 ,  xyn
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se presmetuva kako proizvod na verojatnostite za do`ivuvawe na istiot broj na 
godini za prvoto i vtoroto lice, odnosno  

 
y

ny

x

nx
ynxnxyn

���	� . 

 

 - Verojatnosta, nitu edno od licata da ne do`iveat u{te  godini, n
 , xyn

 mo`e da se presmeta kako: 

 $ %$ % �
�
�

�
�
�
�

�
���

�

�
��
�

�
�����	� ��

y

ny

x

nx
ynxnynxnxyn 1111 , 

odnosno 

 
y

nyy

x

nxx
xyn

��
��

� . 

 

 - Verojatnosta, posle n  godini da bide `ivo samo prvoto od dvete lica e 
 ynxnyxn 	� . 

Analogno,  
 - verojatnosta, posle  godini da bide `ivo samo vtoroto od dvete lica e  n

 xnynxyn 	� . 
 

 - Verojatnosta, posle n  godini, da bide `ivo najmalku edno lice, se presmetuva 
kako sprotivna verojatnost od verojatnosta i dvete lica da ne se `ivi, odnosno 
 . xyn�1
 

 Verojatnosta, po n   godini da bide `ivo samo edno lice, zna~i deka mo`e da 
bide `ivo prvoto, a vtoroto ne ili, da bide `ivo vtoroto lice, a prvoto da ne e 
`ivo. So ravenstvo, se opi{uva na sledniot na~in 
 xnynynxnxynyxn 	�	�� . 

 
 1. Liceto  e staro  godini, a liceto 35  e staro 32  godini. Kolkava e 
verojatnosta po  godini: 20

 a) i liceto  i liceto  da bidat `ivi; 
 b) liceto  da bide `ivo, a liceto  da bide mrtvo;       
 v) liceto  da bide `ivo, a liceto  da bide mrtvo; 
 g) da bide `ivo najmalku edno lice (bilo koe)? 

 a) 
32

52

35

55
32203520 	�	   

 b) 0912,01
32

52

35

55

3220352032/3520 ���
�

�
��
�

�
�	�	� ;  
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 v) 110,01
35

55

32

52

3520322035/3220 ���
�

�
��
�

�
�	�	� ; 

 g) $ % $ % 987,011
32

52

35

55

32

52

35

55
3220352032,3520 �	����	�� .
 

 ]e razgledame primer vo koj se vklu~eni pove}e od dve lica, pritoa koristej}i 
analogija so prethodnata zada~a, }e izvedeme formuli za verojatnosti za 
do`ivuvawe i smrt na pove}e od dve lica. 
 

 2. Edno dru{tvo go so~inuvaat tri lica so ista vozrast (  godini). Kolkava e 
verojatnosta nitu eden od niv da ne ja do`ivee: 

25

 a) 50 -tata godina;     b) 60 -tata godina? 
 a) Nikoj da ne ja do`ivee 50 -tata godina zna~i site tri lica da po~inat pred 
da napolnat 50 , a bidej}i `ivotitte na trite lica se nezavisni, za verojatnosta 
dobivame proizvod od verojatnostite za smrt na trite lica 

 $ % $ % 001028,011

3

25

503

2525

3

2525252525252525 ���
�

�
��
�

�
�����		�xyn ; 

 b) Sli~no, .
$ % 00945,0
3

2535 ��xyn

3. Kolkava e verojatnosta deka ma` od  godini i `ena od  godini po  
godini: 

30 25 20

a) dvajcata }e bidat `ivi; 
b) ma`ot `iv, `enata umrena.  

a) 6801,0
97658

81633

94202

76645

25

45

30

50
25,3020 �	�

�
�

	� ; 

b) .
 1335,025203020 �	
 

 Za dve lica mo`e da se presmetuvaat i drugi slo`eni verojatnosti. Analogno 
na na~inot na koj se presmetuvaat verojatnostite za `iveewe i smrt na dve lica 
mo`e da se presmetaat i verojatnostite za pove}e lica. 
 Od pojavata na mortalitetnite tablici pa sé do denes se raboti na kreirawe 
na funkcii za smrtnost i kreirawe na modeli za presmetka na premiite za razni 
vidovi na `ivotno osiguruvawe. 
 Osiguruvaweto, ima nau~na osnova i e sinteza od pove}e nau~ni oblasti kako 
{to se ekonomskite, pravnite i tehni~kite nauki. Vo osnova, kaj modelite koi se 
koristat kaj aktuarskata matematika, se dve oblasti od primeneta matematika i 
toa: teorija na slo`ena kamatna stapka i teorijata na verojatnost. Sovremenite 
trendovi vo ispituvawe na modelite za presmetka na premii se pogolemo zna~ewe 
davaat na analiza na rizicite koi se del od modelot za presmetka na premii. 
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                    Zada~i za samostojna rabota 
 

1. Kolkava e verojatnosta deka za ma` od 30  godini i `ena od  godini, po 20  
godini, }e va`i: 

25

a) ma`ot  e umren, `enata e `iva; 
b) dvajcata se umreni? 
 

2. Kolkava e verojatnosta deka za ma` od  godini i `ena od 45  godini, po 10  
godini, }e va`i: 

50

a) ma`ot  e `iv, `enata e umrena; 
b) dvajcata se `ivi? 

 

3. Dve lica se so starost  i 35  godini. Presmetaj ja verojatnosta po 20  
godini: 

32

a) dvete lica da se `ivi; 
b) prvoto lice da e `ivo, a drugoto ne; 
v) nitu edno lice da ne bide `ivo; 
g) samo edno lice da bide `ivo; 
d) da e `ivo barem edno lice; 
e) da umre barem edno lice. 
 

4. Dve lica se so starost  i 48  godini. Presmetaj ja verojatnosta po 15  
godini: 

40

a) dvete lica da se `ivi; 
b) prvoto lice da e `ivo, a drugoto ne; 
v) nitu edno lice da ne bide `ivo; 
g) samo edno lice da bide `ivo; 
d) da e `ivo barem edno lice; 
e) da umre barem edno lice. 

 

 5. Kolkava e verojatnosta deka po  godini, sinot star 10  godini i tatkoto 
star  godini: 

15

45

 a) dvajcata }e bidat `ivi; 
 b) sinot }e bide `iv; 
 v) dvajcata }e se umreni?  
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6. 4.  Zada~i za ve`bawe 
 
 1. Presmetaj ,  i . Brojot na `ivite lica e , 43d 44d 45d 9220043 � 9171044 � , 

 i . 9120045 � 9060046 �
 

 2. Kolkava e verojatnosta lice staro 30  godini da: 
a) umre pome|u 52 -ta i 60 -tata godina; 
b) umre vo 50 -tata godina; 
v) ja do`ivee 40 -tata godina, a umre vo narednite 5  godini? 
 

3. Vo u~ebnata  godina imalo  u~enici od koi: 15  so starost od 17  
godini, 10  so starost od 18  godini, 8  so starost od 19  godini,  so starost od  
godini i 12  so starost od 21  godina. Kolkav e verojatniot broj na u~enicite {to }e 
ja proslavat 30  godi{ninata od maturiraweto? 

2008/2007 50

5 20

 

 4*. ^etiri bra}a se stari 15 , ,  i 30  godini. Kolkava e verojatnosta 20 25

 a) site ~etvorica da ja do`iveat 40 -tata godina; 
 b) nitu eden da ne ja do`ivee 40 -tata godina; 
 v) pomladite bra}a da ja do`iveat, a postarite bra}a da ne ja do`iveat -tata 
godina? 

40

(obidi se primerot od dve lica da go primeni{ za ~etiri lica) 
 

5*. Edno dru{tvo se sostoi od tri lica so slednava starost: 
a) 30 , 32  i  godini; 34

b) ,  i  godini; 38 40 41

v) 50 , 51 i  godini. 55

Koja e verojatnosta site ~lenovi na ova dru{tvo da bidat `ivi u{te  godini? 20
 

 6. Kolkava e verojatnosta deka 30  godi{na ma{ko lice: 
 a) }e ja do`ivee slednata godina; 

b) nema da ja do`ivee slednata godina? 
 

7. Kolkava e verojatnosta lice na  godini da ja 20

a) do`ivee -ta;   b) da ne ja do`ivee 40 -tata godina? 40
 

8. Kolkava e verojatnosta deka  godi{no lice }e do`ivee starost od 80  
godini? 

25

 

9. Od  lica na 17  godini, 10  na 18  godini, 12  na 19  godini i  na  godini, 
kolku od niv }e bidat `ivi po  godini. 

5 8 20

40
  

10. Kolkava e verojatnosta deka lice staro  godini: 20

 a) }e ja do`ivee idnata godina; b) }e ja do`ivee 70 -tata godina? 
 

11. Kolkava e verojatnosta deka lice od  godini: 70

a) ne }e ja do`ivee slednata godina; 
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b) }e umre vo tek na -tata godina? 75
 

12. Grupa vraboteni vo eden sektor se sostoi od 5  lica od po 60  godini. 
Kolkava e verojatnosta deka: 

a) to~no dve lica }e ja do`iveat 70 -tata godina; 
b) site }e ja do`iveat 70 -tata godina; 
v) nitu edno lice nema da ja do`ivee 70 -tata godina? 
 

13. Kolkava e verojatnosta deka lice od 35  godini: 
a) }e umre vo -tata godina; 60

b) }e ja do`ivee 40 -tata godina; 
v) }e umre vo narednite  godini? 6
 

 14. Vo klasot ima 8  u~enici od 16  godini, 12  u~enici od 17  godini, 6  u~enici 
od 18  godini i 3  u~enici od 19  godini. Kolkav e o~ekuvaniot broj na `ivi u~enici 
po 30  godini? 
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Re{enija i odgovori na zada~ite 
 
 
 

1. 1. 
3. �) , �) (41,1,16,0),  (16,-9,-4), �) 16, 10, -4, 8, 0, 9. 5. ��.   432
 

1. 2. 

1. . 2. .  3. . 4.
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"
��

28
11
22

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�

416
31
98

.

.

.

/

0

 
 
 

!

"
�

�

37
134
16

3,2,0,5� � � �tzyx .  

 

1. 3. 
1. �� 	�� ��� , � �� 	�� ��� mm2 nn2 . F�
 nm � , 

��G BAAB � .  

2. . 3. . 4. . 5. .  .
/

0
 
!

"
���
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1. ,   (a�R),  i  . 2. a) Da, b) ne.   .
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/
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7/10100
7/4010
7/15001

6. a) , b)  ili  ili . 7. a) da, b) da.  t]001[ ]1[ ba ]10[ a ]100[

 1.6.  
1. a) 3, b) 4, v) 2. 2. a) 2, b) 2, v) 3. 3. 3. 4. Matricata V se dobiva od matricata A na toj 
na~in {to kolonite (redicite) na matricata A se zemaat za redici (koloni) na 
matricata V. 5.  ]e se namali za edinica ili nema da se promeni.     
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1. 7. 
2. a) Regularna matrica, b) singularna matrica. 3. a) Regularna matrica,    
b) singularna matrica, v) regularna matrica, g) singularna matrica. 4. Ako 0��  
matricata e singularna, a ako  matricata e regularna. 5. Ako site dijagonalni 
elementi se razli~ni od nula.    

0��

 
 1. 8.

1. a) , b) , v) ,  
.
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/

0

 
 
 

!

"
�����

024
216
035

BA
.
.
.

/

0

 
 
 

!

"

�
��

�
��

222
576
211

BA
.
.
.

/
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g) .  2. a)  b) , v)  5. a) Da, b) da.  
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383916
441617

6. a) 
.
.
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100
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001

�A .2�Brang   

8. rang  9. a) Da, b) da, v) da, g) da, d) da, |) da, e) da, `) da, z) da, y) ne. .3)BA( ��

2.1.

1. a) , b) nan 31���
n

an
13�� , v) 

n
a n

n
1)1(�� .  

 

2.2.

1. a) 9, b) 99, v) 999. 2. a) �0n �0n �0n '� , b) 
2
1

, v) '� . 3. �0n 10. 4. Ne. 5. Nizata 

 ima granica, a nizata  nema granica.    1�na n)1(��na
  

2.3.
1. a) 1, �1 	 0, b) nema, v) nema. 2. Ne e konvergentna. To~ki na natrupuvawe se 0 i 1.   
3. a) , b)  . 5. a) 0, b) 0, v) 0.    ba � ba �
 

2.4.

1. a), b), v), |).  2. 
5
3

. 3. 0. 4. 0. 5. 15. 6. .
64
27

7. .
1024

1
 8. �1. 9. .

3
10

 10. .
2
1

 11. .
2
1

 12. 1. 13. 0.  
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2.5.

1. 1,25; b) � . 2. Nizata konvergira kon a) ' ,
21

1
m�

 b) .
ab

b
�

 3. a) 7,5; b) .'�  4. .
1

1
2x�

 

5. a) 5, b) 7 . 6. 2
3
4 RA . 7. 1. 8. �3. 9. 2. 10. 

5
1

. 11. 7. 12. '� . 13. 
3
4

. 14. .
2
1

 
 

2.6.
1. a) raste, b) raste, v) raste, g) opa|a, d) opa|a, |) opa|a. 2. a) raste, b) raste,  v)  

opa|a, g) opa|a. 4. a) e, b) 1,5. 5. a) , b) e, v) e, g) .    2� 2�
 

2. 7.    

1.  a) ;
5
3,

2
1,

3
1,0   b) ;

5
4,

4
3,

3
2,

2
1

��   v) .
24
1,

6
1,

2
1,1  2. .6970 �n  3. 4. .27770 �n .50 �n             

5.  9. a) Ograni~ena; b) neograni~ena; a) ograni~ena. 10. 11. .5010 �n .2 .
5
2

 12.         

13. 

.2

.
2
1

 14.  15. .1 .
2
5

� .2  16.  17. .1� .2�  18.  19.  a) Monotono opa|a; b) monotono 

raste;  v) monotono opa|a; g) monotono opa|a; d) monotono raste; |) ne e monotona. 
21. a)   b)   v)  

.3

;ke ;ke .ke
 

3.1.

2. a)  
!

"
�
�
�C�� ,

3
5

fD , b)  , v) }3{\RDf � �
�
�

�
�
� C�(�

�
�

�
�
� C�� ,

5
2

5
2,fD , g) ,  ),5( C��fD

d) , |)  . 3. a) RDf � }1{\RDf � )()( xhxf � , b) )()( xhxf � .  5. a) , , b) 31 �x 22 �x

9952/1 ��x , v) 
2
1

1 ��x , g) 41 �x , 15,31 ��x , 03 �x 4, 3��x , d) , |) nema nuli. 01 �x

3.2.
2. a) Funkcijata e nitu parna, nitu neparna, b) funkcijata e parna,   v) funkcijata e 
neparna. 3. Funkcijata  na intervalot  M  monotono: a) raste, b) raste, v) opa|a, 
g) raste, d) opa|a, |) opa|a. 4. Funkcijata  monotono opa|a na intervalot 

)(xf
)(xf $ %1,C� , 

a monotono raste na intervalot  � %C,1 . 5. Ne. 
 

 3.3. 

1. 2
2min ����

a
bx f , .  2. 1)( min ��xf 1

2max ���
a

bx f , 1)( max ��xf . 3. Da.  4. Ne.  
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3.4.
2. ,  ne mo`e da se definira. 3. a) ,  , 

b) , 

xxfg 2)( ���

5sin(� xhf �
gf �

)3 ��
)1ln( 32 �� �xehf �

3)

3)1ln(2 ��� xefh �
)35cos( �x cos(sin5 ��� xxfh � . 4. a) , x 45)(xf )( � 3 �� xxh , 

b) , h .  xxf ln)( � ( 4�xsin) �x
 

3.5.

2. 
5

3)(1 �
�� xxf . 3. xxf ����� 41)(1 . 4. . 5. .       

6. 

5ln)(1 ��� xxf )(arcsinlog)( 4
1 xxf ��

2
3
1)(1 ���

x
xf . 7. . 8. . 9. Simetri~ni vo odnos na pravata 17)(1 ��� xxf 5x�1 )(xf �

.xy �  
 

3.7.
5. �) To~ka na prekin e -1, a intervali na neprekinatost se )1,( ��'  i  ),1( '� ;                 
b) To~ki na prekin se 2 i 3, a intervali na neprekinatost se ( )2,�' 3,2(,  i ) ),1( '� ; 

v) To~ki na prekin se AA k�2 , kade k e cel broj, a intervali na neprekinatost se 

),( 22 AA AA kk ��� , kade k e cel broj.      

3.8. 
2. 3000

1�E . 3. a) 4
1 , b) -5, v) . 4. a) 4, b) -4, v) 3log2 2 . 5. a) 3, b) 3

1 , v) 2, g) 4
7 , d) 6, |) -3. 

6. a) -13, b) 4, v) 5. 7. a) 6, b) 4, v) 3
2 . 8. a) 3, b) 2

5 , v) -1. 9. a) -7, b) 6
1 , v) 5

3� . 10. a) -2,            

b) 3
7 , v) 11

15 . 11. a) 4
1 , b) -1, v) -2. 12. a) 12

1� , b) 3
1� , v) 4. 13. a) 3

2 , b) 2
1� , v) -2, g) 1, d) 0, 

|) . 14. a) 0, b) 1, v) -1, g) 0, d) 0, |) 0. 15. a) '� '� , b) '� , v) '� . 16. a) 4, b) 2, v) 2
A , 

g) 2
2m , d) -4, |) 2

1 . 17. a) e, b) , v) , g) , d) 1, |) -2, e) 2�e 6e 6e a
1 , `) 4, z) 2

1 . 18. a) 2
1 ,                

b) 23
1

a
a� , v) , g) 23x 3/2

3
1 �x , d) 1, |) 0. 

3.9.
2. a) vertikalna asimptota: , 1�x 1��x , kosa asimptota: xy � ; b) horizontalna 
asimptota: , v) vertikalna asimptota:1�y 1��x . 3. a) horizontalna asimptota: 

, b) nema asimptoti, v) horizontalna asimptota: 0�y 0�y  i vertikalna asimptota: 

. 4. a) vertikalna asimptota: 1��x Ak
0

Ax �� 2 , kade k e cel broj, b) horizontalna 

asimptota:   i vertikalna asimptota: 0�y �x , v) horizontalna asimptota: 0�y   i 
vertikalna asimptota: . 5. Za 0�x 2�k ; vertikalna asimptota: , kosa  
asimptota: .   

2��x
3�2� xy
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3.10.
1. Domen e mno`estvoto na realnite broevi, a kodomen e mno`estvoto ]2,2[� ;               
b) domen e mno`estvoto na realnite broevi, a kodomen e mno`estvoto ),1[ '� .                

2. Nema. 3. . 4. Funkcijata nema ekstrem. 7. Funkcijata  e 

neprekinata za sekoe 

33 �� xy )xesin(y �

x  kako slo`ena funkcija. Potoa i )xesin(1 2
1y ��  e 

neprekinata i pozitivna funkcija, pa zatoa i ))sin(1ln( 2
1 xey ��  e naprekinata kako 

slo`ena funkcija. 8. a) To~ki na prekin se 2 i -2, a intervali na neprekinatost se 
,  i , b) to~ki na prekin se 0 i 4, a intervali na neprekinatost se 

,  i . 10. a) 3, b) 

)2,( ��'

)0,(�'
)2 ),2( '

),4( '

,2(�
)4,0( 3

1� , v) 2 , g) 4
1 , d) 2

1 , |) 2, e) 2
3 ,   `) 14 ��� , z) 2

3 . 

11. a) 3
2 , b) 3

1 , v) 2. 12. a) 2
1 , b) 0, v) 9

10 , g) '� , d) '� , |) '� . 13. 0. 15. a) e, b) 3
4 , v) 1.       

 
4.1. 

2. 68 km/h.   
 

 4.2. 

1. a) 
93
1

� , b) 
3
5

� ,  v) 
9
1

� . 2. a) x#2 ,  b) ,  2
0 )(24 xxx #�#

v) . 3. Narasnuvaweto na funkcijata  e pogolemo.            

4. , , 

32
0

2
0 )()(3)13( xxxxx #�#�#�

1)1(' ��f 1)1(' ���f

3xy �

4
1)2(' �f � . 5. a) 2' ��y , b) ,   v) 23' xy � 3/2

3
1' �� xy .  

6. a) , b) 1�� xy )1(
2
11 ��� xy , v) )1(21 ���� xy . 7. 12 �� xy .  

 

4.3.  

1. . 2. xxy 24' 3 �� 2
12'
x

xy �� . 3. 3/5

3
4' ��� xy . 4. 3

2
1' ��

x
y .  

5. .  6. .  xxxy sincos10cos' �� 532 12sin3cos9cos4' xxxxxxy ����

7.  
xx

y 22 sin
1

cos
1' �� .  8. 22

2

)1(
1'

x
xy

�
�

� .  9. 2)1(
2'
�

��
x

y .  10. xxxxy 5
3
16' 3/22 ��� � . 

 

4.4.  

1.
52

1'
�

�
x

y .  2. )12()1cos(' 2
2

x
x

x
xy �	�� .  3. 3/2

3
13sin' �	�� xxy . 

4.
652

52'
2 ��

�
�

xx
xy .  5. 

xx
xxy

cossin2
sincos'
�

�
� . 6. 

32 )1(
1'
�

�
x

y . 7. 
)1(cos

2' 22 �
�

x
xy . 
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8. �
�
�

�
�
�
�

�
�

�
�

��
� )

2
11(

2

11
2

1'
xxxxxx

y . 

 

4.5.  

3. 
xy
xyy

��
��

�
21
21

' .  4. 
y

y
cos

1' �� .  5. 
y

ey
x

2
' �� .  6.  

12
2' 2

2

��
�

�
xxy

yxyy .  

 

 4.6.  

1. a) , b) xxxy �� ln2' 3
ln21'

x
xy �

� , v) 22

24

)2(
86'

�
��

��
x

xxxy , g) 
xx

xy 2)1(2
1'
�
�

� ,  

d) , |) )cos(sin' xxey x �� xarctg
x

xy �
�

� 21
' , e) 0'�y . 2. a) ,  24)12(50' �� xy

b) , v) , g) ,  12)1(13' xy ��� )12()1(20' 192 ���� xxxy 3/232 )1(' ���� xxy

d) 
22

2

1)1(2
12'
xx

xxy
��

���
� , |) , e) xctgy �' xxy cos)cos(sin' 	� , `) 

x
ey xtg

2cos
1'� ,  

z) 
22

2'
x

y
�

� , y) 
xx

y
)1(2

1'
�

� , i) 
1sin2

)1sin2ln(cos4'
�

�	
�

x
xxy . 3. a) 1'�y , b) 

2ln
1'

x
y � , 

 v) 3/2

3
1' �� xy .  

4. a) 
25

'
x

xy
�

�
� , b) 

2
1'
�

�
y

y , v) 
xy

xyy
�

�
� 2

2

' , g) 
yxx

yxxyy
sincos

coscossin'
�

��
� , d) 3'

x
yy �� , 

 |) 
xyxx
yxyyy xy

yx

1

1

ln
ln' �

�

�
�

� . 5. a) )1(301 ��� xy , b) )1(1 ���� xy ,  v) )1(1 ��� xy A ,  

g) )1(
3
3

6
��

A
� xy ,  d) )1(2

4
��

A
� xy ,  |) )1(

2
12 ���� xy .    

 
 

4.7. 

2. a) 21 x
dxdy
�

� , b) 
21 x

dxdy
�

� , v) 2x
dxdy �� .  3. a) dxxdy )1( �� ,  

b) dx
x

xxxxdy )1cossin2( 2 ���  4.  5. . .4975,0 995,2
 

4.8.  

1. . 2. 120)5( �y 2/11)6(

64
105 ��� xy . 3. 3/7)3(

27
8 �� xy . 4. 4

)4( 6
x

y �� . 5. .        x�y 3)5( 243 ���
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6. . 7. . 8.  9. , 

, , . 10. .  

xy 3cos81)4( �

xk sin)1 ��� y(

)...321(!)( nny n 				��

xcos�� xy k sin)34( ��

.!)1( 1)( nnn xny ���
xnn e��� )1()(

xy k cos)4( �

y 4( k )24 � y
 
 

4.9.  

1. a) , b) , v) )1(2' �� xy ay �'
52

1'
�

�
x

y . 2. �
�
�

�
�
� A

���
32

1
2
3 xy . 3. a) ,       xxy 64' 3 ��

b) 125'
4

�
�

�
�

�
ba

x
ba

xy .  4. a) ,  b) 2218' 2 ��� xxy 2
3/2 1

3
13

2
1'

x
x

x
y ��� � .  

5. a) 3/43
3

2

)1(
3
1)1(3' ���

�
� xx

x
xy , b) 

22
'

ax
xy
�

� . 6. a) 
322

2

)1(
14'
xx

xy
�

�
� ,  

b) �
�
�

�
�
� ��� �� 3/23/23

3
1

3
11)(' xxxy . 7. a) 9/5

9
4' �� xy , b) .  xe eey 	�'

x

8. a) , b) . 9. a) bxbaxay sincos' �� 322 sin9cos8' xxxxy �� xxy cos)sin(sin' 	�� ,  

b) . 10. a) , b) xxy sin)cos(cos' 	�� cbxaxebaxy ����
2

)2(' )1sin()11(' 2 x
x

x
y ���� .  

11. a) , b) xxy cossin2'�
x

xy 3cos
sin'� . 12. a) 

x
y

cos
1'� , b) .  )21(' 2xxey x ���

13. a) ,  b) xctgexey xx �� sinln' 2
ln1'

1

x
xxy x

�
� . 14. a) ,  ))ln(sin()(sin' xxctgxxy x ��

b) �
�
�

�
�
� �		�

x
xxtgy xtgx

2cos
10ln10' . 15. a) 231

1'
y

y
�

�� . 16. a) 
x

dxdy 2sin
�� ,  

b) 
32 )1( x

dxdy
�

� ,  v) 
12 �

�
x
dxdy . 17. 2/5

8
3''' �� xy . 18. . kxnn)( eky �

 
 5.1. 
1. . 2.  denari. 3. %64,4�p 306748�K 300000�K  denari. 
  

 5.2.  
1. Vkupna kamata  denari, prose~na rata 13461 denari. 2. vkupna kamata 85200  
denari, prose~na rata 13550  denari. 3. Vkupna kamata  denari, prose~na rata 

 denari 

7688
7688

13461
 

 5.3.  
4.  denari. 5. Iskoristi go primerot. 25,310
 

 5.4. 
1.  godini. 2. a) 14750  denari; b) 87500  denari. 3. 20 10800021 ��� KKK  denari.            
4.  denari. 5. Vkupna kamata 1065000  denari, prose~na rata 169375  denari.                2691
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6. vkupna kamata  denari, prose~na rata  denari. 7. Vkupna kamata 
 denari, prose~na rata 12968  denari. 8. Iskoristi ja zada~a 7 . 9. Iskoristi 

ja zada~a 6 . 

75600

87300�

22800

86418

140130

d

5050 � ld

 

 6.2.  
1. Od  sleduva deka  1�� xx l� xl

51l 430 5187730 ��� , 882873005251 �d

923

��� ll �  i  

85495�86418 ��� 53l5252 � ld . 2. a) 601,0
93529
56240

�
40

3040
4030 �� �

l
l

p ; 

b) 399,056240
�

9352940

3040 ��
� �

l
l

4093529
�40l

70

4030 q . Ova zna~i deka od 1000  lica so  godini 

starost, -ta godina }e ja do`iveat  lica, a  lica nema da ja do`iveat.  601 399

3. a) ,
45

55
45 �

l
d

0
91213
1099

� 012048710 ; b) �q 0169822,0
91213
1549

45

60 �45 ��
l
d

q15 . 

4. a) 
40

4340
40

�
l

l
3 q �

l
0139,0�  ;b) ,0

40

5650 �406/10
�

�
l

ll
q 0594 ;  

v) 
40

63 �
�

�
l

l62l
4022 q 0191,0 ; g) 1941,0

40

6552 �
l

ll
4013/12 �q

534

� . 5. lica.  28

147,6. 1a) ; 1b) ; 1v) ; 2a) ; 2b) 0 ; 2v) . 8. a) , 

b)

884,0 796,0 ,0 045,0 212,0 0139,0403 �q
0594610 q ,0�40 , v) , g) 4020 	p 0191,062 �q 1941,04012 �q . 

 

 6.3. 
1. a) ; b) . 2. a) 1558,02520 �pq 2030 	 0306,0 50104510 pq 	 ; b) 501045 p10 p 	 .   3. a) ; b) 

; v) ; g) 
35203220 pp 	

3520 q	 3220 q3220 p 3520 q	 352032 q 352032 pq2020 p 	� ; d) 3520 q32201 q	 	� ; |) 1 .       4. 

a) ; b) ; v) 
352032 p	20 p�

4815 p40p 	15 48154015 qp 	 4815 q4015 q 	 ; g) 481540 pq154815 q4015 p 	�	 ; d) ; |) 

. 5. a) 15 ; b) 15 ; v) 15

48154015 qq 	�1

481540 p	151 p� 451510 pp 	 10p 451510 qq 	 . 
 

 6.4. 
1. ,  i . 2. a) ; b) ; v) . 3.  lica. 4. a) ;  b) ; v) 

. 5. a) ; b) ; v) .  
490

0013,
600
724,0

0953
0

,0
57,0

0114,0
193,

0239,0 45 816,510 0 184,0
0

6. 
94201
93483

30 �
l
l

p
30

31 � 9924,0� , ,0
94201
718

30

30
30 ���

l
d

q 0076 .  

7. a) 944,
20

40
2020 �

l
l

p � 0
99005
93429

� ;b) 056,011 20202020 944,0 ����� pq . 8. Spored edno  
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tablici, 1716,0
97691
16760

25

80
2555 ���

l
l

p  za ma{ko, spored istite tablici za `ensko 

2389,0
97658
23331

25

80
2555 ���

l
l

p . Spored drugi tabli~ni podatoci  

1503,0
93044
13987

25

80
2555 ���

l
l

p  za ma{ko, 2585,0
97929
25116

25

80
2555 ���

l
l

p  za `ensko.              

9. 1,22812105
20

60

19

59

18

58

17

57 �	�	�	�	�
l
l

l
l

l
l

l
l

s . Zna~i,  lica }e bidat `ivi po  godini. 

10. - 13. Isto kako prethodnite zada~i, samo da se pro~itaat vrednostite od 
tablica. 14. 

22 40

1930183017301630 36128 pppp 	�	�	�	 . 
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